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÷ ÜÔÏÍ ÓÂÏÒÎÉËÅ ÓÏÂÒÁÎÙ ÓÁÍÙÅ ÒÁÚÎÙÅ �Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ.éÈ ÕÒÏ×ÅÎØ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ × ËÁËÏÊ-ÔÏ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔÓÑ ËÏÌÉ-ÞÅÓÔ×ÏÍ ÂÁÌÌÏ×, ËÏÔÏÒÏÅ ÕËÁÚÁÎÏ × ÓËÏÂËÁÈ �ÏÓÌÅ ÎÏÍÅÒÁ ÚÁÄÁÞÉ. ÷ÓÂÏÒÎÉËÅ ÅÓÔØ ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ (5{15 ÂÁÌÌÏ×), ËÏÔÏÒÙÅ ÞÁÓÔÏÒÅÛÁÀÔÓÑ ÕÓÔÎÏ × ÏÄÎÕ ÓÔÒÏÞËÕ, ÔÁË É ÚÁÄÁÞÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÏÇÏÔÉ�Á (25{30 ÂÁÌÌÏ×) | Ó×ÏÅÇÏ ÒÏÄÁ �ÛËÏÌØÎÙÅ ËÕÒÓÏ×ÙÅ�, ÒÅÛÅ-ÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÅÔ ÚÁÎÑÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÎÅÊ, ÎÅÄÅÌØ É ÄÁÖÅ ÍÅÓÑ�Å×.ðÒÁ×ÄÁ, �ÒÉ ÜÔÏÍ ×�ÏÌÎÅ ×ÏÚÍÏÖÎÁ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ, ËÏÇÄÁ ËÔÏ-ÔÏ ÌÅÇËÏÒÅÛÉÔ ÚÁÄÁÞÕ × 20 ÂÁÌÌÏ×, ÎÏ ÏÞÅÎØ ÄÏÌÇÏ �ÒÏÍÕÞÁÅÔÓÑ ÎÁÄ ÚÁÄÁÞÅÊ× 10 ÉÌÉ 15 ÂÁÌÌÏ×. ÷ÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ ÚÁÄÁÞÉ ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ�Ï ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.éÎÏÇÄÁ �ÏÓÌÅ ÎÏÍÅÒÁ ÚÁÄÁÞÉ ÕËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ É ÇÏÄ�ÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÙ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÁ×ÁÌÁÓØ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ:íï íÏÓËÏ×ÓËÁÑ ïÌÉÍ�ÉÁÄÁ,óðï óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇÓËÁÑ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÁ,�ç �ÕÒÎÉÒ çÏÒÏÄÏ×,óï óÏÒÏÓÏ×ÓËÁÑ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÁ,÷ï ÷ÓÅÒÏÓÓÉÊÓËÁÑ ÉÌÉ ÷ÓÅÓÏÀÚÎÁÑ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÁ (�ÏÓÌÅÄÎÉÅ ÜÔÁ�Ù),íåï íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÁÑ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÁ.îÁÚ×ÁÎÉÅ ÓÔÒÁÎÙ (ÇÏÒÏÄÁ) × ÓËÏÂËÁÈ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÄÁ×ÁÌÁÓØÎÁ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÅ ÜÔÏÊ ÓÔÒÁÎÙ (ÇÏÒÏÄÁ).÷ ËÏÎ�Å ÓÂÏÒÎÉËÁ �ÒÉ×ÅÄ£Î Ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÕËÁ-ÚÁÎÙ ËÎÉÇÉ, ÉÓ�ÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÅÓÑ �ÒÉ ÅÇÏ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ.á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÉÓËÒÅÎÎÀÀ �ÒÉÚÎÁÔÅÌØÎÏÓÔØ á.÷. ëÌÉÍÅÎËÏÉ é.÷. íÅÖÉÒÏ×Õ ÚÁ �ÏÄÇÏÔÏ×ËÕ ËÎÉÇÉ Ë �ÅÞÁÔÉ, ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÕÀËÒÉÔÉËÕ É ÉÓ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ Ï�ÅÞÁÔÏË É ÎÅÔÏÞÎÏÓÔÅÊ.
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ìïçéþåóëéå úáäáþé
1. óàöå�îùå ìïçéþåóëéå úáäáþé(îáèïöäåîéå óïï�÷å�ó�÷éñíåöäõ íîïöåó�÷áíé)üÔÉ ÚÁÄÁÞÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÅÛÅÎÙ �ÅÒÅÂÏÒÏÍ ×ÁÒÉÁÎÔÏ×, ÏÄÎÁËÏÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÉÌÌÀÓÔÒÁ�ÉÊ (× ×ÉÄÅ ÔÁÂÌÉ� ÉÌÉ ÒÉÓÕÎËÏ×) ÚÎÁÞÉ-ÔÅÌØÎÏ ÕÓËÏÒÑÅÔ �ÒÏ�ÅÓÓ ÒÅÛÅÎÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ.÷ÓÔÒÅÔÉÌÉÓØ ÔÒÉ ÄÒÕÇÁ: âÅÌÏ×, óÅÒÏ×, þÅÒÎÏ×. îÁ ÎÉÈ ÂÙÌÉÂÅÌÁÑ, ÓÅÒÁÑ É Þ£ÒÎÁÑ ÒÕÂÁÛËÉ. ïÄÅÔÙÊ × ÂÅÌÕÀ ÒÕÂÁÛËÕ ÓËÁÚÁÌþÅÒÎÏ×Õ : �éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ �×ÅÔ ÒÕÂÁÛËÉ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÁÓ ÎÅÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÆÁÍÉÌÉÉ�. ëÁËÏÊ �×ÅÔ ÒÕÂÁÛËÉ Õ ËÁÖÄÏÇÏ?òÅÛÅÎÉÅ 1. îÁ�ÉÛÅÍ × �ÅÒ×ÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ÔÁÂÌÉ�Ù ÆÁÍÉÌÉÉ ÄÒÕ-ÚÅÊ, Á × �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÅ | �×ÅÔÁ ÒÕÂÁÛÅË. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÎÁ âÅÌÏ×ÅÎÅ ÂÅÌÁÑ ÒÕÂÁÛËÁ, ÎÁ óÅÒÏ×Å | ÎÅ ÓÅÒÁÑ, ÎÁ þÅÒÎÏ×Å | ÎÅ Þ£Ò-ÎÁÑ. ðÏÓÔÁ×ÉÍ ÍÉÎÕÓÙ × ÜÔÉ ËÌÅÔËÉ ÔÁÂÌÉ�Ù. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ þÅÒÎÏ×ÎÅ × ÂÅÌÏÊ ÒÕÂÁÛËÅ | ÓÔÁ×ÉÍ ÍÉÎÕÓ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ËÌÅÔËÕ.òÕÂÁÛËÁ âÅÌÏ× þÅÒÎÏ× óÅÒÏ×ÂÅÌÁÑ − − +Þ£ÒÎÁÑ −ÓÅÒÁÑ + −

âÅÌÏ× þÅÒÎÏ× óÅÒÏ×
ÂÅÌÁÑ Þ£ÒÎÁÑ ÓÅÒÁÑúÎÁÞÉÔ, × ÂÅÌÏÊ ÒÕÂÁÛËÅ óÅÒÏ×, þÅÒÎÏ× | × ÓÅÒÏÊ, Á âÅÌÏ× |× Þ£ÒÎÏÊ.òÅÛÅÎÉÅ 2. ðÕÎËÔÉÒÎÁÑ ÌÉÎÉÑ (ÎÁ ÇÒÁÆÅ) ÍÅÖÄÕ â É Â ÎÁ ÒÉ-ÓÕÎËÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ âÅÌÏ× ÎÅ × ÂÅÌÏÊ ÒÕÂÁÛËÅ. �ÁË �ÏÌÕÞÉÍ ÞÅÔÙÒÅ�ÕÎËÔÉÒÎÙÈ ÌÉÎÉÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÍÉÎÕÓÁÍ × ÔÁÂÌÉ�Å. ó�ÌÏÛ-ÎÁÑ ÌÉÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ó É Â ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÂÅÌÁÑ ÒÕÂÁÛËÁ ÎÁ óÅÒÏ×ÅÉ Ô. Ä.1.1.(15) îÁ ÕÌÉ�Å, ×ÓÔÁ× × ËÒÕÖÏË, ÂÅÓÅÄÕÀÔ ÞÅÔÙÒÅ ÄÅ×ÏÞËÉ:áÎÑ, ÷ÁÌÑ, çÁÌÑ É îÁÄÑ. äÅ×ÏÞËÁ × ÚÅÌ£ÎÏÍ �ÌÁÔØÅ (ÎÅ áÎÑ É ÎÅ÷ÁÌÑ) ÓÔÏÉÔ ÍÅÖÄÕ ÄÅ×ÏÞËÏÊ × ÇÏÌÕÂÏÍ �ÌÁÔØÅ É îÁÄÅÊ. äÅ×ÏÞËÁ× ÂÅÌÏÍ �ÌÁÔØÅ ÓÔÏÉÔ ÍÅÖÄÕ ÄÅ×ÏÞËÏÊ × ÒÏÚÏ×ÏÍ É ÷ÁÌÅÊ. ëÁËÏÅ�ÌÁÔØÅ ÎÏÓÉÔ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÄÅ×ÏÞÅË?



1. óÀÖÅÔÎÙÅ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 111.2.(15) ÷ ÏÞÅÒÅÄÉ ÚÁ ÂÉÌÅÔÁÍÉ × ËÉÎÏ ÓÔÏÑÔ ÄÒÕÚØÑ: àÒÁ, íÉ-ÛÁ, ÷ÏÌÏÄÑ, óÁÛÁ É ïÌÅÇ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ àÒÁ ËÕ�ÉÔ ÂÉÌÅÔ ÒÁÎØÛÅ,ÞÅÍ íÉÛÁ, ÎÏ �ÏÚÖÅ ïÌÅÇÁ, ÷ÏÌÏÄÑ É ïÌÅÇ ÎÅ ÓÔÏÑÔ ÒÑÄÏÍ, Á óÁÛÁÎÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄÏÍ ÎÉ Ó ïÌÅÇÏÍ, ÎÉ Ó àÒÏÊ, ÎÉ Ó ÷ÏÌÏÄÅÊ. ëÔÏ ÚÁËÅÍ ÓÔÏÉÔ?1.3.(5) äÒÕÚØÑ áÌ£ÛÁ, âÏÒÑ É ÷ÉÔÑ ÕÞÁÔÓÑ × ÏÄÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ.ïÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÅÚÄÉÔ ÄÏÍÏÊ ÉÚ ÛËÏÌÙ ÎÁ Á×ÔÏÂÕÓÅ, ÄÒÕÇÏÊ | ÎÁÔÒÁÍ×ÁÅ, Á ÔÒÅÔÉÊ | ÎÁ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÅ. ïÄÎÁÖÄÙ �ÏÓÌÅ ÕÒÏËÏ× áÌ£-ÛÁ �ÏÛ£Ì �ÒÏ×ÏÄÉÔØ Ó×ÏÅÇÏ ÄÒÕÇÁ ÄÏ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ Á×ÔÏÂÕÓÁ. ëÏÇÄÁÍÉÍÏ ÎÉÈ �ÒÏÈÏÄÉÌ ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓ, ÔÒÅÔÉÊ ÄÒÕÇ ËÒÉËÎÕÌ ÉÚ ÏËÎÁ: �âÏ-ÒÑ, ÔÙ ÚÁÂÙÌ × ÛËÏÌÅ ÔÅÔÒÁÄËÕ!� ëÔÏ ÎÁ ÞÅÍ ÅÚÄÉÔ ÄÏÍÏÊ?1.4.(5) îÁ ÏÄÎÏÍ ÚÁ×ÏÄÅ ÒÁÂÏÔÁÀÔ ÔÒÉ ÄÒÕÇÁ: ÓÌÅÓÁÒØ, ÔÏËÁÒØÉ Ó×ÁÒÝÉË. éÈ ÆÁÍÉÌÉÉ: âÏÒÉÓÏ×, é×ÁÎÏ× É óÅÍ£ÎÏ×. õ ÓÌÅÓÁÒÑÎÅÔ ÎÉ ÂÒÁÔØÅ×, ÎÉ ÓÅÓÔ£Ò, ÏÎ ÓÁÍÙÊ ÍÌÁÄÛÉÊ ÉÚ ÄÒÕÚÅÊ. óÅÍ£ÎÏ×ÓÔÁÒÛÅ ÔÏËÁÒÑ É ÖÅÎÁÔ ÎÁ ÓÅÓÔÒÅ âÏÒÉÓÏ×Á. îÁÚÏ×ÉÔÅ ÆÁÍÉÌÉÉÓÌÅÓÁÒÑ, ÔÏËÁÒÑ É Ó×ÁÒÝÉËÁ.1.5.(10) ÷ ÂÕÔÙÌËÅ, ÓÔÁËÁÎÅ, ËÕ×ÛÉÎÅ É ÂÁÎËÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÍÏ-ÌÏËÏ, ÌÉÍÏÎÁÄ, Ë×ÁÓ É ×ÏÄÁ, �ÒÉÞ£Í ×ÏÄÁ É ÍÏÌÏËÏ ÎÅ × ÂÕÔÙÌËÅ,ÓÏÓÕÄ Ó ÌÉÍÏÎÁÄÏÍ ÓÔÏÉÔ ÍÅÖÄÕ ËÕ×ÛÉÎÏÍ É ÓÏÓÕÄÏÍ Ó Ë×ÁÓÏÍ, ×ÂÁÎËÅ ÎÅ ÌÉÍÏÎÁÄ É ÎÅ ×ÏÄÁ. óÔÁËÁÎ ÓÔÏÉÔ ÏËÏÌÏ ÂÁÎËÉ É ÓÏÓÕÄÁ ÓÍÏÌÏËÏÍ. ÷ ËÁËÏÊ ÓÏÓÕÄ ÎÁÌÉÔÁ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÖÉÄËÏÓÔÅÊ?1.6.(10) îÁ ÄÁÞÅ �ÏÓÅÌÉÌÉÓØ �ÑÔÅÒÏ ÍÁÌØÞÉËÏ×: áÎÄÒÀÛÁ, âÏ-ÒÑ, ÷ÏÌÏÄÑ, çÅÎÁ É äÉÍÁ. ÷ÓÅ ÂÙÌÉ ÒÁÚÎÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁ: ÏÄÎÏÍÕ ÂÙÌ1 ÇÏÄ, ÄÒÕÇÏÍÕ | 2 ÇÏÄÁ, ÏÓÔÁÌØÎÙÍ | 3, 4 É 5 ÌÅÔ. ÷ÏÌÏÄÑ ÂÙÌÓÁÍÙÍ ÍÁÌÅÎØËÉÍ, äÉÍÅ ÂÙÌÏ ÓÔÏÌØËÏ ÌÅÔ, ÓËÏÌØËÏ áÎÄÒÀÛÅ ÉçÅÎÅ ×ÍÅÓÔÅ. óËÏÌØËÏ ÌÅÔ âÏÒÅ? ÷ÏÚÒÁÓÔ ËÏÇÏ ÅÝ£ ÉÚ ÍÁÌØÞÉËÏ×ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ?1.7.(15) éÍÅÀÔÓÑ 6 ÞÅÌÏ×ÅË: ÍÏÓË×ÉÞ, �ÁÒÉÖÁÎÉÎ, ËÉÅ×ÌÑÎÉÎ,ÔÕÌÑË, ÏÄÅÓÓÉÔ É ÒÉÍÌÑÎÉÎ. éÍÅÎÁ ÉÈ: á, â, ÷, ç, ä É å. éÚ×ÅÓÔ-ÎÏ, ÞÔÏ á É ÍÏÓË×ÉÞ | ×ÒÁÞÉ, ä É �ÁÒÉÖÁÎÉÎ | ÕÞÉÔÅÌÑ, ÷ ÉÔÕÌÑË | ÉÎÖÅÎÅÒÙ. â É å ÖÅÎÁÔÙ, Á ÔÕÌÑË | ÈÏÌÏÓÔ. òÉÍÌÑÎÉÎÓÔÁÒÛÅ á, ÏÄÅÓÓÉÔ ÓÔÁÒÛÅ ÷. â É ÍÏÓË×ÉÞ ËÕÒÑÔ, Á ÷ É ÒÉÍÌÑ-ÎÉÎ | ÎÅÔ. ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ, ËÔÏ ÅÓÔØ ËÔÏ. åÓÔØ ÌÉ × ÚÁÄÁÞÅ ÌÉÛÎÉÅÕÓÌÏ×ÉÑ?÷ ÚÁÄÁÞÁÈ ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÒÅÍÑ É ÂÏÌÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÁÂÌÉ� (× 1.8 | Ä×Å) ÉÌÉ ÒÉÓÕÎËÏ×.1.8.(15) (úÁÄÁÞÁ Ï óÍÉÔÅ{äÖÏÎÓÏÎÅ{òÏÂÉÎÓÏÎÅ) óÍÉÔ, äÖÏÎ-ÓÏÎ É òÏÂÉÎÓÏÎ ÒÁÂÏÔÁÀÔ × ÏÄÎÏÍ �ÏÅÚÄÅ ÍÁÛÉÎÉÓÔÏÍ, ËÏÎ-ÄÕËÔÏÒÏÍ É ËÏÞÅÇÁÒÏÍ. ÷ �ÏÅÚÄÅ ÅÄÕÔ ÔÒÉ �ÁÓÓÁÖÉÒÁ Ó ÔÅÍÉÖÅ ÆÁÍÉÌÉÑÍÉ. (ðÁÓÓÁÖÉÒÁ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �íÉÓÔÅÒ� (í-Ò).)í-Ò òÏÂÉÎÓÏÎ ÖÉ×ÅÔ × ìÏÓ-áÎÄÖÅÌÅÓÅ, ËÏÎÄÕËÔÏÒ | × ïÍÁÈÅ.



12 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉí-Ò äÖÏÎÓÏÎ ÄÁ×ÎÏ �ÏÚÁÂÙÌ ×ÓÀ ÁÌÇÅÂÒÕ, ËÏÔÏÒÏÊ ÅÇÏ ÕÞÉÌÉ ×ËÏÌÌÅÄÖÅ. ïÄÎÏÆÁÍÉÌÅ� ËÏÎÄÕËÔÏÒÁ ÖÉ×ÅÔ × þÉËÁÇÏ. ëÏÎÄÕËÔÏÒÉ ÏÄÉÎ ÉÚ �ÁÓÓÁÖÉÒÏ×, ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ Ó�Å�ÉÁÌÉÓÔ �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊÆÉÚÉËÅ, ÈÏÄÑÔ × ÏÄÎÕ �ÅÒËÏ×Ø. óÍÉÔ ×ÓÅÇÄÁ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ Õ ËÏÞÅÇÁÒÁ�ÁÒÔÉÀ × ÂÉÌØÑÒÄ. ëÁË ÆÁÍÉÌÉÑ ÍÁÛÉÎÉÓÔÁ?1.9.(15) �ÒÉ �ÏÄÒÕÇÉ ÂÙÌÉ × ÂÅÌÏÍ, ËÒÁÓÎÏÍ É ÇÏÌÕÂÏÍ �ÌÁÔØÑÈ.éÈ ÔÕÆÌÉ ÂÙÌÉ ÔÅÈ ÖÅ ÔÒÅÈ �×ÅÔÏ×. �ÏÌØËÏ Õ �ÁÍÁÒÙ �×ÅÔÁ �ÌÁÔØÑÉ ÔÕÆÅÌØ ÓÏ×�ÁÄÁÌÉ. ÷ÁÌÑ ÂÙÌÁ × ÂÅÌÙÈ ÔÕÆÌÑÈ. îÉ �ÌÁÔØÅ, ÎÉÔÕÆÌÉ ìÉÄÙ ÎÅ ÂÙÌÉ ËÒÁÓÎÙÍÉ. ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ �×ÅÔ �ÌÁÔØÑ É ÔÕÆÅÌØËÁÖÄÏÊ ÉÚ �ÏÄÒÕÇ.1.10.(15) �ÒÉ ÄÒÕÇÁ | ÷ÌÁÄÉÍÉÒ, éÇÏÒØ É óÅÒÇÅÊ �ÒÅ�ÏÄÁÀÔÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ, ÆÉÚÉËÕ É ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÕ × ÛËÏÌÁÈ �ÕÌÙ, òÑÚÁÎÉ É ëÁ-ÌÕÇÉ. ÷ÌÁÄÉÍÉÒ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÎÅ × òÑÚÁÎÉ, éÇÏÒØ | ÎÅ × �ÕÌÅ, ÔÕÌÑË�ÒÅ�ÏÄÁÅÔ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÕ, ÒÑÚÁÎÅ� | ÎÅ ÆÉÚÉËÕ, éÇÏÒØ | ÎÅ ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉËÕ. ëÁËÏÊ �ÒÅÄÍÅÔ É × ËÁËÏÍ ÇÏÒÏÄÅ �ÒÅ�ÏÄÁÅÔ ËÁÖÄÙÊ ÉÚÎÉÈ?1.11.(15) óÒÅÄÉ ÏÆÉ�ÅÒÏ× áÌÅËÓÁÎÄÒÏ×Á, âÏÒÉÓÏ×Á, ÷ÁÓÉÌØÅ×ÁÉ çÒÉÇÏÒØÅ×Á | ÍÁÊÏÒ, ËÁ�ÉÔÁÎ É Ä×Á ÌÅÊÔÅÎÁÎÔÁ. áÌÅËÓÁÎÄÒÏ× ÉÏÄÉÎ ÉÚ ÌÅÊÔÅÎÁÎÔÏ× | ÔÁÎËÉÓÔÙ, âÏÒÉÓÏ× É ËÁ�ÉÔÁÎ | ÁÒÔÉÌ-ÌÅÒÉÓÔÙ, áÌÅËÓÁÎÄÒÏ× ÍÌÁÄÛÅ �Ï Ú×ÁÎÉÀ,* ÞÅÍ ÷ÁÓÉÌØÅ×. ï�ÒÅÄÅ-ÌÉÔÅ ÒÏÄ ×ÏÊÓË É ×ÏÉÎÓËÏÅ Ú×ÁÎÉÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ.ðÅÒÅÂÏÒ ×ÓÅÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× É ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÅ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÎÅÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÉÔÅÌØÎÙÈ ×ÅÓØÍÁ ÜÆÆÅËÔÉ×ÅÎ × ÚÁÄÁÞÁÈ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó �ÏÎÑÔÉÑÍÉÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÉ.ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÁËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.åÓÌÉ üÌÅÎ ÎÅ ÄÏÌÖÎÁ ×Ù�ÏÌÎÉÔØ �ÏÒÕÞÅÎÉÅ, ÅÇÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔ÷ÁÎÄÁ. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ �üÌÅÎ ÄÏÌÖÎÁ� É �ëÁÍÉÌÌÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ� ÎÅÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÉÓÔÉÎÎÙÍÉ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ. åÓÌÉ ÷ÁÎÄÁ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔ�ÏÒÕÞÅÎÉÅ, ÔÏ üÌÅÎ ÄÏÌÖÎÁ, Á ëÁÍÉÌÌÁ ÍÏÖÅÔ ×Ù�ÏÌÎÉÔØ ÅÇÏ.ðÒÁ×ÉÌØÎÏ ÌÉ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ: �ëÁÍÉÌÌÁ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÅÔ ×Ù�ÏÌÎÉÔØ�ÏÒÕÞÅÎÉÅ�?òÅÛÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A, B É C ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÑ �üÌÅÎÄÏÌÖÎÁ�, �÷ÁÎÄÁ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔ�, �ëÁÍÉÌÌÁ ÍÏÖÅÔ ×Ù�ÏÌÎÉÔØ �ÏÒÕÞÅ-ÎÉÅ�, Á ÞÅÒÅÚ A′, B′ É C ′ | ÉÈ ÏÔÒÉ�ÁÎÉÑ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, A′ | �üÌÅÎÎÅ ÄÏÌÖÎÁ ×Ù�ÏÌÎÉÔØ �ÏÒÕÞÅÎÉÅ�).ñÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÅÇÏ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× 8 (ABC, A′BC, AB′C, É Ô. Ä.). éÚ�ÅÒ×ÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ A′ É B′ ÎÅÄÏ�ÕÓÔÉÍÁ, �Ï-ÜÔÏÍÕ ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÅÍ ×ÁÒÉÁÎÔÙ A′B′C É A′B′C ′. éÚ ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ AC ′ ÎÅÄÏ�ÕÓÔÉÍÁ, ÚÎÁÞÉÔ, ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÁÒÉÁÎÔÙ*íÁÊÏÒ ÓÔÁÒÛÅ �Ï Ú×ÁÎÉÀ, ÞÅÍ ËÁ�ÉÔÁÎ, Á ÔÏÔ | ÓÔÁÒÛÅ ÌÅÊÔÅÎÁÎÔÁ.



1. óÀÖÅÔÎÙÅ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 13AB′C ′ É ABC ′. �ÒÅÔØÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÉÓËÌÀÞÁÅÔ A′B É BC ′, ÞÔÏ ÏÔÂÒÁ-ÓÙ×ÁÅÔ ×ÁÒÉÁÎÔ A′BC ′. éÔÁË, ÏÓÔÁÀÔÓÑ ×ÁÒÉÁÎÔÙ ABC É AB′C.÷ ÏÂÏÉÈ ×ÁÒÉÁÎÔÁÈ ëÁÍÉÌÌÁ ÍÏÖÅÔ, üÌÅÎ ÄÏÌÖÎÁ, Á ×ÏÔ ×Ï�ÒÏÓ Ï÷ÁÎÄÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ. úÎÁÞÉÔ, ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ.1.12.(20) ÷ ÄÏÍÅ ÖÉ×ÕÔ A, ÅÇÏ ÖÅÎÁ B É ÔÒÏÅ ÉÈ ÄÅÔÅÊ C, D, E,�ÒÉ ÜÔÏÍ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:1) åÓÌÉ A ÓÍÏÔÒÉÔ ÔÅÌÅ×ÉÚÏÒ, ÔÏ É B ÓÍÏÔÒÉÔ ÔÅÌÅ×ÉÚÏÒ.2) èÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ D É E ÓÍÏÔÒÉÔ ÔÅÌÅ×ÉÚÏÒ.3) òÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÉÚ B É C ÓÍÏÔÒÉÔ ÔÅÌÅ×ÉÚÏÒ.4) C É D ÌÉÂÏ ÏÂÁ ÓÍÏÔÒÑÔ, ÌÉÂÏ ÏÂÁ ÎÅ ÓÍÏÔÒÑÔ ÔÅÌÅ×ÉÚÏÒ.5) åÓÌÉ E ÓÍÏÔÒÉÔ ÔÅÌÅ×ÉÚÏÒ, ÔÏ A É D ÔÏÖÅ ÓÍÏÔÒÑÔ ÔÅÌÅ-×ÉÚÏÒ.ëÔÏ ÓÍÏÔÒÉÔ É ËÔÏ ÎÅ ÓÍÏÔÒÉÔ ÔÅÌÅ×ÉÚÏÒ?1.13.(20) ðÑÔØ ÄÅ×ÕÛÅË: áÎÎÁ, âÅÌÌÁ, ÷ÅÒÁ, çÁÌÉÎÁ É äÁÒØÑ |×ÙÛÌÉ × ÆÉÎÁÌ ËÏÎËÕÒÓÁ ËÒÁÓÏÔÙ. îÁ ×Ï�ÒÏÓ äÁÒØÅ: �ëÔÏ ÓÔÁÒÛÅ:÷Ù ÉÌÉ âÅÌÌÁ?�, ÖÕÒÎÁÌÉÓÔ �ÏÌÕÞÉÌ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÏÔ×ÅÔ: �åÓÌÉ ÑÓÔÁÒÛÅ áÎÎÙ, ÔÏ Ñ ÓÔÁÒÛÅ âÅÌÌÙ, ÌÉÂÏ ÍÏÌÏÖÅ ÷ÅÒÙ. åÓÌÉ ÖÅ ÑÎÅ ÓÔÁÒÛÅ âÅÌÌÙ, ÔÏ Ñ ÍÏÌÏÖÅ çÁÌÉÎÙ. åÓÌÉ Ñ ÍÏÌÏÖÅ çÁÌÉÎÙ ÉÓÔÁÒÛÅ áÎÎÙ, ÔÏ Ñ ÎÅ ÍÏÌÏÖÅ ÷ÅÒÙ. åÓÌÉ Ñ ÍÏÌÏÖÅ çÁÌÉÎÙ É ÎÅÓÔÁÒÛÅ âÅÌÌÙ, ÔÏ Ñ ÓÔÁÒÛÅ áÎÎÙ�. ëÁËÏ× �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ×Ï�ÒÏÓ ÖÕÒÎÁÌÉÓÔÁ?1.14.(25) ûÅÓÔØ ÞÅÌÏ×ÅË: á, â, ÷, ç, ä, å | ËÁÎÄÉÄÁÔÙ ÎÁ�ÏÓÔÙ �ÒÅÚÉÄÅÎÔÁ, ×É�Å-�ÒÅÚÉÄÅÎÔÁ É ÓÅËÒÅÔÁÒÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ á ÎÅÈÏÞÅÔ ×ÈÏÄÉÔØ × ÓÏÓÔÁ× ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×Á, ÅÓÌÉ ä ÎÅ ÂÕÄÅÔ �ÒÅÚÉÄÅÎÔÏÍ,â ÎÅ ÈÏÞÅÔ ×ÈÏÄÉÔØ × ÓÏÓÔÁ× ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×Á, ÅÓÌÉ ÅÍÕ ÎÁÄÏ ÂÕÄÅÔ ÂÙÔØÓÔÁÒÛÉÍ ÎÁÄ ÷, â ÎÅ ÈÏÞÅÔ ÒÁÂÏÔÁÔØ ×ÍÅÓÔÅ Ó å, ÷ ÎÅ ÈÏÞÅÔ ÒÁÂÏ-ÔÁÔØ, ÅÓÌÉ × ÓÏÓÔÁ× ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×Á ×ÏÊÄÕÔ ä É å ×ÍÅÓÔÅ, ÷ ÎÅ ÂÕÄÅÔÒÁÂÏÔÁÔØ, ÅÓÌÉ å ÂÕÄÅÔ �ÒÅÚÉÄÅÎÔÏÍ ÉÌÉ ÅÓÌÉ â ÂÕÄÅÔ ÓÅËÒÅÔÁÒÅÍ,ç ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÷ ÉÌÉ ä, ÅÓÌÉ ÅÍÕ �ÒÉÄ£ÔÓÑ �ÏÄÞÉÎÑÔØÓÑ ÔÏ-ÍÕ ÉÌÉ ÄÒÕÇÏÍÕ, ä ÎÅ ÈÏÞÅÔ ÂÙÔØ ×É�Å-�ÒÅÚÉÄÅÎÔÏÍ, ä ÎÅ ÈÏÞÅÔÂÙÔØ ÓÅËÒÅÔÁÒÅÍ, ÅÓÌÉ × ÓÏÓÔÁ× ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×Á ×ÏÊÄÅÔ ç, ä ÎÅ ÈÏÞÅÔÒÁÂÏÔÁÔØ ×ÍÅÓÔÅ Ó á, ÅÓÌÉ å ÎÅ ×ÏÊÄÅÔ × ÓÏÓÔÁ× ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×Á, å ÓÏ-ÇÌÁÓÅÎ ÒÁÂÏÔÁÔØ ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ �ÒÅÚÉÄÅÎÔÏÍ ÂÕÄÅÔ ÌÉÂÏÏÎ, ÌÉÂÏ ÷. ëÏÇÏ ËÅÍ ÎÁÚÎÁÞÉÔØ, ÞÔÏÂÙ ÕÞÅÓÔØ ×ÓÅ �ÏÖÅÌÁÎÉÑ?1.15.(10) ðÅÔÑ ÓËÁÚÁÌ: �åÓÌÉ ËÏÔ ÛÉ�ÉÔ, ÔÏ ÒÑÄÏÍ ÓÏÂÁËÁ, ÉÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ÓÏÂÁËÉ ÒÑÄÏÍ ÎÅÔ, ÔÏ ËÏÔ ÎÅ ÛÉ�ÉÔ�. îÅ ÓËÁÚÁÌ ÌÉÏÎ ÞÔÏ-ÔÏ ÌÉÛÎÅÅ?1.16.(10) ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÑ: 1. �óÒÅÄÉ ÌÀÄÅÊ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÔÅÌÅ×ÉÚÏÒÙ, ÅÓÔØ ÔÁËÉÅ, ËÏÔÏÒÙÅÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÁÌÑÒÁÍÉ�; 2. �ìÀÄÉ, ËÁÖÄÙÊ ÄÅÎØ ËÕ�ÁÀÝÉÅÓÑ ×ÂÁÓÓÅÊÎÅ, ÎÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÍÁÌÑÒÁÍÉ, ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÔÅÌÅ×ÉÚÏÒÏ×�.



14 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉóÌÅÄÕÅÔ ÌÉ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÎÅ ×ÓÅ ×ÌÁÄÅÌØ�Ù ÔÅÌÅ×ÉÚÏÒÏ× ËÁÖÄÙÊÄÅÎØ ËÕ�ÁÀÔÓÑ × ÂÁÓÓÅÊÎÅ?1.17.(10) ëÁËÏ×Ï ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÉÚ �ÒÉ×ÏÄÉ-ÍÙÈ ÎÉÖÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÉÓÔÉÎÎÙÍÉ: 1. �äÖÏÌÏ×ËÁÞ�, 2. �äÖÏ ÎÅ ×ÅÚÅÔ�, 3. �äÖÏ ×ÅÚÅÔ, ÎÏ ÏÎ ÎÅ ÌÏ×ËÁÞ�, 4. �åÓ-ÌÉ äÖÏ ÌÏ×ËÁÞ, ÔÏ ÅÍÕ ÎÅ ×ÅÚÅÔ�, 5. �äÖÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏ×ËÁÞÏÍ ÔÏÇÄÁÉ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ ÅÍÕ ×ÅÚÅÔ�, 6. �ìÉÂÏ äÖÏ ÌÏ×ËÁÞ, ÌÉÂÏ ÅÍÕ×ÅÚÅÔ, ÎÏ ÎÅ ÔÏ É ÄÒÕÇÏÅ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ�?1.18.(10) ìØ×Ï×, íÉÈÁÊÌÏ× É îÉËÏÌÁÅ× ÒÁÂÏÔÁÀÔ ÂÕÈÇÁÌÔÅÒÏÍ,ËÁÓÓÉÒÏÍ É ÓÅËÒÅÔÁÒÅÍ. åÓÌÉ îÉËÏÌÁÅ× | ËÁÓÓÉÒ, ÔÏ íÉÈÁÊ-ÌÏ× | ÓÅËÒÅÔÁÒØ, ÅÓÌÉ îÉËÏÌÁÅ× | ÓÅËÒÅÔÁÒØ, ÔÏ íÉÈÁÊÌÏ× |ÂÕÈÇÁÌÔÅÒ. åÓÌÉ íÉÈÁÊÌÏ× | ÎÅ ËÁÓÓÉÒ, ÔÏ É ìØ×Ï× | ÎÅ ËÁÓ-ÓÉÒ, ÅÓÌÉ ìØ×Ï× | ÂÕÈÇÁÌÔÅÒ, ÔÏ îÉËÏÌÁÅ× | ÓÅËÒÅÔÁÒØ. ëÔÏËÅÍ ÒÁÂÏÔÁÅÔ?1.19.(10) îÁ ÓÔÏÌÅ ÌÅÖÁÔ ÞÅÔÙÒÅ ËÁÒÔÏÞËÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ Ó×ÅÒ-ÈÕ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ: á, â, 4, 5. ëÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÁÒÔÏÞÅË ÉËÁËÉÅ ÉÍÅÎÎÏ ÎÁÄÏ �ÅÒÅ×ÅÒÎÕÔØ, ÞÔÏÂÙ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ×ÅÒÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÅ: �åÓÌÉ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ ËÁÒÔÏÞËÉ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ,ÔÏ ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ ËÁÒÔÏÞËÉ | ÇÌÁÓÎÁÑ ÂÕË×Á�?1.20.(15) ÷ ÏÄÎÏÊ ÕÒÎÅ ÌÅÖÁÔ Ä×Á ÂÅÌÙÈ ÛÁÒÁ, × ÄÒÕÇÏÊ | Ä×ÁÞ£ÒÎÙÈ, × ÔÒÅÔØÅÊ | ÏÄÉÎ ÂÅÌÙÊ ÛÁÒ É ÏÄÉÎ Þ£ÒÎÙÊ. îÁ ËÁÖÄÏÊÕÒÎÅ ×ÉÓÅÌÁ ÔÁÂÌÉÞËÁ, ÕËÁÚÙ×ÁÀÝÁÑ Å£ ÓÏÓÔÁ×: � e e�, � u u�, � e u�.îÏ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÛÕÔÎÉË �ÅÒÅ×ÅÓÉÌ ×ÓÅ ÔÁÂÌÉÞËÉ ÔÁË, ÞÔÏ ÔÅ�ÅÒØ ËÁ-ÖÄÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÏÓÔÁ× ÕÒÎÙ ÎÅ×ÅÒÎÏ. íÏÖÎÏ ×ÙÎÕÔØ ÛÁÒÉÚ ÌÀÂÏÊ ÕÒÎÙ, ÎÅ ÚÁÇÌÑÄÙ×ÁÑ × ÎÅ£. ëÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÉÚ-×ÌÅÞÅÎÉÊ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÏÓÔÁ× ×ÓÅÈ ÔÒÅÈ ÕÒÎ?(ðÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ×ÌÅÞÅÎÉÑ ÛÁÒ Ï�ÕÓËÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÏ.)1.21.(20) ÷ ÏÄÎÏÊ ÕÒÎÅ ÌÅÖÁÌÏ ÔÒÉ ÂÅÌÙÈ ÛÁÒÁ, × ÄÒÕÇÏÊ |Ä×Á ÂÅÌÙÈ É ÏÄÉÎ Þ£ÒÎÙÊ, × ÔÒÅÔØÅÊ | ÏÄÉÎ ÂÅÌÙÊ É Ä×Á Þ£Ò-ÎÙÈ, × ÞÅÔ×£ÒÔÏÊ | ÔÒÉ Þ£ÒÎÙÈ. ÷ÓÅ ÔÏÔ ÖÅ ÛÕÔÎÉË �ÅÒÅ×ÅÓÉÌÔÁÂÌÉÞËÉ Ó ÓÏÓÔÁ×ÏÍ ÕÒÎ ÔÁË, ÞÔÏ ÔÅ�ÅÒØ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÕËÁÚÙ×ÁÅÔÓÏÓÔÁ× ÕÒÎ ÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÏ. þÅÔÙÒ£Í ÍÕÄÒÅ�ÁÍ �ÒÅÄÌÏÖÉÌÉ ×ÙÎÕÔØÄ×Á ÛÁÒÉËÁ ÉÚ ÔÒÅÈ É, ÉÍÅÑ ÛÁÒÉËÉ É ÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÔÁÂÌÉÞËÉ,Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �×ÅÔ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÛÁÒÉËÁ × ÕÒÎÅ. �ÒÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÂÙÌÉ ÇÌÕ-ÈÉÍÉ, É ÏÎÉ ÎÅ ÓÌÙÛÁÌÉ, ÞÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ, Á ÞÅÔ×£ÒÔÙÊ ÂÙÌÓÌÅ�ÙÍ. ðÅÒ×ÙÊ ÍÕÄÒÅ� ÓËÁÚÁÌ: �ñ ÄÏÓÔÁÌ Ä×Á Þ£ÒÎÙÈ ÛÁÒÉËÁ ÉÍÏÇÕ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �×ÅÔ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÛÁÒÉËÁ�. ÷ÔÏÒÏÊ ÍÕÄÒÅ� ÓËÁÚÁÌ:�ñ ×ÙÎÕÌ ÏÄÉÎ ÂÅÌÙÊ É ÏÄÉÎ Þ£ÒÎÙÊ É ÚÎÁÀ, ËÁËÏÊ ÛÁÒÉË ÏÓÔÁÌ-ÓÑ × ÕÒÎÅ�. �ÒÅÔÉÊ ÍÕÄÒÅ� ÓËÁÚÁÌ: �ñ ×ÙÎÕÌ Ä×Á ÂÅÌÙÈ ÛÁÒÉËÁ,ÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �×ÅÔ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÛÁÒÉËÁ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ�. þÅÔ×£ÒÔÙÊÍÕÄÒÅ� ÄÁÖÅ ÎÅ ×ÉÄÅÌ ÔÁÂÌÉÞËÉ ÎÁ Ó×ÏÅÊ ÕÒÎÅ. ïÄÎÁËÏ ÏÎ ÓËÁÚÁÌ:



1. óÀÖÅÔÎÙÅ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 15�íÎÅ ÎÅ ÎÁÄÏ ×ÙÎÉÍÁÔØ ÛÁÒÉËÉ. ñ ÚÎÁÀ, ËÁËÉÅ ÛÁÒÉËÉ ÌÅÖÁÔ ×ÍÏÅÊ ÕÒÎÅ. ñ ÄÁÖÅ ÚÎÁÀ �×ÅÔÁ ÛÁÒÉËÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÓÔÁÌÉÓØ × ÕÒ-ÎÁÈ Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÍÏÉÈ ÔÏ×ÁÒÉÝÅÊ�. ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË É Ë ËÁËÉÍ×Ù×ÏÄÁÍ �ÒÉÛ£Ì ÓÌÅ�ÏÊ ÍÕÄÒÅ�.1.22.(15) �ÒÏÉÍ ÍÕÄÒÅ�ÁÍ ÚÁ×ÑÚÙ×ÁÀÔ ÇÌÁÚÁ É ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ËÁ-ÖÄÏÍÕ ÉÚ ÎÉÈ ÎÁ ÇÏÌÏ×Õ ÎÁÄÅÌÉ ÌÉÂÏ ËÒÁÓÎÙÊ, ÌÉÂÏ ÚÅÌ£ÎÙÊ ËÏÌ-�ÁË. ÷ÓÅÇÏ ÂÙÌÏ Ä×Á ÚÅÌ£ÎÙÈ É ÔÒÉ ËÒÁÓÎÙÈ ËÏÌ�ÁËÁ. úÁÔÅÍ ÇÌÁÚÁÒÁÚ×ÑÚÙ×ÁÀÔ É �ÒÏÓÑÔ ×ÙÊÔÉ ÚÎÁÀÝÅÇÏ �×ÅÔ ËÏÌ�ÁËÁ ÎÁ Ó×ÏÅÊ ÇÏ-ÌÏ×Å. ÷ÓÅ ÔÒÉ ËÏÌ�ÁËÁ ÂÙÌÉ ËÒÁÓÎÙÅ. þÅÒÅÚ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÉÎÕÔ ÔÒÅ-ÔÉÊ ÍÕÄÒÅ�, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÓÏÏÂÒÁÚÉÔÅÌØÎÙÊ, ×ÙÛÅÌ ÉÚ ËÏÍÎÁÔÙ. ëÁËÏÎ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌ �×ÅÔ ËÏÌ�ÁËÁ?1.23.(15) ãÁÒØ ÄÁÌ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ Ä×ÕÈ ÍÕÄÒÅ�Ï× ËÁÒÔÏÞËÕ ÔÁË,ÞÔÏÂÙ ÄÒÕÇÏÊ Å£ ÎÅ ×ÉÄÅÌ, É ÓËÁÚÁÌ: �õ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÷ÁÓ ÎÁ ËÁÒ-ÔÏÞËÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, �ÒÉÞ£Í ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ�. ãÁÒØ Ó�ÒÏÓÉÌ Õ �ÅÒ×ÏÇÏ ÍÕÄÒÅ�Á: �ëÁËÏÅ Õ ×ÔÏÒÏÇÏÞÉÓÌÏ?� | �îÅ ÚÎÁÀ�, | ÏÔ×ÅÔÉÌ ÔÏÔ. ãÁÒØ Ó�ÒÏÓÉÌ ×ÔÏÒÏÇÏ: �áÔÙ ÎÅ ÚÎÁÅÛØ, ËÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ Õ �ÅÒ×ÏÇÏ?� | �é Ñ ÎÅ ÚÎÁÀ�, | ÏÔ×Å-ÔÉÌ ×ÔÏÒÏÊ. é ÓÎÏ×Á �ÁÒØ Ó�ÒÏÓÉÌ �ÅÒ×ÏÇÏ, É ÓÎÏ×Á ÔÏÔ ÏÔ×ÅÔÉÌ,ÞÔÏ ÎÅ ÚÎÁÅÔ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÏÎ Ó�ÒÏÓÉÌ ×ÔÏÒÏÇÏ, É ÔÏÔ ÓËÁÚÁÌ, ËÁËÏÅÞÉÓÌÏ Õ �ÅÒ×ÏÇÏ. ëÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÂÙÌÉ ÎÁ ËÁÒÔÏÞËÁÈ, É ËÁË ÒÁÓÓÕÖÄÁÌ×ÔÏÒÏÊ?1.24.(20) äÌÑ �ÏÌÑÒÎÏÊ ÜËÓ�ÅÄÉ�ÉÉ ÉÚ ×ÏÓØÍÉ �ÒÅÔÅÎÄÅÎÔÏ×: A,B, C, D, E, F, G É H ÎÁÄÏ ÏÔÏÂÒÁÔØ ÛÅÓÔØ Ó�Å�ÉÁÌÉÓÔÏ×: ÂÉÏÌÏÇÁ,ÇÉÄÒÏÌÏÇÁ, ÓÉÎÏ�ÔÉËÁ, ÒÁÄÉÓÔÁ, ÍÅÈÁÎÉËÁ É ×ÒÁÞÁ. ïÂÑÚÁÎÎÏÓÔØÂÉÏÌÏÇÁ ÍÏÇÕÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØ E É G, ÇÉÄÒÏÌÏÇÁ | B É F, ÓÉÎÏ�ÔÉ-ËÁ | F É G, ÒÁÄÉÓÔÁ | C É D, ÍÅÈÁÎÉËÁ | C É H, ×ÒÁÞÁ | AÉ D. èÏÔÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÒÅÔÅÎÄÅÎÔÙ ×ÌÁÄÅÀÔ Ä×ÕÍÑ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÓÔÑ-ÍÉ, × ÜËÓ�ÅÄÉ�ÉÉ ËÁÖÄÙÊ ÓÍÏÖÅÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ ÏÂÑÚÁÎ-ÎÏÓÔØ. ëÏÇÏ É ËÅÍ ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÚÑÔØ × ÜËÓ�ÅÄÉ�ÉÀ, ÅÓÌÉ F ÎÅ ÓÍÏÖÅÔÅÈÁÔØ ÂÅÚ B, D | ÂÅÚ H É ÂÅÚ C, C ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÅÈÁÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÓ G, Á A ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÅÈÁÔØ ×ÍÅÓÔÅ Ó B?1.25.(15) îÁ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÉ ÒÙÂÏÌÏ×Ï× óÅÍ£ÎÏ×, ðÅÔÒÏ×, âÏÒÉ-ÓÏ× É ìÅ×ÉÎ ÄÏÇÏ×ÏÒÉÌÉÓØ ÚÁ ÓÕÄÁËÁ ÄÁ×ÁÔØ 5 ÏÞËÏ×, ÚÁ ÌÅÝÁ | 4,ÚÁ ÏËÕÎÑ | 2, Á ÚÁ ÅÒÛÁ | 1. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÕÄÁËÁ �ÏÊÍÁÌ óÅ-Í£ÎÏ×. ÷ÓÅÇÏ ÂÙÌÏ ×ÙÌÏ×ÌÅÎÏ 3 ÏËÕÎÑ. ÷ÓÅ ÒÙÂÁËÉ ÎÁÂÒÁÌÉ 18ÏÞËÏ×. íÅÎØÛÅ ×ÓÅÇÏ ÏÞËÏ× �ÏÌÕÞÉÌ ðÅÔÒÏ×, ÈÏÔÑ ÏÎ É ÎÁÌÏ×ÉÌÂÏÌØÛÅ ×ÓÅÈ. ðÅÔÒÏ× É âÏÒÉÓÏ× ×ÍÅÓÔÅ ÎÁÂÒÁÌÉ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÏÞ-ËÏ×, ÓËÏÌØËÏ É óÅÍ£ÎÏ× É ìØ×Ï× ×ÍÅÓÔÅ. õ ×ÓÅÈ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÒÁÚÎÏÅËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÞËÏ×. ëÁËÏÊ ÕÌÏ× ÂÙÌ Õ ËÁÖÄÏÇÏ?1.26.(20) íÁÔØ ÓÏÂÒÁÌÁ Ó×ÏÉÈ ÄÏÞÅÒÅÊ É ÓËÁÚÁÌÁ: �ëÁÖÄÁÑ ÉÚ×ÁÓ ÍÏÖÅÔ ÉÓÔÒÁÔÉÔØ ÎÁ �ÏÄÁÒËÉ �Ï 20 ÄÏÌÌÁÒÏ×. òÁÚÄÅÌÉÔÅ Ó×ÏÉ



16 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉÄÅÎØÇÉ ÎÁ 3 ÒÁÚÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ × ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÂÙÌÏ �ÅÌÏÅÞÉÓÌÏ ÄÏÌÌÁÒÏ×. îÁ �ÏÄÁÒËÉ ÄÌÑ ÄÑÄÉ A. ÒÁÓÈÏÄÕÊÔÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÕÀÄÏÌÀ ÄÅÎÅÇ. îÁ �ÏÄÁÒËÉ ÄÌÑ ÏÔ�Á ÔÒÁÔØÔÅ ÓÒÅÄÎÀÀ ÉÚ ÞÁÓÔÅÊ. áÓÁÍÙÅ ÄÏÒÏÇÉÅ �ÏÄÁÒËÉ �ÏËÕ�ÁÊÔÅ ÄÌÑ Ô£ÔÉ M. ÷Ù ÄÏÌÖÎÙ ÒÁÚ-ÄÅÌÉÔØ ÄÅÎØÇÉ ËÁÖÄÁÑ �Ï-ÒÁÚÎÏÍÕ�. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÄÅ×ÕÛËÉ ÉÚÒÁÓ-ÈÏÄÏ×ÁÌÉ ÎÁ �ÏÄÁÒËÉ Ô£ÔÅ M. ×ÍÅÓÔÅ 52 ÄÏÌÌÁÒÁ. äÁÛÁ �ÏÔÒÁÔÉÌÁÎÁ �ÏÄÁÒÏË ÄÌÑ ÄÑÄÉ A. ÍÅÎØÛÅ ×ÓÅÈ | 3 ÄÏÌÌÁÒÁ. óËÏÌØËÏ ÄÅÎÅÇÉÚÒÁÓÈÏÄÏ×ÁÌÉ ÄÅ×ÕÛËÉ ÎÁ �ÏÄÁÒËÉ ÄÌÑ ÏÔ�Á?1.27.(20) îÁ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÑÈ �Ï ÓÕÍÍÅ ÂÁÌÌÏ× ÎÁ I ÍÅÓÔÏ ×Ù-ÛÅÌ A, ÚÁÔÅÍ ÛÌÉ B, C, D É E. (úÁ I ÍÅÓÔÏ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ×ÉÄÕ ÄÁ×Á-ÌÏÓØ 5 ÂÁÌÌÏ×, ÚÁ II | 4 ÂÁÌÌÁ É Ô. Ä.). A ÎÁÂÒÁÌ 24 ÂÁÌÌÁ, C �ÏÞÅÔÙÒ£Í ×ÉÄÁÍ �ÏÌÕÞÉÌ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÂÁÌÌÙ, E ×ÙÉÇÒÁÌ 4-Ê ×ÉÄ, Á�Ï 5-ÍÕ ÚÁÎÑÌ III ÍÅÓÔÏ. ëÁËÏÅ ÍÅÓÔÏ �Ï 4-ÍÕ ×ÉÄÕ ÚÁÎÑÌ B?1.28.(25) �íÙ Ó �ÏÄÒÕÖËÁÍÉ �Ï ×ÅÞÅÒÁÍ ÒÁÚÇÁÄÙ×ÁÌÉ ÒÅÂÕÓÙ.óÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÅ �ÒÏÄÏÌÖÁÌÏÓØ ÓÔÏÌØËÏ ÄÎÅÊ, ÓËÏÌØËÏ ÂÙÌÏ ÕÞÁÓÔ-ÎÉ�. ëÁÖÄÏÊ ÚÁÓÞÉÔÙ×ÁÌÏÓØ ÏÄÎÏ ÏÞËÏ ÚÁ ÒÅÛÅÎÉÅ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÅÂÕÓÁ,Ä×Á | ÚÁ ÒÅÛÅÎÉÅ ×ÔÏÒÏÇÏ, É Ô. Ä. íÙ ÒÅÛÉÌÉ 100 ÒÅÂÕÓÏ×. ëÁ-ÖÄÙÊ ×ÅÞÅÒ ×ÍÅÓÔÅ ÍÙ ÎÁÂÉÒÁÌÉ 100 ÏÞËÏ×. ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÎÁÓ × ËÏÎ�ÅËÏÎ�Ï× ÎÁÂÒÁÌÁ �Ï 100 ÏÞËÏ×, �ÒÉÞ£Í ÎÉ ÒÁÚÕ ÎÅ ÂÙÌÏ ÔÁË, ÞÔÏÂÙËÔÏ-ÎÉÂÕÄØ ÉÚ ÎÁÓ ÎÅ ÒÅÛÉÌ ÚÁ ×ÅÞÅÒ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÂÕÓÁ. ÷ �ÅÒ×ÙÊ×ÅÞÅÒ Ñ ÒÅÛÉÌÁ 7 ÒÅÂÕÓÏ×, Á ó×ÅÔÁ | 6. ÷ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ×ÅÞÅÒ ìÅÎÁÒÅÛÉÌÁ ÔÏÌØËÏ 3 ÒÅÂÕÓÁ�, | �ÉÓÁÌÁ �ÁÎÑ ÓÅÓÔÒÅ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÌÉÓ×ÅÄÅÎÉÊ, ÞÔÏÂÙ ×ÙÑÓÎÉÔØ, ÓËÏÌØËÏ ÒÅÂÕÓÏ× ÒÅÛÉÌÁ ìÅÎÁ × �ÅÒ×ÙÊ×ÅÞÅÒ?
2. éó�éîîùå é ìïöîùå÷ùóëáúù÷áîéñ.òùãáòé, ìöåãù, èé�òåãù2.1.(5) óÉÄÑÔ ÍÁÌØÞÉË É ÄÅ×ÏÞËÁ. �ñ | ÍÁÌØÞÉË�, | ÓËÁÚÁÌ�ÅÒ×ÙÊ ÒÅÂ£ÎÏË. �ñ | ÄÅ×ÏÞËÁ�, | ÇÏ×ÏÒÉÔ ×ÔÏÒÏÊ ÒÅÂ£ÎÏË. èÏ-ÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ×Ò£Ô. ëÔÏ ÍÁÌØÞÉË, Á ËÔÏ ÄÅ×ÏÞËÁ?2.2.(5) 1. �õ ÷Ï×Ù ÂÏÌØÛÅ 1000 ËÎÉÇ�. 2. �îÅÔ, ËÎÉÇ Õ ÎÅÇÏ ÍÅÎØ-ÛÅ ÔÙÓÑÞÉ�. 3. �ïÄÎÁ-ÔÏ ËÎÉÇÁ Õ ÎÅÇÏ ÎÁ×ÅÒÎÑËÁ ÅÓÔØ�. óËÏÌØËÏËÎÉÇ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Õ ÷Ï×Ù, ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊÉÓÔÉÎÎÏ?2.3.(5) äÏ �ÁÒÑ çÏÒÏÈÁ ÄÏÛÌÁ ÍÏÌ×Á, ÞÔÏ ËÔÏ-ÔÏ ÉÚ ÔÒÏÉÈ ÂÏ-ÇÁÔÙÒÅÊ ÕÂÉÌ úÍÅÑ çÏÒÙÎÙÞÁ. ãÁÒØ �ÒÉËÁÚÁÌ ×ÓÅÍ ÔÒÏÉÍ Ñ×ÉÔÓÑËÏ Ä×ÏÒÕ É ÍÏÌ×ÉÌÉ ÏÎÉ:éÌØÑ íÕÒÏÍÅ�: �úÍÅÑ ÕÂÉÌ äÏÂÒÙÎÑ îÉËÉÔÉÞ�.



2. éÓÔÉÎÎÙÅ É ÌÏÖÎÙÅ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÑ 17äÏÂÒÙÎÑ îÉËÉÔÉÞ: �úÍÅÑ ÕÂÉÌ áÌ£ÛÁ ðÏ�Ï×ÉÞ�.áÌ£ÛÁ ðÏ�Ï×ÉÞ: �ñ ÕÂÉÌ ÚÍÅÑ�.ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÓËÁÚÁÌ �ÒÁ×ÄÕ, Á Ä×ÏÅ ÓÌÕ-ËÁ×ÉÌÉ. ëÔÏ ÕÂÉÌ ÚÍÅÑ?2.4.(10) �ÒÉ ÂÏÇÉÎÉ �ÒÉÛÌÉ Ë ÀÎÏÍÕ ðÁÒÉÓÕ, ÞÔÏÂÙ ÔÏÔ ÒÅÛÉÌ,ËÔÏ ÉÚ ÎÉÈ �ÒÅËÒÁÓÎÅÅ.áÆÒÏÄÉÔÁ: �ñ ÓÁÍÁÑ �ÒÅËÒÁÓÎÁÑ, çÅÒÁ ÎÅ ÓÁÍÁÑ �ÒÅËÒÁÓÎÁÑ�.áÆÉÎÁ: �áÆÒÏÄÉÔÁ ÎÅ ÓÁÍÁÑ �ÒÅËÒÁÓÎÁÑ. ñ ÓÁÍÁÑ �ÒÅËÒÁÓÎÁÑ�.çÅÒÁ: �ñ ÓÁÍÁÑ �ÒÅËÒÁÓÎÁÑ�.ðÁÒÉÓ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÌ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ �ÒÅËÒÁÓÎÅÊÛÅÊ ÉÚÂÏÇÉÎØ ÉÓÔÉÎÎÙ, Á ×ÓÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÂÏÇÉÎØ ÌÏÖÎÙ. éÓ-ÈÏÄÑ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ �ÒÅËÒÁÓÎÅÊÛÕÀ ÉÚ ÂÏÇÉÎØ.2.5.(10) õÞÅÎÉ�Ù: íÁÒÉÑ, îÉÎÁ, ïÌØÇÁ É ðÏÌÑ | ÕÞÁÓÔ×Ï×Á-ÌÉ × ÌÙÖÎÙÈ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÑÈ É ÚÁÎÑÌÉ I{IV ÍÅÓÔÁ. îÁ ×Ï�ÒÏÓ, ËÔÏËÁËÏÅ ÍÅÓÔÏ ÚÁÎÑÌ, ÏÎÉ ÄÁÌÉ 3 ÒÁÚÎÙÈ ÏÔ×ÅÔÁ: �ïÌØÇÁ ÚÁÎÑÌÁ IÍÅÓÔÏ, îÉÎÁ | II�; �ïÌØÇÁ | II, ðÏÌÑ | III�; �íÁÒÉÑ | II, ðÏ-ÌÑ | IV�. ïÔ×ÅÞÁ×ÛÉÅ �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÉÚÎÁÌÉ, ÞÔÏ ÏÄÎÁ ÞÁÓÔØ ËÁÖÄÏ-ÇÏ ÏÔ×ÅÔÁ ×ÅÒÎÁ, Á ÄÒÕÇÁÑ | ÎÅ×ÅÒÎÁ. ëÁËÏÅ ÍÅÓÔÏ ÚÁÎÑÌÁ ËÁÖÄÁÑÉÚ ÕÞÅÎÉ�?2.6.(10) ÷ ×ÅÌÏÇÏÎËÁÈ �ÒÉÎÑÌÉ ÕÞÁÓÔÉÅ 5 ÛËÏÌØÎÉËÏ×. ðÏÓÌÅÇÏÎÏË 5 ÂÏÌÅÌØÝÉËÏ× ÚÁÑ×ÉÌÉ:�ëÏÌÑ ÚÁÎÑÌ I ÍÅÓÔÏ, Á ÷ÁÎÑ | IV�;�óÅÒ£ÖÁ ÚÁÎÑÌ II ÍÅÓÔÏ, Á ÷ÁÎÑ | IV�;�óÅÒ£ÖÁ ÚÁÎÑÌ II ÍÅÓÔÏ, Á ëÏÌÑ | III�;��ÏÌÑ ÚÁÎÑÌ I ÍÅÓÔÏ, Á îÁÄÑ | II�;�îÁÄÑ ÚÁÎÑÌÁ III ÍÅÓÔÏ, Á �ÏÌÑ | V�.úÎÁÑ, ÞÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ �ÏËÁÚÁÎÉÊ ËÁÖÄÏÇÏ ÂÏÌÅÌØÝÉËÁ ×ÅÒÎÏÅ, ÁÄÒÕÇÏÅ | ÎÅ×ÅÒÎÏÅ, ÎÁÊÔÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÅÓÔ.2.7.(10) ðÑÔÅÒÏ ÛËÏÌØÎÉËÏ× ÉÚ �ÑÔÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÇÏÒÏÄÏ× �ÒÉÅ-ÈÁÌÉ × óÍÏÌÅÎÓË ÄÌÑ ÕÞÁÓÔÉÑ × ÏÂÌÁÓÔÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÏÌÉÍ�É-ÁÄÅ. �ïÔËÕÄÁ ×Ù, ÒÅÂÑÔÁ?� | Ó�ÒÏÓÉÌÉ ÉÈ. ÷ÏÔ ÞÔÏ ÏÎÉ ÏÔ×ÅÔÉÌÉ.áÎÄÒÅÅ×: �ñ ÖÉ×Õ × òÏÓÌÁ×ÌÅ, Á çÒÉÇÏÒØÅ× | × çÁÇÁÒÉÎÅ�.âÏÒÉÓÏ×: �÷ çÁÇÁÒÉÎÅ ÖÉ×£Ô ÷ÁÓÉÌØÅ×, Ñ �ÒÉÂÙÌ ÉÚ ÷ÑÚØÍÙ�.÷ÁÓÉÌØÅ×: �éÚ òÏÓÌÁ×ÌÑ �ÒÉÅÈÁÌ Ñ, Á âÏÒÉÓÏ× | ÉÚ åÌØÎÉ�.çÒÉÇÏÒØÅ×: �ñ �ÒÉÂÙÌ ÉÚ çÁÇÁÒÉÎÁ, Á äÁÎÉÌÏ× | ÉÚ ñÒ�Å×Á�.äÁÎÉÌÏ×: �áÎÄÒÅÅ× �ÒÉÅÈÁÌ ÉÚ ÷ÑÚØÍÙ, Á Ñ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÖÉ-×Õ × ñÒ�Å×Å�.ëÏÇÄÁ ÕÄÉ×ÉÌÉÓØ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÓÔÉ ÉÈ ÏÔ×ÅÔÏ×, ÒÅÂÑÔÁ ÏÂß-ÑÓÎÉÌÉ: �ëÁÖÄÙÊ ×ÙÓËÁÚÁÌ ÏÄÎÏ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, Á ÄÒÕ-ÇÏÅ | ÌÏÖÎÏÅ. îÏ �Ï ÎÁÛÉÍ ÏÔ×ÅÔÁÍ ×�ÏÌÎÅ ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ,ÏÔËÕÄÁ ÍÙ �ÒÉÅÈÁÌÉ�. ïÔËÕÄÁ �ÒÉÅÈÁÌ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÛËÏÌØÎÉËÏ×?



18 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ2.8.(5) ëÏÌÑ �ÒÏÉÚÎ£Ó ÉÓÔÉÎÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. íÉÛÁ �Ï×ÔÏÒÉÌÅÇÏ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ, É ÏÎÏ ÓÔÁÌÏ ÌÏÖÎÙÍ. þÔÏ ÍÏÇ ÓËÁÚÁÔØ ëÏÌÑ?2.9.(5) öÉÔÅÌØ ÏÓÔÒÏ×Á ëÒÉÔ ÇÏ×ÏÒÉÔ: �÷ÓÅ ËÒÉÔÑÎÅ | ÌÖÅ-�Ù�. éÓÔÉÎÎÏ ÉÌÉ ÌÏÖÎÏ ÜÔÏ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÅ?2.10.(5) éÓÔÉÎÎÏ ÉÌÉ ÌÏÖÎÏ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÅ �îÅÔ �ÒÁ×ÉÌ ÂÅÚ ÉÓ-ËÌÀÞÅÎÉÑ�? (äÁÎÎÏÅ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÅ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌÏÍ.)2.11.(10) ðÌÅÍÑ ÌÀÄÏÅÄÏ× �ÏÊÍÁÌÏ òÏÂÉÎÚÏÎÁ ëÒÕÚÏ. ÷ÏÖÄØÓËÁÚÁÌ: �íÙ ÒÁÄÙ ÂÙ ÏÔ�ÕÓÔÉÔØ ÔÅÂÑ, ÎÏ �Ï ÎÁÛÅÍÕ ÚÁËÏÎÕ ÔÙÄÏÌÖÅÎ ÓËÁÚÁÔØ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. åÓÌÉ ÏÎÏ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÉÓ-ÔÉÎÎÙÍ, ÍÙ ÓßÅÄÉÍ ÔÅÂÑ. åÓÌÉ ÏÎÏ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÌÏÖÎÙÍ, ÔÅÂÑ ÓßÅÓÔÎÁÛ ÒÕÞÎÏÊ ÌÅ×.� þÔÏ ÓËÁÚÁÔØ òÏÂÉÎÚÏÎÕ, ÞÔÏÂÙ ÌÀÄÏÅÄÙ ÅÇÏ ÏÔ-�ÕÓÔÉÌÉ?2.12.(20) ÷ÏÒÏÂØ£×, óÉÎÉ�ÙÎ É ïÒÌÏ× | ÓÔÕÄÅÎÔÙ, ËÁÖÄÙÊÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ Õ×ÌÅËÁÅÔÓÑ ÔÒÅÍÑ �ÒÅÄÍÅÔÁÍÉ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È: ÂÉÏÌÏÇÉÅÊ,ÈÉÍÉÅÊ, ÉÓÔÏÒÉÅÊ É ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ.óÉÎÉ�ÙÎ: �÷ÏÒÏÂØ£× | ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÚ ÎÁÓ, ËÔÏ ÌÀÂÉÔÉÓÔÏÒÉÀ. ïÒÌÏ× É Ñ Õ×ÌÅËÁÅÍÓÑ ÏÄÎÉÍÉ É ÔÅÍÉ ÖÅ �ÒÅÄÍÅÔÁÍÉ.íÙ ×ÓÅ ÓÞÉÔÁÅÍ ÂÉÏÌÏÇÉÀ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÊ ÎÁÕËÏÊ. ä×ÏÅ ÉÚ ÎÁÓ ÌÀÂÑÔÉ ÈÉÍÉÀ, É ÂÉÏÌÏÇÉÀ�.ïÒÌÏ×: �îÁÍ ×ÓÅÍ ÎÒÁ×ÉÔÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. óÉÎÉ�ÙÎ | ÉÓÔÏ-ÒÉË. ÷ ÏÄÎÏÍ ÉÚ Õ×ÌÅÞÅÎÉÊ ÍÙ ÒÁÓÈÏÄÉÍÓÑ Ó ÷ÏÒÏÂØ£×ÙÍ. óÉÎÉ�ÙÎÉ ÷ÏÒÏÂØ£× ÌÀÂÑÔ ÈÉÍÉÀ�.÷ÏÒÏÂØ£×: �åÓÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ �ÒÅÄÍÅÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÌÀÂÉÍ ÍÙ×ÓÅ. íÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ Õ×ÌÅËÁÀÓØ Ñ ÏÄÉÎ. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÁÓ ÌÀÂÉÔ ÒÁÚÎÏÅÓÏÞÅÔÁÎÉÅ �ÒÅÄÍÅÔÏ×. ïÒÌÏ× ÏÛÉÂÁÅÔÓÑ, ÇÏ×ÏÒÑ, ÞÔÏ óÉÎÉ�ÙÎ É ÑÕ×ÌÅËÁÅÍÓÑ ÈÉÍÉÅÊ�.�ÏÌØËÏ Ä×Á ÉÚ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÔÕÄÅÎÔÁ ÉÓÔÉÎÎÙ. ëÁ-ËÉÍÉ �ÒÅÄÍÅÔÁÍÉ Õ×ÌÅËÁÅÔÓÑ ËÁÖÄÙÊ?2.13.(20) ÷ÅÒÎÕ×ÛÉÓØ Ó ÒÙÂÁÌËÉ âÏÒÉÓÏ×, �ÉÍÏÆÅÅ× É ÷ÁÓÉ-ÌØÅ× ÒÁÓÓËÁÚÁÌÉ:âÏÒÉÓÏ×: ��ÉÍÏÆÅÅ× �ÏÊÍÁÌ ÔÏÌØËÏ Ä×Å ÒÙÂÙ. ÷ÁÓÉÌØÅ× �ÏÊ-ÍÁÌ ÎÁ ÏÄÎÕ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ �ÉÍÏÆÅÅ×. íÙ Ó ÷ÁÓÉÌØÅ×ÙÍ �ÏÊÍÁÌÉ ÎÁ8 ÒÙÂ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ �ÉÍÏÆÅÅ×. ñ ÎÁÌÏ×ÉÌ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ �ÉÍÏÆÅÅ× É÷ÁÓÉÌØÅ× ×ÍÅÓÔÅ�.�ÉÍÏÆÅÅ×: �÷ÁÓÉÌØÅ× ÎÅ ×ÙÕÄÉÌ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÒÙÂÙ. âÏÒÉÓÏ× ÇÏ-×ÏÒÉÔ ÎÅ�ÒÁ×ÄÕ, ÞÔÏ Ñ �ÏÊÍÁÌ 2 ÒÙÂÙ. õ ÍÅÎÑ É âÏÒÉÓÏ×Á ÒÁÚÎÙÊÕÌÏ×. ÷ÁÓÉÌØÅ× É âÏÒÉÓÏ× �ÏÊÍÁÌÉ ×ÍÅÓÔÅ 13 ÛÔÕË�.÷ÁÓÉÌØÅ×: ��ÉÍÏÆÅÅ× | ÓÁÍÙÊ ÕÄÁÞÌÉ×ÙÊ ÉÚ ÎÁÓ. ñ �ÏÊÍÁÌÎÁ 3 ÒÙÂÙ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ âÏÒÉÓÏ×. �ÉÍÏÆÅÅ× ×Ò£Ô, ÞÔÏ Ñ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ�ÏÊÍÁÌ. õ âÏÒÉÓÏ×Á É �ÉÍÏÆÅÅ×Á ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ ÕÌÏ×�.



2. éÓÔÉÎÎÙÅ É ÌÏÖÎÙÅ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÑ 19ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÒÙÂÏÌÏ×Ï× ÔÏÌØËÏ Ä×Á ÒÁÚÁ ÓËÁÚÁÌ �ÒÁ×ÄÕ. óËÏÌØËÏÒÙÂÙ ÎÁÌÏ×ÉÌ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ?2.14.(15) âÒÁÕÎÕ, äÖÏÎÓÕ É óÍÉÔÕ �ÒÅÄßÑ×ÌÅÎÏ ÏÂ×ÉÎÅÎÉÅ ×ÓÏÕÞÁÓÔÉÉ × ÏÇÒÁÂÌÅÎÉÉ ÂÁÎËÁ. ðÏÈÉÔÉÔÅÌÉ ÓËÒÙÌÉÓØ ÎÁ �ÏÄÖÉ-ÄÁ×ÛÅÍ ÉÈ Á×ÔÏÍÏÂÉÌÅ. îÁ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ âÒÁÕÎ �ÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ �ÒÅÓÔÕ�-ÎÉËÉ ÂÙÌÉ ÎÁ ÓÉÎÅÍ �âØÀÉËÅ�; äÖÏÎÓ ÓËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÂÙÌ Þ£ÒÎÙÊ�ëÒÁÊÓÌÅÒ�, Á óÍÉÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÌ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÂÙÌ �æÏÒÄ íÕÓÔÁÎÇ� ÉÎÉ × ËÏÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÓÉÎÉÊ. óÔÁÌÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÖÅÌÁÑ ÚÁ�ÕÔÁÔØÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÕËÁÚÁÌ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ ÌÉÂÏ ÔÏÌØËÏ ÍÁÒËÕÍÁÛÉÎÙ, ÌÉÂÏ Å£ �×ÅÔ. ëÁËÏÇÏ �×ÅÔÁ É ËÁËÏÊ ÍÁÒËÉ ÂÙÌ Á×ÔÏÍÏ-ÂÉÌØ?2.15.(20) òÁÚÂÉÒÁÅÔÓÑ ÄÅÌÏ âÒÁÕÎÁ, äÖÏÎÓÁ É óÍÉÔÁ. ïÄÉÎ ÉÚÎÉÈ ÓÏ×ÅÒÛÉÌ �ÒÅÓÔÕ�ÌÅÎÉÅ. îÁ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÓÄÅÌÁÌÄ×Á ÚÁÑ×ÌÅÎÉÑ.âÒÁÕÎ: �ñ ÎÅ ÄÅÌÁÌ ÜÔÏÇÏ. óÍÉÔ ÓÄÅÌÁÌ ÜÔÏ.�äÖÏÎÓ: �óÍÉÔ ÎÅ×ÉÎÏ×ÅÎ. âÒÁÕÎ ÓÄÅÌÁÌ ÜÔÏ.�óÍÉÔ: �ñ ÎÅ ÄÅÌÁÌ ÜÔÏÇÏ. äÖÏÎÓ ÎÅ ÄÅÌÁÌ ÜÔÏÇÏ.�óÕÄ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ Ä×ÁÖÄÙ ÓÏÌÇÁÌ, ÄÒÕÇÏÊ | Ä×Á-ÖÄÙ ÓËÁÚÁÌ �ÒÁ×ÄÕ, ÔÒÅÔÉÊ | ÏÄÉÎ ÒÁÚ ÓÏÌÇÁÌ, ÏÄÉÎ ÒÁÚ ÓËÁÚÁÌ�ÒÁ×ÄÕ. ëÔÏ ÓÏ×ÅÒÛÉÌ �ÒÅÓÔÕ�ÌÅÎÉÅ?2.16.(20) �÷ÅÒÎÕ×ÛÉÓØ ÄÏÍÏÊ, íÅÇÒÜ �ÏÚ×ÏÎÉÌ ÎÁ ÎÁÂÅÒÅÖÎÕÀïÒÆÅ×Ò.| çÏ×ÏÒÉÔ ËÏÍÉÓÓÁÒ íÅÇÒÜ. åÓÔØ ÎÏ×ÏÓÔÉ?| äÁ, ÛÅÆ. ðÏÓÔÕ�ÉÌÉ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ ÏÔ ÉÎÓ�ÅËÔÏÒÏ×. �ÏÒÒÁÎÓÕÓÔÁÎÏ×ÉÌ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ æÒÁÎÓÕÁ ÂÙÌ �ØÑÎ, ÔÏ ÌÉÂÏ üÔØÅÎ ÕÂÉÊ�Á, ÌÉ-ÂÏ æÒÁÎÓÕÁ ÌÖ£Ô. öÕÓÓØÅ ÓÞÉÔÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ üÔØÅÎ ÕÂÉÊ�Á, ÌÉÂÏæÒÁÎÓÕÁ ÎÅ ÂÙÌ �ØÑÎ É ÕÂÉÊÓÔ×Ï �ÒÏÉÚÏÛÌÏ �ÏÓÌÅ �ÏÌÕÎÏÞÉ. éÎ-Ó�ÅËÔÏÒ ìÀËÁ �ÒÏÓÉÌ �ÅÒÅÄÁÔØ ÷ÁÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÕÂÉÊÓÔ×Ï �ÒÏÉÚÏÛÌÏ�ÏÓÌÅ �ÏÌÕÎÏÞÉ, ÔÏ ÌÉÂÏ üÔØÅÎ ÕÂÉÊ�Á, ÌÉÂÏ æÒÁÎÓÕÁ ÌÖ£Ô. úÁÔÅÍÚ×ÏÎÉÌÁ. . .| ÷Ó£, Ó�ÁÓÉÂÏ. üÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ. | ëÏÍÉÓÓÁÒ �ÏÌÏÖÉÌÔÒÕÂËÕ. ïÎ ÚÎÁÌ, ÞÔÏ ÔÒÅÚ×ÙÊ æÒÁÎÓÕÁ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÌÖ£Ô. �Å�ÅÒØÏÎ ÚÎÁÌ ×Ó£. . . �ëÁËÏÊ ×Ù×ÏÄ ÓÄÅÌÁÌ íÅÇÒÜ?2.17.(5) þÉÓÌÏ È | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ. éÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ 2È > 70,È < 100, 4È > 25, È > 10 É È > 5 Ä×Á ×ÅÒÎÙÈ É ÔÒÉ ÎÅ×ÅÒÎÙÈ.þÅÍÕ ÒÁ×ÎÏ È?2.18.(10) ÷ ÏÄÎÏÊ ÔÅÔÒÁÄÉ ÂÙÌÏ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ 40 ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ.| ÷ ÜÔÏÊ ÔÅÔÒÁÄÉ ÒÏ×ÎÏ 1 ÎÅ×ÅÒÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.| ÷ ÜÔÏÊ ÔÅÔÒÁÄÉ ÒÏ×ÎÏ 2 ÎÅ×ÅÒÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.. . .



20 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ| ÷ ÜÔÏÊ ÔÅÔÒÁÄÉ ÒÏ×ÎÏ 40 ÎÅ×ÅÒÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ.ëÁËÉÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ ÉÓÔÉÎÎÙ?2.19.(15) îÁÊÔÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ A, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÚ ÔÒ£ÈÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ: �(A + 51) | ÔÏÞÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ�, ��ÏÓÌÅÄÎÑÑ �ÉÆÒÁÞÉÓÌÁ A | ÅÄÉÎÉ�Á� É �(A−38) | ÔÏÞÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ� | Ä×Á ×ÅÒ-ÎÙ, Á ÔÒÅÔØÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ.2.20.(20) Á É b | �ÅÌÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. éÚ×ÅÓÔÎÏ,ÞÔÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÞÅÔÙÒ£È ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ: �Á + 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ b�,�Á ÒÁ×ÎÏ 2b + 5�, �Á + b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3�, �Á + 7b | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉ-ÓÌÏ� | ÔÒÉ ×ÅÒÎÙÈ, Á ÏÄÎÏ ÎÅ×ÅÒÎÏÅ. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ�ÁÒÙ Á, b.2.21.(20) îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ Ä×ÕÚÎÁÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ A, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚËÏÔÏÒÙÈ Ä×Á ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÞÅÔÙÒ£È ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ×ÅÒÎÙ, Á Ä×Á |ÎÅ×ÅÒÎÙ:�A ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 5�, �A ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 23�, �A + 7 ÅÓÔØ ÔÏÞÎÙÊ Ë×Á-ÄÒÁÔ�, �A− 10 ÅÓÔØ ÔÏÞÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ�.2.22.(5) ÷ óÔÒÁÎÅ þÕÄÅÓ �ÒÏ×ÏÄÉÌÏÓØ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ �Ï ÄÅÌÕ ÏÂÕËÒÁÄÅÎÎÏÊ ÍÕËÅ. îÁ ÓÕÄÅ íÁÒÔÏ×ÓËÉÊ úÁÑ� ÚÁÑ×ÉÌ, ÞÔÏ ÍÕËÕÕËÒÁÌ âÏÌ×ÁÎÝÉË. ÷ Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ âÏÌ×ÁÎÝÉË É óÏÎÑ ÄÁÌÉ �ÏËÁ-ÚÁÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ �Ï ËÁËÉÍ-ÔÏ �ÒÉÞÉÎÁÍ ÎÅ ÂÙÌÉ ÚÁ�ÉÓÁÎÙ. ÷ ÈÏÄÅÓÕÄÅÂÎÏÇÏ ÚÁÓÅÄÁÎÉÑ ×ÙÑÓÎÉÌÏÓØ, ÞÔÏ ÍÕËÕ ÕËÒÁÌ ÌÉÛØ ÏÄÉÎ ÉÚÔÒ£È �ÏÄÓÕÄÉÍÙÈ É ÞÔÏ ÔÏÌØËÏ ÏÎ ÄÁÌ �ÒÁ×ÄÉ×ÙÅ �ÏËÁÚÁÎÉÑ. ëÔÏÕËÒÁÌ ÍÕËÕ?2.23.(10) îÁ ÓÕÄÅ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÔÒÏÉÈ �ÏÄÓÕÄÉÍÙÈ ÏÂ×ÉÎÑÌ ÏÄÎÏÇÏÉÚ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ. ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÙÊ ÂÙÌ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ, ËÔÏÇÏ×ÏÒÉÌ �ÒÁ×ÄÕ. åÓÌÉ ÂÙ ËÁÖÄÙÊ ÓÔÁÌ ÏÂ×ÉÎÑÔØ ÄÒÕÇÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ(ÎÏ ÎÅ ÓÅÂÑ), ÔÏ ×ÔÏÒÏÊ ÂÙÌ ÂÙ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ, ËÔÏ ÓËÁÚÁÌ �ÒÁ×ÄÕ.ëÔÏ ×ÉÎÏ×ÅÎ?2.24.(20) õ éÍ�ÅÒÁÔÏÒÁ ÕËÒÁÌÉ �ÅÒÅ�. ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÔÅ, ËÔÏËÒÁÄ£Ô �ÅÒÅ�, ×ÓÅÇÄÁ ÌÇÕÔ. ðÒÅÓÓ-ÓÅËÒÅÔÁÒØ ÚÁÑ×ÉÌ, ÞÔÏ ÚÎÁÅÔ, ËÔÏÕËÒÁÌ �ÅÒÅ�. ÷ÉÎÏ×ÅÎ ÌÉ ÏÎ?2.25.(20) îÁ ÓÕÄÅ �ÅÒ×ÙÊ �ÏÄÓÕÄÉÍÙÊ ÏÂ×ÉÎÑÌ ×ÔÏÒÏÇÏ. ëÏÇÄÁÌÏÇÉËÕ ÓËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ ×ÉÎÏ×ÎÙÊ ÂÙÌ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ, ËÔÏ ÌÇÁÌ,ÌÉÂÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÂÙÌ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ, ËÔÏ ÇÏ×ÏÒÉÌ �ÒÁ×ÄÕ, ÌÏÇÉË ÓÒÁÚÕÖÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÌ ×ÉÎÏ×ÎÏÇÏ. ëÔÏ ×ÉÎÏ×ÅÎ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ×ÉÎÏ×ÅÎÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ?2.26.(10) (óðï 83) ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È ÇÎÏÍÏ× | âÅÎÑ, ÷ÅÎÑ,öÅÎÑ É óÅÎÑ ÌÉÂÏ ×ÓÅÇÄÁ ÇÏ×ÏÒÉÔ �ÒÁ×ÄÕ, ÌÉÂÏ ×Ò£Ô. íÙ ÕÓÌÙ-ÛÁÌÉ ÒÁÚÇÏ×ÏÒ: âÅÎÑ | ÷ÅÎÅ: ��Ù ×ÒÕÎ�. öÅÎÑ | âÅÎÅ: �óÁÍ ÔÙ×ÒÕÎ!� óÅÎÑ | öÅÎÅ: �ïÂÁ ÏÎÉ ×ÒÕÎÙ. äÁ É ÔÙ ÔÏÖÅ�. ëÔÏ ÉÚ ÎÉÈÇÏ×ÏÒÉÔ �ÒÁ×ÄÕ?



2. éÓÔÉÎÎÙÅ É ÌÏÖÎÙÅ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÑ 212.27.(5) ûËÏÌØÎÉËÉ ÒÁÚÄÅÌÉÌÉÓØ ÎÁ Ä×Å ËÏÍÁÎÄÙ: �ÓÅÒØ£ÚÎÙÈ�,ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ, É �ÛÕÔÎÉËÏ×�, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÏ.õÞÉÔÅÌØ Ó�ÒÏÓÉÌ Õ é×ÁÎÏ×Á, ÓÅÒØ£ÚÅÎ ÏÎ ÉÌÉ ÛÕÔÎÉË. îÅ ÒÁÓ-ÓÌÙÛÁ× ÏÔ×ÅÔ é×ÁÎÏ×Á, ÏÎ Ó�ÒÏÓÉÌ Õ ðÅÔÒÏ×Á É óÉÄÏÒÏ×Á: �þÔÏÏÔ×ÅÔÉÌ ÍÎÅ é×ÁÎÏ×?� ðÅÔÒÏ× ÓËÁÚÁÌ: �é×ÁÎÏ× ÏÔ×ÅÔÉÌ, ÞÔÏ ÏÎÓÅÒØ£ÚÅÎ�. óÉÄÏÒÏ× ÓËÁÚÁÌ: �é×ÁÎÏ× ÏÔ×ÅÔÉÌ, ÞÔÏ ÏÎ ÛÕÔÎÉË�. ëÅÍÂÙÌÉ ðÅÔÒÏ× É óÉÄÏÒÏ×?2.28.(15) ì£×Á ÌÖ£Ô �Ï �ÏÎÅÄÅÌØÎÉËÁÍ, ×ÔÏÒÎÉËÁÍ É ÓÒÅÄÁÍ, Á× ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÄÎÉ ÇÏ×ÏÒÉÔ �ÒÁ×ÄÕ. ÷ ËÁËÉÅ ÄÎÉ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÚÁÑ×ÉÔØ:Á) �ñ ÌÇÁÌ ×ÞÅÒÁ�; Â) �ñ ÂÕÄÕ ÌÇÁÔØ ÚÁ×ÔÒÁ�; ×) �ñ ÌÇÁÌ ×ÞÅÒÁ ÉÂÕÄÕ ÌÇÁÔØ ÚÁ×ÔÒÁ�?2.29.(20) ÷ ÇÏÒÏÄÅ ÖÉÌÉ Ä×Á ÞÕÄÁËÁ | þÕË É çÅË. þÕË ×ÒÁÌ�Ï �ÏÎÅÄÅÌØÎÉËÁÍ, ×ÔÏÒÎÉËÁÍ É ÓÒÅÄÁÍ, çÅË | �Ï ×ÔÏÒÎÉËÁÍ, ÞÅ-Ô×ÅÒÇÁÍ É ÓÕÂÂÏÔÁÍ. ÷ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÄÎÉ ÏÎÉ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ ÔÏÌØËÏ �ÒÁ×-ÄÕ. ïÄÎÁÖÄÙ �ÒÉ ×ÓÔÒÅÞÅ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÎÉÈ ÚÁÄÁÌÉ ×Ï�ÒÏÓ: �ëÁË ÔÅÂÑÚÏ×ÕÔ?�| þÕË, | ÏÔ×ÅÔÉÌ ÏÎ.| á ËÁËÏÊ ÓÅÇÏÄÎÑ ÄÅÎØ ÎÅÄÅÌÉ?| ÷ÞÅÒÁ ÂÙÌÏ ×ÏÓËÒÅÓÅÎØÅ.åÇÏ �ÒÉÑÔÅÌØ ÄÏÂÁ×ÉÌ: �á ÚÁ×ÔÒÁ ÂÕÄÅÔ �ÑÔÎÉ�Á�. õ �ÒÉÑÔÅÌÑÓ�ÒÏÓÉÌÉ: ��Ù ÇÏ×ÏÒÉÛØ �ÒÁ×ÄÕ?�| ñ ×ÓÅÇÄÁ ÇÏ×ÏÒÀ �ÒÁ×ÄÕ �Ï ÓÒÅÄÁÍ�, | ÏÔ×ÅÔÉÌ ÏÎ.ëÔÏ ÉÚ ÎÉÈ þÕË, ËÔÏ | çÅË É × ËÁËÏÊ ÄÅÎØ ÎÅÄÅÌÉ ÓÏÓÔÏÑÌÓÑÜÔÏÔ ÒÁÚÇÏ×ÏÒ?2.30.(15) (óðï 89) úÁ ËÒÕÇÌÙÍ ÓÔÏÌÏÍ ÓÉÄÑÔ k ÆÉÚÉËÏ× É k ÈÉ-ÍÉËÏ×, �ÒÉÞ£Í ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ ×ÓÅÇÄÁ ÇÏ×ÏÒÑÔ �ÒÁ×ÄÕ, Á ÏÓÔÁÌØ-ÎÙÅ ×ÓÅÇÄÁ ÌÇÕÔ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÆÉÚÉËÏ×-ÌÖÅ�Ï× ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ, ÓËÏÌØ-ËÏ ÈÉÍÉËÏ×-ÌÖÅ�Ï×. ÷ÓÅ ÓÉÄÑÝÉÅ ÚÁ ÓÔÏÌÏÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀÔ, ÞÔÏ ÉÈÓÏÓÅÄ Ó�ÒÁ×Á ÈÉÍÉË. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ k Þ£ÔÎÏ.2.31.(15) ðÏÓÌÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ �òÅ×ÉÚÏÒÁ� ÓÏÓÔÏÑÌÓÑ ÄÉÁÌÏÇ.âÏÂÞÉÎÓËÉÊ: �üÔÏ ÷Ù, ð£ÔÒ é×ÁÎÏ×ÉÞ, �ÅÒ×ÙÊ ÓËÁÚÁÌÉ "ü!\.÷Ù ÓÁÍÉ ÔÁË ÇÏ×ÏÒÉÌÉ�.äÏÂÞÉÎÓËÉÊ: �îÅÔ, ð£ÔÒ é×ÁÎÏ×ÉÞ, Ñ ÔÁË ÎÅ ÇÏ×ÏÒÉÌ. üÔÏ ÷ÙÓ£ÍÇÕ �ÅÒ×ÙÊ ÚÁËÁÚÁÌÉ. ÷Ù É ÓËÁÚÁÌÉ "ü!\. á Õ ÍÅÎÑ ÚÕÂ ×Ï ÒÔÕ ÓÏÓ×ÉÓÔÏÍ�.âÏÂÞÉÎÓËÉÊ: �þÔÏ Ñ Ó£ÍÇÕ �ÅÒ×ÙÊ ÚÁËÁÚÁÌ, ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ. é ×ÅÒ-ÎÏ, ÞÔÏ Õ ÷ÁÓ ÚÕÂ ÓÏ Ó×ÉÓÔÏÍ. á ×Ó£-ÔÁËÉ, ÜÔÏ ÷Ù �ÅÒ×ÙÊ ÓËÁÚÁÌÉ"ü!\�.÷ÙÑÓÎÉÔÅ, ËÔÏ �ÅÒ×ÙÍ ÓËÁÚÁÌ "ü!\, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÉÚ ÄÅ×Ñ-ÔÉ �ÒÏÉÚÎÅÓ£ÎÎÙÈ × ÜÔÏÍ ÄÉÁÌÏÇÅ ÆÒÁÚ-ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ×ÅÒÎÙÈ.



22 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ÷ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ ÌÀÄÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÓÅÇÄÁ ÇÏ×Ï-ÒÑÔ �ÒÁ×ÄÕ, É Õ�ÙÒÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÓÅÇÄÁ ÌÇÕÔ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ËÁÖÄÙÊ�ÅÒÓÏÎÁÖ ÍÏÖÅÔ ÌÉÂÏ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ × ÚÄÒÁ×ÏÍ ÕÍÅ, ÔÏÇÄÁ ÏÎ ÓÞÉÔÁÅÔÉÓÔÉÎÎÙÍÉ ÔÏÌØËÏ ÉÓÔÉÎÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÌÉÂÏ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÓÕÍÁ-ÓÛÅÄÛÉÍ, ÔÏÇÄÁ ÏÎ ÓÞÉÔÁÅÔ ÉÓÔÉÎÎÙÍÉ ÔÏÌØËÏ ÌÏÖÎÙÅ.2.32.(10) á ÓËÁÚÁÌ: �ñ | ÞÅÌÏ×ÅË�, ÷ ÓËÁÚÁÌ: �ñ | ÞÅÌÏ×ÅË�.á ÓËÁÚÁÌ: �ñ | ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ�. éÚ×ÅÓÔÎÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎÕ�ÙÒØ. ëÔÏ ÏÎ?2.33.(10) ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÍÁÓÛÅÄÛÉÊ ÞÅÌÏ×ÅË ÕÂÅÖÄ£Î,ÞÔÏ éÍ�ÅÒÁÔÏÒ Ó�ÉÔ. óÌÅÄÕÅÔ ÌÉ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÕÂÅÖÄ£Î, ÞÔÏÔÙ ÓÎÉÛØÓÑ éÍ�ÅÒÁÔÏÒÕ?2.34.(15) á ÓËÁÚÁÌ: �ñ | Õ�ÙÒØ�, ÷ ÓËÁÚÁÌ: �ñ | ÞÅÌÏ×ÅË�.á ÓËÁÚÁÌ: �õ ÎÁÓ Ä×ÏÉÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ �ÓÉÈÉÞÅÓËÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ�. éÚ-×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÞÅÌÏ×ÅË, ÄÒÕÇÏÊ Õ�ÙÒØ. ëÔÏ ÅÓÔØ ËÔÏ?2.35.(15) á ÓËÁÚÁÌ: �íÙ ÏÂÁ ÓÕÍÁÓÛÅÄÛÉÅ�. ÷ ÏÔ×ÅÔÉÌ: �îÉÞÅÇÏ�ÏÄÏÂÎÏÇÏ�. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÞÅÌÏ×ÅË, ÄÒÕÇÏÊ | Õ�ÙÒØ.ëÔÏ ÏÎ?2.36.(15) íÅÖÄÕ á É â �ÒÏÉÚÏÛ£Ì ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÄÉÁÌÏÇ. á: ��ÙÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ�. ÷: ��Ù ÓÕÍÁÓÛÅÄÛÉÊ�. á: ��Ù Õ�ÙÒØ�. ÷: ��Ù ÞÅÌÏ-×ÅË�. þÔÏ ÷Ù ÍÏÖÅÔÅ �ÒÏ ÎÉÈ ÓËÁÚÁÔØ?2.37.(15) ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÅÔ �ÒÏÉÚÎÅ-ÓÔÉ ÔÏÌØËÏ ÓÕÍÁÓÛÅÄÛÉÊ Õ�ÙÒØ.÷ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÈ ÎÉÖÅ ÚÁÄÁÞÁÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÎÁ ÏÓÔÒÏ×Å,ÇÄÅ ÖÉ×ÕÔ ÒÙ�ÁÒÉ (�ÒÁ×ÄÏÌÀÂ�Ù), ËÏÔÏÒÙÅ ×ÓÅÇÄÁ ÇÏ×ÏÒÑÔ �ÒÁ×ÄÕÉ ÌÖÅ�Ù, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÓÅÇÄÁ ÌÇÕÔ.2.38.(10) ðÕÔÅÛÅÓÔ×ÅÎÎÉË Ä×ÁÖÄÙ ÚÁÄÁÌ ÒÙ�ÁÒÀ ÏÄÉÎ É ÔÏÔÖÅ ×Ï�ÒÏÓ É �ÏÌÕÞÉÌ ÒÁÚÎÙÅ ÏÔ×ÅÔÙ. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÇÏ×Ï�ÒÏÓÁ.2.39.(10) îÁ ËÁËÏÊ ×Ï�ÒÏÓ ÌÀÂÏÊ ÁÂÏÒÉÇÅÎ (ÖÉÔÅÌØ ÏÓÔÒÏ×Á)ÄÁÓÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ ÏÔ×ÅÔ?2.40.(10) ëÁËÏÊ ×Ï�ÒÏÓ ÎÕÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ×ÓÔÒÅÞÎÏÍÕ ÁÂÏÒÉÇÅÎÕ,ÞÔÏÂÙ �ÏÎÑÔØ ÌÖÅ� ÏÎ ÉÌÉ ÒÙ�ÁÒØ?2.41.(10) ðÕÔÎÉË �ÏÓÌÁÌ �ÒÏ×ÏÄÎÉËÁ Ó�ÒÏÓÉÔØ Õ ÁÂÏÒÉÇÅÎÁ, ÒÁ-ÂÏÔÁÀÝÅÇÏ × �ÏÌÅ, ËÔÏ ÏÎ | ÒÙ�ÁÒØ ÉÌÉ ÌÖÅ�. ðÒÏ×ÏÄÎÉË ×ÅÒÎÕÌ-ÓÑ É ÓËÁÚÁÌ: �ìÖÅ��. ëÅÍ ÂÙÌ �ÒÏ×ÏÄÎÉË | ÒÙ�ÁÒÅÍ ÉÌÉ ÌÖÅ�ÏÍ?2.42.(10) þÅÌÏ×ÅË ÇÏ×ÏÒÉÔ: �ñ ÌÖÅ��. ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ÕÒÏÖÅÎ-�ÅÍ ÏÓÔÒÏ×Á ÒÙ�ÁÒÅÊ É ÌÖÅ�Ï×?2.43.(15) ëÁËÏÊ ×Ï�ÒÏÓ ÎÕÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÎÁ ÏÓÔÒÏ×Å ÁÂÏÒÉÇÅÎÕ,ÞÔÏÂÙ ÕÚÎÁÔØ, ËÕÄÁ ×ÅÄ£Ô ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÁÑ ÷ÁÓ ÄÏÒÏÇÁ | × ÇÏÒÏÄÌÖÅ�Ï× ÉÌÉ × ÇÏÒÏÄ ÒÙ�ÁÒÅÊ?



2. éÓÔÉÎÎÙÅ É ÌÏÖÎÙÅ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÑ 232.44.(15) ìÖÅ�Ù ÂÙ×ÁÀÔ × ÇÏÒÏÄÅ ÒÙ�ÁÒÅÊ, Á ÒÙ�ÁÒÉ | × ÇÏ-ÒÏÄÅ ÌÖÅ�Ï×. ðÕÔÅÛÅÓÔ×ÅÎÎÉË ×ÓÔÒÅÔÉÌ ÁÂÏÒÉÇÅÎÁ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈÇÏÒÏÄÏ×. ëÁË, ÚÁÄÁ× ÏÄÉÎ ×Ï�ÒÏÓ, ×ÙÑÓÎÉÔØ Õ ÁÂÏÒÉÇÅÎÁ, ÇÄÅ ÎÁÈÏ-ÄÉÔÓÑ �ÕÔÅÛÅÓÔ×ÅÎÎÉË?2.45.(15) ïÓÔÒÏ×ÉÔÑÎÉÎ á × �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÉÉ ÄÒÕÇÏÇÏ ÏÓÔÒÏ×ÉÔÑ-ÎÉÎÁ ÷ ÇÏ×ÏÒÉÔ: �ðÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÁÓ | ÌÖÅ��. ëÔÏ ÔÁ-ËÏÊ á É ËÔÏ ÔÁËÏÊ ÷?2.46.(15) ÷ÓÔÒÅÔÉÌÉÓØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÁÂÏÒÉÇÅÎÏ×, É ËÁÖÄÙÊ ÚÁÑ×ÉÌ×ÓÅÍ ÏÓÔÁÌØÎÙÍ: �÷Ù ×ÓÅ | ÌÖÅ�Ù�. óËÏÌØËÏ ÒÙ�ÁÒÅÊ ÍÏÇÌÏ ÂÙÔØÓÒÅÄÉ ÁÂÏÒÉÇÅÎÏ×?2.47.(15) ëÁËÏÊ ×Ï�ÒÏÓ ÷Ù ÚÁÄÁÌÉ ÂÙ ÏÓÔÒÏ×ÉÔÑÎÉÎÕ, ÞÔÏÂÙÕÚÎÁÔØ, ÖÉ×ÅÔ ÌÉ Õ ÎÅÇÏ ÄÏÍÁ ÒÕÞÎÏÊ ËÒÏËÏÄÉÌ?2.48.(15) éÚ ÔÒ£È ÖÉÔÅÌÅÊ ë, í É ò ÏÓÔÒÏ×Á �ÒÁ×ÄÏÌÀÂ�Å× ÉÌÖÅ�Ï× Ä×ÏÅ ÓËÁÚÁÌÉ: ë: �íÙ ×ÓÅ ÌÖÅ�Ù�. í: �ïÄÉÎ ÉÚ ÎÁÓ �ÒÁ×-ÄÏÌÀÂÅ��. ëÔÏ ÉÚ ÖÉÔÅÌÅÊ ë, í É ò �ÒÁ×ÄÏÌÀÂÅ� É ËÔÏ ÌÖÅ�?2.49.(15) éÚ ÔÒ£È ÖÉÔÅÌÅÊ ë, í É ò ÏÓÔÒÏ×Á �ÒÁ×ÄÏÌÀÂ�Å× ÉÌÖÅ�Ï× Ä×ÏÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ: ë: �íÙ ×ÓÅ ÌÖÅ�Ù�. í: �òÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÁÓÌÖÅ��. ëÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ò | �ÒÁ×ÄÏÌÀÂ�ÅÍ ÉÌÉ ÌÖÅ�ÏÍ?2.50.(20) ïÄÎÁÖÄÙ × ÏÄÎÏÊ ËÏÍÎÁÔÅ ÎÁÈÏÄÉÌÏÓØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÖÉ-ÔÅÌÅÊ ÏÓÔÒÏ×Á, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÖÉ×ÕÔ ÔÏÌØËÏ �ÒÁ×ÄÏÌÀÂ�Ù É ÌÖÅ�Ù.�ÒÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÓËÁÚÁÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: �îÁÓ ÔÕÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÔÒ£È ÞÅÌÏ×ÅË.÷ÓÅ ÍÙ ÌÖÅ�Ù�. �îÁÓ ÔÕÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÔÙÒ£È ÞÅÌÏ×ÅË. îÅ ×ÓÅ ÍÙÌÖÅ�Ù�. �îÁÓ ÔÕÔ �ÑÔÅÒÏ. �ÒÏÅ ÉÚ ÎÁÓ ÌÖÅ�Ù�. óËÏÌØËÏ × ËÏÍÎÁÔÅÞÅÌÏ×ÅË É ÓËÏÌØËÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÌÖÅ�Ï×?2.51.(20) Á) óÒÅÄÉ ÞÅÔÙÒ£È ÏÓÔÒÏ×ÉÔÑÎ �ÒÏÉÚÏÛ£Ì ÓÌÅÄÕÀÝÉÊÒÁÚÇÏ×ÏÒ:| ðÏ ÍÅÎØÛÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÁÓ | ÌÖÅ�.| ðÏ ÍÅÎØÛÅÊ ÍÅÒÅ Ä×ÏÅ ÉÚ ÎÁÓ | ÌÖÅ�Ù.| ðÏ ÍÅÎØÛÅÊ ÍÅÒÅ ÔÒÏÅ ÉÚ ÎÁÓ | ÌÖÅ�Ù.| óÒÅÄÉ ÎÁÓ ÎÅÔ ÌÖÅ�Ï×.ëÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÞÅÔ×ÅÒÙÈ | ÒÙ�ÁÒÅÍ ÉÌÉ ÌÖÅ�ÏÍ?Â) òÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ × ÓÌÕÞÁÅ n ÏÓÔÒÏ×ÉÔÑÎ.2.52.(20) Á) ëÁÖÄÙÊ ÉÚ 7 ÓÉÄÑÝÉÈ ÚÁ ËÒÕÇÌÙÍ ÓÔÏÌÏÍ ÓËÁÚÁÌ:�íÏÉ ÓÏÓÅÄÉ | ÌÖÅ� É ÒÙ�ÁÒØ�. ëÔÏ ÚÁ ÓÔÏÌÏÍ? Â) òÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ× ÓÌÕÞÁÅ 6 ÏÓÔÒÏ×ÉÔÑÎ, n ÏÓÔÒÏ×ÉÔÑÎ. õËÁÚÁÔØ ×ÓÅ ÏÔ×ÅÔÙ.2.53.(20) Á) ÷ ËÏÍÎÁÔÅ 10 ÁÂÏÒÉÇÅÎÏ×. ïÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÓËÁÚÁÌ:�úÄÅÓØ ÎÅÔ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÒÙ�ÁÒÑ�; ×ÔÏÒÏÊ: �úÄÅÓØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÙ-�ÁÒÑ�; ÔÒÅÔÉÊ: �úÄÅÓØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ ÒÙ�ÁÒÅÊ�, É Ô. Ä., ÄÅÓÑÔÙÊ:�úÄÅÓØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÄÅ×ÑÔÉ ÒÙ�ÁÒÅÊ�. óËÏÌØËÏ × ËÏÍÎÁÔÅ ÒÙ�ÁÒÅÊ?Â) òÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ × ÓÌÕÞÁÅ n ÁÂÏÒÉÇÅÎÏ×.



24 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ2.54.(20) (÷ï 94) îÁ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ �ÁÒÔÉÊ ÌÖÅ-�Ï× É ÒÙ�ÁÒÅÊ × �ÒÅÚÉÄÉÕÍ ÂÙÌÏ ÉÚÂÒÁÎÏ 32 ÞÅÌÏ×ÅËÁ, ËÏÔÏ-ÒÙÈ ÒÁÓÓÁÄÉÌÉ × 4 ÒÑÄÁ �Ï 8 ÞÅÌÏ×ÅË. ÷ �ÅÒÅÒÙ×Å ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ�ÒÅÚÉÄÉÕÍÁ ÚÁÑ×ÉÌ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÅÇÏ ÓÏÓÅÄÅÊ ÅÓÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÉÏÂÅÉÈ �ÁÒÔÉÊ. ðÒÉ ËÁËÏÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍ ÞÉÓÌÅ ÌÖÅ�Ï× ×ÏÚÍÏÖÎÁÏ�ÉÓÁÎÎÁÑ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ? (ä×Á ÞÌÅÎÁ �ÒÅÚÉÄÉÕÍÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÓÅÄÑ-ÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÓÉÄÉÔ ÓÌÅ×Á, Ó�ÒÁ×Á, Ó�ÅÒÅÄÉ ÉÌÉ ÓÚÁÄÉ ÏÔÄÒÕÇÏÇÏ.)äÁÌÅÅ × ÚÁÄÁÞÁÈ ÓÒÅÄÉ ÁÂÏÒÉÇÅÎÏ× �ÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÈÉÔÒÅ�Ù | ÔÅ,ËÔÏ ÉÎÏÇÄÁ ÇÏ×ÏÒÑÔ �ÒÁ×ÄÕ, ÉÎÏÇÄÁ | ÌÇÕÔ.2.55.(10) éÚ ÔÒ£È ÖÉÔÅÌÅÊ ë, í É ò ÏÔÄÁÌ£ÎÎÏÇÏ ÒÁÊÏÎÁ ÏÄÉÎÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÁ×ÄÏÌÀÂ�ÅÍ, ÄÒÕÇÏÊ | ÌÖÅ�ÏÍ, Á ÔÒÅÔÉÊ | ÈÉÔÒÅ-�ÏÍ. ïÎÉ �ÒÏÉÚÎÅÓÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ | ë: �ñ ÈÉÔÒÅ��.í: �üÔÏ �ÒÁ×ÄÁ�. ò: �ñ ÎÅ ÈÉÔÒÅ��. ëÅÍ × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ ë, í É ò?2.56.(10) �ÒÉ ÁÂÏÒÉÇÅÎÁ: á, ÷, ó (ÒÙ�ÁÒØ, ÌÖÅ� É ÈÉÔÒÅ�) |ÎÁ ×Ï�ÒÏÓ: �ëÔÏ ÷?� | ÏÔ×ÅÔÉÌÉ: á: �ìÖÅ��. ÷: �ñ ÈÉÔÒÅ��. ó:�òÙ�ÁÒØ�. ëÔÏ ÒÙ�ÁÒØ É ËÔÏ ÈÉÔÒÅ�?2.57.(15) ä×ÏÅ ÌÀÄÅÊ, ë É í, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊÉÚ ÎÉÈ ÌÉÂÏ �ÒÁ×ÄÏÌÀÂÅ�, ÌÉÂÏ ÌÖÅ�, ÌÉÂÏ ÈÉÔÒÅ�, ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀÔ:ë: �í | �ÒÁ×ÄÏÌÀÂÅ��. í: �ë | ÎÅ �ÒÁ×ÄÏÌÀÂÅ��. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ �Ï ÍÅÎØÛÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÇÏ×ÏÒÉÔ �ÒÁ×ÄÕ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÈÉ-ÔÒÅ�ÏÍ.2.58.(15) éÚ ÔÒ£È ÞÅÌÏ×ÅË, A, B É C, ÏÄÉÎ | ÒÙ�ÁÒØ, ÄÒÕ-ÇÏÊ | ÌÖÅ�, Á ÔÒÅÔÉÊ | ÈÉÔÒÅ�. á ÓËÁÚÁÌ: �ñ ÈÉÔÒÅ��. ÷ ÓËÁÚÁÌ:�A É C ÉÎÏÇÄÁ ÇÏ×ÏÒÑÔ �ÒÁ×ÄÕ�. ó ÓËÁÚÁÌ: �B | ÈÉÔÒÅ��. ëÔÏ ÉÚÎÉÈ ÌÖÅ�, ËÔÏ | ÒÙ�ÁÒØ, Á ËÔÏ | ÈÉÔÒÅ�?2.59.(20) ëÏÒÒÅÓ�ÏÎÄÅÎÔ ÈÏÞÅÔ ×ÚÑÔØ ÉÎÔÅÒ×ØÀ Õ ÞÅÔÙÒ£È ÕÞ£-ÎÙÈ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎ ÚÎÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÒÏÅ ÉÚ ÎÉÈ | �ÒÁ×ÄÏÌÀÂ�Ù, ÁÏÄÉÎ | ÈÉÔÒÅ�. ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÂÒÁÔØ ÉÎÔÅÒ×ØÀ, ËÏÒÒÅÓ�ÏÎÄÅÎÔ ÈÏ-ÔÅÌ ÂÙ ÕÚÎÁÔØ, ËÔÏ ÉÚ ÕÞ£ÎÙÈ ÈÉÔÒÅ�. ëÁË ÏÎ ÍÏÖÅÔ ×ÙÑÓÎÉÔØ ÜÔÏÚÁ ÔÒÉ ×Ï�ÒÏÓÁ?2.60.(25) (íï 79) îÁ ÓÏÂÒÁÎÉÉ �ÒÉÓÕÔÓÔ×Ï×ÁÌÏ k ÒÙ�ÁÒÅÊ ÉÈÉÔÒÅ�Ï×, �ÒÉÞ£Í ÒÙ�ÁÒÅÊ ÂÙÌÏ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÈÉÔÒÅ�Ï×. ðÕÔÅÛÅ-ÓÔ×ÅÎÎÉË ÈÏÞÅÔ ×ÙÑÓÎÉÔØ �ÒÏ ËÁÖÄÏÇÏ, ËÔÏ ÏÎ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÏÎ ÍÏÖÅÔÚÁÄÁÔØ ×Ï�ÒÏÓ: �ëÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ-ÔÏ: ÒÙ�ÁÒÅÍ ÉÌÉ ÈÉÔÒÅ�ÏÍ?�(÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÅÔ Ó�ÒÏÓÉÔØ, ËÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÁÍ ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ.)äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÕÔÅÛÅÓÔ×ÅÎÎÉË ÍÏÖÅÔ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÜÔÏ ÚÁ: Á) 4k ×Ï-�ÒÏÓÏ×; Â) 2k − 2 ×Ï�ÒÏÓÁ; ×) 2k − 3 ×Ï�ÒÏÓÁ.2.61.(15) îÁ ÏÓÔÒÏ×Å âÕÑÎÅ ÖÉÔÅÌÉ ÄÅÒÅ×ÎÉ á | ÒÙ�ÁÒÉ,ÄÅÒÅ×ÎÉ â | ÌÖÅ�Ù, ÷ | ÈÉÔÒÅ�Ù Ó �ÒÉÞÕÄÏÊ: ÏÎÉ ÇÏ×ÏÒÑÔ



3. ðÅÒÅÌÉ×ÁÎÉÅ 25�Ï�ÅÒÅÍÅÎÎÏ �ÒÁ×ÄÕ É ÌÏÖØ. äÅÖÕÒÎÏÍÕ �ÏÖÁÒÎÏÊ ÞÁÓÔÉ, Õ×ÉÄÅ×-ÛÅÍÕ ÏÇÏÎØ, �ÏÚ×ÏÎÉÌÉ:| õ ÎÁÓ �ÏÖÁÒ, �ÒÉÅÚÖÁÊÔÅ ÓËÏÒÅÅ!| çÄÅ? | Ó�ÒÏÓÉÌ ÄÅÖÕÒÎÙÊ.| ÷ ÄÅÒÅ×ÎÅ ÷ | ÂÙÌ ÏÔ×ÅÔ.ëÕÄÁ ×ÙÅÈÁÌÁ �ÏÖÁÒÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ?2.62.(20) îÁ ÏÓÔÒÏ×Å âÕÑÎÅ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 2.61) �ÕÔÎÉË ×ÓÔÒÅÔÉÌ-ÓÑ Ó ÏÓÔÒÏ×ÉÔÑÎÉÎÏÍ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÔÒ£È ÄÅÒÅ×ÅÎØ. ëÁË ÚÁ 4 ×Ï�ÒÏÓÁÏÎ ÍÏÖÅÔ ×ÙÑÓÎÉÔØ, Ó ËÅÍ ÒÁÚÇÏ×ÁÒÉ×ÁÅÔ É × ËÁËÏÊ ÄÅÒÅ×ÎÅ ÎÁÈÏ-ÄÉÔÓÑ?2.63.(20) (÷ï 93) úÁ ËÒÕÇÌÙÍ ÓÔÏÌÏÍ ÓÉÄÉÔ ËÏÍ�ÁÎÉÑ ÉÚ 30ÞÅÌÏ×ÅË. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÌÉÂÏ ÈÉÔÒÅ�, ÌÉÂÏ ÒÙ�ÁÒØ. ëÁÖÄÏÇÏÓ�ÒÁÛÉ×ÁÀÔ: �ëÔÏ ×ÁÛ ÓÏÓÅÄ Ó�ÒÁ×Á | ÒÙ�ÁÒØ ÉÌÉ ÈÉÔÒÅ�?� éÚ-×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÈÉÔÒÅ�Ï× ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ F . ðÒÉ ËÁËÏÍÎÁÉÂÏÌØÛÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ F ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ, ÚÎÁÑ ÜÔÉ ÏÔ×ÅÔÙ, ÕËÁÚÁÔØÎÁ ÒÙ�ÁÒÑ × ÜÔÏÊ ËÏÍ�ÁÎÉÉ?2.64.(15) (íï 98) îÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÁÂÏÒÉÇÅÎÏ× ÚÁÑ×ÉÌÉ,ÞÔÏ ÎÁ ÏÓÔÒÏ×Å Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÙ�ÁÒÅÊ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÚÁÑ×ÉÌÉ, ÞÔÏÎÁ ÏÓÔÒÏ×Å ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÌÖÅ�Ï×. íÏÖÅÔ ÌÉ ÞÉÓÌÏ ÁÂÏÒÉÇÅÎÏ×ÂÙÔØ ÎÅÞ£ÔÎÙÍ?2.65.(15) (íï 98) áÂÏÒÉÇÅÎÙ ×ÓÔÁÌÉ × ËÒÕÇ, É ËÁÖÄÙÊ ÓËÁ-ÚÁÌ �ÕÔÅÛÅÓÔ×ÅÎÎÉËÕ �ÒÏ ÓÏÓÅÄÁ Ó�ÒÁ×Á, ÒÙ�ÁÒØ ÔÏÔ ÉÌÉ ÌÖÅ�.îÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÜÔÉÈ ÓÏÏÂÝÅÎÉÊ �ÕÔÅÛÅÓÔ×ÅÎÎÉË ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÌ, ËÁËÕÀ ÄÏÌÀ ÏÔ ×ÓÅÈ ÖÉÔÅÌÅÊ ÓÅÌÅÎÉÑ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÒÙ�ÁÒÉ.ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ É ×Ù, ÞÅÍÕ ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ.
3. ðåòåìé÷áîéåúÁÄÁÞÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ. îÅËÔÏ ÉÍÅÅÔ 12 �ÉÎÔ ×ÉÎÁ (�ÉÎÔÁ |ÓÔÁÒÉÎÎÁÑ ÍÅÒÁ ÖÉÄËÏÓÔÉ, ÒÁ×ÎÁÑ �ÒÉÍÅÒÎÏ 0;568 Ì) É ÈÏÞÅÔ �Ï-ÄÁÒÉÔØ ÅÇÏ �ÏÌÏ×ÉÎÕ. ïÄÎÁËÏ Õ ÎÅÇÏ ÎÅÔ ÓÏÓÕÄÁ £ÍËÏÓÔØÀ 6 �ÉÎÔ,Á ÅÓÔØ Ä×Á ÓÏÓÕÄÁ: 8-�ÉÎÔÏ×ÙÊ É 5-�ÉÎÔÏ×ÙÊ. ó�ÒÁÛÉ×ÁÅÔÓÑ, ËÁ-ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÌÉÔØ 6 �ÉÎÔ ×ÉÎÁ × 8-�ÉÎÔÏ×ÙÊ ÓÏÓÕÄ?ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÒÅÛÁÔØ ÚÁÄÁÞÕ ðÕÁÓÓÏÎÁ, ÒÅÛÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ�ÒÏÓÔÙÈ ÚÁÄÁÞ.éÍÅÅÔÓÑ Ä×Á ÓÏÓÕÄÁ £ÍËÏÓÔØÀ 3 Ì É 5 Ì. îÕÖÎÏ, �ÏÌØÚÕÑÓØÜÔÉÍÉ ÓÏÓÕÄÁÍÉ, �ÏÌÕÞÉÔØ 1 Ì ×ÏÄÙ. ÷ ÎÁÛÅÍ ÒÁÓ�ÏÒÑÖÅÎÉÉ ×Ï-ÄÏ�ÒÏ×ÏÄÎÙÊ ËÒÁÎ É ÒÁËÏ×ÉÎÁ, ËÕÄÁ ÍÏÖÎÏ ÓÌÉ×ÁÔØ ×ÏÄÕ.òÅÛÅÎÉÅ. òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ ÔÁÂÌÉ�Ù(ÓÍ. ÒÉÓ.). ÷ÎÁÞÁÌÅ ÏÂÁ ÓÏÓÕÄÁ �ÕÓÔÙ (�ÅÒ×ÙÊ ÓÔÏÌÂÅ�). îÁ�ÏÌÎÉÍ



26 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ×ÏÄÏÊ ÔÒ£ÈÌÉÔÒÏ×ÙÊ ÓÏÓÕÄ, ÚÁÔÅÍ �ÅÒÅÌØ£Í ÉÚ ÎÅÇÏ ×ÏÄÕ × ÄÒÕÇÏÊÓÏÓÕÄ (ÔÒÅÔÉÊ ÓÔÏÌÂÅ�). ÷ÎÏ×Ø ÎÁ�ÏÌÎÉÍ �ÅÒ×ÙÊ ÓÏÓÕÄ (ÞÅÔ×£ÒÔÙÊÓÔÏÌÂÅ�) É ÂÕÄÅÍ �ÅÒÅÌÉ×ÁÔØ ÉÚ ÎÅÇÏ ×ÏÄÕ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÓÏÓÕÄ, �ÏËÁÔÏÔ ÎÅ ÎÁ�ÏÌÎÉÔÓÑ. �ÏÇÄÁ × �ÅÒ×ÏÍ ÓÏÓÕÄÅ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ 1 Ì ×ÏÄÙ.3 Ì 0 3 0 3 15 Ì 0 0 3 3 5 3.1.(10) ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁ-ÞÉ �ÏÌÕÞÉÔØ Á) 2 Ì, Â) 4 Ì ×ÏÄÙ.3.2.(10) íÏÖÎÏ ÌÉ, �ÏÌØÚÕÑÓØ ÄÅ×ÑÔÉ-ÌÉÔÒÏ×ÙÍ É Ä×ÅÎÁÄ�ÁÔÉÌÉÔÒÏ×ÙÍ ÓÏÓÕÄÁ-ÍÉ, ÏÔÍÅÒÉÔØ 4 Ì ×ÏÄÙ?3.3.(15) ëÁË, �ÏÌØÚÕÑÓØ ÓÏÓÕÄÁÍÉ × 7 Ì É 12 Ì, �ÏÌÕÞÉÔØ 1 Ì×ÏÄÙ?3.4.(15) òÅÛÉÔÅ ÚÁÄÁÞÕ ðÕÁÓÓÏÎÁ, ÓÏ×ÅÒÛÉ× ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ�ÅÒÅÌÉ×ÁÎÉÊ.3.5.(10) ëÁË, ÉÍÅÑ ÌÉÛØ Ä×Á ÓÏÓÕÄÁ £ÍËÏÓÔØÀ 5 É 7 Ì, ÎÁÌÉÔØÉÚ ËÒÁÎÁ 6 Ì ×ÏÄÙ?3.6.(10) ÷ �ÅÒ×ÙÊ ÓÏÓÕÄ ×ÈÏÄÉÔ 9 Ì, ×Ï ×ÔÏÒÏÊ | 5 Ì, Á × ÔÒÅ-ÔÉÊ | 3 Ì. ðÅÒ×ÙÊ ÓÏÓÕÄ ÎÁ�ÏÌÎÅÎ ×ÏÄÏÊ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ Ä×Á �ÕÓÔÙ.ëÁË Ó �ÏÍÏÝØÀ ÜÔÉÈ ÓÏÓÕÄÏ× ÏÔÍÅÒÉÔØ 1 Ì ×ÏÄÙ? ëÁË ÏÔÍÅÒÉÔØ4 Ì ×ÏÄÙ?3.7.(15) ëÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÎÅÓÔÉ ÉÚ ÒÅËÉ ÒÏ×ÎÏ 6 Ì ×Ï-ÄÙ, ÅÓÌÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ Ä×Á ×ÅÄÒÁ: ÏÄÎÏ | £ÍËÏÓÔØÀ 4 Ì, ÄÒÕ-ÇÏÅ | 9 Ì?3.8.(15) âÉÄÏÎ £ÍËÏÓÔØÀ 10 Ì ÎÁ�ÏÌÎÅÎ ÍÏÌÏËÏÍ. �ÒÅÂÕÅÔÓÑ �Å-ÒÅÌÉÔØ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÂÉÄÏÎÁ 5 Ì × ÓÅÍÉÌÉÔÒÏ×ÙÊ ÂÉÄÏÎ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÒÉÜÔÏÍ ÅÝ£ ÏÄÉÎ ÂÉÄÏÎ, ×ÍÅÝÁÀÝÉÊ 3 Ì. ëÁË ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ?3.9.(10) ÷ ÂÏÞËÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 13 ×£ÄÅÒ ÂÅÎÚÉÎÁ. ëÁËÏÔÌÉÔØ ÉÚ ÎÅ£ 8 ×£ÄÅÒ Ó �ÏÍÏÝØÀ 9-×ÅÄ£ÒÎÏÊ É 5-×ÅÄ£ÒÎÏÊ ÂÏÞÅË?3.10.(10) 12-×ÅÄ£ÒÎÁÑ ÂÏÞËÁ ÎÁ�ÏÌÎÅÎÁ ËÅÒÏÓÉÎÏÍ. ëÁË ÒÁÚÌÉÔØÅÇÏ ÎÁ Ä×Å ÒÁ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÉ, �ÏÌØÚÕÑÓØ �ÑÔÉ×ÅÄ£ÒÎÏÊ É ×ÏÓØÍÉ×ÅÄ£Ò-ÎÏÊ ÂÏÞËÁÍÉ?3.11.(15) ÷ ÂÏÞËÅ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 10 Ì ÂÅÎÚÉÎÁ. ëÁË ÏÔÌÉÔØ ÉÚ ÎÅ£ 6 ÌÓ �ÏÍÏÝØÀ ÄÅ×ÑÔÉÌÉÔÒÏ×ÏÇÏ ×ÅÄÒÁ É �ÑÔÉÌÉÔÒÏ×ÏÇÏ ÂÉÄÏÎÁ?3.12.(20) ÷ ÂÏÞËÅ 18 Ì ÂÅÎÚÉÎÁ. éÍÅÅÔÓÑ Ä×Á ×ÅÄÒÁ �Ï 7 Ì, ×ËÏÔÏÒÙÅ ÎÕÖÎÏ ÎÁÌÉÔØ �Ï 6 Ì ÂÅÎÚÉÎÁ É ÞÅÒ�ÁË ÏÂß£ÍÏÍ 4 Ì. ëÁËÍÏÖÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ ÒÏÚÌÉ×?3.13.(15) éÍÅÀÔÓÑ ÔÒÉ ÂÏÞÏÎËÁ ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔØÀ 6 ×£ÄÅÒ, 3 ×Å-ÄÒÁ É 7 ×£ÄÅÒ. ÷ �ÅÒ×ÏÍ É ÔÒÅÔØÅÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ 4É 6 ×£ÄÅÒ Ë×ÁÓÁ. �ÒÅÂÕÅÔÓÑ, �ÏÌØÚÕÑÓØ ÔÏÌØËÏ ÜÔÉÍÉ ÔÒÅÍÑ ÂÏÞÏÎ-ËÁÍÉ, ÒÁÚÄÅÌÉÔØ Ë×ÁÓ �ÏÒÏ×ÎÕ ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ.3.14.(15) ÷ ÔÒ£È ËÕÞËÁÈ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ 22, 14 É 12 ÏÒÅÈÏ×. �ÒÅÂÕ-ÅÔÓÑ �ÕÔ£Í ÔÒ£È �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÑÔØ ÞÉÓÌÏ ÏÒÅÈÏ× × ËÁÖÄÏÊ



3. ðÅÒÅÌÉ×ÁÎÉÅ 27ËÕÞËÅ, ÓÏÂÌÀÄÁÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÕÓÌÏ×ÉÅ: ÉÚ ÌÀÂÏÊ ËÕÞËÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ�ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÔØ × ÄÒÕÇÕÀ ÌÉÛØ ÓÔÏÌØËÏ ÏÒÅÈÏ×, ÓËÏÌØËÏ ÉÈ × ÜÔÏÊ×ÔÏÒÏÊ ËÕÞËÅ.3.15.(15) ÷ ÔÒ£È ËÕÞËÁÈ ÌÅÖÉÔ 11, 7, 6 Ó�ÉÞÅË ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎ-ÎÏ. òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ËÕÞËÉ × ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÌØËÏÓ�ÉÞÅË, ÓËÏÌØËÏ ÔÁÍ ÕÖÅ ÅÓÔØ. ëÁË ÚÁ ÔÒÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÒÁ×ÎÑÔØ ÞÉÓÌÏÓ�ÉÞÅË ×Ï ×ÓÅÈ ËÕÞËÁÈ?3.16.(15) åÓÔØ Ä×ÏÅ �ÅÓÏÞÎÙÈ ÞÁÓÏ×: ÎÁ 7 ÍÉÎÕÔ É ÎÁ 11 ÍÉÎÕÔ.ñÊ�Ï ÄÏÌÖÎÏ ×ÁÒÉÔØÓÑ 15 ÍÉÎÕÔ. ëÁË Ó×ÁÒÉÔØ ÑÊ�Ï, �ÅÒÅ×ÏÒÁÞÉ×ÁÑÞÁÓÙ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ?3.17.(10) ÷ ÏÄÉÎ ÓÔÁËÁÎ ÎÁÌÉÔÏ 5 ÌÏÖÅË ÞÁÑ, Á × ÄÒÕÇÏÊ |5 ÌÏÖÅË ÍÏÌÏËÁ. ìÏÖËÕ ÍÏÌÏËÁ �ÅÒÅÌÉÌÉ ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ ÓÔÁËÁÎÁ ×�ÅÒ×ÙÊ, ÚÁÔÅÍ ÔÝÁÔÅÌØÎÏ �ÅÒÅÍÅÛÁÌÉ É ÌÏÖËÕ ÞÁÑ Ó ÍÏÌÏËÏÍ �Å-ÒÅÌÉÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÁËÁÎ. þÅÇÏ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÂÏÌØÛÅ: ÞÁÑ ××Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÔÁËÁÎÅ ÉÌÉ ÍÏÌÏËÁ × �ÅÒ×ÏÍ? ëÁË ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ÏÔ×ÅÔ,ÅÓÌÉ ÔÁËÏÅ �ÅÒÅÌÉ×ÁÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÌÉ 10 ÒÁÚ? åÓÌÉ �ÅÒÅÍÅÛÉ×ÁÌÉÎÅ ÏÞÅÎØ ÔÝÁÔÅÌØÎÏ? åÓÌÉ ÞÁÑ × �ÅÒ×ÏÍ ÓÔÁËÁÎÅ ÎÅÍÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ,ÞÅÍ ÍÏÌÏËÁ ×Ï ×ÔÏÒÏÍ?3.18.(10) ïÔ �ÏÌÎÏÇÏ ÓÔÁËÁÎÁ ËÏÆÅ Ñ ÏÔ�ÉÌ �ÏÌÏ×ÉÎÕ É ÄÏÌÉÌÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÍÏÌÏËÁ. úÁÔÅÍ Ñ ÏÔ�ÉÌ ÔÒÅÔØÀ ÞÁÓÔØ �ÏÌÕÞÉ×ÛÅÇÏÓÑËÏÆÅ Ó ÍÏÌÏËÏÍ É ÄÏÌÉÌ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÍÏÌÏËÁ. îÁËÏÎÅ�, Ñ ÏÔ�ÉÌ ÛÅ-ÓÔÕÀ ÞÁÓÔØ �ÏÌÕÞÉ×ÛÅÇÏÓÑ ËÏÆÅ Ó ÍÏÌÏËÏÍ É ÄÏÌÉÌ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅÍÏÌÏËÁ. �ÏÌØËÏ �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ Ñ ×Ù�ÉÌ ×Ó£ ÄÏ ËÏÎ�Á. þÅÇÏ × ÉÔÏÇÅ ÑÂÏÌØÛÅ ×Ù�ÉÌ: ÍÏÌÏËÁ ÉÌÉ ËÏÆÅ?3.19.(15) ÷ �ÅÒ×ÙÊ ÓÔÁËÁÎ ÎÁÌÉÔ ËÏÆÅ, Á ×Ï ×ÔÏÒÏÊ | ÔÁËÏÅÖÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÏÌÏËÁ. òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÅÒÅÌÉ×ÁÔØ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÓÔÁËÁ-ÎÁ × ÄÒÕÇÏÊ ÌÀÂÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÖÉÄËÏÓÔÉ. íÏÖÎÏ ÌÉ Ó �ÏÍÏÝØÀÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÔÁËÉÈ �ÅÒÅÌÉ×ÁÎÉÊ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ × �ÅÒ×ÏÍ ÓÔÁ-ËÁÎÅ ÍÏÌÏËÁ ÓÔÁÌÏ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ËÏÆÅ?3.20.(20) ÷ ËÁÓÔÒÀÌÅ ÎÁÌÉÔÏ 10 Ì ÓÉÒÏ�Á. éÚ ÎÅ£ ÏÔÌÉ×ÁÀÔ 1 ÌÓÉÒÏ�Á É ÄÏÂÁ×ÌÑÀÔ 1 Ì ×ÏÄÙ. úÁÔÅÍ ÏÔÌÉ×ÁÀÔ 1 Ì ÓÍÅÓÉ É ÓÎÏ-×Á ÄÏÌÉ×ÁÀÔ 1 Ì ×ÏÄÙ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÓÉÒÏ� × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈÔÁËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÒÁÚÂÁ×ÌÅÎÎÙÍ ÒÏ×ÎÏ × Ä×Á ÒÁÚÁ?3.21.(15) äÁÎÙ Ä×Å ÂÕÔÙÌËÉ Ó ÒÁÓÔ×ÏÒÁÍÉ ÒÁÚÎÏÊ ËÏÎ�ÅÎÔÒÁ-�ÉÉ. ÷ ÏÄÎÏÊ ÂÕÔÙÌËÅ 0;5 Ì ÒÁÓÔ×ÏÒÁ, × ÄÒÕÇÏÊ | 0;3 Ì. ä×Á ÏÄÉ-ÎÁËÏ×ÙÈ ÓÔÁËÁÎÁ ÎÁÌÉÌÉ ÄÏ×ÅÒÈÕ (ËÁÖÄÙÊ ÉÚ Ó×ÏÅÊ ÂÕÔÙÌËÉ), �Ï-ÓÌÅ ÞÅÇÏ ×ÌÉÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏ, �ÏÍÅÎÑ× ÂÕÔÙÌËÉ ÍÅÓÔÁÍÉ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ× ÏÂÅÉÈ ÂÕÔÙÌËÁÈ �ÏÌÕÞÉÌÓÑ ÒÁÓÔ×ÏÒ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ËÏÎ�ÅÎÔÒÁ�ÉÉ.îÁÊÔÉ ÏÂß£Í ÓÔÁËÁÎÞÉËÏ×.3.22.(15) ÷ ÛËÏÌØÎÏÍ ËÁÂÉÎÅÔÅ ÈÉÍÉÉ ÉÍÅÀÔÓÑ ÔÒÉ ÂÁÎËÉ ÓÓÅÒÎÏÊ ËÉÓÌÏÔÏÊ £ÍËÏÓÔØÀ 1, 2 É 3 ÌÉÔÒÁ. ëÏÎ�ÅÎÔÒÁ�ÉÑ ËÉÓÌÏÔÙ ×



28 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉÜÔÉÈ ÂÁÎËÁÈ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÁ (ÓËÏÒÅÅ ×ÓÅÇÏ, ÏÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÁ, ÎÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉÜÔÏÇÏ ÎÉËÔÏ ÎÅ ÚÎÁÅÔ). �ÒÅÂÕÅÔÓÑ �ÅÒÅÌÉÔØ ËÉÓÌÏÔÕ × ÔÒÉ �ÕÓÔÙÅÂÁÎËÉ ÔÁËÏÊ ÖÅ £ÍËÏÓÔÉ, ÎÏ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÏÎ�ÅÎÔÒÁ�ÉÑ ËÉÓÌÏÔÙ ×Ï×ÓÅÈ ÂÁÎËÁÈ ÂÙÌÁ ÏÄÉÎÁËÏ×Á. ëÁË ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÅÓÌÉ ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ£ÍËÏÓÔÅÊ ÎÅÔ?3.23.(20) éÍÅÀÔÓÑ Ä×Á ÓÏÓÕÄÁ £ÍËÏÓÔØÀ 1 Ì ËÁÖÄÙÊ, ÏÄÉÎ ÉÚÎÉÈ ÎÁ�ÏÌÎÅÎ ËÏÆÅ, ÄÒÕÇÏÊ �ÕÓÔÏÊ. ëÏÆÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ �ÅÒÅ-ÌÉ×ÁÀÔ ÉÚ �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÏÓÕÄÁ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ, ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ | × �ÅÒ×ÙÊ, ÉÚ�ÅÒ×ÏÇÏ | ÓÎÏ×Á ×Ï ×ÔÏÒÏÊ É Ô. Ä., �ÒÉÞ£Í ÄÏÌÑ ÏÔÌÉ×ÁÅÍÏÇÏ ËÏÆÅÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ 1=2, 1=3, 1=4 É Ô. Ä. ÏÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ËÏÆÅ ×Ï ÓÏÓÕÄÅ, ÉÚËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÎÏ ÏÔÌÉ×ÁÅÔÓÑ. óËÏÌØËÏ ËÏÆÅ ÂÕÄÅÔ × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÓÏÓÕÄÏ×�ÏÓÌÅ 125 �ÅÒÅÌÉ×ÁÎÉÊ?3.24.(20) ÷ Ä×Á ÓÏÓÕÄÁ ÒÁÚÌÉÌÉ 1 Ì ×ÏÄÙ. éÚ �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÏÓÕÄÁ �Å-ÒÅÌÉ×ÁÀÔ �ÏÌÏ×ÉÎÕ ×ÏÄÙ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ, ÚÁÔÅÍ ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ | �ÏÌÏ×ÉÎÕÏËÁÚÁ×ÛÅÊÓÑ × ÎÅÍ ×ÏÄÙ × �ÅÒ×ÙÊ, ÚÁÔÅÍ ÉÚ �ÅÒ×ÏÇÏ | �ÏÌÏ×ÉÎÕ×Ï ×ÔÏÒÏÊ É Ô. Ä. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÔÏÇÏ ÓËÏÌØËÏ ×ÏÄÙÂÙÌÏ ÓÎÁÞÁÌÁ × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÓÏÓÕÄÏ×, �ÏÓÌÅ 100 �ÅÒÅÌÉ×ÁÎÉÊ × ÎÉÈÂÕÄÅÔ 2=3 Ì É 1=3 Ì Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ 1 ÍÉÌÌÉÌÉÔÒÁ.3.25.(20) (íï 59) äÁÎÙ Ä×Å ÂÏÞËÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ £ÍËÏÓÔÉ. íÏÖ-ÎÏ ÌÉ, �ÏÌØÚÕÑÓØ ËÏ×ÛÁÍÉ £ÍËÏÓÔØÀ (2−√2) Ì É (√2) Ì, �ÅÒÅÌÉÔØÉÚ ÏÄÎÏÊ × ÄÒÕÇÕÀ ÒÏ×ÎÏ 1 Ì?3.26.(20) (íï 64) ÷ n ÓÔÁËÁÎÏ× ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ×ÍÅÓÔÉ-ÍÏÓÔÉ ÎÁÌÉÔÏ �ÏÒÏ×ÎÕ ×ÏÄÙ. òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÅÒÅÌÉ×ÁÔØ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏÓÔÁËÁÎÁ × ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÌØËÏ ×ÏÄÙ, ÓËÏÌØËÏ ÉÍÅÅÔÓÑ × ÜÔÏÍ �Ï-ÓÌÅÄÎÅÍ. ðÒÉ ËÁËÉÈ n ÍÏÖÎÏ ÚÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÓÌÉÔØ×ÓÀ ×ÏÄÕ × ÏÄÉÎ ÓÔÁËÁÎ?3.27.(20) (÷ï 71) ÷ ÔÒÉ ÓÏÓÕÄÁ ÎÁÌÉÔÏ �Ï �ÅÌÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÌÉÔÒÏ××ÏÄÙ. ÷ ÌÀÂÏÊ ÓÏÓÕÄ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÅÒÅÌÉÔØ ÓÔÏÌØËÏ ×ÏÄÙ, ÓËÏÌØËÏ× ÎÅÍ ÕÖÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ, ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÓËÏÌØ-ËÉÍÉ ÔÁËÉÍÉ �ÅÒÅÌÉ×ÁÎÉÑÍÉ ÍÏÖÎÏ ÏÓ×ÏÂÏÄÉÔØ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÓÕÄÏ×.(óÏÓÕÄÙ ×ÅÌÉËÉ: ËÁÖÄÙÊ ÍÏÖÅÔ ×ÍÅÓÔÉÔØ ×ÓÀ ÉÍÅÀÝÕÀÓÑ ×ÏÄÕ.)3.28.(20) (÷ï 77) úÁ ËÒÕÇÌÙÍ ÓÔÏÌÏÍ ÓÉÄÑÔ ÓÅÍØ ÇÎÏÍÏ×. ðÅ-ÒÅÄ ËÁÖÄÙÍ ÓÔÏÉÔ ËÒÕÖËÁ. ÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÒÕÖÅË ÎÁÌÉÔÏÍÏÌÏËÏ. ïÄÉÎ ÉÚ ÇÎÏÍÏ× ÒÁÚÌÉ×ÁÅÔ ×Ó£ Ó×Ï£ ÍÏÌÏËÏ × ËÒÕÖËÉÏÓÔÁÌØÎÙÈ �ÏÒÏ×ÎÕ. úÁÔÅÍ ÅÇÏ ÓÏÓÅÄ Ó�ÒÁ×Á ÄÅÌÁÅÔ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ.úÁÔÅÍ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÄÅÌÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÓÏÓÅÄ Ó�ÒÁ×Á É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË �ÏÓÌÅÄÎÉÊ, ÓÅÄØÍÏÊ ÇÎÏÍ ÒÁÚÌÉÌ ×ÓÅÍ ÏÓÔÁÌØ-ÎÙÍ Ó×Ï£ ÍÏÌÏËÏ, × ËÁÖÄÏÊ ËÒÕÖËÅ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÍÏ-ÌÏËÁ, ÓËÏÌØËÏ ÂÙÌÏ × ÎÅÊ ×ÎÁÞÁÌÅ. ÷Ï ×ÓÅÈ ËÒÕÖËÁÈ ×ÍÅÓÔÅ ÍÏ-ÌÏËÁ ÂÙÌÏ 3 Ì. óËÏÌØËÏ ÍÏÌÏËÁ ÂÙÌÏ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏ × ËÁÖÄÏÊËÒÕÖËÅ?



4. ÷Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅ 293.29.(20) (÷ï 86) íÏÌÏËÏ ÒÁÚÌÉÔÏ �Ï 30 ÓÔÁËÁÎÁÍ. íÁÌØÞÉË �Ù-ÔÁÅÔÓÑ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÞÔÏÂÙ ×Ï ×ÓÅÈ ÓÔÁËÁÎÁÈ ÍÏÌÏËÁ ÓÔÁÌÏ �ÏÒÏ×ÎÕ.äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÏÎ ÂÅÒÅÔ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ Ä×Á ÓÔÁËÁÎÁ É ÏÔÌÉ×ÁÅÔ ÍÏÌÏ-ËÏ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ × ÄÒÕÇÏÊ ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÏÌÏËÁ × ÎÉÈÎÅ ÕÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÒÁÚÌÉÔØ ÍÏÌÏËÏ �Ï ÓÔÁËÁÎÁÍ ÔÁË, ÞÔÏ-ÂÙ ÍÁÌØÞÉË ÎÅ ÓÍÏÇ ÄÏÂÉÔØÓÑ Ó×ÏÅÊ �ÅÌÉ, ÓËÏÌØ ÂÙ ÄÏÌÇÏ ÏÎ ÎÉÚÁÎÉÍÁÌÓÑ �ÅÒÅÌÉ×ÁÎÉÅÍ?
4. ÷ú÷åûé÷áîéå4.1. åÓÔØ n ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÍÏÎÅÔ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÄÎÁ | ÆÁÌØÛÉ-×ÁÑ (ÂÏÌÅÅ Ì£ÇËÁÑ). ëÁË Ó �ÏÍÏÝØÀ ÞÁÛÅÞÎÙÈ ×ÅÓÏ× ÂÅÚ ÇÉÒØ ×ÙÄÅ-ÌÉÔØ ÆÁÌØÛÉ×ÕÀ ÍÏÎÅÔÕ ÚÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ, ÅÓÌÉÁ) (5) n = 3; Â) (10) n = 9; ×) (10) n = 27; Ç) (15) n | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅÞÉÓÌÏ?4.2.(10) óÒÅÄÉ ÞÅÔÙÒ£È ÍÏÎÅÔ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÄÎÁ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ, ÏÔÌÉ-ÞÁÀÝÁÑÓÑ ÏÔ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ �Ï ×ÅÓÕ. ëÁË ×ÙÄÅÌÉÔØ Å£ Ó �ÏÍÏÝØÀÄ×ÕÈ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ ÎÁ ÞÁÛÅÞÎÙÈ ×ÅÓÁÈ ÂÅÚ ÇÉÒØ? íÏÖÎÏ ÌÉ �ÒÉÜÔÏÍ ×ÙÑÓÎÉÔØ, ÌÅÇÞÅ ÌÉ ÏÎÁ, ÞÅÍ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÍÏÎÅÔÙ?4.3. Á) (20) óÒÅÄÉ 12 ÍÏÎÅÔ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÄÎÁ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ, ÏÔ-ÌÉÞÎÁÑ �Ï ×ÅÓÕ ÏÔ ÎÁÓÔÏÑÝÉÈ, �ÒÉÞ£Í ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÌÅÇÞÅ ÏÎÁ ÉÌÉÔÑÖÅÌÅÅ. ÷ÙÄÅÌÉÔØ ÔÒÅÍÑ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑÍÉ ÎÁ ÞÁÛÅÞÎÙÈ ×ÅÓÁÈÂÅÚ ÇÉÒØ ÆÁÌØÛÉ×ÕÀ ÍÏÎÅÔÕ É ×ÙÑÓÎÉÔØ, ÌÅÇÞÅ ÏÎÁ ÉÌÉ ÔÑÖÅ-ÌÅÅ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ. Â) (25) ðÕÓÔØ ÍÏÎÅÔ n. îÁÊÔÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ.4.4.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÌÅÇÞÅ ÉÌÉ ÔÑÖÅÌÅÅ ÎÁ-ÓÔÏÑÝÅÊ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ ÍÏÎÅÔÁ, ÔÏ ÄÌÑ Å£ ×ÙÄÅÌÅÎÉÑ ÉÚ 13 ÍÏÎÅÔ ÎÅ-ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÒ£È ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ.4.5.(20) éÍÅÅÔÓÑ 13 ÍÏÎÅÔ, ÓÒÅÄÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÄÎÁ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ, ÏÔ-ÌÉÞÁÀÝÁÑÓÑ �Ï ×ÅÓÕ ÏÔ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ. ðÕÓÔØ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÅÝ£ ÏÄÎÁ ÍÏÎÅ-ÔÁ, �ÒÉÞ£Í ÎÁÓÔÏÑÝÁÑ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÔÒ£È ×Ú×ÅÛÉ-×ÁÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÆÁÌØÛÉ×ÕÀ ÍÏÎÅÔÕ. íÏÖÎÏ ÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ×ÙÑÓÎÉÔØ, ÌÅÇÞÅ ÏÎÁ ÉÌÉ ÔÑÖÅÌÅÅ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÍÏÎÅÔÙ?4.6.(15) óÒÅÄÉ ÓÅÍÉ ÍÏÎÅÔ ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Å ÆÁÌØÛÉ×ÙÅ (ÂÏÌÅÅ Ì£Ç-ËÉÅ) ÍÏÎÅÔÙ. ëÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ ÎÁ ÞÁÛÅÞÎÙÈ×ÅÓÁÈ ÂÅÚ ÇÉÒØ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÏÂÅ ÆÁÌØÛÉ×ÙÅ ÍÏ-ÎÅÔÙ?4.7.(20) ðÅÒÅÄ ÷ÁÍÉ ÌÅÖÁÔ ÛÅÓÔØ ÍÏÎÅÔ, Ä×Å ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÁÌØ-ÛÉ×ÙÅ (ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ ÍÏÎÅÔÁ ÔÑÖÅÌÅÅ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÎÁ 0;1 Ç). ëÒÏÍÅÔÏÇÏ, Õ ÷ÁÓ ÅÓÔØ ÞÁÛÅÞÎÙÅ ×ÅÓÙ ÂÅÚ ÇÉÒØ. ÷ÅÓÙ ÜÔÉ, �ÒÁ×ÄÁ, ÎÅ



30 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉÏÞÅÎØ ÞÕ×ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ É ÒÅÁÇÉÒÕÀÔ ÎÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÇÒÕÚÏ× ÎÅ ÍÅÎÅÅ0;2 Ç. ðÏ�ÒÏÂÕÊÔÅ ÚÁ ÞÅÔÙÒÅ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑ ÎÁÊÔÉ ÏÂÅ ÆÁÌØÛÉ×ÙÅÍÏÎÅÔÙ.4.8.(15) éÍÅÅÔÓÑ 6 ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ �Ï ×ÉÄÕ ÍÏÎÅÔ, ÞÅÔÙÒÅ ÉÚ ÎÉÈÎÁÓÔÏÑÝÉÅ, Á Ä×Å | ÆÁÌØÛÉ×ÙÅ: ÏÂÅ ÌÅÇÞÅ ÎÁÓÔÏÑÝÉÈ, ÎÏ ÉÈ ÍÁÓÓÁÒÁÚÌÉÞÎÁ. úÁ ÔÒÉ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑ ÎÁ ÞÁÛÅÞÎÙÈ ×ÅÓÁÈ ÂÅÚ ÇÉÒØ ÎÁÊÄÉ-ÔÅ ÏÂÅ ÆÁÌØÛÉ×ÙÅ ÍÏÎÅÔÙ.4.9.(15) éÍÅÅÔÓÑ 6 ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ �Ï ×ÉÄÕ ÍÏÎÅÔ, ÞÅÔÙÒÅ ÉÚ ÎÉÈÎÁÓÔÏÑÝÉÅ, �Ï 4 Ç ËÁÖÄÁÑ, Á Ä×Å | ÆÁÌØÛÉ×ÙÅ: ÍÁÓÓÏÊ 5 Ç É 3 Ç.úÁ ÞÅÔÙÒÅ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑ ÎÁ ÞÁÛÅÞÎÙÈ ×ÅÓÁÈ ÂÅÚ ÇÉÒØ ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÂÅÆÁÌØÛÉ×ÙÅ ÍÏÎÅÔÙ.4.10.(20) åÓÔØ 6 ÍÏÎÅÔ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÒÉ ÆÁÌØÛÉ×ÙÅ, ÉÍÅÀÝÉÅ×ÅÓ ÍÅÎØÛÉÊ, ÞÅÍ ÎÁÓÔÏÑÝÉÅ. íÏÎÅÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÙ × ÔÒÉ ÓÔÏÌÂÉËÁÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ ×ÅÓÁ. ä×ÕÍÑ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑÍÉ ÎÁ ÞÁÛÅÞÎÙÈ ×ÅÓÁÈ ÂÅÚÇÉÒØ ×ÙÄÅÌÉÔØ ×ÓÅ ÔÒÉ ÆÁÌØÛÉ×ÙÅ ÍÏÎÅÔÙ.4.11.(20) éÍÅÅÔÓÑ 10 ÍÅÛËÏ× ÍÏÎÅÔ. ÷ 9 ÍÅÛËÁÈ ÍÏÎÅÔÙ ÎÁ-ÓÔÏÑÝÉÅ (×ÅÓÑÔ �Ï 10 Ç), Á × ÏÄÎÏÍ ÍÅÛËÅ ×ÓÅ ÍÏÎÅÔÙ ÆÁÌØÛÉ×ÙÅ(×ÅÓÑÔ �Ï 11 Ç). ëÁË ÏÄÎÉÍ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅÍ ÎÁ ×ÅÓÁÈ ÓÏ ÓÔÒÅÌËÏÊÏ�ÒÅÄÅÌÉÔØ, × ËÁËÏÍ ÍÅÛËÅ ÌÅÖÁÔ ÆÁÌØÛÉ×ÙÅ ÍÏÎÅÔÙ?4.12.(20) åÓÔØ 10 ÍÅÛËÏ× ÍÏÎÅÔ. ÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÅÛËÁÈ ÍÏ-ÎÅÔÙ | ÎÁÓÔÏÑÝÉÅ (×ÅÓ | 10 Ç), Á × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ | ÆÁÌØÛÉ×ÙÅ(×ÅÓ | 11 Ç). íÏÖÅÔÅ ÌÉ ×Ù ÓÎÏ×Á ÌÉÛØ ÏÄÎÉÍ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅÍÏ�ÒÅÄÅÌÉÔØ, × ËÁËÉÈ ÍÅÛËÁÈ ÆÁÌØÛÉ×ÙÅ ÍÏÎÅÔÙ?4.13.(20) éÚ 21 ÍÏÎÅÔÙ 10 ÎÁÓÔÏÑÝÉÈ É 11 ÆÁÌØÛÉ×ÙÈ, �ÒÉÞ£ÍËÁÖÄÁÑ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ ÎÁ 1 Ç ÌÅÇÞÅ ËÁÖÄÏÊ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ. ÷ÚÑÌÉ ÏÄÎÕ ÉÚÍÏÎÅÔ. ëÁË ÚÁ ÏÄÎÏ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅ ÎÁ ×ÅÓÁÈ ÓÏ ÓÔÒÅÌËÏÊ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØÆÁÌØÛÉ×ÁÑ ÌÉ ÍÏÎÅÔÁ?4.14.(20) (íï 65) ÷ 10 ÍÅÛËÁÈ ÌÅÖÁÔ ÎÁÓÔÏÑÝÉÅ ÍÏÎÅÔÙ, Á ×11-Í | ÆÁÌØÛÉ×ÙÅ. ÷ÓÅ ÆÁÌØÛÉ×ÙÅ ÍÏÎÅÔÙ ×ÅÓÑÔ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÉÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ �Ï ÍÁÓÓÅ ÏÔ ÎÁÓÔÏÑÝÉÈ. éÍÅÀÔÓÑ ÔÏÞÎÙÅ ×ÅÓÙ Ó ÞÁÛ-ËÁÍÉ É ÓÔÒÅÌËÏÊ, ÎÏ ÂÅÚ ÇÉÒØ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÅ ÕÚÎÁÔØ, ÎÁ ËÁËÏÊ ÞÁÛËÅÇÒÕÚ ÉÍÅÅÔ ÂÏÌØÛÕÀ ÍÁÓÓÕ É ÎÁÓËÏÌØËÏ. ó �ÏÍÏÝØÀ Ä×ÕÈ ×Ú×ÅÛÉ-×ÁÎÉÊ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ, × ËÁËÏÍ ÍÅÛËÅ ÆÁÌØÛÉ×ÙÅ ÍÏÎÅÔÙ.4.15. Á) (15) óÒÅÄÉ 18 ÍÏÎÅÔ ÏÄÎÁ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ, �ÒÉÞ£Í ÆÁÌØ-ÛÉ×ÁÑ ÍÏÎÅÔÁ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ �Ï ÍÁÓÓÅ ÏÔ ÎÁÓÔÏÑÝÉÈ. úÁ ËÁËÏÅ ÎÁÉ-ÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ ÎÁ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÞÁÛÅÞÎÙÈ ×ÅÓÁÈ ÂÅÚÇÉÒØ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ÌÅÇÞÅ ÉÌÉ ÔÑÖÅÌÅÅ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑÍÏÎÅÔÁ? (îÁÈÏÄÉÔØ ÆÁÌØÛÉ×ÕÀ ÍÏÎÅÔÕ ÎÅ ÎÕÖÎÏ.) Â) (20) ðÕÓÔØÍÏÎÅÔ n (n > 2). îÁÊÔÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ.4.16.(20) (íï 72) éÍÅÅÔÓÑ 1000 ÍÏÎÅÔ, ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈÆÁÌØÛÉ×ÙÈ (ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÎÉ ÏÄÎÏÊ), �ÒÉÞ£Í ÆÁÌØÛÉ×ÙÅ ÉÍÅÀÔ



4. ÷Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅ 31ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÍÁÓÓÕ, ÏÔÌÉÞÎÕÀ ÏÔ ÍÁÓÓÙ ÎÁÓÔÏÑÝÉÈ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÚÁÔÒÉ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑ ÎÁ ×ÅÓÁÈ ÂÅÚ ÇÉÒØ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ÅÓÔØ ÌÉ ÆÁÌØÛÉ×ÙÅÉ ÌÅÇÞÅ ÏÎÉ ÉÌÉ ÔÑÖÅÌÅÅ ÎÁÓÔÏÑÝÉÈ? (þÉÓÌÏ ÆÁÌØÛÉ×ÙÈ ÍÏÎÅÔÏ�ÒÅÄÅÌÑÔØ ÎÅ ÎÁÄÏ.)4.17.(25) (÷ï 73) îÁ ÓÕÄÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Á �ÒÅÄßÑ×ÌÅÎÏ 14 ÍÏÎÅÔ. üËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌ, ÞÔÏ ÍÏ-ÎÅÔÙ ��1{7 ÆÁÌØÛÉ×ÙÅ, Á ��8{14 | ÎÁÓÔÏÑÝÉÅ. óÕÄ ÖÅ ÚÎÁÅÔÔÏÌØËÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÆÁÌØÛÉ×ÙÅ ÍÏÎÅÔÙ ×ÅÓÑÔ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï, ÎÁÓÔÏÑÝÉÅ ÍÏ-ÎÅÔÙ ×ÅÓÑÔ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï, É ÞÔÏ ÆÁÌØÛÉ×ÙÅ ÍÏÎÅÔÙ ÌÅÇÞÅ ÎÁÓÔÏÑÝÉÈ.õ ÜËÓ�ÅÒÔÁ ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏ ÞÁÛÅÞÎÙÅ ×ÅÓÙ ÂÅÚ ÇÉÒØ.Á) üËÓ�ÅÒÔ ÈÏÞÅÔ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÄÕ, ÞÔÏ ÍÏÎÅÔÙ ��1{7 | ÆÁÌØ-ÛÉ×ÙÅ. ëÁË ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÔÏÌØËÏ ÔÒÉ ×Ú×ÅÛÉ-×ÁÎÉÑ? Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÒ£È ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ ÏÎ ÍÏÖÅÔÄÁÖÅ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÏÎÅÔÙ ��1{7 | ÆÁÌØÛÉ×ÙÅ, Á ��8{14 |ÎÁÓÔÏÑÝÉÅ.4.18.(10) ëÁË ×Ú×ÅÓÉÔØ ÇÒÕÚ ÎÁ ÞÁÛÅÞÎÙÈ ×ÅÓÁÈ Ó ÇÉÒÑÍÉ, ÅÓÌÉÇÉÒÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ, Á ×ÅÓÙ ÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ?4.19. a) (10) åÓÔØ ÞÅÔÙÒÅ ËÁÍÎÑ, ÒÁÚÎÏÊ ÍÁÓÓÙ. úÁ ËÁËÏÅ ÎÁÉ-ÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ ÎÁ ×ÅÓÁÈ ÂÅÚ ÇÉÒØ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÓÁÍÙÊÔÑÖ£ÌÙÊ É Ì£ÇËÉÊ ËÁÍÎÉ? Â) (10) òÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ 6 ËÁÍÎÅÊ.×) (20) òÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ 2n ËÁÍÎÅÊ.4.20.(15) åÓÔØ 64 ËÁÍÎÑ ÒÁÚÎÏÊ ÍÁÓÓÙ. úÁ 68 ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ ÎÁÊ-ÔÉ Ä×Á ÓÁÍÙÈ ÔÑÖ£ÌÙÈ ËÁÍÎÑ.4.21.(15) éÍÅÅÔÓÑ ÔÒÉ �ÁËÅÔÁ ÒÁÚÎÏÊ ÍÁÓÓÙ É ÞÁÛÅÞÎÙÅ ×ÅÓÙÂÅÚ ÇÉÒØ. ÷ÓÅÇÄÁ ÌÉ ÍÏÖÎÏ Ä×ÕÍÑ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑÍÉ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÔØ �Á-ËÅÔÙ × �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ?4.22.(15) éÍÅÅÔÓÑ 4 �ÁËÅÔÁ ÒÁÚÎÏÊ ÍÁÓÓÙ É �ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÞÁÛÅÞ-ÎÙÅ ×ÅÓÙ ÂÅÚ ÇÉÒØ. ëÁË ÚÁ 5 ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÔØ �ÁËÅÔÙ ×�ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÍÁÓÓÙ?4.23.(20) éÍÅÅÔÓÑ 5 �ÁËÅÔÏ× ÒÁÚÎÏÊ ÍÁÓÓÙ É ×ÅÓÙ ÂÅÚ ÇÉÒØ. ëÁËÚÁ 7 ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÔØ �ÁËÅÔÙ × �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ?ïÂÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍ ÞÉÓÌÅ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ, ÚÁ ËÏÔÏÒÙÅÍÏÖÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÉÔØ n �ÁËÅÔÏ×, ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÒÅÛÅÎÁ É ×ÙÚÙ×ÁÅÔ ÉÎ-ÔÅÒÅÓ Õ Ó�Å�ÉÁÌÉÓÔÏ× �Ï �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÀ. åÓÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÍÉ ÄÌÑ ÞÁÓÔÎÙÈ ÓÌÕÞÁÅ×.4.24.(20) (íï 76) äÁÎÙ ÞÅÔÙÒÅ ÛÁÒÁ ÍÁÓÓÏÊ 101 Ç, 102 Ç, 103 ÇÉ 105 Ç, Á ÔÁËÖÅ ×ÅÓÙ ÓÏ ÓÔÒÅÌËÏÊ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ×Ú×ÅÓÉÔØÌÀÂÏÊ ÇÒÕÚ. óÄÅÌÁ× Ä×Á ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÍÁÓÓÕ ËÁÖÄÏÇÏÛÁÒÁ.4.25.(20) (íï 81) éÍÅÅÔÓÑ 5 ÇÉÒØ ÍÁÓÓÏÊ 1000 Ç, 1001 Ç, 1002 Ç,1004 Ç É 1007 Ç ÂÅÚ ÎÁÄ�ÉÓÅÊ. éÍÅÀÔÓÑ ×ÅÓÙ ÓÏ ÓÔÒÅÌËÏÊ, �ÏËÁ-



32 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉÚÙ×ÁÀÝÉÅ ÍÁÓÓÕ × ÇÒÁÍÍÁÈ. ëÁË Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÒ£È ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊÏ�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÇÉÒÀ ÍÁÓÓÏÊ 1000 Ç?4.26.(20) (íï 66) éÚ 10 ÛÁÒÏ× Ä×Á ÒÁÄÉÏÁËÔÉ×ÎÙ. ðÒÏ ÌÀÂÕÀËÕÞËÕ ÛÁÒÏ× ÚÁ ÏÄÎÕ �ÒÏ×ÅÒËÕ ÍÏÖÎÏ ÕÚÎÁÔØ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÌÉ × ÎÅÊ ÈÏ-ÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÒÁÄÉÏÁËÔÉ×ÎÙÊ ÛÁÒ ÉÌÉ ÎÅÔ (ÎÏ ÎÅÌØÚÑ ÕÚÎÁÔØ, ÓËÏÌØËÏÔÁËÉÈ ÛÁÒÏ× × ËÕÞËÅ). úÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ �ÒÏ×ÅÒÏË ×ÙÄÅÌÉÔØÏÂÁ ÒÁÄÉÏÁËÔÉ×ÎÙÈ ÛÁÒÁ.4.27.(20) (íï 95) éÚ 9 ×ÎÅÛÎÅ ÎÅÒÁÚÌÉÞÉÍÙÈ ÍÏÎÅÔ ÏÄÎÁ ÆÁÌØ-ÛÉ×ÁÑ | ÌÅÇÞÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ. éÍÅÀÔÓÑ Ä×Á ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÁ ×ÎÅÛÎÅ ÎÅ-ÒÁÚÌÉÞÉÍÙÈ ÞÁÛÅÞÎÙÈ ×ÅÓÏ×, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÄÎÉ ÚÁÅÄÁÀÔ (ÏÎÉ ÞÕ×-ÓÔ×ÕÀÔ ÒÁÚÎÉ�Õ ÌÉÛØ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÏÄÎÕ ÞÁÛËÕ �ÏÌÏÖÉÔØÂÏÌØÛÅ ÍÏÎÅÔ, ÞÅÍ ÎÁ ÄÒÕÇÕÀ). úÁ ÓËÏÌØËÏ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ ÍÏÖÎÏÎÁ×ÅÒÎÑËÁ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÆÁÌØÛÉ×ÕÀ ÍÏÎÅÔÕ?4.28.(20) (íï 97) âÁÎËÉÒ ÕÚÎÁÌ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÎÁ ×ÉÄÍÏÎÅÔ ÏÄÎÁ | ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ (ÂÏÌÅÅ Ì£ÇËÁÑ). ïÎ �Ï�ÒÏÓÉÌ ÜËÓ�ÅÒÔÁÏ�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÜÔÕ ÍÏÎÅÔÕ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÞÁÛÅÞÎÙÈ ×ÅÓÏ× ÂÅÚ ÇÉÒØ, �ÒÉ-Þ£Í �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÌ, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÁÑ ÍÏÎÅÔÁ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÌÁ ×Ï ×Ú×ÅÛÉ×Á-ÎÉÑÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ ÒÁÚ. ëÁËÏÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÎÅÔ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÕ ÂÁÎËÉÒÁ, ÞÔÏÂÙ ÜËÓ�ÅÒÔ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÓÍÏÇ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÆÁÌØÛÉ×ÕÀ ÚÁn ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ?4.29.(20) (÷ï 87) óÒÅÄÉ 99 ×ÎÅÛÎÅ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÍÏÎÅÔ ÉÍÅÅÔ-ÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÆÁÌØÛÉ×ÙÈ. ëÁÖÄÁÑ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ ÍÏÎÅÔÁ ÏÔÌÉÞÁÅÔ-ÓÑ �Ï ×ÅÓÕ ÏÔ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÎÁ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÇÒÁÍÍÏ×. óÕÍÍÁÒ-ÎÙÊ ×ÅÓ 99 ÄÁÎÎÙÈ ÍÏÎÅÔ ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÁÒÎÏÍÕ ×ÅÓÕ 99 ÎÁÓÔÏÑÝÉÈÍÏÎÅÔ. éÍÅÀÔÓÑ Ä×ÕÈÞÁÛÅÞÎÙÅ ×ÅÓÙ ÓÏ ÓÔÒÅÌËÏÊ, �ÏËÁÚÙ×ÁÀÝÅÊÒÁÚÎÉ�Õ × ÇÒÁÍÍÁÈ ×ÅÓÏ× ÇÒÕÚÏ×, �ÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ÎÁ ÞÁÛÉ. äÏËÁÖÉ-ÔÅ, ÞÔÏ, ÏÓÕÝÅÓÔ×É× ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅ ÎÁ ÔÁËÉÈ ×ÅÓÁÈ, �ÒÏÌÀÂÕÀ ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÍÏÎÅÔÕ ÍÏÖÎÏ ÕÚÎÁÔØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÎÁ ÆÁÌØÛÉ×ÏÊÉÌÉ ÎÅÔ.4.30.(20) (íï 85) åÓÔØ ÔÒÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÆÌÑÇÉ, Ä×Å ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ�ÕÓÔÙ, Á × ÔÒÅÔØÅÊ ÎÁÌÉÔ 1 Ì ÍÏÌÏËÁ, �ÉÓÔÅÒÎÁ ÍÏÌÏËÁ É ×ÅÓÙ ÂÅÚÇÉÒØ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÓÔÁ×ÉÔØ ÆÌÑÇÉ. ëÁË ÏÔÌÉÔØ × ÏÄÎÕ ÆÌÑÇÕ85 Ì ÍÏÌÏËÁ, ÓÄÅÌÁ× ÎÅ ÂÏÌÅÅ 8 ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ? (÷Ï ÆÌÑÇÕ ×ÍÅÝÁÅÔÓÑÂÏÌØÛÅ 85 Ì. ðÒÉ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÉ ÎÁ ÏÄÎÕ ÞÁÛËÕ ×ÅÓÏ× ÓÔÁ×ÉÔÓÑ ÆÌÑÇÁÓ ÍÏÌÏËÏÍ, ÎÁ ÄÒÕÇÕÀ | �ÕÓÔÁÑ É × �ÕÓÔÕÀ ÄÏÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÌÏËÏ ÄÏÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ.)4.31.(10) îÁÊÔÉ ÍÁÓÓÙ ÞÅÔÙÒ£È ÇÉÒØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÉÍÉ ÍÏÖÎÏÂÙÌÏ ÏÔÍÅÒÉÔØ ÎÁ ÞÁÛÅÞÎÙÈ ×ÅÓÁÈ ÌÀÂÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÉÌÏÇÒÁÍÍÏ×ÏÔ 1 ÄÏ 40, ÅÓÌÉ ÇÉÒÉ ÍÏÖÎÏ ËÌÁÓÔØ ÎÁ ÏÂÅ ÞÁÛËÉ.4.32.(15) éÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÇÉÒØ. ÷ÅÓ ÌÀÂÏÊ ÇÉÒÉÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 500 Ç. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÇÉÒÉ ÎÅÌØÚÑ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ Ä×Å



4. ÷Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅ 33ÇÒÕ��Ù ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÅÓ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕ��Ù �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÌ 500 Ç. îÁÊÔÉÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ×ÏÚÍÏÖÎÙÊ ÏÂÝÉÊ ×ÅÓ ÇÉÒØ.4.33.(20) (÷ï 87) éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÎÁÂÏÒÁ ÉÚ ÛÅÓÔÉÇÉÒØ ÍÏÖÎÏ ÕÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÔØ 63 ÇÒÕÚÁ, ×ÅÓÁ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ ÎÁÂÏÒÙ.4.34.(15) éÚ ÎÁÂÏÒÁ ÇÉÒØ ÍÁÓÓÏÊ 1 Ç, 2 Ç, : : : ; 101 Ç ÕÄÁÌÉÌÉÇÉÒÀ 19 Ç. íÏÖÎÏ ÌÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ �Ï 50 ÛÔÕË ÎÁ ×ÅÓÙÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÅÓÙ ÕÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÌÉÓØ?4.35.(15) éÍÅÅÔÓÑ 201 ÇÉÒÑ, ×ÅÓÁ ËÏÔÏÒÙÈ (× ÇÒÁÍÍÁÈ) | �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 1 ÄÏ 201. îÁÚÏ×ÅÍ ÇÉÒÀ ÈÏ-ÒÏÛÅÊ, ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅ Å£ ÕÄÁÌÅÎÉÑ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ 200 ÇÉÒØ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÄÅ-ÌÉÔØ ÎÁ Ä×Å ÇÒÕ��Ù, ÒÁ×ÎÙÅ �Ï ×ÅÓÕ É �Ï ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÇÉÒØ. äÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÇÉÒÑ 101 Ç ÈÏÒÏÛÁÑ; Â) ÇÉÒÑ 199 Ç ÈÏÒÏÛÁÑ.4.36.(15) éÚ ÎÁÂÏÒÁ ÇÉÒØ ÍÁÓÓÏÊ 1 Ç, : : : , 30 Ç ÕÂÒÁÌÉ 10 ÇÉÒØÓ ÏÂÝÅÊ ÍÁÓÓÏÊ, ÒÁ×ÎÏÊ ÔÒÅÔÉ ÏÂÝÅÊ ÍÁÓÓÙ ×ÓÅÈ ÇÉÒØ. íÏÖÎÏ ÌÉÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÇÉÒÉ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ Ä×ÕÈ ÞÁÛËÁÈ ×ÅÓÏ× �Ï 10 ÛÔÕË ÎÁËÁÖÄÏÊ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÅÓÙ ÏËÁÚÁÌÉÓØ × ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÉ?4.37.(20) îÁÂÏÒ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÇÉÒØ Ó �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ÍÁÓÓÁÍÉ.éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ ÕÂÒÁÔØ ÌÀÂÕÀ ÉÚ ÇÉÒØ, ÔÏ ÏÓÔÁÌØÎÙÅÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ �Ï Ä×ÕÍ ÞÁÛËÁÍ ×ÅÓÏ× ÔÁË, ÞÔÏ ×ÅÓÙ ÂÕÄÕÔ ×ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÉ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÎÁÂÏÒÅ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÇÉÒØ.4.38.(15) (íï 47) éÚ 20 ÍÅÔÁÌÌÉÞÅÓËÉÈ ËÕÂÉËÏ×, ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ�Ï ×ÎÅÛÎÅÍÕ ×ÉÄÕ, ÞÁÓÔØ | ÁÌÀÍÉÎÉÅ×ÙÅ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ | ÄÀÒÁ-ÌÅ×ÙÅ (ÂÏÌÅÅ ÔÑÖ£ÌÙÅ). ëÁË �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 11 ×Ú×ÅÛÉ-×ÁÎÉÊ ÎÁ ÞÁÛÅÞÎÙÈ ×ÅÓÁÈ ÂÅÚ ÇÉÒØ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÞÉÓÌÏ ÄÀÒÁÌÅ×ÙÈËÕÂÉËÏ×?4.39.(20) (íï 49) åÓÔØ 13 ÇÉÒØ, ÍÁÓÓÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×-ÎÁ �ÅÌÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÇÒÁÍÍÏ×. ìÀÂÙÅ 12 ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÔÁË ÒÁÚÌÏÖÉÔØÎÁ Ä×Å ÞÁÛÉ ×ÅÓÏ×, �Ï 6 ÎÁ ËÁÖÄÕÀ, ÞÔÏ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÅ. äÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÇÉÒÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÍÁÓÓÕ.4.40.(20) (íï 50) éÍÅÅÔÓÑ n ÇÉÒØ Ó ×ÅÓÁÍÉ 1 Ç, 2 Ç, : : : , n Ç.éÈ ÎÁÄÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÔÒÉ ÒÁ×ÎÙÅ �Ï ×ÅÓÕ ËÕÞËÉ. ðÒÉ ËÁËÉÈ n ÜÔÏÕÄÁÓÔÓÑ ÓÄÅÌÁÔØ?4.41.(20) (íï 66) éÚ ÎÁÂÏÒÁ ÇÉÒØ ÍÁÓÓÏÊ 1 Ç, 2 Ç, : : : , 26 Ç ×Ù-ÂÒÁÔØ 6 ÇÉÒØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅÌØÚÑ ÂÙÌÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ Ä×Á ÎÁÂÏÒÁÒÁ×ÎÙÈ ÍÁÓÓ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅÌØÚÑ ×ÙÂÒÁÔØ 7 ÇÉÒØ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈÔÅÍ ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ.4.42.(20) (íï 70) ëÁÖÄÙÅ Ä×Å ÇÉÒÉ ÎÁÂÏÒÁ ÉÚ 100 ÇÉÒØ ÏÔÌÉÞÁ-ÀÔÓÑ �Ï ÍÁÓÓÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ 20 Ç. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÇÉÒÉ ÍÏÖÎÏÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ Ä×Å ÞÁÛËÉ ×ÅÓÏ×, �Ï 50 ÎÁ ËÁÖÄÕÀ, ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÄÎÁÞÁÛËÁ ×ÅÓÏ× ÂÙÌÁ ÌÅÇÞÅ ÄÒÕÇÏÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ 20 Ç.



34 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ4.43.(20) (íï 70) îÁ ËÁÖÄÕÀ ÞÁÛËÕ ×ÅÓÏ× �ÏÌÏÖÉÌÉ �Ï k ÇÉÒØ,ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ k, �ÒÉÞ£Í ÌÅ×ÁÑ ÞÁÛËÁ �ÅÒÅ×ÅÓÉ-ÌÁ. ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÏÍÅÎÑÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÇÉÒÉ Ó ÏÄÉ-ÎÁËÏ×ÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ, ÔÏ ÌÉÂÏ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÛËÁ �ÅÒÅ×ÅÓÉÔ, ÌÉÂÏ ÞÁÛËÉÂÕÄÕÔ × ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÉ. ðÒÉ ËÁËÉÈ k ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ?4.44.(20) (íï 74) éÍÅÅÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÇÉÒØ, ÍÁÓÓÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏ-ÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ �ÅÌÏÍÕ ÞÉÓÌÕ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ kÒÁ×ÎÙÈ �Ï ÍÁÓÓÅ ÇÒÕ��. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ k Ó�ÏÓÏÂÁÍÉÍÏÖÎÏ ÕÂÒÁÔØ ÏÄÎÕ ÇÉÒÀ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÇÉÒÉ ÎÅÌØÚÑ ÂÙÌÏÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ k ÒÁ×ÎÙÈ �Ï ÍÁÓÓÅ ÇÒÕ��.4.45.(20) (íï 96) ðÏ ËÒÕÇÕ ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ 10 ÖÅÌÅÚÎÙÈ ÇÉÒØ.íÅÖÄÕ ËÁÖÄÙÍÉ ÇÉÒÑÍÉ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÂÒÏÎÚÏ×ÙÊ ÛÁÒÉË, ÍÁÓÓÁ ËÏ-ÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÁ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÍÁÓÓ ÓÏÓÅÄÎÉÈ Ó ÎÉÍ ÇÉÒØ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÛÁÒÉËÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ Ä×Å ÞÁÛËÉ ×ÅÓÏ× ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÅÓÙÕÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÌÉÓØ.4.46.(20) (íï 97) îÁ ÔÁÒÅÌËÅ ÌÅÖÁÔ 9 ÒÁÚÎÙÈ ËÕÓÏÞËÏ× ÓÙÒÁ.÷ÓÅÇÄÁ ÌÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ�ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ 10 ËÕÓÏÞËÏ× ÄÅÌÉÌÉÓØ ÂÙ ÎÁ Ä×Å �ÏÒ�ÉÉ ÒÁ×ÎÏÊ ÍÁÓÓÙ�Ï 5 ËÕÓÏÞËÏ× × ËÁÖÄÏÊ?4.47.(20) (�ç 98) éÍÅÅÔÓÑ 19 ÇÉÒÅË ×ÅÓÏÍ 1 Ç, 2 Ç, : : : , 19 Ç. äÅ-×ÑÔØ ÉÚ ÎÉÈ | ÖÅÌÅÚÎÙÅ, ÄÅ×ÑÔØ | ÂÒÏÎÚÏ×ÙÅ É ÏÄÎÁ | ÚÏÌÏ-ÔÁÑ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÂÝÉÊ ×ÅÓ ×ÓÅÈ ÖÅÌÅÚÎÙÈ ÇÉÒÅË ÎÁ 90 Ç ÂÏÌØÛÅ,ÞÅÍ ÏÂÝÉÊ ×ÅÓ ÂÒÏÎÚÏ×ÙÈ. îÁÊÄÉÔÅ ×ÅÓ ÚÏÌÏÔÏÊ ÇÉÒØËÉ.4.48.(20) äÁÎ ÑÝÉË ÓÁÈÁÒÎÏÇÏ �ÅÓËÁ, ÞÁÛÅÞÎÙÅ ×ÅÓÙ É ÇÉÒØ-ËÁ × 1 Ç. ëÁË ÂÙÓÔÒÅÅ ÏÔ×ÅÓÉÔØ 1 ËÇ ÓÁÈÁÒÁ? (õËÁÚÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÕÕÒÁ×ÎÏ×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ.)4.49.(20) (÷ï 84) åÓÔØ n + 1 ÇÉÒÑ ÏÂÝÉÍ ×ÅÓÏÍ 2n É ×ÅÓÙ ÓÄ×ÕÍÑ ÞÁÛËÁÍÉ, ÎÁÈÏÄÑÝÉÅÓÑ × ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÉ. ÷ÅÓ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÇÉÒØ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ. çÉÒÉ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ËÌÁÄÕÔ ÎÁ ÞÁÛ-ËÉ ×ÅÓÏ×: ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÁÍÕÀ ÔÑÖ£ÌÕÀ (ÉÌÉ ÏÄÎÕ ÉÚ ÓÁÍÙÈ ÔÑÖ£ÌÙÈ),ÚÁÔÅÍ ÓÁÍÕÀ ÔÑÖ£ÌÕÀ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ É Ô. Ä. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÖÄÕÀÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÇÉÒÀ ËÌÁÄÕÔ ÎÁ ÔÕ ÞÁÛËÕ ×ÅÓÏ×, ËÏÔÏÒÁÑ × ÄÁÎÎÙÊ ÍÏ-ÍÅÎÔ ÌÅÇÞÅ, Á ÅÓÌÉ ×ÅÓÙ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÉ, ÔÏ ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÉÚÞÁÛÅË. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÎÁ ×ÅÓÁÈ ÏËÁÖÕÔÓÑ ×ÓÅ ÇÉÒÉ,×ÅÓÙ ÂÕÄÕÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ × ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÉ.4.50.(20) (÷ï 85) íÏÖÎÏ ÌÉ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ 1985 ÇÉÒØ ÍÁÓÓÁÍÉ 1 Ç,2 Ç, : : : , 1985 Ç ÎÁ �ÑÔØ ÇÒÕ�� ÔÁË, ÞÔÏÂÙ É ÞÉÓÌÏ ÇÉÒØ, É ÉÈ ÓÕÍ-ÍÁÒÎÁÑ ÍÁÓÓÁ ÂÙÌÉ ÂÙ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù ×Ï ×ÓÅÈ ÇÒÕ��ÁÈ?4.51.(20) (÷ï 86) éÍÅÀÔÓÑ ÇÉÒÉ ÍÁÓÓÏÊ 12 Ç, 22 Ç, : : : , 10002 Ç.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÎÁ Ä×Å ÇÒÕ��Ù ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊÍÁÓÓÙ, �Ï 500 ÇÉÒØ × ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕ��Å.



5. ðÒÉÎ�É� äÉÒÉÈÌÅ 354.52.(20) (÷ï 92) òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁÂÏÒÙ ÉÚ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÇÉ-ÒÅË. íÁÓÓÁ ËÁÖÄÏÊ ÇÉÒØËÉ | �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÇÒÁÍÍÏ×, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏ-ÄÑÝÅÅ 21. ðÒÉ ËÁËÏÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍ n × ÌÀÂÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Å�ÁÒÙ ÇÉÒÅË, ÕÒÁ×ÎÏ×ÅÛÉ×ÁÀÝÉÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ?4.53.(15) (÷ï 97) åÓÔØ 300 ÑÂÌÏË, ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÚÌÉ-ÞÁÀÔÓÑ �Ï ×ÅÓÕ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ × Ä×Á ÒÁÚÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÈ ÍÏÖÎÏÒÁÚÌÏÖÉÔØ × �ÁËÅÔÙ �Ï Ä×Á ÑÂÌÏËÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÌÀÂÙÅ Ä×Á �ÁËÅÔÁÒÁÚÌÉÞÁÌÉÓØ �Ï ×ÅÓÕ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × 1;5 ÒÁÚÁ.4.54.(20) (÷ï 00) éÍÅÀÔÓÑ �ÑÔØ ×ÎÅÛÎÅ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÇÉÒØ Ó �Ï-�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÍÁÓÓÁÍÉ. òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ×ÙÂÒÁÔØ ÌÀÂÙÅ ÔÒÉ ÉÚÎÉÈ A, B É C É Ó�ÒÏÓÉÔØ, ×ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ m(A) < m(B) < m(C).(þÅÒÅÚm(x) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÍÁÓÓÁ ÇÉÒÉ m, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÄÁ£ÔÓÑ ÏÔ×ÅÔ �äÁ�ÉÌÉ �îÅÔ�.) íÏÖÎÏ ÌÉ ÚÁ ÄÅ×ÑÔØ ×Ï�ÒÏÓÏ× ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÎÏ ÕÚÎÁÔØ,× ËÁËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ ÉÄÕÔ ×ÅÓÁ ÇÉÒØ?4.55.(25) (÷ï 77) îÁ ÓÔÏÌÅ ÓÔÏÑÔ ÞÁÛÅÞÎÙÅ ×ÅÓÙ É n ÇÉÒØ ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÈ ÍÁÓÓ. çÉÒÉ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ÓÔÁ×ÑÔÓÑ ÎÁ ÞÁÛËÉ ×ÅÓÏ× (ÎÁ ËÁÖÄÏÍÛÁÇÅ ÓÏ ÓÔÏÌÁ ÂÅÒÅÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ÇÉÒÑ É ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ÔÕ ÉÌÉ ÄÒÕÇÕÀÞÁÛËÕ ×ÅÓÏ×).Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÉÒÉ ÍÏÖÎÏ ÓÔÁ×ÉÔØ × ÔÁËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ, ÞÔÏÂÙÓÎÁÞÁÌÁ �ÅÒÅ×ÅÓÉÌÁ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÛËÁ, ÚÁÔÅÍ �ÒÁ×ÁÑ, �ÏÔÏÍ ÓÎÏ×Á ÌÅ×ÁÑ,ÓÎÏ×Á �ÒÁ×ÁÑ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. üÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ××Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÓÌÏ×Ï ÉÚ ÂÕË× L É R: LRLRLR : : : . úÄÅÓØÂÕË×Á L ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÅÒÅ×ÅÓÉÌÁ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÛËÁ, Á ÂÕË×Á R ÏÚÎÁ-ÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÅÒÅ×ÅÓÉÌÁ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÛËÁ.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ n ÉÚ ÂÕË× L ÉR ÍÏÖÎÏ × ÔÁËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ ÓÔÁ×ÉÔØ ÇÉÒÉ ÎÁ ÞÁÛËÉ ×ÅÓÏ×, ÞÔÏ-ÂÙ ÜÔÏ ÓÌÏ×Ï ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÌÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ××Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ.
5. ðòéîãéð äéòéèìåðÒÉ×ÅÄ£Í ÛÕÔÌÉ×ÕÀ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ ÜÔÏÇÏ �ÒÉÎ�É�Á:ðÒÉÎ�É� äÉÒÉÈÌÅ. åÓÌÉ �Ï n ËÌÅÔËÁÍ ÒÁÓÓÁÄÉÔØ ÂÏÌØÛÅn ËÒÏÌÉËÏ×, ÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ËÌÅÔËÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÄÉÔ ÂÏÌØÛÅ ÏÄÎÏÇÏËÒÏÌÉËÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ÏÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ. ðÕÓÔØ ×ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÅ ÓÉÄÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ËÒÏÌÉËÁ, ÔÏÇÄÁ × n ËÌÅÔËÁÈÓÉÄÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ËÒÏÌÉËÏ×, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ.üÔÉ ÚÁÄÁÞÉ ÒÅÛÁÀÔÓÑ Ä×ÕÍÑ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ: ÌÉÂÏ Ñ×ÎÏ �ÒÅÄßÑ×ÌÑ-ÀÔÓÑ × ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ �ËÒÏÌÉËÉ� É �ËÌÅÔËÉ�, ÌÉÂÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-



36 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉÓÔ×Ï ÉÄ£Ô ÏÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ �ÒÉÎ�É�ÁäÉÒÉÈÌÅ.5.1.(5) ÷ ËÌÁÓÓÅ 35 ÕÞÅÎÉËÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÎÁÊÄÕÔ-ÓÑ �Ï ÍÅÎØÛÅÊ ÍÅÒÅ Ä×ÏÅ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÁÍÉÌÉÉ ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ Ó ÏÄÎÏÊÉ ÔÏÊ ÖÅ ÂÕË×Ù.5.2.(5) ÷ ÂÏÒÕ 600 000 ÓÏÓÅÎ, É ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ500 000 ÉÇÌ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÂÏÒÕ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Å ÓÏÓÎÙ ÓÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÉÇÌ.5.3.(5) ÷ íÏÓË×Å ÖÉ×ÅÔ ÂÏÌÅÅ 8 000 000 ÞÅÌÏ×ÅË. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏÕ ËÁËÉÈ-ÔÏ Ä×ÏÉÈ ÉÚ ÎÉÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÏÌÏÓ ÎÁ ÇÏÌÏ×Å, ÅÓÌÉÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ Õ ÌÀÂÏÇÏ ÞÅÌÏ×ÅËÁ ÎÁ ÇÏÌÏ×Å ÍÅÎÅÅ ÍÉÌÌÉÏÎÁ ×ÏÌÏÓ.5.4.(5) ÷ ÛËÏÌÅ 20 ËÌÁÓÓÏ×. ÷ ÂÌÉÖÁÊÛÅÍ ÄÏÍÅ ÖÉ×ÅÔ 23 ÕÞÅ-ÎÉËÁ ÜÔÏÊ ÛËÏÌÙ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÎÁÊÄÕÔÓÑÈÏÔÑ ÂÙ Ä×Á ÏÄÎÏËÌÁÓÓÎÉËÁ?5.5.(10) ðÒÉ ËÁËÏÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å ÕÞÅÎÉËÏ× ÛËÏÌÙÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×ÏÅ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÅÎØ É ÍÅÓÑ� ÒÏÖÄÅÎÉÑ ÓÏ-×�ÁÄÁÀÔ?÷ÅÒÅÎ É ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ �ÒÉÎ�É�:ïÂÏÂÝ£ÎÎÙÊ �ÒÉÎ�É� äÉÒÉÈÌÅ. åÓÌÉ × n ËÌÅÔËÁÈ ÓÉÄÉÔ ÎÅÍÅÎÅÅ kn+1 ËÒÏÌÉËÏ×, ÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ËÌÅÔËÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÄÉÔ ÂÏÌÅÅk ËÒÏÌÉËÏ×.åÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ �ÒÉÎ�É�Á äÉ-ÒÉÈÌÅ.5.6.(10) áÌ£ÛÁ × ÓÒÅÄÕ, ÞÅÔ×ÅÒÇ, �ÑÔÎÉ�Õ ÓßÅÌ ×ÓÅÇÏ 7 ËÏÎÆÅÔ.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ × ÏÄÉÎ ÄÅÎØ ÏÎ ÓßÅÌ ÂÏÌÅÅ 2 ËÏÎÆÅÔ.5.7.(10) íÁÛÉÎÉÓÔËÁ, �ÅÒÅ�ÅÞÁÔÙ×ÁÑ ÔÅËÓÔ × 25 ÓÔÒÁÎÉ�, ÓÄÅ-ÌÁÌÁ 102 ÏÛÉÂËÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÓÔÒÁÎÉ�Á, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊÓÄÅÌÁÎÏ ÂÏÌÅÅ ÞÅÔÙÒ£È ÏÛÉÂÏË.5.8.(10) õ ÞÅÌÏ×ÅËÁ ÎÁ ÇÏÌÏ×Å ÎÅ ÂÏÌÅÅ 1 000 000 ×ÏÌÏÓ, × íÏÓË×ÅÂÏÌÅÅ 8 000 000 ÖÉÔÅÌÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ 8 ÍÏÓË×ÉÞÅÊ ÓÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ×ÏÌÏÓ.5.9.(10) ÷ ÑÝÉËÅ ÌÅÖÁÔ 105 ÑÂÌÏË ÞÅÔÙÒ£È ÓÏÒÔÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÎÁÊÄÕÔÓÑ �Ï ÍÅÎØÛÅÊ ÍÅÒÅ 27 ÑÂÌÏË ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏÏÄÎÏÇÏ ÓÏÒÔÁ.5.10.(10) ëÁÖÄÏÍÕ ÉÚ 35 ÒÅÂÑÔ ÄÁÌÉ ÒÅÛÉÔØ �Ï ×ÙÂÏÒÕ ÏÄÎÕ ÉÚ17 ÚÁÄÁÞ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ×ÓÅÇÄÁ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÒÏÅ, ËÏÔÏÒÙÅÒÅÛÁÌÉ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÚÁÄÁÞÕ?5.11.(10) ÷ ÛËÏÌÅ 30 ËÌÁÓÓÏ× É 995 ÕÞÅÎÉËÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÎÅÊ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 34 ÕÞÅÎÉËÏ×.5.12.(10) ÷ �ÏÈÏÄ �ÏÛÌÉ ÕÞÅÎÉËÉ ÔÒ£È ËÌÁÓÓÏ×. òÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌØÎÅ ÚÎÁÅÔ, ËÔÏ × ËÁËÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÕÞÉÔÓÑ. ëÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ



5. ðÒÉÎ�É� äÉÒÉÈÌÅ 37ÄÅÖÕÒÎÙÈ ÏÎ ÄÏÌÖÅÎ ÎÁÚÎÁÞÉÔØ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÏÂÑ-ÚÁÔÅÌØÎÏ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÔÒ£È ÞÅÌÏ×ÅË ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ?éÎÏÇÄÁ �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔ ÓÌÏ×Á �× ÈÕÄÛÅÍ ÓÌÕ-ÞÁÅ�. (�÷ ÈÕÄÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ × ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÅ ÓÉÄÉÔ. . . �.)5.13. ÷ ÎÅ�ÒÏÚÒÁÞÎÏÍ ÍÅÛËÅ ÌÅÖÁÔ 4 ËÒÁÓÎÙÈ É 2 ÚÅÌ£ÎÙÈ ÛÁ-ÒÁ. ëÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÒÏ× ÎÁÄÏ ×ÙÔÁÝÉÔØ, ÞÔÏÂÙ ÓÒÅ-ÄÉ ÎÉÈ ÏËÁÚÁÌÓÑ: Á) (5) 1 ËÒÁÓÎÙÊ ÛÁÒ; Â) (5) 1 ÚÅÌ£ÎÙÊ ÛÁÒ;×) (5) 1 ËÒÁÓÎÙÊ É 1 ÚÅÌ£ÎÙÊ ÛÁÒ; Ç) (5) 2 ÛÁÒÁ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ.5.14.(10) ÷ ÑÝÉËÅ ÌÅÖÉÔ 100 ÒÁÚÎÏ�×ÅÔÎÙÈ ÛÁÒÉËÏ×: 28 ËÒÁÓ-ÎÙÈ, 20 ÚÅÌ£ÎÙÈ, 12 Ö£ÌÔÙÈ, 20 ÓÉÎÉÈ, 10 ÂÅÌÙÈ É 10 Þ£ÒÎÙÈ. ëÁËÏÅÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÒÉËÏ× ÎÁÄÏ ×ÙÔÁÝÉÔØ, ÎÅ ÚÁÇÌÑÄÙ×ÁÑ × ÑÝÉË,ÞÔÏÂÙ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏËÁÚÁÌÏÓØ 15 ÛÁÒÉËÏ× ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ?5.15.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ 82 ×ÙËÒÁÛÅÎÎÙÈ × Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÊ�×ÅÔ ËÕÂÉËÏ×, ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÉÌÉ 10 ËÕÂÉËÏ× ÒÁÚÎÙÈ �×ÅÔÏ×, ÉÌÉ10 ËÕÂÉËÏ× ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ.ðÒÉÎ�É� äÉÒÉÈÌÅ Ó×ÑÚÁÎ Ó �ÏÎÑÔÉÅÍ �ÂÏÌÅÅ� (ËÒÏÌÉËÏ× ÂÏÌØÛÅ,ÞÅÍ ËÌÅÔÏË). ÷ÅÒÎÏ ÂÌÉÚËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÅ Ó �ÏÎÑÔÉÅÍ�ÍÅÎÅÅ�.�ÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ × n ËÌÅÔËÁÈ ÓÉÄÉÔ ÍÅÎÅÅ n(n− 1)=2 ËÒÏÌÉËÏ×,ÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Å ËÌÅÔËÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÓÉÄÉÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏËÒÏÌÉËÏ× (ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. òÁÓ�ÏÌÏÖÉÍ ËÌÅÔËÉ × �Ï-ÒÑÄËÅ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ ËÒÏÌÉËÏ×. �ÏÇÄÁ × �ÅÒ×ÏÊ ËÌÅÔËÅ ÞÉÓÌÏËÒÏÌÉËÏ× ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 0, ×Ï ×ÔÏÒÏÊ | ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ × �ÅÒ×ÏÊ, Ô. Å.ÎÅ ÍÅÎÅÅ 1, × ÔÒÅÔØÅÊ | ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ, Ô. Å. �Ï ÍÅÎØ-ÛÅÊ ÍÅÒÅ 2, É Ô. Ä. îÏ ÔÏÇÄÁ ×ÓÅÇÏ ËÒÏÌÉËÏ× �Ï ÍÅÎØÛÅÊ ÍÅÒÅ0 + 1 + : : :+ (n− 1) = n(n− 1)=2. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.5.16.(10) ÷ ÒÁÊÏÎÅ 7 ÓÒÅÄÎÉÈ ÛËÏÌ. îÁ ÒÁÊÏÎ ×ÙÄÅÌÉÌÉ 20 ËÏÍ-�ØÀÔÅÒÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÉÈ ÍÅÖÄÕÛËÏÌÁÍÉ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Å ÛËÏÌÙ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÌÕÞÁÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÞÉÓÌÏËÏÍ�ØÀÔÅÒÏ× (ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ).5.17.(10) 34 �ÁÓÓÁÖÉÒÁ ÅÄÕÔ × Á×ÔÏÂÕÓÅ, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÅÌÁÅÔ ×ÓÅÇÏ9 ÏÓÔÁÎÏ×ÏË, �ÒÉÞ£Í ÎÏ×ÙÅ �ÁÓÓÁÖÉÒÙ ÎÉ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ×ÈÏ-ÄÑÔ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Å ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÊÄÅÔÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÁÓÓÁÖÉÒÏ× (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ).5.18.(10) íÏÖÎÏ ÌÉ 60 ÍÏÎÅÔ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ �Ï 12 ËÏÛÅÌØËÁÍ ÔÁË,ÞÔÏÂÙ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÄÅÒÖÁÌÉ ÒÁÚÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÏÎÅÔ (ÍÏ-ÖÅÔ ÂÙÔØ, ÎÉ ÏÄÎÏÊ)?5.19.(10) îÁ 10 ËÒÙÛÁÈ × ÍÁÒÔÅ, �ÏÞÕÑ× ×ÅÓÎÕ, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÌÉÓØ50 ËÏÛÅË, ÎÁ ËÁÖÄÏÊ �Ï ÍÅÎØÛÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÁ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÏÂÑÚÁ-ÔÅÌØÎÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Å ËÒÙÛÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÏËÁÖÅÔÓÑ �ÏÒÏ×ÎÕ ËÏÛÅË?



38 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ5.20.(15) ëÁËÏÍÕ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÛËÏÌØÎÉËÏ× ÍÏÖÎÏ ÒÁÚ-ÄÁÔØ 200 ËÏÎÆÅÔ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉËÏÎÆÅÔ ÎÁÛÌÉÓØ Ä×ÏÅ, ËÏÔÏÒÙÍ ËÏÎÆÅÔ ÄÏÓÔÁÎÅÔÓÑ �ÏÒÏ×ÎÕ (×ÏÚ-ÍÏÖÎÏ, ÎÉ ÏÄÎÏÊ)?5.21.(15) 100 ËÎÉÇ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÉÌÉ ÍÅÖÄÕ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÛËÏÌØ-ÎÉËÁÍÉ. ðÒÉ ËÁËÏÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÛËÏÌØÎÉËÏ× ÜÔÏ ÍÏÖÎÏÓÄÅÌÁÔØ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÏÎÉ �ÏÌÕÞÁÔ ÒÁÚÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏËÎÉÇ?5.22.(15) 15 ÍÁÌØÞÉËÏ× ÓÏÂÒÁÌÉ 100 ÏÒÅÈÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏËÁËÉÅ-ÔÏ Ä×Á ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÂÒÁÌÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÒÅÈÏ×.
5.1. ðÒÉÎ�É� äÉÒÉÈÌÅ É ÄÅÌÉÍÏÓÔØ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌéÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ �ÒÉÎ�É�Á äÉÒÉÈÌÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁ-ÄÁÞÅ:5.23.(10) óÒÅÄÉ ÌÀÂÙÈ n+ 1 ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×ÁÞÉÓÌÁ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ n ÄÁÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ.5.24.(10) óÒÅÄÉ ÌÀÂÙÈ n+ 1 ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×ÁÞÉÓÌÁ ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n.5.25.(10) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÙÈ ÔÒ£È �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊ-ÔÉ Ä×Á, ÓÕÍÍÁ ËÏÔÏÒÙÈ Þ£ÔÎÁ.5.26.(15) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ ÌÀÂÙÈ 2n+1−1 �ÅÌÙÈÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ 2n ÞÉÓÅÌ, ÓÕÍÍÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2n.5.27.(10) äÁÎÙ 12 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ Ä×ÕÚÎÁÞÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉ-ÓÅÌ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ 2 ÞÉÓÌÁ, ÒÁÚÎÏÓÔØ ËÏ-ÔÏÒÙÈ | Ä×ÕÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÍÏÅ Ä×ÕÍÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ�ÉÆÒÁÍÉ.5.28.(15) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ×ÉÄÁ 11 : : : 10 : : : 00, ÄÅ-ÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ 1998.5.29.(15) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ, ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÍÙÈ ÔÏÌØËÏ ÅÄÉ-ÎÉ�ÁÍÉ, ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 1997.5.30.(15) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, �ÏÓÌÅÄ-ÎÉÅ ÞÅÔÙÒÅ �ÉÆÒÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ 1996 É ËÏÔÏÒÏÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 1997.5.31.(15) íÏÖÎÏ ÌÉ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÉÅ Ä×Å (ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ) ÓÔÅ�ÅÎÉ ÞÉ-ÓÌÁ 4, Õ ËÏÔÏÒÙÈ Á) �ÏÓÌÅÄÎÑÑ �ÉÆÒÁ ÏÄÉÎÁËÏ×Á? Â) Ä×Å �ÏÓÌÅÄÎÉÅ�ÉÆÒÙ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù? ×) ÔÒÉ �ÏÓÌÅÄÎÉÅ �ÉÆÒÙ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù?5.32.(20) íÏÖÎÏ ÌÉ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÕÀ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ ÞÉÓÌÁ3, ËÏÔÏÒÁÑ ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ : : : 0001?5.33.(10) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÌÀÂÙÈ ÓÅÍÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÒÉ, ÓÕÍÍÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3?



5. ðÒÉÎ�É� äÉÒÉÈÌÅ 395.34. éÍÅÀÔÓÑ n �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ×ÓÅ-ÇÄÁ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ (ÉÌÉ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÏÄÎÏ), ÓÕÍÍÁ ËÏÔÏ-ÒÙÈ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n, ÅÓÌÉ Á) (10) n = 3; Â) (15) (íï 49) n = 100;×) (15) (áÎÇÌÉÑ 70) n | ÌÀÂÏÅ.5.35.(20) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ m É n ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏ-ÓÔÙ, ÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ k, ÞÔÏ mk − 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n.5.36.(20) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÌÀÂÙÈ 9 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÎÁ-ÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÏ, ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÏÅÓ ËÁÖÄÙÍ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ.5.37.(20) (íï 74) óÕÍÍÁ 100 ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏ-ÔÏÒÙÈ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 100, ÒÁ×ÎÁ 200. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ×Ù-ÂÒÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÞÉÓÅÌ, ÓÕÍÍÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ 100.5.38.(20) (÷ï 61) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÌÀÂÙÈ 39 �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ, ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ ËÏÔÏÒÏÇÏÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 11.
5.2. ðÒÉÎ�É� äÉÒÉÈÌÅ É ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑóÌÅÄÕÀÝÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ × ÎÉÈ ÌÉÂÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏËÒÏÌÉËÏ×, ÌÉÂÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÌÅÔÏË, ÌÉÂÏ É ÔÏ, É ÄÒÕÇÏÅ Ñ×ÎÏ ÎÅ ÄÁ-ÎÏ, É ÉÈ ÎÁÄÏ �ÏÓÞÉÔÁÔØ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ (ÉÎÏÇÄÁ Ó �ÏÍÏÝØÀÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ). ÷ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ËÌÅÔ-ËÉ (ËÒÏÌÉËÏ×) ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ �ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÓÏÚÄÁÔØ (�ÓËÏÎÓÔÒÕÉ-ÒÏ×ÁÔØ�).÷ ÂÒÉÇÁÄÅ 7 ÞÅÌÏ×ÅË É ÉÈ ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ×ÏÚÒÁÓÔ | 332 ÇÏÄÁ. äÏ-ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ 3 ÞÅÌÏ×ÅËÁ, ÓÕÍÍÁ ×ÏÚÒÁÓÔÏ×ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 142 ÌÅÔ.òÅÛÅÎÉÅ 1. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÔÒ£È ÓÔÁÒÛÉÈ ÞÌÅÎÏ× ÂÒÉÇÁÄÙ. åÓÌÉ ÉÍ×ÍÅÓÔÅ 142 ÇÏÄÁ, ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÎÉÈ ÂÏÌØÛÅ 47 ÌÅÔ. åÓÌÉÓÁÍÏÍÕ ÍÌÁÄÛÅÍÕ ÉÚ ÔÒÏÉÈ ÂÏÌØÛÅ 47 ÌÅÔ, ÔÏ ÉÍ ÔÒÏÉÍ ÂÏÌØÛÅ142 ÌÅÔ. ðÕÓÔØ ÓÁÍÏÍÕ ÍÌÁÄÛÅÍÕ ÉÚ ÔÒÏÉÈ 47 ÌÅÔ ÉÌÉ ÍÅÎØÛÅ, ÉÉÍ ÔÒÏÉÍ ×ÍÅÓÔÅ ÍÅÎÅÅ 142 ÌÅÔ. �ÏÇÄÁ ÎÁ ÄÏÌÀ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÞÅÔ×Å-ÒÙÈ �ÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÂÏÌÅÅ 320 − 142 = 190 ÌÅÔ. òÁÚÄÅÌÉÍ 190 ÎÁ 4 ÓÏÓÔÁÔËÏÍ: 190 = 4 · 47 + 2. �ÏÇÄÁ �Ï �ÒÉÎ�É�Õ äÉÒÉÈÌÅ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚÞÅÔ×ÅÒÙÈ ÂÏÌØÛÅ 47 ÌÅÔ. üÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ×ÙÂÏÒÕ ÔÒÏÉÈ ÓÁÍÙÈÓÔÁÒÛÉÈ × ÂÒÉÇÁÄÅ.òÅÛÅÎÉÅ 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÔÒÏÊËÉ ÒÁÂÏÞÉÈ ÂÒÉ-ÇÁÄÙ. ÷ÓÅÇÏ ÔÁËÉÈ ÔÒÏÅË C37 = 7·6·53·2 = 35. óÕÍÍÁ ÉÈ ÓÕÍÍÁÒ-ÎÙÈ ×ÏÚÒÁÓÔÏ× ÒÁ×ÎÁ 332 · 35 · 3=7 = 4980. úÎÁÞÉÔ, �Ï �ÒÉÎ�É�Õ



40 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉäÉÒÉÈÌÅ ÅÓÔØ ÔÒÏÊËÁ, ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ×ÏÚÒÁÓÔ × ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ,ÞÅÍ 4980 : 35, ÞÔÏ ÂÏÌØÛÅ 142.òÅÛÅÎÉÅ 3. CÒÅÄÎÉÊ ×ÏÚÒÁÓÔ ÔÒ£È ÓÁÍÙÈ ÓÔÁÒÛÉÈ ÎÅ ÍÅÎØ-ÛÅ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁ �Ï ÂÒÉÇÁÄÅ, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÁ×ÅÎ 332=7. ðÏÜÔÏÍÕÓÕÍÍÁ ÉÈ ×ÏÚÒÁÓÔÏ× �Ï ÍÅÎØÛÅÊ ÍÅÒÅ 3 · 332=7 > 142 ÇÏÄÁ.äÁÎÙ 8 ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ 1 6 Á1 < Á2 < : : : < Á8 6 15. äÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ Ái−Ák (ÇÄÅ k < i 6 8)ÉÍÅÀÔÓÑ ÔÒÉ ÒÁ×ÎÙÈ.òÅÛÅÎÉÅ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÅÍØ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ ai+1−ai (i = 1; : : : ; 7).åÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ ÎÅÔ ÔÒ£È ÒÁ×ÎÙÈ, ÔÏ ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÓÅÍÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅÞÅÍ �Ï Ä×Å ÅÄÉÎÉ�Ù, Ä×ÏÊËÉ, ÔÒÏÊËÉ É ÏÄÎÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 4.Á8 − Á1 = Á8 − Á7 + Á7 − Á6 + : : : + Á2 − a1 > 2(1 + 2 + 3) + 4 = 16.�ÁË ËÁË 1 6 Ái 6 15, ÔÏ Á8 − Á1 6 14. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.òÅÛÅÎÉÅ 2. ïÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ | C28 = 28. ïÎÉ �ÒÉÎÉÍÁ-ÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 1; : : : ; 14, �ÒÉÞ£Í 14 ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÁ. úÎÁÞÉÔ, ÎÅÍÅÎÅÅ 27 ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 1; : : : ; 13. �ÏÇÄÁ �Ï �ÒÉÎ-�É�Õ äÉÒÉÈÌÅ ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÒÉ ÒÁ×ÎÙÈ.5.39.(5) ðÑÔÅÒÏ ÒÁÂÏÞÉÈ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÎÁ ×ÓÅÈ ÚÁÒ�ÌÁÔÕ 1500 ÄÏÌ-ÌÁÒÏ×. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÈÏÞÅÔ ËÕ�ÉÔØ ÓÅÂÅ ÍÁÇÎÉÔÏÆÏÎ �ÅÎÏÊ 320ÄÏÌÌÁÒÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍÕ-ÔÏ ÉÚ ÎÉÈ �ÒÉÄ£ÔÓÑ �ÏÄÏÖÄÁÔØ ÄÏÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÒ�ÌÁÔÙ.5.40.(10) ãÉÆÒÙ 1{9 ÒÁÚÂÉÌÉ ÎÁ ÔÒÉ ÇÒÕ��Ù. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÇÒÕ�� ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 72.5.41.(5) îÁ 5 �ÏÌËÁÈ ÛËÁÆÁ ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ 160 ËÎÉÇ, ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚÎÉÈ | 3 ËÎÉÇÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ �ÏÌËÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÉÔÎÅ ÍÅÎÅÅ 40 ËÎÉÇ.5.42.(10) 25 �ÏËÕ�ÁÔÅÌÅÊ ËÕ�ÉÌÉ 80 ÁÒÂÕÚÏ×. óÒÅÄÉ ÎÉÈ ÂÙÌÉËÕ�É×ÛÉÅ �Ï ÏÄÎÏÍÕ É �Ï Ä×Á ÁÒÂÕÚÁ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈÉÍÅÅÔÓÑ �ÏËÕ�ÁÔÅÌØ (ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ), ËÏÔÏÒÙÊ ËÕ�ÉÌ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 4 ÁÒ-ÂÕÚÏ×?5.43.(15) äÅÓÑÔØ ÓÔÕÄÅÎÔÏ×-ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ÓÏÓÔÁ×ÉÌÉ 35 ÚÁÄÁÞÄÌÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÙ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÂÙÌÉÓÔÕÄÅÎÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÓÔÁ×ÉÌÉ �Ï 1, 2 É 3 ÚÁÄÁÞÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÓÔÕÄÅÎÔ (�Ï ÍÅÎØÛÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÉÎ), ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÓÔÁ×ÉÌÎÅ ÍÅÎÅÅ �ÑÔÉ ÚÁÄÁÞ.5.44.(15) óÍÏÖÅÔ ÌÉ ÍÁÌØÞÉË ëÏÌÑ ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÎÁ ÄÏÓËÅ 57 ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÈ Ä×ÕÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÎÅ ÂÙÌÏ Ä×ÕÈ ÞÉ-ÓÅÌ, ÄÁÀÝÉÈ × ÓÕÍÍÅ 100?5.45.(15) óÔÏ ÞÅÌÏ×ÅË ÓÉÄÑÔ ÚÁ ËÒÕÇÌÙÍ ÓÔÏÌÏÍ, �ÒÉÞ£Í ÂÏÌÅÅ�ÏÌÏ×ÉÎÙ ÉÚ ÎÉÈ | ÍÕÖÞÉÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁËÉÅ-ÔÏ Ä×Á ÍÕÖ-ÞÉÎÙ ÓÉÄÑÔ ÎÁ�ÒÏÔÉ× ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ.



5. ðÒÉÎ�É� äÉÒÉÈÌÅ 415.46.(15) ÷ ËÌÁÓÓÅ ÉÚ 30 ÕÞÅÎÉËÏ× ÎÁ ÄÉËÔÁÎÔÅ ÏÄÉÎ ÕÞÅÎÉË ÓÄÅ-ÌÁÌ 12 ÏÛÉÂÏË, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ | ÍÅÎØÛÅ 12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ËÌÁÓÓÅÉÍÅÀÔÓÑ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÔÒÉ ÕÞÅÎÉËÁ, ÓÄÅÌÁ×ÛÉÅ × ÄÉËÔÁÎÔÅ ÏÄÉ-ÎÁËÏ×ÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÛÉÂÏË.5.47.(15) (íï 93) õ ðÅÔÉ 28 ÏÄÎÏËÌÁÓÓÎÉËÏ×. õ ÎÉÈ ÒÁÚÌÉÞÎÏÅÞÉÓÌÏ ÄÒÕÚÅÊ × ÜÔÏÍ ËÌÁÓÓÅ. óËÏÌØËÏ ÄÒÕÚÅÊ Õ ðÅÔÉ?5.48.(15) ÷ ÛËÏÌØÎÙÊ ÄÒÁÍËÒÕÖÏË ÈÏÄÉÔ 31 ÞÅÌÏ×ÅË. ÷ÏÚÒÁ-ÓÔÙ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ÒÁÚÌÉÞÎÙ, Á ×ÓÅÍ ×ÍÅÓÔÅ 434 ÇÏÄÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ 20 ËÒÕÖËÏ×�Å×, ËÏÔÏÒÙÍ ×ÍÅÓÔÅ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 280 ÌÅÔ.5.49.(15) (óðï 80) ÷ ÏÔÒÑÄÅ × ÌÅÔÎÅÍ ÌÁÇÅÒÅ ÓÏÂÒÁÎÙ ÒÅÂÑÔÁ10, 11, 12 É 13 ÌÅÔ. éÈ 23 ÞÅÌÏ×ÅËÁ É ÉÍ ×ÍÅÓÔÅ 253 ÇÏÄÁ. óËÏÌØËÏ× ÏÔÒÑÄÅ 12-ÌÅÔÎÉÈ ÒÅÂÑÔ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÉÈ × �ÏÌÔÏÒÁ ÒÁÚÁÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ 13-ÌÅÔÎÉÈ?5.50.(15) úÁ 5 ÌÅÔ ÏÂÕÞÅÎÉÑ ÓÔÕÄÅÎÔ ÓÄÁÌ 31 ÜËÚÁÍÅÎ, �ÒÉÞ£Í× ËÁÖÄÏÍ ÇÏÄÕ ÏÎ ÓÄÁ×ÁÌ ÜËÚÁÍÅÎÏ× ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ.îÁ �ÑÔÏÍ ËÕÒÓÅ ÜËÚÁÍÅÎÏ× ×ÔÒÏÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÎÁ �ÅÒ×ÏÍ. óËÏÌØËÏÜËÚÁÍÅÎÏ× ÎÁ ÞÅÔ×£ÒÔÏÍ ËÕÒÓÅ?5.51.(10) ëÏÔ âÁÚÉÌÉÏ �ÏÏÂÅÝÁÌ âÕÒÁÔÉÎÏ ÏÔËÒÙÔØ ÷ÅÌÉËÕÀ�ÁÊÎÕ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÏÓÔÁ×ÉÔ ÞÕÄÅÓÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ 6×6 ÉÚ ÞÉÓÅÌ +1, −1 É 0ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÓÕÍÍÙ �Ï ÓÔÒÏËÁÍ, �Ï ÓÔÏÌÂ�ÁÍ É �Ï ÂÏÌØÛÉÍ ÄÉÁ-ÇÏÎÁÌÑÍ ÂÙÌÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ðÏÍÏÇÉÔÅ âÕÒÁÔÉÎÏ.5.52.(15) îÁ ÓÏÂÅÓÅÄÏ×ÁÎÉÅ �ÒÉÛÌÉ 65 ÛËÏÌØÎÉËÏ×. éÍ �ÒÅÄÌÏ-ÖÉÌÉ ÔÒÉ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÅ ÒÁÂÏÔÙ. úÁ ËÁÖÄÕÀ ËÏÎÔÒÏÌØÎÕÀ ÓÔÁ-×ÉÌÁÓØ ÏÄÎÁ ÉÚ Ï�ÅÎÏË: 2, 3, 4 ÉÌÉ 5. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔ-ÓÑ Ä×Á ÛËÏÌØÎÉËÁ, �ÏÌÕÞÉ×ÛÉÅ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ Ï�ÅÎËÉ ÚÁ ×ÓÅ ËÏÎ-ÔÒÏÌØÎÙÅ?5.53.(20) (�ç 85) ÷ ËÌÁÓÓÅ ÉÚ 32 ÕÞÅÎÉËÏ× ÓÏÚÄÁÎÏ 33 ËÒÕÖËÁ,�ÒÉÞ£Í ËÁÖÄÙÊ ËÒÕÖÏË ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÒ£È ÞÅÌÏ×ÅË É ÎÉËÁËÉÅ Ä×ÁËÒÕÖËÁ ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ �Ï ÓÏÓÔÁ×Õ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×ÁËÒÕÖËÁ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÕÞÅÎÉËÕ.5.54.(15) (íï 60) 30 ÓÔÕÄÅÎÔÏ× ÓÏ ×ÓÅÈ �ÑÔÉ ËÕÒÓÏ× ÓÏÓÔÁ×ÉÌÉ40 ÚÁÄÁÞ. ìÀÂÙÅ Ä×Á ÏÄÎÏËÕÒÓÎÉËÁ �ÒÉÄÕÍÁÌÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ËÏÌÉÞÅ-ÓÔ×Ï ÚÁÄÁÞ, ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÓÔÕÄÅÎÔÁ Ó ÒÁÚÎÙÈ ËÕÒÓÏ× �ÒÉÄÕÍÁÌÉ ÒÁÚÎÏÅËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÚÁÄÁÞ. óËÏÌØËÏ ÞÅÌÏ×ÅË �ÒÉÄÕÍÁÌÉ �Ï ÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ?5.55.(15) åÓÌÉ ËÌÁÓÓ ÉÚ 30 ÞÅÌÏ×ÅË ÒÁÓÓÁÄÉÔØ × ÚÁÌÅ, ÔÏ ÈÏÔÑÂÙ × ÏÄÎÏÍ ÒÑÄÕ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ Ä×ÕÈ ÏÄÎÏËÌÁÓÓÎÉËÏ×. åÓÌÉ ÔÏÖÅ ÓÁÍÏÅ �ÒÏÄÅÌÁÔØ Ó ËÌÁÓÓÏÍ ÉÚ 26 ÞÅÌÏ×ÅË, ÔÏ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ3 ÒÑÄÁ ÏËÁÖÕÔÓÑ �ÕÓÔÙÍÉ. óËÏÌØËÏ ÒÑÄÏ× × ÚÁÌÅ?5.56.(15) ÷ ËÌÁÓÓÅ 25 ÞÅÌÏ×ÅË. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÌÀÂÙÈ ÔÒ£ÈÉÚ ÎÉÈ ÅÓÔØ Ä×ÏÅ ÄÒÕÚÅÊ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÕÞÅÎÉË, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏÎÅ ÍÅÎÅÅ 12 ÄÒÕÚÅÊ.



42 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ5.57.(20) (íï 94) îÁ ËÒÕÖÏË �ÒÉÛÌÏ 60 ÕÞÅÎÉËÏ×. ïËÁÚÁÌÏÓØ,ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÌÀÂÙÈ 10 ÕÞÅÎÉËÏ× ÅÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÔÒ£È ÏÄÎÏËÌÁÓÓÎÉËÏ×.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ËÒÕÖËÏ×�Å× ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 15 ÕÞÅÎÉËÏ×,ËÏÔÏÒÙÅ ÕÞÁÔÓÑ × ÏÄÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ.5.58.(20) îÁ �ÉÒ ÓÏÂÒÁÌÏÓØ 100 ÌÀÄÏÅÄÏ×. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÒÅ-ÄÉ ÌÀÂÙÈ 10 ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÏËÁÚÁÌÓÑ × ÖÅÌÕÄËÅ Õ ÄÒÕÇÏÇÏ (ÉÚÜÔÏÊ ÄÅÓÑÔËÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÔØ �ÍÁÔÒ£ÛËÁ� ÉÚ 12 ÌÀÄÏÅÄÏ×,ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ (ËÒÏÍÅ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ) ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÖÅÌÕÄËÅ ÕÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ.5.59.(20) (óðï 86) 11 �ÉÏÎÅÒÏ× ÚÁÎÉÍÁÀÔÓÑ × �ÑÔÉ ËÒÕÖËÁÈÄÏÍÁ ËÕÌØÔÕÒÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ Ä×Á �ÉÏÎÅÒÁ A É B,ÞÔÏ ×ÓÅ ËÒÕÖËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÓÅÝÁÅÔ A, �ÏÓÅÝÁÅÔ É B.5.60.(20) þÉÓÌÁ ÏÔ 1 ÄÏ 10 ÚÁ�ÉÓÁÎÙ × ÓÔÒÏÞËÕ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ�ÏÒÑÄËÅ. ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÓÌÏÖÉÍ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ ÍÅÓÔÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎÏÓÔÏÉÔ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ Ä×Å ÓÕÍÍÙ ÏËÁÎÞÉ×ÁÀÔÓÑ ÏÄÎÏÊ ÉÔÏÊ ÖÅ �ÉÆÒÏÊ.5.61.(20) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÊ ËÏÍ�ÁÎÉÉ ÉÚ 10 ÞÅÌÏ×ÅË ÅÓÔØÄ×ÏÅ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÎÁËÏÍÙÈ × ÜÔÏÊ ËÏÍ�ÁÎÉÉ.5.62.(20) (íï 65) 10 ÆÕÔÂÏÌØÎÙÈ ËÏÍÁÎÄ �ÒÏ×ÏÄÑÔ ÔÕÒÎÉÒ ×ÏÄÉÎ ËÒÕÇ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ÔÕÒÎÉÒÁ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×ÅËÏÍÁÎÄÙ, ÓÙÇÒÁ×ÛÉÅ Ë ÜÔÏÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÁÔÞÅÊ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ × ÚÁÄÁÞÁÈ 5.61, 5.62 ÏÓÔÁÀÔÓÑ ×ÅÒ-ÎÙÍÉ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÞÉÓÌÅ ÞÅÌÏ×ÅË × ËÏÍ�ÁÎÉÉ É ËÏÍÁÎÄ × ÔÕÒÎÉÒÅ.5.63.(20) ûËÏÌØÎÉË × ÔÅÞÅÎÉÅ ÇÏÄÁ ËÁÖÄÙÊ ÄÅÎØ ÒÅÛÁÅÔ ÈÏÔÑÂÙ �Ï ÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ. ëÁÖÄÕÀ ÎÅÄÅÌÀ ÏÎ ÒÅÛÁÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 12 ÚÁ-ÄÁÞ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÄÎÅÊ, ×ËÏÔÏÒÙÅ ÏÎ ÒÅÛÁÅÔ ÒÏ×ÎÏ 20 ÚÁÄÁÞ.5.64.(20) éÍÅÅÔÓÑ 2k+1 ËÁÒÔÏÞËÁ, ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØ-ÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ 2k + 1. ëÁËÏÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ËÁÒÔÏÞÅËÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÉÚ×ÌÅÞ£ÎÎÙÈ ÎÏÍÅÒÏ× ÎÅÂÙÌ ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ ÉÚ×ÌÅÞ£ÎÎÙÈ ÎÏÍÅÒÏ×?5.65.(20) (íï 47, ÷ï 79) éÚ ÎÁÂÏÒÁ 1; : : : ; 200 ×ÙÂÒÁÎÏ 101 ÞÉ-ÓÌÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÁÒÁ ÞÉÓÅÌ, ÏÄÎÏ ÉÚ ËÏ-ÔÏÒÙÈ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÄÒÕÇÏÅ.5.66.(20) (íï 67) ûÅÓÔÅÒÏ ÄÒÕÚÅÊ ÒÅÛÉÌÉ × ×ÏÓËÒÅÓÅÎØÅ �Ï-ÂÙ×ÁÔØ × ÓÅÍÉ ËÉÎÏÔÅÁÔÒÁÈ, ÓÅÁÎÓÙ × ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ × 9,10, 11, . . . , 17, 18 É 19 ÞÁÓÏ×. îÁ ËÁÖÄÙÊ ÓÅÁÎÓ Ä×ÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÛÌÉ× ÏÄÉÎ ËÉÎÏÔÅÁÔÒ, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ | × ÄÒÕÇÏÊ. ÷ÅÞÅÒÏÍ ×ÙÑÓÎÉÌÏÓØ,ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ �ÏÂÙ×ÁÌ × ÜÔÏÔ ÄÅÎØ ×Ï ×ÓÅÈ ÓÅÍÉ ËÉÎÏÔÅÁ-ÔÒÁÈ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÓÅÍÉ ËÉÎÏÔÅÁÔÒÏ× ÈÏÔÑ ÂÙ ÎÁÏÄÎÏÍ ÓÅÁÎÓÅ × ÜÔÏÔ ÄÅÎØ ÎÅ ÂÙÌ ÎÉËÔÏ ÉÚ ÄÒÕÚÅÊ.



5. ðÒÉÎ�É� äÉÒÉÈÌÅ 435.67.(20) äÁÎÏ 51 ÒÁÚÌÉÞÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÍÅÎØÛÅÅ 100.äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ 6 ÔÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÉÅÄ×Á ÉÚ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ �ÉÆÒ ÎÉ × ÏÄÎÏÍ ÒÁÚÒÑÄÅ.5.68.(15) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÙÈ 30 ÒÁÚÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉ-ÓÅÌ, ÎÅ ÂÏÌØÛÉÈ 50, ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ Ä×Á, ÏÄÎÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈÔÏÞÎÏ ×Ä×ÏÅ ÂÏÌØÛÅ ÄÒÕÇÏÇÏ?5.69.(15) äÁÎ ÎÁÂÏÒ ÉÚ n + 1 ÒÁÚÌÉÞÎÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ,ÍÅÎØÛÅÇÏ 2n. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÒÉ ÔÁËÉÈÞÉÓÌÁ, ÞÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁ×ÎÏ ÓÕÍÍÅ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ.5.70.(15) ÷ íÏÓË×Å ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 10 000 000 ÞÅÌÏ×ÅË × ×ÏÚÒÁÓÔÅ ÎÅÂÏÌÅÅ 100 ÌÅÔ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ 270 ÞÅÌÏ×ÅË, ÒÏÄÉ×ÛÉÈÓÑ ×ÏÄÉÎ ÇÏÄ É ÏÄÉÎ ÄÅÎØ.5.71.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÙÈ 11 ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈÄÒÏÂÅÊ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ Ä×Å, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÅ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÞÉÓÌÅ �Ï-ÚÉ�ÉÊ.ó �ÏÍÏÝØÀ Ó×ÏÅÇÏ �ÒÉÎ�É�Á äÉÒÉÈÌÅ ÄÏËÁÚÁÌ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏ-ÒÅÍÕ.5.72.(20) �ÅÏÒÅÍÁ äÉÒÉÈÌÅ. äÌÑ ÌÀÂÙÈ � ∈ R É m ∈ N ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ p ∈ Z É q ∈ N, ÞÔÏ m > q É |�− p=q| < 1=(qm).éÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÁÖÎÏÅ ÄÌÑ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈÞÉÓÅÌ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ � ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ p=q ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ |�− p=q| << 1=q2.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ äÉÒÉÈÌÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁ-ÖÄÏÇÏ m ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÄÒÏÂØ p=q, q 6 m, ÞÔÏ0 < |�− p=q| < 1=(qm) 6 1=q2:÷ÙÂÉÒÁÑ m ×Ó£ ÂÏÌØÛÅ, �ÏÌÕÞÉÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÔÁËÉÈ q.5.73.(20) ÷ �ÅÌÙÈ ÔÏÞËÁÈ �ÒÑÍÏÊ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ÑÍÙ, ÛÉÒÉÎÏÊ0;01 ËÁÖÄÁÑ. äÌÉÎÁ �ÒÙÖËÁ ÂÌÏÈÉ �ÏÓÔÏÑÎÎÁ É ÒÁ×ÎÁ √2 (ÂÌÏÈÁ�ÒÙÇÁÅÔ × ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÓÔÏÒÏÎÕ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÌÏÈÁ ÒÁÎÏ ÉÌÉ�ÏÚÄÎÏ �Ï�ÁÄ£Ô × ÑÍÕ.5.74. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) (20) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ 2, ÎÁÞÉÎÁÀ-ÝÁÑÓÑ ÔÒÅÍÑ ÄÅ×ÑÔËÁÍÉ; Â) (25) ÅÓÌÉ p | ÎÅ ÓÔÅ�ÅÎØ 10, ÔÏ ÓÒÅÄÉÓÔÅ�ÅÎÅÊ p ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ ÌÀÂÏÊ ÎÁ�ÅÒ£ÄÚÁÄÁÎÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÅÊ �ÉÆÒ.5.75.(20) âÁÒÏÎ íÀÎÈÇÁÕÚÅÎ ÚÁÑ×ÉÌ, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÂÅÚ 1,ÏÎ ÚÁ�ÉÛÅÔ ÔÁË, ÞÔÏ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÞÉÓÅÌ ÂÕÄÅÔ ÂÏÌØÛÅÓ×ÏÅÇÏ ÎÏÍÅÒÁ. îÅ È×ÁÓÔÁÅÔ ÌÉ ÂÁÒÏÎ?



44 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ5.76.(15) äÁÎÙ 70 ÒÁÚÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏ-ÒÙÈ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 200. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁËÉÅ-ÔÏ Ä×Á ÉÚ ÎÉÈ ÏÔÌÉ-ÞÁÀÔÓÑ ÎÁ 4, 5 ÉÌÉ 9.5.77.(15) íÏÖÎÏ ÌÉ Õ×ÅÚÔÉ 50 ËÁÍÎÅÊ ×ÅÓÏÍ 370 ËÇ, 372 ËÇ; : : : ,468 ËÇ ÎÁ 7 ÔÒ£ÈÔÏÎËÁÈ?5.78.(20) ÷ ÁÌÆÁ×ÉÔÅ ÑÚÙËÁ �ÌÅÍÅÎÉ îÉ-âÕÍ-âÕÍ 22 ÓÏÇÌÁÓÎÙÈÉ 11 ÇÌÁÓÎÙÈ, �ÒÉÞ£Í ÓÌÏ×ÏÍ × ÜÔÏÍ ÑÚÙËÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÏÅ ÂÕË×ÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÎÅÔ Ä×ÕÈ ÓÏÇÌÁÓÎÙÈ �ÏÄÒÑÄ É ÎÉÏÄÎÁ ÂÕË×Á ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÁ Ä×ÁÖÄÙ. áÌÆÁ×ÉÔ ÒÁÚÂÉÌÉ ÎÁ 6 ÎÅ�Õ-ÓÔÙÈ ÇÒÕ��. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ×ÓÅÈ ÂÕË× ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÇÒÕ�� ÍÏÖÎÏÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÓÌÏ×Ï.5.79.(20) õ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÉÚ 20 ÄÅÔÅÊ × ÛËÏÌÅ ÅÓÔØ ÏÂÝÉÊ ÄÅÄ.äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Õ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÄÅÄÏ× × ÜÔÏÊ ÛËÏÌÅ ÕÞÉÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ14 ×ÎÕËÏ× É ×ÎÕÞÅË.5.80.(15) (áÎÇÌÉÑ 66) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÙÈ 52 �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ Ä×Á ÞÉÓÌÁ, ÓÕÍÍÁ ÉÌÉ ÒÁÚÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 100.5.81.(20) (àÇÏÓÌÁ×ÉÑ 72) äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ∈ N ÎÁÊÔÉ ÎÁÉÂÏÌØ-ÛÅÅ k ∈ N, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍ ÉÚ nÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ k ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×, ÌÀÂÙÅ Ä×ÁÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÀÔ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ.5.82.(20) (áÎÇÌÉÑ 76) ðÕÓÔØ × ËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X ×ÙÂÒÁÎÏ50 �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× A1, . . . , A50, × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÏÌØÛÅ �ÏÌÏ×É-ÎÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï B ⊂ X, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 5 ÜÌÅÍÅÎÔÏ× É ÉÍÅÀÝÅÅ ÈÏÔÑÂÙ ÏÄÉÎ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÏÂÝÉÊ Ó ËÁÖÄÙÍ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× A1, . . . , A50.5.83.(15) (àÇÏÓÌÁ×ÉÑ 77) äÁÎÙ 20 �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉ-ÓÅÌ Á1 < Á2 < : : : < Á20, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÈ 70. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉÒÁÚÎÏÓÔÅÊ Áj − Ák (j > k) ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÞÅÔÙÒÅ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈÞÉÓÌÁ.5.84.(15) (òÕÍÙÎÉÑ 78) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉÍÎÏÖÅÓÔ×Á è = {1; 2; : : : ; 9} ÎÁ Ä×Á �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ�ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÒÉ ÔÁËÉÈ ÞÉÓÌÁ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁÄ×ÕÈ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁ×ÎÁ ÕÄ×ÏÅÎÎÏÍÕ ÔÒÅÔØÅÍÕ.5.85.(20) (á×ÓÔÒÉÑ 78) äÁÎÏ 1978 ÇÒÕ�� ÌÀÄÅÊ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏ-ÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 40 ÞÅÌÏ×ÅË. õ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÉÚ ÜÔÉÈ ÇÒÕ�� ÒÏ×-ÎÏ ÏÄÉÎ ÏÂÝÉÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌØ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÅÌÏ×ÅË,�ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÊ ×ÓÅÍ 1978 ÇÒÕ��ÁÍ.5.86.(20) (ðÏÌØÛÁ 79) îÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Á1; : : : ; Án �ÒÉ ÄÅÌÅ-ÎÉÉ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ m ÄÁÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ,�ÒÉÞ£Í n > m=2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ



5. ðÒÉÎ�É� äÉÒÉÈÌÅ 45(ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ) ÎÏÍÅÒÁ i É j (1 6 i; j 6 n), ÞÔÏ ÞÉÓÌÏÁi + Áj − k ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ m.5.87.(20) (àÇÏÓÌÁ×ÉÑ 81) íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ {1; 2; : : : ; 100} ÒÁÚ-ÂÉÔÏ ÎÁ 7 �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÉÌÉ 4 ÞÉÓÌÁ a, b, 
, d, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ a+ b == 
+ d, ÉÌÉ 3 ÞÉÓÌÁ e, f , g, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ e+ f = 2g.5.88.(20) (íï 63) ëÁËÏÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ×ÙÂÒÁÔØ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ {1; 2; : : : ; 1963}, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁ ÎÉËÁËÉÈ Ä×ÕÈ ÞÉ-ÓÅÌ ÎÅ ÄÅÌÉÌÁÓØ ÎÁ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ?5.89.(20) (íï 72) óÕÍÍÁ ÌÀÂÙÈ 7 ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÚ ÎÁ-ÂÏÒÁ ÍÅÎØÛÅ 15, Á ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ ÒÁ×ÎÁ 100. ëÁËÏÅÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ × ÎÁÂÏÒÅ?5.90.(20) (óðï 85) îÁ ÓËÌÁÄÅ ÉÍÅÅÔÓÑ �Ï 200 ÓÁ�ÏÇ 41, 42 É 43ÒÁÚÍÅÒÏ×, �ÒÉÞ£Í ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ 600 ÓÁ�ÏÇ 300 ÌÅ×ÙÈ É 300 �ÒÁ×ÙÈ.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 100 ÇÏÄÎÙÈ �ÁÒÏÂÕ×É.5.91.(15) (÷ï 89) ëÁÖÄÙÊ ÉÚ 7 ÍÁÌØÞÉËÏ× × ×ÏÓËÒÅÓÅÎØÅ ÔÒÉÒÁÚÁ �ÏÄÈÏÄÉÌ Ë ËÉÏÓËÕ ÍÏÒÏÖÅÎÏÇÏ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÅ Ä×ÏÅÉÚ ÎÉÈ ×ÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ ÏËÏÌÏ ËÉÏÓËÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏ-ÍÅÎÔ ÏËÏÌÏ ËÉÏÓËÁ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ×ÓÔÒÅÔÉÌÉÓØ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ3 ÍÁÌØÞÉËÁ.5.92.(20) (÷ï 65, íï 94) Á) îÅËÁÑ ËÏÍÉÓÓÉÑ ÓÏÂÉÒÁÌÁÓØ 40 ÒÁÚ.ëÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÎÁ ÚÁÓÅÄÁÎÉÑÈ �ÒÉÓÕÔÓÔ×Ï×ÁÌÉ �Ï 10 ÞÅÌÏ×ÅË, �ÒÉÞ£ÍÎÉËÁËÉÅ Ä×Á ÉÚ ÞÌÅÎÏ× ËÏÍÉÓÓÉÉ ÎÅ ÂÙÌÉ ×ÍÅÓÔÅ ÎÁ ÚÁÓÅÄÁÎÉÑÈÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÞÌÅÎÏ× ËÏÍÉÓÓÉÉ ÂÏÌØ-ÛÅ 60.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ 25 ÞÅÌÏ×ÅË ÎÅÌØÚÑ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÂÏÌØÛÅ 30 ËÏ-ÍÉÓÓÉÊ �Ï 5 ÞÅÌÏ×ÅË × ËÁÖÄÏÊ, ÞÔÏÂÙ ÎÉËÁËÉÅ Ä×Å ËÏÍÉÓÓÉÉ ÎÅÉÍÅÌÉ ÂÏÌØÛÅ ÏÄÎÏÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÞÌÅÎÁ.5.93.(20) (÷ï 82) ëÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ ÎÕÖÎÏ×ÙÞÅÒËÎÕÔØ ÉÚ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ ÞÉÓÅÌ {1; 2; 3; : : : ; 1982} ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÉÏÄÎÏ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÞÉÓÅÌ ÎÅ ÒÁ×ÎÑÌÏÓØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÞÉÓÅÌ? ëÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ?5.94.(20) (÷ï 83) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÌÀÂÙÈ 2m + 1 ÒÁÚÎÙÈ�ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÈ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 2m − 1, ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉÔÒÉ ÞÉÓÌÁ, ÓÕÍÍÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ 0.5.95.(20) (÷ï 90) ÷ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÉ �Ï ÂÅÇÕ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ 100 Ó�ÏÒÔ-ÓÍÅÎÏ×. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÌÀÂÙÈ 12 ÉÚ ÎÉÈ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×ÏÅÚÎÁËÏÍÙÈ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁË ÂÙ ÎÉ ÒÁÚÄÁÌÉ Ó�ÏÒÔ-ÓÍÅÎÁÍ ÓÔÁÒÔÏ×ÙÅ ÎÏÍÅÒÁ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÔ 1 ÄÏ 100), ÎÁÊÄÕÔÓÑ



46 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉÄ×Á ÚÎÁËÏÍÙÈ Ó�ÏÒÔÓÍÅÎÁ, ÎÏÍÅÒÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ Ó ÏÄÉÎÁ-ËÏ×ÏÊ �ÉÆÒÙ.5.96.(20) (÷ï 94) ÷ ËÌÁÓÓÅ 30 ÕÞÅÎÉËÏ×, É Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ÏÄÉ-ÎÁËÏ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÒÕÚÅÊ ÓÒÅÄÉ ÏÄÎÏËÌÁÓÓÎÉËÏ×. ëÁËÏ×Ï ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÕÞÅÎÉËÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÞÁÔÓÑ ÌÕÞÛÅ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×ÁÓ×ÏÉÈ ÄÒÕÚÅÊ? (ðÒÏ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÕÞÅÎÉËÏ× × ËÌÁÓÓÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ,ËÔÏ ÉÚ ÎÉÈ ÕÞÉÔÓÑ ÌÕÞÛÅ.)5.97.(20) (÷ï 94) ÷ ã×ÅÔÏÞÎÏÍ ÇÏÒÏÄÅ n �ÌÏÝÁÄÅÊ É m ÕÌÉ�(m > n). ëÁÖÄÁÑ ÕÌÉ�Á ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ Ä×Å �ÌÏÝÁÄÉ É ÎÅ �ÒÏÈÏ-ÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÉÅ �ÌÏÝÁÄÉ. ðÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÝÅÊ × ÇÏÒÏÄÅ ÔÒÁÄÉ-�ÉÉ ÕÌÉ�Á ÍÏÖÅÔ ÎÁÚÙ×ÁÔØÓÑ ÌÉÂÏ ÓÉÎÅÊ, ÌÉÂÏ ËÒÁÓÎÏÊ. åÖÅ-ÇÏÄÎÏ × ÇÏÒÏÄÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �ÅÒÅÉÍÅÎÏ×ÁÎÉÅ: ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ �ÌÏ-ÝÁÄØ É �ÅÒÅÉÍÅÎÏ×Ù×ÁÀÔÓÑ ×ÓÅ ×ÙÈÏÄÑÝÉÅ ÉÚ ÎÅ£ ÕÌÉ�Ù. äÏ-ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÎÁÞÁÌÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ ÕÌÉ�Ù ÔÁË, ÞÔÏ �ÅÒÅÉÍÅ-ÎÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÎÅÌØÚÑ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÎÁÚ×ÁÎÉÊ Õ ×ÓÅÈ ÕÌÉ�ÇÏÒÏÄÁ.5.98.(20) (÷ï 97) õ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ 33 ÕÞÅÎÉËÏ× Ó�ÒÏÓÉÌÉ, ÓËÏÌØ-ËÏ Õ ÎÅÇÏ × ËÌÁÓÓÅ Ô£ÚÏË É ÓËÏÌØËÏ ÏÄÎÏÆÁÍÉÌØ�Å× (×ËÌÀÞÁÑ ÒÏÄ-ÓÔ×ÅÎÎÉËÏ×). ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÎÁÚ×ÁÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÓÔÒÅÔÉÌÉÓØ×ÓÅ �ÅÌÙÅ ÏÔ 0 ÄÏ 10 ×ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ËÌÁÓÓÅ ÅÓÔØÄ×Á ÕÞÅÎÉËÁ Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍ ÉÍÅÎÅÍ É ÆÁÍÉÌÉÅÊ.5.99.(30) (âÅÌØÇÉÑ 79) íÎÏÖÅÓÔ×Ï è ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.ëÁËÏÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÔÒ£ÈÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÏÖÎÏ ×Ù-ÂÒÁÔØ × è ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ×ÙÂÒÁÎÎÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÍÅÌÉÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÏÂÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.5.100.(25) (íåï 76) ÷ ÓÉÓÔÅÍÅ ÉÚ p ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ






a11x1 + : : :+ a1qxq = 0;: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :ap1x1 + : : :+ apqxq = 0Ó q = 2p ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ Áij ÒÁ×ÎÙ −1, 0 ÉÌÉ 1. äÏ-ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (È1; : : : ; Èq) ÜÔÏÊÓÉÓÔÅÍÙ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ j (1 6 j 6 q) Èj 6= 0, É ÄÌÑ ×ÓÅÈj (1 6 j 6 q) |Èj | 6 q.5.101.(20) (íåï 78) íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÅ ÏÂÝÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ 6 ÓÔÒÁÎ. ó�ÉÓÏË ÞÌÅÎÏ× ÏÂÝÅÓÔ×Á ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 1978ÆÁÍÉÌÉÊ, ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ 1978. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÞÌÅÎ ÏÂÝÅÓÔ×Á, ÎÏÍÅÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÕÍÍÅ ÎÏÍÅÒÏ× Ä×ÕÈ ÞÌÅÎÏ× ÉÚ ÅÇÏ ÓÔÒÁÎÙ ÉÌÉ ÕÄ×ÏÅÎÎÏÍÕ ÎÏÍÅÒÕÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ÉÚ ÅÇÏ ÓÔÒÁÎÙ.



5. ðÒÉÎ�É� äÉÒÉÈÌÅ 475.102.(20) (íåï 91) ðÕÓÔØ S = {1; 2; : : : ; 280}. îÁÊÔÉ ÎÁÉÍÅÎØ-ÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÑÔØ �Ï�ÁÒÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈÞÉÓÅÌ.5.3. ðÒÉÎ�É� äÉÒÉÈÌÅ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÉáÎÁÌÏÇÏÍ �ÒÉÎ�É�Á äÉÒÉÈÌÅ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:åÓÌÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ (ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ) ÄÌÉÎÏÊ 1 ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏÏÔÒÅÚËÏ× (ÄÕÇ), ÓÕÍÍÁ ÄÌÉÎ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÏÌØÛÅ 1, ÔÏ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅÄ×Á (Ä×Å) ÉÚ ÎÉÈ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ. åÓÌÉ ×ÎÕÔÒÉ ÆÉÇÕÒÙ �ÌÏ-ÝÁÄÉ 1 ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÆÉÇÕÒ, ÓÕÍÍÁ �ÌÏÝÁÄÅÊ ËÏÔÏÒÙÈÂÏÌØÛÅ 1, ÔÏ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ä×Å ÉÚ ÎÉÈ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ.5.103. îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÒÏ×ÅÄÅÎÏ n �ÒÑÍÙÈ, ÎÉËÁËÉÅ Ä×Å ÉÚ ËÏÔÏ-ÒÙÈ ÎÅ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Å ÉÚ ÎÉÈ, ÕÇÏÌ ÍÅÖ-ÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 180◦=n ÇÒÁÄÕÓÏ×. Á) (10) (íï 63) n = 7;Â) (15) n | ÌÀÂÏÅ.5.104.(10) éÚ ÔÏÞËÉ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÒÏ×ÅÄÅÎÙ ÓÅÍØ ÎÅÓÏ×�ÁÄÁÀ-ÝÉÈ ÌÕÞÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÕÇÌÏ×, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÈ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉÌÕÞÁÍÉ, ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÕÇÏÌ, ×ÅÌÉÞÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ 51◦.5.105.(15) ðÅÔÑ ÒÁÚÒÅÚÁÌ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÌÉÓÔ ÂÕÍÁÇÉ �Ï �ÒÑ-ÍÏÊ. úÁÔÅÍ ÏÎ ÒÁÚÒÅÚÁÌ �Ï �ÒÑÍÏÊ ÏÄÉÎ ÉÚ �ÏÌÕÞÉ×ÛÉÈÓÑ ËÕÓËÏ×.úÁÔÅÍ ÏÎ �ÒÏÄÅÌÁÌ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÔÒ£È �ÏÌÕÞÉ×ÛÉÈÓÑ ËÕÓ-ËÏ× É Ô. Ä. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÊÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÓÒÅÄÉ �ÏÌÕÞÉ×ÛÉÈÓÑ ËÕÓËÏ× 100 ÍÎÏÇÏ-ÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ×ÅÒÛÉÎ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, 100 ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉËÏ× ÉÌÉ 100 ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÏ× É Ô. Ä.).5.106.(20) (÷ï 63) äÁÎ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ 45-ÕÇÏÌØÎÉË. íÏÖÎÏ ÌÉ ×ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ �ÉÆÒÙ 0{9 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÙÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÉÆÒ ÎÁÛÌÁÓØ ÓÔÏÒÏÎÁ, ËÏÎ�Ù ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙÜÔÉÍÉ �ÉÆÒÁÍÉ?�ÏÞËÉ5.107.(10) ÷ Ë×ÁÄÒÁÔÅ 4×4 ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎÏ 15 ÔÏÞÅË. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏÉÚ ÎÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÅÚÁÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÉË 1 × 1, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ×ÎÕÔÒÉÓÅÂÑ ÔÏÞÅË.5.108.(15) ÷ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÍ ËÏ×ÒÅ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 10 Í ÍÏÌØ �ÒÏÅÌÁ80 ÄÙÒÏË. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÅÚÁÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ËÏ-×ÒÉË ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1 Í, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ×ÎÕÔÒÉ ÓÅÂÑ ÄÙÒÏË. (äÙÒËÉ



48 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÔÏÞÅÞÎÙÍÉ.) äÙÒËÉ Á) ÍÏÇÕÔ; Â) ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÎÁÈÏ-ÄÉÔØÓÑ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å ×ÙÒÅÚÁÅÍÏÇÏ ËÏ×ÒÉËÁ.5.109.(15) îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎÙ 5 ÔÏÞÅË Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ-ÍÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏ×, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÉÈ,ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ �ÅÌÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ.5.110.(15) îÁ ÇÁÚÏÎÅ × ÆÏÒÍÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏÓÔÏÒÏÎÏÊ 3 Í ÒÁÓÔÕÔ 10 Ç×ÏÚÄÉË. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Å Ç×ÏÚ-ÄÉËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ, ÎÅ ÂÏÌØÛÅÍ1 Í.5.111.(15) ÷ Ë×ÁÄÒÁÔÅ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 5 ÓÍ ÒÁÚÍÅÝÅÎÏ 126 ÔÏÞÅË.äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ 6 ÔÏÞÅË, ËÏÔÏÒÙÅ ÌÅÖÁÔ ×ËÒÕÇÅ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 ÓÍ.5.112.(15) ÷ÎÕÔÒÉ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ1 ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÏ 5 ÔÏÞÅË. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÎÅËÏÔÏ-ÒÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÉÚ ÎÉÈ ÍÅÎØÛÅ 0;5.5.113.(15) îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎÏ 400 ÔÏÞÅË. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 15.5.114.(15) æÏÒÍÁ ÒÏÝÉ | ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ 215 Í. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÄÅÒÅ×ØÑÍÉ × ÎÅÊ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 10 Í. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÒÏÝÅÍÅÎÅÅ 1950 ÄÅÒÅ×ØÅ×.5.115.(20) óÏÓÎÏ×ÙÊ ÌÅÓ ÒÁÓÔÅÔ ÎÁ ÕÞÁÓÔËÅ, ÉÍÅÀÝÅÍ ÆÏÒÍÕË×ÁÄÒÁÔÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1 ËÍ. ïÎ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 4500 ÄÅÒÅ×ØÅ× ÄÉÁÍÅ-ÔÒÏÍ 50 ÓÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÌÅÓÕ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÕÀ�ÌÏÝÁÄËÕ 10 Í× 20 Í, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÒÁÓÔÅÔ ÎÉ ÏÄÎÏ ÄÅÒÅ×Ï.5.116.(20) ÷ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ 3 × 4 ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÏ ÛÅÓÔØ ÔÏÞÅË.äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Å, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙ-ÍÉ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ √5.5.117.(20) (íï 62) îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎÏ 25 ÔÏÞÅË, �ÒÉÞ£Í ÓÒÅÄÉÌÀÂÙÈ ÔÒ£È ÉÚ ÎÉÈ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Å ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÍÅÎØÛÅ 1. äÏËÁ-ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ 1, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 13ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË.5.118.(20) (íï 63) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚ ÛÅÓÔÉ ÔÏÞÅË ÎÁ �ÌÏÓËÏ-ÓÔÉ, ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, ÍÏÖÎÏ×ÙÂÒÁÔØ ÔÒÉ ÔÁË, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÕÇÏÌ, ÎÅ ÂÏÌØÛÉÊ 30◦.5.119.(15) (óðï 64) ÷ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ÂÒÏÓÉÌÉ 51 ÔÏÞËÕ.äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÔÒÉ ÉÚ ÎÉÈ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÅÖÁÔ ×ÎÕÔÒÉËÒÕÇÁ ÒÁÄÉÕÓÁ 1=7.5.120.(20) (íï 67) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ËÒÕÇÅ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 ÎÅÌØÚÑ ×Ù-ÂÒÁÔØ ÂÏÌÅÅ �ÑÔÉ ÔÏÞÅË, �Ï�ÁÒÎÙÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉÂÏÌØÛÅ 1.



5. ðÒÉÎ�É� äÉÒÉÈÌÅ 495.121.(20) (íï 70) ÷ �ÁÒËÅ ÒÁÓÔÅÔ 10 000 ÄÅÒÅ×ØÅ× (100 ÒÑÄÏ×�Ï 100 ÄÅÒÅ×ØÅ×). ëÁËÏÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÄÅÒÅ×ØÅ× ÎÁÄÏ ÓÒÕÂÉÔØ,ÞÔÏÂÙ ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ ÕÓÌÏ×ÉÅ: ÅÓÌÉ ×ÓÔÁÔØ ÎÁ ÌÀÂÏÊ �ÅÎØ, ÔÏ ÎÅ ÂÕ-ÄÅÔ ×ÉÄÎÏ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ �ÎÑ? (äÅÒÅ×ØÑ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ ÔÏÎËÉÍÉ.)5.122.(15) (íï 73) îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ 5 ÔÏÞÅË ÔÁË, ÞÔÏÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ É ÎÉËÁËÉÅ ÞÅÔÙÒÅ |ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË ÍÏÖÎÏ ×Ù-ÂÒÁÔØ Ä×Å, ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ �Ï ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ ÏËÒÕÖÎÏ-ÓÔÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ.5.123.(20) (íï 82) ÷ Ë×ÁÄÒÁÔÅ ABCD ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ �ÑÔØ ÔÏÞÅË.äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÁËÉÍÉ-ÔÏ Ä×ÕÍÑ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ �ÒÅ-×ÏÓÈÏÄÉÔ AC=2.ïÔÒÅÚËÉ, �ÒÑÍÙÅ5.124.(15) äÁÎÏ 7 ÏÔÒÅÚËÏ×, ÄÌÉÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁËÌÀÞÅÎÙ ÍÅÖÄÕ0;1 Í É 1 Í. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÒÉÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË.5.125.(15) ÷ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÔÍÅÞÅÎÁ 101 ÔÏÞËÁ, �ÒÉÞ£Í ÎÅ ×ÓÅ ÏÎÉÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ. þÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ �ÁÒÕ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅËËÒÁÓÎÏÊ ÒÕÞËÏÊ �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ �ÒÑÍÁÑ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÕÀ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 11 ËÒÁÓÎÙÈ�ÒÑÍÙÈ.5.126.(15) ÷ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÄÉÁÍÅÔÒÁ �ÒÏ×ÅÄÅÎÏ ÎÅ-ÓËÏÌØËÏ ÈÏÒÄ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÄÉÁÍÅÔÒ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÎÅÂÏÌÅÅ k ÈÏÒÄ, ÔÏ ÓÕÍÍÁ ÄÌÉÎ ×ÓÅÈ ÈÏÒÄ ÍÅÎØÛÅ 3;15k.5.127.(20) ÷ÎÕÔÒÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ n ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ 4n ÏÔ-ÒÅÚËÏ× ÄÌÉÎÏÊ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ �ÒÑÍÕÀ, �ÁÒÁÌ-ÌÅÌØÎÕÀ ÉÌÉ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÕÀ ÄÁÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ l É �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÕÀÎÅ ÍÅÎÅÅ Ä×ÕÈ ÄÁÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×.5.128.(20) äÁÎÙ Ä×Å ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÄÌÉÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÒÁ×ÎÁ 100 ÓÍ.îÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÏÔÍÅÞÅÎÏ 100 ÔÏÞÅË, Á ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ | ÎÅÓËÏÌØËÏÄÕÇ, ÓÕÍÍÁ ÄÌÉÎ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÅÎØÛÅ 1 ÓÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÏËÒÕÖ-ÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÉ ÏÄÎÁ ÏÔÍÅÞÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÎÅ�Ï�ÁÌÁ ÎÁ ÏÔÍÅÞÅÎÎÕÀ ÄÕÇÕ.5.129.(20) ðÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚÍÅÒÏÍ 20× 30 ÒÁÚÂÉÔ ÎÁ ËÌÅÔËÉ1× 1. íÏÖÎÏ ÌÉ �ÒÏ×ÅÓÔÉ �ÒÑÍÕÀ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÕÀ �Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍÔÏÞËÁÍ 50 ËÌÅÔÏË �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ?5.130.(20) ÷ÎÕÔÒÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1 ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÏ ÎÅ-ÓËÏÌØËÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ÓÕÍÍÁ ÄÌÉÎ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ 10. äÏËÁÚÁÔØ,



50 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉÞÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ �ÒÑÍÁÑ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÞÅÔÙÒÅ ÉÚÜÔÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ.5.131.(20) (íï 74) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ ×Ù�ÕËÌÏÍ 2n-ÕÇÏÌØ-ÎÉËÅ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ, ÎÅ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ.5.132.(20) (íï 75) îÁ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÅ 8×8 ÏÔÍÅÞÅÎÙ �ÅÎÔÒÙ×ÓÅÈ �ÏÌÅÊ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÔÒÉÎÁÄ�ÁÔØÀ �ÒÑÍÙÍÉ ÒÁÚÂÉÔØ ÄÏÓËÕ ÎÁÞÁÓÔÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÌÅÖÁÌÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ?5.133.(20) (íï 79) îÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÏÊ 1 ÚÁËÒÁÛÅÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏÏÔÒÅÚËÏ×, �ÒÉÞ£Í ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÚÁ-ËÒÁÛÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÎÅ ÒÁ×ÎÏ 0;1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÄÌÉÎ ÚÁ-ËÒÁÛÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 0;5.5.134.(20) (íï 79) îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÔÍÅÞÅÎÁ ÔÏÞËÁ O. íÏÖÎÏ ÌÉÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÔØ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ Á) 5 ËÒÕÇÏ×; Â) 4 ËÒÕÇÁ, ÎÅ �ÏËÒÙ×ÁÀÝÉÈÔÏÞËÕ O, ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÌÀÂÏÊ ÌÕÞ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ × ÔÏÞËÅ O �ÅÒÅÓÅËÁÌ ÎÅÍÅÎÅÅ Ä×ÕÈ ËÒÕÇÏ×?5.135.(20) (÷ï 72) ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÄÅ×ÑÔÉ �ÒÑÍÙÈ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ Ë×Á-ÄÒÁÔ ÎÁ Ä×Á ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ, �ÌÏÝÁÄÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ËÁË2 : 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÔÒÉ ÉÚ ÜÔÉÈ ÄÅ×ÑÔÉ �ÒÑÍÙÈ�ÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ.5.136.(20) (÷ï 93) îÁ ÛÁÈÍÁÔÎÕÀ ÄÏÓËÕ ÒÁÚÍÅÒÁ (2n − 1)×
× (2n − 1) �ÏÓÔÁ×ÉÌÉ (2n − 1) ÌÁÄØÀ ÔÁË, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅÂØÅÔ ÄÒÕÇÕÀ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÅ n × n ÓÔÏÉÔ ÈÏÔÑÂÙ ÏÄÎÁ ÌÁÄØÑ.
ëÒÕÇÉ, ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ, �ÌÏÝÁÄØ5.137.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÎÅÌØÚÑ �Ï-ËÒÙÔØ Ä×ÕÍÑ ÍÅÎØÛÉÍÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ.5.138.(15) æÉÇÕÒÏÊ ÎÅÌØÚÑ ÎÁËÒÙÔØ �ÏÌÕËÒÕÇ, ÎÏ Ä×ÕÍÑ ÔÁËÉ-ÍÉ ÆÉÇÕÒÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÎÁËÒÙÔØ ËÒÕÇ ÔÏÇÏ ÖÅ ÒÁÄÉÕÓÁ. íÏÖÅÔ ÌÉÔÁËÏÅ ÂÙÔØ?5.139.(20) ÷ÎÕÔÒÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 2 ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÏ 7 ÍÎÏ-ÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× �ÌÏÝÁÄÉ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 1 ËÁÖÄÙÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ä×Á ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, �ÌÏÝÁÄØ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÍÅÎØÛÅ 1=7.5.140.(20) îÁÚÏ×ÅÍ ËÒÅÓÔÏÍ ÆÉÇÕÒÕ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÕÀ ÄÉÁÇÏÎÁÌÑ-ÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ËÒÕÇÅ ÒÁÄÉÕÓÁ 100ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÍÅÓÔÉÔØ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ËÒÅ-ÓÔÏ×.



5. ðÒÉÎ�É� äÉÒÉÈÌÅ 515.141.(20) ÷ Ë×ÁÄÒÁÔÅ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 15 ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ 20 �Ï�ÁÒÎÏÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ× ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÂÏÌØÛÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÍÅÓÔÉÔØ ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 ÔÁË, ÞÔÏÂÙÏÎ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÌÓÑ ÎÉ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÚ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ×.5.142.(20) ÷ ËÒÕÇÅ ÒÁÄÉÕÓÁ 16 ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÏ 650 ÔÏÞÅË. äÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ËÏÌØ�Ï Ó ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÒÁÄÉÕÓÏÍ 2 É ×ÎÅÛÎÉÍÒÁÄÉÕÓÏÍ 3, × ËÏÔÏÒÏÍ ÌÅÖÉÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 10 ÉÚ ÄÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË.5.143.(20) ðÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1;5 ÔÒÅÍÑ Ë×Á-ÄÒÁÔÁÍÉ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1?5.144.(15) (íï 64) ÷ Ë×ÁÄÒÁÔÅ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1 ÏÔÍÅÔÉÌÉ 101 ÔÏÞ-ËÕ, �ÒÉÞ£Í ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ. äÏËÁÖÉ-ÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ, �ÌÏÝÁÄØËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1=100.5.145.(15) (íï 74) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 ÎÅÌØÚÑ �Ï-ÍÅÓÔÉÔØ ÂÅÚ ÎÁÌÏÖÅÎÉÊ Ä×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, �ÌÏÝÁÄØ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚËÏÔÏÒÙÈ ÂÏÌØÛÅ 1.5.146.(20) (÷ï 61) ÷ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ 20 É 25 ÂÒÏ-ÓÁÀÔ 120 Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × �ÒÑÍÏÕÇÏÌØ-ÎÉË ÍÏÖÎÏ �ÏÍÅÓÔÉÔØ ËÒÕÇ ÄÉÁÍÅÔÒÁ 1, ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÊÓÑ ÎÉ ÓÏÄÎÉÍ ÉÚ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×.5.147.(20) (÷ï 66) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ×Ù�ÕËÌÙÊ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØ-ÎÉË �ÌÏÝÁÄÉ S É �ÅÒÉÍÅÔÒÁ P ÍÏÖÎÏ �ÏÍÅÓÔÉÔØ ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁS=P .5.148.(15) (÷ï 75) ÷ Ë×ÁÄÒÁÔÅ �ÌÏÝÁÄØÀ S ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ 1975ÆÉÇÕÒ, ÓÕÍÍÁ �ÌÏÝÁÄÅÊ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÏÌØÛÅ 1974S. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÜÔÉÈ ÆÉÇÕÒ ÅÓÔØ ÏÂÝÁÑ ÔÏÞËÁ.5.149.(20) (÷ï 87) ëÁËÉÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ËÒÕÇÏ× ÒÁÄÉÕÓÁ1 ÍÏÖÎÏ �ÏÌÎÏÓÔØÀ �ÏËÒÙÔØ ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ 2? (ëÒÕÇÉ ÍÏÇÕÔ ÎÁ-ËÌÁÄÙ×ÁÔØÓÑ ÄÒÕÇ ÎÁ ÄÒÕÇÁ É ×ÙÓÔÕ�ÁÔØ ÚÁ ËÒÁÊ ÂÏÌØÛÏÇÏ ËÒÕÇÁ.)óÆÅÒÙ, ËÕÂÙ É Ô. Ä.5.150.(15) îÁ �ÌÁÎÅÔÅ × Ú×£ÚÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÔÁÕ ëÉÔÁ ÓÕÛÁ ÚÁÎÉ-ÍÁÅÔ ÂÏÌÅÅ �ÏÌÏ×ÉÎÙ �ÌÏÝÁÄÉ �ÌÁÎÅÔÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÁÕËÉÔÑÎÅÍÏÇÕÔ �ÒÏÒÙÔØ �ÒÑÍÏÊ ÔÕÎÎÅÌØ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒ �ÌÁÎÅÔÙÉ ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÓÕÛÕ Ó ÓÕÛÅÊ. (âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÔÅÈÎÉËÁ Õ ÎÉÈÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÚ×ÉÔÁ.)5.151.(15) îÅ ×ÉÄÑ ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÈ ÎÁ ÇÒÁÎÑÈ ËÕÂÁ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ 6,ì£ÛÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ: Á) Õ ÜÔÏÇÏ ËÕÂÁ ÅÓÔØ Ä×Å ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÇÒÁÎÉ, ÎÁËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÞÉÓÌÁ; Â) ÔÁËÉÈ �ÁÒ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÇÒÁÎÅÊÕ ËÕÂ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ Ä×ÕÈ. ðÒÁ× ÌÉ ÏÎ × ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ?



52 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ5.152.(15) íÏÖÎÏ ÌÉ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÕÂÁ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1ÄÏ 8 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÙ ÎÏÍÅÒÏ× ÎÁ ËÏÎ�ÁÈ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ËÕÂÁÂÙÌÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ?5.153.(15) (íï 73) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Å ÇÒÁÎÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÒÏÎ.5.154.(15) (íï 56) ÷ ËÕÂÅ, ÒÅÂÒÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÏ 13, ×ÙÂÒÁÎÏ1956 ÔÏÞÅË. íÏÖÎÏ ÌÉ × ÜÔÏÔ ËÕÂ �ÏÍÅÓÔÉÔØ ËÕÂ Ó ÒÅÂÒÏÍ 1 ÔÁË,ÞÔÏÂÙ ×ÎÕÔÒÉ ÎÅÇÏ ÎÅ ÂÙÌÏ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ?5.155.(20) (íï 74, óðï 74) ûÁÒÏÏÂÒÁÚÎÁÑ �ÌÁÎÅÔÁ ÏËÒÕÖÅÎÁ37 ÔÏÞÅÞÎÙÍÉ ÁÓÔÅÒÏÉÄÁÍÉ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ÎÁ �Ï-×ÅÒÈÎÏÓÔÉ �ÌÁÎÅÔÙ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÏÞËÁ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÁÓÔÒÏÎÏÍ ÎÅ ÓÍÏ-ÖÅÔ ÎÁÂÌÀÄÁÔØ ÂÏÌÅÅ 17 ÁÓÔÅÒÏÉÄÏ×. (áÓÔÅÒÏÉÄ, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÊÎÁ ÌÉÎÉÉ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁ, ÎÅ ×ÉÄÅÎ.)5.4. ïËÒÁÓËÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É Å£ ÞÁÓÔÅÊ. �ÁÂÌÉ�Ù5.156.(10) ðÌÏÓËÏÓÔØ ÏËÒÁÛÅÎÁ × Ä×Á �×ÅÔÁ | ÂÅÌÙÊ É Þ£Ò-ÎÙÊ, �ÒÉÞ£Í ÉÍÅÀÔÓÑ É ÔÏÞËÉ ÂÅÌÏÇÏ, É ÔÏÞËÉ Þ£ÒÎÏÇÏ �×ÅÔÁ. äÏ-ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅÇÄÁ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Å ÔÏÞËÉ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑ-ÎÉÉ 1 ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ.5.157.(15) ðÌÏÓËÏÓÔØ ÏËÒÁÛÅÎÁ × Ä×Á �×ÅÔÁ | ËÒÁÓÎÙÊ É Þ£Ò-ÎÙÊ, �ÒÉÞ£Í ÉÍÅÀÔÓÑ ÔÏÞËÉ É ÔÏÇÏ É ÄÒÕÇÏÇÏ �×ÅÔÁ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ×ÓÅÇÄÁ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Å ÔÏÞËÉ ÒÁÚÎÏÇÏ �×ÅÔÁ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 1 ÄÒÕÇÏÔ ÄÒÕÇÁ.5.158.(10) ëÁÖÄÁÑ ÇÒÁÎØ ËÕÂÁ ÒÁÚÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÞÅÔÙÒÅ ÒÁ×ÎÙÈ Ë×Á-ÄÒÁÔÁ, É ËÁÖÄÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ÏËÒÁÛÅÎ × ÏÄÉÎ ÉÚ ÔÒ£È �×ÅÔÏ×: ÓÉÎÉÊ,ËÒÁÓÎÙÊ ÉÌÉ ÚÅÌ£ÎÙÊ ÔÁË, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔÙ, ÉÍÅÀÝÉÊ ÏÂÝÕÀ ÓÔÏÒÏ-ÎÕ, ÏËÒÁÛÅÎÙ × ÒÁÚÎÙÅ �×ÅÔÁ. óËÏÌØËÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÉÎÉÈ, ËÒÁÓÎÙÈÉ ÚÅÌ£ÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×?5.159.(10) ðÌÏÓËÏÓÔØ ÏËÒÁÛÅÎÁ × Ä×Á �×ÅÔÁ | ÂÅÌÙÊ É Þ£Ò-ÎÙÊ, �ÒÉÞ£Í ÉÍÅÀÔÓÑ É ÔÏÞËÉ ÂÅÌÏÇÏ, É ÔÏÞËÉ Þ£ÒÎÏÇÏ �×ÅÔÁ. äÏ-ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅÇÄÁ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ×ÅÒ-ÛÉÎÁÍÉ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ.5.160.(15) (íï 72) ÷ÅÒÛÉÎÙ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÓÅÍÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÏËÒÁ-ÛÅÎÙ × Ä×Á �×ÅÔÁ | ÂÅÌÙÊ É Þ£ÒÎÙÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÒÉ ×ÅÒÛÉÎÙ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÁÎÁÌÏ-ÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ×ÏÓØÍÉÕÇÏÌØÎÉËÁ?5.161.(20) ðÌÏÓËÏÓÔØ ÏËÒÁÛÅÎÁ × ÔÒÉ �×ÅÔÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ×ÓÅÇÄÁ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Å ÔÏÞËÉ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏ-ÒÙÍÉ ÒÁ×ÎÏ 1.



5. ðÒÉÎ�É� äÉÒÉÈÌÅ 535.162.(20) �ÏÞËÉ ÓÔÏÒÏÎ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁÓËÒÁÛÅ-ÎÙ × Ä×Á �×ÅÔÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉË Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ.5.163.(25) ëÁË ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ �ÌÏÓËÏÓÔØ × 7 �×ÅÔÏ×, ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÎÁ-ÛÌÏÓØ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÒÁ×-ÎÏ 1.5.164.(15) ðÕÓÔØ �ÒÑÍÁÑ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÁ × Ä×Á �×ÅÔÁ. äÏËÁÚÁÔØ,ÞÔÏ ÎÁ ÎÅÊ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ A, B, C, ÏËÒÁÛÅÎÎÙÅ × ÏÄÉÎ �×ÅÔÔÁËÉÅ, ÞÔÏ B | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ AC.�ÅÏÒÅÍÁ ×ÁÎ ÄÅÒ ÷ÁÒÄÅÎÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÒÑÍÁÑ ÒÁÓËÒÁ-ÛÅÎÁ × n �×ÅÔÏ×, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m ÎÁÊÄÕÔÓÑ m ÔÏÞÅË ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ,ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÞÅÒÅÚ ÒÁ×ÎÙÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ.5.165.(15) ÷ ÂÕÌËÅ ÏËÁÚÁÌÓÑ ÚÁ�ÅÞ£Î ÉÚÀÍ Ä×ÕÈ ÓÏÒÔÏ×. äÏËÁ-ÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÎÕÔÒÉ ÂÕÌËÉ (ÂÕÌËÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÓÅÂÑ ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ1 ÓÍ) ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Å ÔÁËÉÅ ÔÏÞËÉ, ÕÄÁÌ£ÎÎÙÅ ÎÁ 1 ÓÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÌÉÂÏÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÎÉËÁËÉÍ ÉÚ ÉÚÀÍÉÎ, ÌÉÂÏ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÉÚÀÍÉÎÁÍÏÄÎÏÇÏ ÓÏÒÔÁ.5.166.(15) õÚÌÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÌÉÓÔÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÉ ÒÁÓËÒÁ-ÛÅÎÙ × Ä×Á �×ÅÔÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ Ä×Å ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅÉ Ä×Å ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ �ÒÑÍÙÅ, ÎÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ ÔÏÞËÉÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ.5.167.(20) õÚÌÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÉ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÙ× ÔÒÉ �×ÅÔÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ �ÒÑÍÏ-ÕÇÏÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ.5.168.(15) Á) ëÁËÏÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ �ÏÌÅÊ ÎÁ ÄÏÓËÅ 8×8 ÍÏÖ-ÎÏ ÚÁËÒÁÓÉÔØ × Þ£ÒÎÙÊ �×ÅÔ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ × ÌÀÂÏÍ ÕÇÏÌËÅ ÉÚ ÔÒ£È�ÏÌÅÊ ÂÙÌÏ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÏ ÎÅÚÁËÒÁÛÅÎÎÏÅ �ÏÌÅ? Â) ëÁËÏÅÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ �ÏÌÅÊ ÎÁ ÄÏÓËÅ 8× 8 ÍÏÖÎÏ ÚÁËÒÁÓÉÔØ × Þ£ÒÎÙÊ�×ÅÔ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ × ËÁÖÄÏÍ ÕÇÏÌËÅ ÂÙÌÏ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ 1 Þ£ÒÎÏÅ�ÏÌÅ?5.169.(15) ëÁËÏÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ËÏÒÏÌÅÊ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔØÎÁ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÅ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÉËÁËÉÅ Ä×Á ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÂÉÌÉ ÄÒÕÇÄÒÕÇÁ?5.170.(15) ë×ÁÄÒÁÔ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 10 ÓÍ ÒÁÚÄÅÌ£Î ÎÁ 100 Ë×ÁÄÒÁ-ÔÏ× ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1 ÓÍ, É × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÉÈ ÚÁ�ÉÓÁÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÔÒ£ÈÞÉÓÅÌ 1, 2 ÉÌÉ 3. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ �ÏÄÓÞÉÔÁÌÉ ÓÕÍÍÙ ÚÁ�ÉÓÁÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ× ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ, × ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å É ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ÄÉÁÇÏÎÁ-ÌÅÊ �ÏÌÕÞÉ×ÛÅÊÓÑ ÔÁÂÌÉ�Ù. íÏÖÅÔ ÌÉ ÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ×ÓÅ �ÏÄÓÞÉ-ÔÁÎÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÂÕÄÕÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ?5.171.(15) îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ËÌÅÔÏË ÔÁÂÌÉ�Ù 5×5 ÏËÒÁÛÅÎÙ × ËÒÁÓ-ÎÙÊ �×ÅÔ, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ × ÓÉÎÉÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÞÅÔÙÒÅ



54 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉËÌÅÔËÉ, ÏËÒÁÛÅÎÎÙÅ ÏÄÎÉÍ �×ÅÔÏÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ �ÅÒÅÓÅ-ÞÅÎÉÉ Ä×ÕÈ ÓÔÒÏË É Ä×ÕÈ ÓÔÏÌÂ�Ï×.5.172.(20) âÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÌÉÓÔ ÂÕÍÁÇÉ ÒÁÚÌÉÎÏ×ÁÎ × ËÌÅÔËÕ. ëÁ-ÖÄÁÑ ËÌÅÔËÁ ÏËÒÁÛÅÎÁ × ÏÄÉÎ ÉÚ ÛÅÓÔÉ �×ÅÔÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ-ÇÄÁ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÞÅÔÙÒÅ ËÌÅÔËÉ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ, �ÅÎÔÒÙ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ�ÒÑÍÙÍ ÌÉÎÉÑÍ ÎÁ ÂÕÍÁÇÅ.5.173.(20) ÷ ÔÁÂÌÉ�Å 10× 10 ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, �ÒÉÞ£ÍÌÀÂÙÅ Ä×Á ÞÉÓÌÁ × ÓÏÓÅÄÎÉÈ ËÌÅÔËÁÈ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ�ÑÔØ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÅÓÔØ Ä×Á ÒÁ×ÎÙÈ.5.174.(20) ëÌÅÔÞÁÔÙÊ ÌÉÓÔ ÂÕÍÁÇÉ ÒÁÚÍÅÒÏÍ 10×10 ËÌÅÔÏË �Ï-ËÒÙÔ 55 Ë×ÁÄÒÁÔÉËÁÍÉ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÍÉ ÉÚ 4 ËÌÅÔÏË. (÷ÅÒÛÉÎÙ Ë×Á-ÄÒÁÔÉËÏ× ÌÅÖÁÔ × ÕÚÌÁÈ ÓÅÔËÉ; Ë×ÁÄÒÁÔÉËÉ ÎÅ ×ÙÈÏÄÑÔ ÚÁ �ÒÅÄÅÌÙÂÏÌØÛÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ.) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÕÂÒÁÔØÔÁË, ÞÔÏ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÂÕÄÕÔ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ �ÏËÒÙ×ÁÔØ ×ÓÀ ÄÏÓËÕ.5.175.(20) (íï 63) ÷ ÔÁÂÌÉ�Å 9×9 ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÞÉÓÌÁ 1{81. äÏ-ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÊ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÅ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Å ÓÏÓÅÄÎÉÅ (ÉÍÅÀ-ÝÉÅ ÏÂÝÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ) ËÌÅÔËÉ ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÞÉÓÌÁÍÉ,ÓÔÏÑÝÉÍÉ × ÜÔÉÈ ËÌÅÔËÁÈ, ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 6.5.176.(20) (óðï 70) ÷ Ë×ÁÄÒÁÔÅ 5×5 ÚÁËÒÁÛÅÎÏ 16 ËÌÅÔÏË. äÏ-ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÚÁËÒÁÛÅÎÎÙÊ ÔÒ£ÈËÌÅÔÏÞÎÙÊ ÕÇÏÌÏË.5.177.(20) (óðï 82) ëÁÖÄÁÑ ËÌÅÔËÁ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÔÁÂÌÉ�Ù5 × 41 �ÏËÒÁÛÅÎÁ × ÂÅÌÙÊ ÉÌÉ Þ£ÒÎÙÊ �×ÅÔ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖ-ÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÒÉ ÓÔÏÌÂ�Á É ÔÒÉ ÓÔÒÏËÉ, ×ÓÅ 9 ËÌÅÔÏË �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑËÏÔÏÒÙÈ �ÏËÒÁÛÅÎÙ × ÏÄÉÎ �×ÅÔ.5.178.(15) (þÅÈÏÓÌÏ×ÁËÉÑ 77) îÁ �ÒÑÍÏÊ ÏÔÍÅÞÅÎÙ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈÔÏÞÅË A1, . . . , An (n > 4). ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÏËÒÁÛÅÎÁ × ÏÄÉÎ ÉÚ ÞÅ-ÔÙÒ£È �×ÅÔÏ×, �ÒÉÞ£Í ×ÓÅ �×ÅÔÁ �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÒÅÚÏË, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÒÏ×ÎÏ �Ï ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ Ä×ÕÈ �×ÅÔÏ×É �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ �Ï ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ �×ÅÔÏ×.5.179.(20) (óûá 76) ðÌÏÓËÏÓÔØ ÏËÒÁÛÅÎÁ × Ä×Á �×ÅÔÁ: ËÒÁÓÎÙÊÉ ÇÏÌÕÂÏÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË, ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙËÏÔÏÒÏÇÏ ÏËÒÁÛÅÎÙ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï.5.180.(20) (óûá 76) Á) ðÕÓÔØ ËÌÅÔËÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ 4 × 7ÏËÒÁÛÅÎÙ × ÂÅÌÙÊ ÉÌÉ Þ£ÒÎÙÊ �×ÅÔ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ÄÏÓËÅ ÎÁÊ-Ä£ÔÓÑ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÍÉ É ×ÅÒÔÉ-ËÁÌØÎÙÍÉ ÌÉÎÉÑÍÉ ÄÏÓËÉ, ×ÓÅ 4 ÕÇÌÏ×ÙÅ ËÌÅÔËÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏËÒÁ-ÛÅÎÙ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï. Â) ðÒÉ×ÅÓÔÉ �ÒÉÍÅÒ ÒÁÓËÒÁÓËÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ4× 6, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ × �ÕÎËÔÅ Á) �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅÔ.5.181.(20) (÷ï 61) ÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÌÅÔËÁÈ ÔÁÂÌÉ�Ù 4 × 4 �Ï-ÓÔÁ×ÌÅÎÏ �Ï Ú×£ÚÄÏÞËÅ. Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÔÁË ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ



5. ðÒÉÎ�É� äÉÒÉÈÌÅ 557 Ú×£ÚÄÏÞÅË, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÙÞ£ÒËÉ×ÁÎÉÉ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÓÔÒÏË É ÌÀÂÙÈÄ×ÕÈ ÓÔÏÌÂ�Ï× ÜÔÏÊ ÔÁÂÌÉ�Ù × ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ËÌÅÔËÁÈ ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ Ú×£ÚÄÏÞËÁ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ú×£ÚÄÏÞÅË ÍÅÎØ-ÛÅ 7, ÔÏ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÔÁË ×ÙÞÅÒËÎÕÔØ Ä×Å ÓÔÒÏËÉ É Ä×Á ÓÔÏÌÂ�Á,ÞÔÏ ×ÓÅ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ËÌÅÔËÉ ÂÕÄÕÔ �ÕÓÔÙÍÉ.5.182.(20) (÷ï 75) îÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ ÚÁËÒÁÛÅ-ÎÙ × Þ£ÒÎÙÊ �×ÅÔ ËÁËÉÅ-ÔÏ 25 ËÌÅÔÏË. äÌÑ ËÁËÏÇÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÞÉ-ÓÌÁ k �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ ÚÁËÒÁÛÅÎÎÙÈ ËÌÅÔÏË ×ÅÒÎÏ ÔÁËÏÅÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÓÒÅÄÉ ÚÁËÒÁÛÅÎÎÙÈ 25 ËÌÅÔÏË ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑk ËÌÅÔÏË, �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÂÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎ.5.183.(15) (÷ï 81) ÷ ËÌÅÔËÁÈ ÔÁÂÌÉ�Ù n × n ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÞÉ-ÓÌÁ −1, 0, 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁËÉÅ-ÔÏ Ä×Å ÉÚ 2n + 2 ÓÕÍÍ �Ï ×ÓÅÍÓÔÒÏËÁÍ, ×ÓÅÍ ÓÔÏÌÂ�ÁÍ É Ä×ÕÍ ÇÌÁ×ÎÙÍ ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÍ ÂÕÄÕÔ ÒÁ×ÎÙ.5.184.(20) (÷ï 86) ëÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÏËÒÁÛÅÎÁ × ÏÄÉÎÉÚ Ä×ÕÈ �×ÅÔÏ×. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ Õ ÌÀÂÏÇÏ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1 ÉÍÅÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÙ ÏÂÏÉÈ �×ÅÔÏ×. Á) äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ √3, ×ÓÅ ×ÅÒÛÉ-ÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ �×ÅÔÁ. Â) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÒÁÓËÒÁÓËÉ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ.5.185.(20) (÷ï 86) ëÁÖÄÁÑ ËÌÅÔËÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÌÉÓÔÁ ËÌÅÔÞÁ-ÔÏÊ ÂÕÍÁÇÉ ÏËÒÁÛÅÎÁ × ÏÄÉÎ ÉÚ ÄÁÎÎÙÈ n �×ÅÔÏ× (n > 3). äÏËÁÖÉ-ÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ 4 ËÌÅÔËÉ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ, �ÅÎÔÒÙ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ, �ÁÒÁÌÌÅÌØ-ÎÙÍÉ �ÒÑÍÙÍ ÌÉÎÉÑÍ ÎÁ ÂÕÍÁÇÅ.5.186.(20) (÷ï 87) Á) ëÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÕÇÏÌËÏ× ÎÕÖÎÏÒÁÚÍÅÓÔÉÔØ × Ë×ÁÄÒÁÔÅ 8 × 8 ËÌÅÔÏË, ÞÔÏÂÙ × ÎÅÇÏ ÎÅÌØÚÑ ÂÙÌÏÂÏÌØÛÅ �ÏÍÅÓÔÉÔØ ÂÅÚ ÎÁÌÏÖÅÎÉÑ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÔÁËÏÊ ÆÉÇÕÒÙ? Â) ÷Ë×ÁÄÒÁÔÅ ÉÚ 1987× 1987 ËÌÅÔÏË ×ÙÒÅÚÁÎÁ ÏÄÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ËÌÅÔ-ËÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÓÔÁ×ÛÕÀÓÑ ÞÁÓÔØ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÎÁÔÒ£ÈËÌÅÔÏÞÎÙÅ �ÕÇÏÌËÉ�.5.187.(15) (÷ï 95) ëÌÅÔËÉ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÔÁÂÌÉ�Ù 15×15 ÒÁÓËÒÁ-ÛÅÎÙ × ËÒÁÓÎÙÊ, ÓÉÎÉÊ É ÚÅÌ£ÎÙÊ �×ÅÔÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ�Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ä×Å ÓÔÒÏËÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ËÌÅÔÏË ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÇÏ�×ÅÔÁ �ÏÒÏ×ÎÕ.5.188.(20) (íåï 92) ÷ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÄÁÎÙ 9 ÔÏÞÅË (ÎÉËÁËÉÅ 4ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ), �Ï�ÁÒÎÏ ÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÙÅÏÔÒÅÚËÁÍÉ. ïÔÒÅÚÏË ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁËÒÁÛÅÎ × ÓÉÎÉÊ ÉÌÉ × ËÒÁÓ-ÎÙÊ �×ÅÔ ÉÌÉ ÏÓÔÁÔØÓÑ ÎÅÚÁËÒÁÛÅÎÎÙÍ. îÁÊÔÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÅ n ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÚÁËÒÁÛÉ×ÁÎÉÉ ÌÀÂÙÈ n ÏÔÒÅÚËÏ×ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ×ÓÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÕÄÕÔ ÚÁËÒÁÛÅÎÙ ×ÏÄÉÎ �×ÅÔ.



56 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ5.189.(25) (÷ï 75) Á) ÷ Ë×ÁÄÒÁÔÅ 7× 7 ËÌÅÔÏË ÎÕÖÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ�ÅÎÔÒÙ k ËÌÅÔÏË ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÉËÁËÉÅ ÞÅÔÙÒÅ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÎÅÑ×ÌÑÌÉÓØ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ-ÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍ Ë×ÁÄÒÁÔÁ. ðÒÉ ËÁËÏÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍ k ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ?Â) òÅÛÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ Ë×ÁÄÒÁÔÁ 13× 13 ËÌÅÔÏË.5.190.(25) (û×Å�ÉÑ 82) îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï í ÔÏÞÅË (x; y), ÇÄÅ x; y ∈ N É x 6 12, y 6 12. ëÁÖÄÁÑ ÉÚÜÔÉÈ 144 ÔÏÞÅË ÏËÒÁÛÅÎÁ × ÏÄÉÎ ÉÚ ÔÒ£È �×ÅÔÏ×: ËÒÁÓÎÙÊ, ÂÅÌÙÊ,ÓÉÎÉÊ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË (ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ,�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÏÓÑÍ), ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ M ÉÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÏËÒÁÛÅÎÙ.5.191.(25) (íåï 86) ðÕÓÔØ í | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. ÷ÓÅÇÄÁÌÉ ÍÏÖÎÏ ÏËÒÁÓÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Áí × ÂÅÌÙÊ �×ÅÔ, ÁÏÓÔÁÌØÎÙÅ | × ËÒÁÓÎÙÊ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÒÑÍÏÊ l, �ÁÒÁÌ-ÌÅÌØÎÏÊ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÏÓÅÊ, ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÒÁÚ-ÎÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ ÞÉÓÌÏÍ ÂÅÌÙÈ É ËÒÁÓÎÙÈ ÔÏÞÅË ÎÁ l ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÌÁÂÙ ÅÄÉÎÉ�Ù?
6. çòáæùï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. çÒÁÆÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏ-ÞÅË, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÌÉÎÉÑÍÉ. �ÏÞËÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÇÒÁÆÁ, Á ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ÌÉÎÉÉ | Ò£ÂÒÁÍÉ.ðÒÉÍÅÒÁÍÉ ÇÒÁÆÏ× ÍÏÇÕÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÌÀÂÁÑ ËÁÒÔÁ ÄÏÒÏÇ, ÓÈÅÍÁÍÅÔÒÏ, ÜÌÅËÔÒÏÓÈÅÍÁ, ÞÅÒÔ£Ö ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ É Ô. Ä. ÷ ÚÁÄÁÞÁÈÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ �ÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ×ÔÏÒÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÍÙ ÕÖÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ-×ÁÌÉ ÇÒÁÆÙ. ÷ ÚÁÄÁÞÁÈ ÎÁ �ÅÒÅÌÉ×ÁÎÉÅ ÔÁËÖÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×ÅÓØÍÁÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ �ÒÉÍÅÎÅÎÙ ÇÒÁÆÙ. ðÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞ ÉÚ ÒÁÚÎÙÈÏÂÌÁÓÔÅÊ �ÏÓÌÅ �ÒÏÞÔÅÎÉÑ ÍÙ �ÙÔÁÅÍÓÑ ÂÏÌÅÅ ÎÁÇÌÑÄÎÏ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÉÔØ ÉÈ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÒÉÓÕÎËÏ× ÉÌÉ ÇÒÁÆÏ× (ÓÁÍÙÈ �ÒÏÓÔÙÈÒÉÓÕÎËÏ×).6.1.(5) íÅÖÄÕ �ÌÁÎÅÔÁÍÉ ××ÅÄÅÎÏ ËÏÓÍÉÞÅÓËÏÅ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÍÁÒÛÒÕÔÁÍ: ú{ë, ð{÷, ú{ð, ð{ë, ë{÷, õ{í, í{ó,ó{à, à{í, í{õ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÄÏÂÒÁÔØÓÑ Ó ú ÄÏ í?6.2.(10) ÷ 20-ÜÔÁÖÎÏÍ ÄÏÍÅ ÉÓ�ÏÒÞÅÎ ÌÉÆÔ: ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÌÉÂÏ �ÏÄ-ÎÉÍÁÔØÓÑ ÎÁ 8 ÜÔÁÖÅÊ ××ÅÒÈ, ÌÉÂÏ Ó�ÕÓËÁÔØÓÑ ÎÁ 13 ÜÔÁÖÅÊ ×ÎÉÚ.íÏÖÎÏ ÌÉ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÌÉÆÔÁ �Ï�ÁÓÔØ Ó 20 ÜÔÁÖÁ ÎÁ �ÅÒ×ÙÊ? (ëÏÇÄÁÓ×ÅÒÈÕ ÍÅÎØÛÅ 8 ÜÔÁÖÅÊ, ÔÏ ÌÉÆÔ ××ÅÒÈ ÎÅ �ÏÊÄ£Ô. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ |×ÎÉÚ.)



6. çÒÁÆÙ 576.3.(10) ðÏ ÓÔÏÌÂÕ ×ÙÓÏÔÏÊ 15 ÍÅÔÒÏ× �ÏÌÚÅÔ ÕÌÉÔËÁ. úÁ ÄÅÎØÏÎÁ �ÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÎÁ 4 Í, ÚÁ ÎÏÞØ Ï�ÕÓËÁÅÔÓÑ ÎÁ 3 Í. þÅÒÅÚ ËÁËÏÅ×ÒÅÍÑ ÏÎÁ ÄÏÓÔÉÇÎÅÔ ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÔÏÌÂÁ?6.4.(10) 25 ÂÏÒ�Ï× ÉÇÒÁÀÔ �Ï ÏÌÉÍ�ÉÊÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ (�ÒÏÉÇÒÁ×-ÛÉÊ ×ÙÂÙ×ÁÅÔ). úÁ ËÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÓÔÒÅÞ ÍÏÖÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÉÔØ �ÏÂÅÄÉÔÅÌÑ?6.5.(15) (íï 55) á ÅÓÌÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ Ä×ÕÈ ÓÉÌØÎÅÊÛÉÈÂÏÒ�Ï×?6.6.(10) ÷ ÓÔÒÁÎÅ ãÉÆÒÁ ÅÓÔØ ÄÅ×ÑÔØ ÇÏÒÏÄÏ× Ó ÎÁÚ×ÁÎÉÑÍÉ 1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. ðÕÔÅÛÅÓÔ×ÅÎÎÉË ÏÂÎÁÒÕÖÉÌ, ÞÔÏ Ä×Á ÇÏÒÏÄÁ ÓÏ-ÅÄÉÎÅÎÙ Á×ÉÁÌÉÎÉÅÊ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ Ä×ÕÚÎÁÞÎÏÅÞÉÓÌÏ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÅ ÉÚ �ÉÆÒ | ÎÁÚ×ÁÎÉÊ ÜÔÉÈ ÇÏÒÏÄÏ×, ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ 3. íÏÖÎÏ ÌÉ ÄÏÂÒÁÔØÓÑ ÉÚ ÇÏÒÏÄÁ 1 × ÇÏÒÏÄ 9?òÁÚÂÅÒ£Í ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ.íÏÖÎÏ ÌÉ, ÓÄÅÌÁ× ÎÅÓËÏÌØËÏ ÈÏÄÏ× ËÏÎÑÍÉ ÉÚ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁÒÉÓ. 6.1, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÔØ ÉÈ ÔÁË, ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 6.2?
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 --- 

123 456 789
òÉÓ. 6.3

92761 8 3 45
òÉÓ. 6.4òÅÛÅÎÉÅ. úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ËÌÅÔËÉ ÄÏÓËÉ ÞÉÓÌÁÍÉ 1{9 ÔÁË, ËÁË�ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 6.3. ëÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÅ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÔÏÞËÕ ÎÁ �ÌÏÓ-ËÏÓÔÉ, É ÅÓÌÉ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ËÌÅÔËÉ ÍÏÖÎÏ �Ï�ÁÓÔØ × ÄÒÕÇÕÀ ÈÏÄÏÍËÏÎÑ, ÔÏ ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÔÏÞËÉ ÌÉÎÉÅÊ (ÓÍ. ÒÉÓ. 6.4).éÓÈÏÄÎÁÑ É ÔÒÅÂÕÅÍÁÑ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ ËÏÎÅÊ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 6.5.ðÏÒÑÄÏË ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ËÏÎÅÊ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÎÅ ÍÏÖÅÔÉÚÍÅÎÉÔØÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ �ÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ ËÏÎÅÊ ÔÒÅÂÕÅÍÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.6.7.(10) äÏÓËÁ ÉÍÅÅÔ ÆÏÒÍÕ ËÒÅÓÔÁ (ÓÍ. ÒÉÓ. 6.6). íÏÖÎÏ ÌÉÏÂÏÊÔÉ Å£ ÈÏÄÏÍ ËÏÎÑ É ×ÅÒÎÕÔØÓÑ ÎÁ ÉÓÈÏÄÎÏÅ �ÏÌÅ, �ÏÂÙ×Á× ÎÁ×ÓÅÈ �ÏÌÑÈ ÒÏ×ÎÏ �Ï ÒÁÚÕ?6.8.(15) (íï 59) éÍÅÅÔÓÑ ÛÁÈÍÁÔÎÁÑ ÄÏÓËÁ 3×3, × ×ÅÒÈÎÉÈ Ä×ÕÈÅ£ ÕÇÌÁÈ ÓÔÏÑÔ Ä×Á Þ£ÒÎÙÈ ËÏÎÑ, × ÎÉÖÎÉÈ | Ä×Á ÂÅÌÙÈ (ÒÉÓ. 6.1)(ËÏÎÉ ÈÏÄÑÔ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ). úÁ 16 ÈÏÄÏ× �ÏÓÔÁ×ØÔÅ ÂÅÌÙÈ ËÏÎÅÊ ÎÁÍÅÓÔÏ Þ£ÒÎÙÈ, Á Þ£ÒÎÙÈ | ÎÁ ÍÅÓÔÏ ÂÅÌÙÈ É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÁÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÈÏÄÏ× ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.
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 --- òÉÓ. 6.76.9.(10) úÁÍÅÎÉÍ ÎÁ ÒÉÓ. 6.2 ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÂÅÌÙÈ ËÏÎÅÊ ËÒÁÓÎÙÍ.ëÁË �ÏÍÅÎÑÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ ÂÅÌÏÇÏ É ËÒÁÓÎÏÇÏ ËÏÎÅÊ ÚÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅÞÉÓÌÏ ÈÏÄÏ×?6.10.(15) äÁÎÁ �ÏÚÉ�ÉÑ ÎÁ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÅ, ÉÚÏÂÒÁÖ£ÎÎÁÑ ÎÁÒÉÓ. 6.7. úÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÈÏÄÏ× �ÏÍÅÎÑÊÔÅ ÍÅÓÔÁÍÉ ÔÒ£È Þ£Ò-ÎÙÈ É ÔÒ£È ÂÅÌÙÈ ËÏÎÅÊ.6.11.(15) íÏÖÎÏ ÌÉ ÎÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ ÚÁËÒÁÓÉÔØ 15 ËÌÅÔÏËÔÁË, ÞÔÏÂÙ Õ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÂÙÌÏ Á) Þ£ÔÎÏÅ; Â) ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÁ-ËÒÁÛÅÎÎÙÈ ÓÏÓÅÄÅÊ? (ëÌÅÔËÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÏÓÅÄÑÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÉÍÅ-ÀÔ ÏÂÝÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ.)6.12.(15) (íï 73) ÷ ÇÏÒÏÄÅ è Ó ÌÀÂÏÊ ÓÔÁÎ�ÉÉ ÍÅÔÒÏ ÍÏÖÎÏ�ÒÏÅÈÁÔØ ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÄÎÕ ÉÚ ÓÔÁÎ�ÉÊ ÍÏÖÎÏÚÁËÒÙÔØ ÎÁ ÒÅÍÏÎÔ ÂÅÚ �ÒÁ×Á �ÒÏÅÚÄÁ ÞÅÒÅÚ ÎÅ£ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Ó ÌÀÂÏÊÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÓÔÁÎ�ÉÊ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ �ÒÏÅÈÁÔØ ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ.6.13.(20) (÷ï 87) ÷ÓÅ ÇÒÁÎÉ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ | ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÍÏÖÎÏ�ÏËÒÁÓÉÔØ × ËÒÁÓÎÙÊ ÉÌÉ ÓÉÎÉÊ �×ÅÔ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ × ÉÔÏÇÅ ÉÚ ÌÀ-ÂÏÊ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ × ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ �Ï�ÁÓÔØ, Ä×ÉÇÁÑÓØÔÏÌØËÏ �Ï ËÒÁÓÎÙÍ Ò£ÂÒÁÍ, Á ÔÁËÖÅ ÔÏÌØËÏ �Ï ÓÉÎÉÍ.6.14.(20) (÷ï 92) çÏÒÏÄÁ ÏÄÎÏÊ ÉÍ�ÅÒÉÉ Ó k ÓÔÏÌÉ�ÁÍÉ ÓÏÅÄÉ-ÎÅÎÙ ÄÏÒÏÇÁÍÉ ÔÁË, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ × ÄÒÕÇÏÊ ÍÏÖÎÏ �Ï ÜÔÉÍÄÏÒÏÇÁÍ �ÒÏÅÈÁÔØ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÍ�ÅÒÉÀ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÎÁk ÒÅÓ�ÕÂÌÉË ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÁÑ ÒÅÓ�ÕÂÌÉËÁ ÉÍÅÌÁ ÓÔÏÌÉ�Õ É ×ÍÅ-ÓÔÅ Ó ÌÀÂÙÍ ÇÏÒÏÄÏÍ × ÎÅÊ ÂÙÌ ÂÙ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÊ �ÕÔØ ÉÚ ÜÔÏÇÏÇÏÒÏÄÁ ÄÏ ÓÔÏÌÉ�Ù (ËÒÁÔÞÁÊÛÉÊ �ÕÔØ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏÞÉÓÌÁ ÄÏÒÏÇ).6.15.(20) (÷ï 92) ÷ ÓÔÒÁÎÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÇÏÒÏÄÏ×, ÍÅÖÄÕ ÎÅËÏÔÏ-ÒÙÍÉ ÉÚ ÎÉÈ × ÏÄÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÌÅÔÁÀÔ ÓÁÍÏÌ£ÔÙ. éÚ×ÅÓÔÎÏ,ÞÔÏ ÅÓÔØ ÇÏÒÏÄ, ×ÙÌÅÔÅ× ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ, ÎÅÌØÚÑ, �ÅÒÅÌÅÔÁÑ ÉÚ ÇÏÒÏÄÁ× ÇÏÒÏÄ, �ÏÂÙ×ÁÔØ × ËÁÖÄÏÍ ÇÏÒÏÄÅ ÓÔÒÁÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÁÓÔØÇÏÒÏÄÏ× ÍÏÖÅÔ ÏÔÄÅÌÉÔØÓÑ ÔÁË, ÞÔÏ ÎÉ × ÏÄÉÎ ÉÚ ÏÔÄÅÌÉ×ÛÉÈÓÑ ÇÏ-ÒÏÄÏ× ÎÅÌØÚÑ ÂÕÄÅÔ �Ï�ÁÓÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ Á×ÉÁ�ÅÒÅÌ£ÔÏ× ÎÉ ÉÚ ËÁËÏÇÏÇÏÒÏÄÁ ÏÓÔÁ×ÛÅÊÓÑ ÞÁÓÔÉ.



6. çÒÁÆÙ 596.16.(20) (÷ï 94) ÷ ÏÄÉÎ ÉÚ ÄÎÅÊ ÇÏÄÁ ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊÖÉÔÅÌØ ÇÏÒÏÄÁ ÓÄÅÌÁÌ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ Ú×ÏÎËÁ �Ï ÔÅÌÅÆÏÎÕ. äÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÓÅÌÅÎÉÅ ÇÏÒÏÄÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ÔÒÉÇÒÕ��Ù ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÖÉÔÅÌÉ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÏÄÎÕ ÇÒÕ��Õ, ÎÅ ÒÁÚÇÏ×Á-ÒÉ×ÁÌÉ × ÜÔÏÔ ÄÅÎØ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ �Ï ÔÅÌÅÆÏÎÕ.6.1. ðÏÄÓÞ£Ô ÞÉÓÌÁ Ò£ÂÅÒï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ò£ÂÅÒ, ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÄÁÎÎÏÊ ×ÅÒ-ÛÉÎÙ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÅ�ÅÎØÀ ×ÅÒÛÉÎÙ. ÷ÅÒÛÉÎÁ ÇÒÁÆÁ, ÉÍÅÀÝÁÑÎÅÞ£ÔÎÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÞ£ÔÎÏÊ, Á Þ£ÔÎÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ |Þ£ÔÎÏÊ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ.÷ ÇÏÒÏÄÅ íÁÌÅÎØËÏÍ 15 ÔÅÌÅÆÏÎÏ×. íÏÖÎÏ ÌÉ ÉÈ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ�ÒÏ×ÏÄÁÍÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÙÊ ÔÅÌÅÆÏÎ ÂÙÌ ÓÏÅÄÉÎ£Î ÒÏ×ÎÏ Ó�ÑÔØÀ ÄÒÕÇÉÍÉ?òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÆ, ×ÅÒÛÉÎÙËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÔÅÌÅÆÏÎÁÍ, Á Ò£ÂÒÁ | ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÍ ÉÈ�ÒÏ×ÏÄÁÍ. ÷ ÜÔÏÍ ÇÒÁÆÅ 15 ×ÅÒÛÉÎ, ÓÔÅ�ÅÎØ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈÒÁ×ÎÁ 5. äÌÑ �ÏÄÓÞ£ÔÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á Ò£ÂÅÒ × ÜÔÏÍ ÇÒÁÆÅ ÓÎÁÞÁÌÁÓÌÏÖÉÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ ×ÓÅÈ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ÔÁËÏÍ �ÏÄÓÞ£ÔÅËÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ ÕÞÔÅÎÏ Ä×ÁÖÄÙ (ÏÎÏ ×ÅÄØ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ).ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ Ò£ÂÅÒ ÇÒÁÆÁ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÏ 15 · 5=2. îÏ ÜÔÏÞÉÓÌÏ ÎÅ�ÅÌÏÅ. úÎÁÞÉÔ, ÔÁËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÓÏÅÄÉÎÉÔØÔÅÌÅÆÏÎÙ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.ðÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ×ÙÑÓÎÅÎÏ, ËÁË �ÏÄÓÞÉÔÁÔØ ÞÉÓÌÏ Ò£-ÂÅÒ ÇÒÁÆÁ, ÚÎÁÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ ×ÓÅÈ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ: ÎÕÖÎÏ ÓÌÏÖÉÔØ ÓÔÅ�ÅÎÉ×ÅÒÛÉÎ É �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÎÁ 2.6.17.(10) ÷ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×Å 50 ÇÏÒÏÄÏ×, É ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ×ÙÈÏÄÉÔ 8 ÄÏ-ÒÏÇ. óËÏÌØËÏ ×ÓÅÇÏ ÄÏÒÏÇ × ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×Å?ðÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞ ÏÞÅÎØ �ÏÌÅÚÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. þÉÓÌÏ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÌÀÂÏÇÏ ÇÒÁÆÁ Þ£ÔÎÏ.6.18.(10) äÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 1.6.19.(5) ÷ ÔÕÒÎÉÒÅ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÕÞÁÓÔÉÅ 15 ÛÁÈÍÁÔÉÓÔÏ×. íÏÖÅÔÌÉ ÂÙÔØ, ÞÔÏÂÙ × ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÓÙÇÒÁÌ ÒÏ×ÎÏ7 �ÁÒÔÉÊ?6.20.(5) íÏÖÎÏ ÌÉ 1973 ÔÅÌÅÆÏÎÁ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÔÁË,ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÙÊ ÂÙÌ ÓÏÅÄÉÎ£Î Ó 1971 ÔÅÌÅÆÏÎÏÍ?6.21.(10) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË Ó ÎÅÞ£ÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÇÒÁ-ÎÅÊ, ×ÓÅ ÇÒÁÎÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ | ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ Ó ÎÅÞ£ÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍÓÔÏÒÏÎ?



60 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ6.22.(5) ÷ ÛËÏÌÅ 953 ÕÞÅÎÉËÁ. ïÄÎÉ ÉÚ ÎÉÈ ÚÎÁËÏÍÙ, ÄÒÕÇÉÅ ÎÅÚÎÁËÏÍÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ Õ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈÞÉÓÌÏ ÚÎÁËÏÍÙÈ ÓÒÅÄÉ ÕÞÅÎÉËÏ× ÜÔÏÊ ÛËÏÌÙ Þ£ÔÎÏ.6.23.(10) ÷ ËÌÁÓÓÅ 30 ÞÅÌÏ×ÅË. íÏÖÅÔ ÌÉ ÂÙÔØ ÔÁË, ÞÔÏ 9 ÉÚ ÎÉÈÉÍÅÀÔ �Ï 3 ÄÒÕÇÁ (× ÜÔÏÍ ËÌÁÓÓÅ), 11 | �Ï 4 ÄÒÕÇÁ, Á 10 | �Ï 5ÄÒÕÚÅÊ?6.24.(10) ÷ ÇÏÒÏÄÅ íÁÌÅÎØËÏÍ 15 ÔÅÌÅÆÏÎÏ×. íÏÖÎÏ ÌÉ ÉÈ ÓÏ-ÅÄÉÎÉÔØ �ÒÏ×ÏÄÁÍÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÏ 4 ÔÅÌÅÆÏÎÁ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏ-ÒÙÈ ÓÏÅÄÉÎ£Î Ó ÔÒÅÍÑ ÄÒÕÇÉÍÉ, 8 ÔÅÌÅÆÏÎÏ×, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈÓÏÅÄÉÎ£Î Ó ÛÅÓÔØÀ, É 3 ÔÅÌÅÆÏÎÁ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÅÄÉÎ£Î Ó�ÑÔØÀ ÄÒÕÇÉÍÉ?6.25.(10) õ ËÏÒÏÌÑ 19 ÂÁÒÏÎÏ×-×ÁÓÓÁÌÏ×. íÏÖÅÔ ÌÉ ÏËÁÚÁÔØÓÑÔÁË, ÞÔÏ Õ ËÁÖÄÏÇÏ ×ÁÓÓÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÒÏÎÓÔ×Á 1, 5 ÉÌÉ 9 ÓÏÓÅÄÎÉÈÂÁÒÏÎÓÔ×?6.26.(10) íÏÖÅÔ ÌÉ × ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×Å, × ËÏÔÏÒÏÍ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÇÏ-ÒÏÄÁ ×ÙÈÏÄÉÔ 3 ÄÏÒÏÇÉ, ÂÙÔØ ÒÏ×ÎÏ 100 ÄÏÒÏÇ?6.27.(10) äÖÏÎ, �ÒÉÅÈÁ× ÉÚ äÉÓÎÅÊÌÅÎÄÁ, ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÌ, ÞÔÏ ÔÁÍÎÁ ÚÁËÏÌÄÏ×ÁÎÎÏÍ ÏÚÅÒÅ ÅÓÔØ 7 ÏÓÔÒÏ×Ï×, Ó ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ×ÅÄÅÔ 1, 3 ÉÌÉ 5 ÍÏÓÔÏ×. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÔÉÈ ÍÏÓÔÏ×ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ×ÙÈÏÄÉÔ ÎÁ ÂÅÒÅÇ ÏÚÅÒÁ?6.28.(10) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÌÀÄÅÊ, ËÏÇÄÁ-ÌÉÂÏ ÖÉ×ÛÉÈ ÎÁúÅÍÌÅ É ÓÄÅÌÁ×ÛÉÈ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÕËÏ�ÏÖÁÔÉÊ, Þ£ÔÎÏ.6.29.(10) õ ÍÁÒÓÉÁÎ ÂÙ×ÁÅÔ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÕË. ïÄÎÁÖÄÙ×ÓÅ ÍÁÒÓÉÁÎÅ ×ÚÑÌÉÓØ ÚÁ ÒÕËÉ ÔÁË, ÞÔÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÒÕË ÎÅ ÏÓÔÁÌÏÓØ.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÍÁÒÓÉÁÎ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÕË, Þ£Ô-ÎÏ.6.30.(10) ÷ ÇÏÒÏÄÅ N ÏÔ ËÁÖÄÏÊ �ÌÏÝÁÄÉ ÏÔÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ 5 ÕÌÉ�,ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ �ÌÏÝÁÄÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ �ÌÏÝÁÄÅÊ Þ£ÔÎÏ, ÁÞÉÓÌÏ ÕÌÉ� ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 5.6.31.(10) ÷ ËÌÁÓÓÅ 27 ÞÅÌÏ×ÅË. ëÁÖÄÙÊ ÍÁÌØÞÉË ÄÒÕÖÉÔ Ó ÞÅ-ÔÙÒØÍÑ ÄÅ×ÏÞËÁÍÉ, Á ËÁÖÄÁÑ ÄÅ×ÏÞËÁ | Ó �ÑÔØÀ ÍÁÌØÞÉËÁÍÉ.óËÏÌØËÏ × ËÌÁÓÓÅ ÍÁÌØÞÉËÏ× É ÄÅ×ÏÞÅË?6.32.(10) 1997 ÇÏÒÏÄÏ× ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÄÏÒÏÇÁÍÉ ÔÁË, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏÇÏÒÏÄÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏÅÈÁÔØ ÄÏ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, Ó �ÅÒÅÓÁÄ-ËÁÍÉ). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÏ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ 1996 ÄÏÒÏÇ.6.33.(15) íÏÖÎÏ ÌÉ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ 9 ÏÔÒÅÚËÏ× ÔÁË,ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÙÊ �ÅÒÅÓÅËÁÌÓÑ ÒÏ×ÎÏ Ó ÔÒÅÍÑ ÄÒÕÇÉÍÉ?6.34.(15) ÷ ÛÁÈÍÁÔÎÏÍ ÔÕÒÎÉÒÅ × ÏÄÉÎ ËÒÕÇ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ 17 ÞÅÌÏ-×ÅË. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ÔÕÒÎÉÒÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÛÁÈÍÁÔÉÓÔ,ÓÙÇÒÁ×ÛÉÊ Ë ÜÔÏÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÁÒÔÉÊ (ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ,ÎÉ ÏÄÎÏÊ)?



6. çÒÁÆÙ 616.35.(15) õ �ÁÒÑ ç×ÉÄÏÎÁ ÂÙÌÏ 5 ÄÅÔÅÊ. éÚ ×ÓÅÈ ÅÇÏ �ÏÔÏÍËÏ×(ÄÅÔÅÊ, ×ÎÕËÏ×, �ÒÁ×ÎÕËÏ× É Ô. Ä.) 57 ÉÍÅÌÉ ÒÏ×ÎÏ ÔÒ£È ÓÙÎÏ×ÅÊ,Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÕÍÅÒÌÉ ÂÅÚÄÅÔÎÙÍÉ. óËÏÌØËÏ �ÏÔÏÍËÏ× ÂÙÌÏ Õ �ÁÒÑç×ÉÄÏÎÁ?6.36. ÷ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÒÁÎÅ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÇÏÒÏÄÁ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÌÉÂÏÁ×ÉÁÌÉÎÉÅÊ, ÌÉÂÏ ÖÅÌÅÚÎÏÊ ÄÏÒÏÇÏÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) (15) ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ×ÉÄ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÔ ÌÀÂÏ-ÇÏ ÇÏÒÏÄÁ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÄÏÂÒÁÔØÓÑ ÄÏ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ, �ÏÌØÚÕÑÓØÔÏÌØËÏ ÜÔÉÍ ×ÉÄÏÍ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÁ;Â) (15) ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ, ×ÙÂÒÁ× ÏÄÉÎ ÉÚ ×ÉÄÏ× ÔÒÁÎÓ�ÏÒ-ÔÁ, ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÒÁÔØÓÑ ÄÏ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÓÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÓÁÄËÏÊ (�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ×ÙÂÒÁÎÎÙÍ ×ÉÄÏÍÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÁ);×) (20) ËÁÖÄÙÊ ÇÏÒÏÄ ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÕËÁÚÁÎÎÙÍ × �. Â);Ç) (20) ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ×ÉÄ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÏÌØÚÕÑÓØÔÏÌØËÏ ÉÍ, ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÄÏÂÒÁÔØÓÑ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ × ÌÀÂÏÊ ÄÒÕ-ÇÏÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ Ó Ä×ÕÍÑ �ÅÒÅÓÁÄËÁÍÉ.6.37.(20) (íï 46) ÷ ÏÄÎÏÍ ÇÏÒÏÄÅ ÅÓÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ (ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏ-ÇÏ) Á×ÔÏÂÕÓÎÙÈ ÍÁÒÛÒÕÔÏ×. ðÒÉ ÜÔÏÍ: 1) ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÍÁÒÛÒÕÔÅÒÏ×ÎÏ ÔÒÉ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ; 2) Ó ËÁÖÄÏÇÏ ÍÁÒÛÒÕÔÁ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÖÎÏ�ÅÒÅÓÅÓÔØ, É �ÒÉ ÔÏÍ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏÓÔÁÎÏ×ËÅ; 3) Ó ËÁÖÄÏÊ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ÎÁËÁÖÄÕÀ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÅÈÁÔØ ÂÅÚ �ÅÒÅÓÁÄËÉ, É �ÒÉ ÔÏÍ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÉÍÍÁÒÛÒÕÔÏÍ. óËÏÌØËÏ Á×ÔÏÂÕÓÎÙÈ ÍÁÒÛÒÕÔÏ× × ÜÔÏÍ ÇÏÒÏÄÅ?6.38.(20) (íï 46) ÷ ÇÏÒÏÄÅ 57 Á×ÔÏÂÕÓÎÙÈ ÍÁÒÛÒÕÔÏ×. éÚ×ÅÓÔ-ÎÏ: 1) Ó ÌÀÂÏÊ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ ÍÏÖÎÏ �Ï�ÁÓÔØ ÂÅÚ�ÅÒÅÓÁÄËÉ. 2) äÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÙ ÍÁÒÛÒÕÔÏ× ÎÁÊÄÅÔÓÑ, É �ÒÉ ÔÏÍÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ, ÏÓÔÁÎÏ×ËÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÓÅÓÔØ Ó ÏÄÎÏÇÏ ÉÚÍÁÒÛÒÕÔÏ× ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ. 3) îÁ ËÁÖÄÏÍ ÍÁÒÛÒÕÔÅ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÔÒ£È ÏÓ-ÔÁÎÏ×ÏË. óËÏÌØËÏ ÏÓÔÁÎÏ×ÏË ÉÍÅÅÔ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ 57 ÍÁÒÛÒÕÔÏ×?6.39.(20) (íï 66) óÅÔØ ÍÅÔÒÏ ÉÍÅÅÔ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÌÉÎÉÉ ÎÅ ÍÅ-ÎÅÅ ÞÅÔÙÒ£È ÓÔÁÎ�ÉÊ, ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÔÒ£È �ÅÒÅÓÁÄÏÞÎÙÈ. îÉ ÎÁËÁËÏÊ �ÅÒÅÓÁÄÏÞÎÏÊ ÓÔÁÎ�ÉÉ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ ÌÉÎÉÊ.ëÁËÏÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÌÉÎÉÊ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÔÁËÁÑ ÓÅÔØ, ÅÓ-ÌÉ Ó ÌÀÂÏÊ ÓÔÁÎ�ÉÉ ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÍÏÖÎÏ �Ï�ÁÓÔØ, ÓÄÅÌÁ× ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ�ÅÒÅÓÁÄÏË?6.40.(20) (íï 96) æÕÔÂÏÌØÎÙÊ ÍÑÞ ÓÛÉÔ ÉÚ 32 ÌÏÓËÕÔÏ×: ÂÅ-ÌÙÈ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÏ× É Þ£ÒÎÙÈ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÏ×. ëÁÖÄÙÊ Þ£ÒÎÙÊÌÏÓËÕÔ ÇÒÁÎÉÞÉÔ ÔÏÌØËÏ Ó ÂÅÌÙÍÉ, Á ËÁÖÄÙÊ ÂÅÌÙÊ | Ó ÔÒÅÍÑÞ£ÒÎÙÍÉ É ÔÒÅÍÑ ÂÅÌÙÍÉ. óËÏÌØËÏ ÌÏÓËÕÔÏ× ÂÅÌÏÇÏ �×ÅÔÁ?6.41.(15) (íï 96) Á) 8 ÛËÏÌØÎÉËÏ× ÒÅÛÉÌÉ 8 ÚÁÄÁÞ. ëÁÖÄÕÀÚÁÄÁÞÕ ÒÅÛÉÌÉ 5 ÛËÏÌØÎÉËÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Á ÔÁËÉÈ



62 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉÕÞÅÎÉËÁ, ÞÔÏ ËÁÖÄÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÒÅÛÉÌ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ. Â) á ÅÓÌÉËÁÖÄÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÒÅÛÉÌÉ 4 ÕÞÅÎÉËÁ?6.42.(20) (óûá 81) ÷ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÒÁÎÅ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÇÏÒÏÄÁ Ó×Ñ-ÚÁÎÙ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÔÒ£È ×ÉÄÏ× ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÁ. îÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÏÒÏÄÁ,ÏÂÅÓ�ÅÞÅÎÎÏÇÏ ×ÓÅÍÉ ÔÒÅÍÑ ×ÉÄÁÍÉ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÁ, É × ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÒ£È ÇÏÒÏÄÏ×, ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ Ó×ÑÚÁÎÙ ÏÄ-ÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ. îÁÊÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÇÏÒÏÄÏ× × ÜÔÏÊ ÓÔÒÁÎÅ.6.43.(20) (÷ï 66) ÷ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÇÏÒÏÄÅ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÒ£È �ÅÒÅ-ËÒ£ÓÔËÏ× A, B É C ÅÓÔØ �ÕÔØ, ×ÅÄÕÝÉÊ ÉÚ A × B É ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÉÊÞÅÒÅÚ C. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ó ÌÀÂÏÇÏ �ÅÒÅËÒ£ÓÔËÁ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ×Å-ÄÕÔ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ä×Á ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÕÔÉ (�ÅÒÅËÒ£ÓÔÏË |ÍÅÓÔÏ, ÇÄÅ ÓÈÏÄÑÔÓÑ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ä×Å ÕÌÉ�Ù; × ÇÏÒÏÄÅ ÎÅ ÍÅÎØ-ÛÅ Ä×ÕÈ �ÅÒÅËÒ£ÓÔËÏ×).6.44.(20) (÷ï 69) ÷ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×Å ÓÉÓÔÅÍÁ Á×ÉÁÌÉÎÉÊ ÕÓÔÒÏÅÎÁÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÇÏÒÏÄ ÓÏÅÄÉÎ£Î Á×ÉÁÌÉÎÉÑÍÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅÞÅÍ Ó ÔÒÅÍÑ ÄÒÕÇÉÍÉ É ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ × ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÍÏÖÎÏ�ÒÏÅÈÁÔØ, ÓÄÅÌÁ× ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÓÁÄËÉ. ëÁËÏÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅÞÉÓÌÏ ÇÏÒÏÄÏ× ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ × ÜÔÏÍ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×Å?çÒÁÆ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ × ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ, ÞÁÓÔÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ × ËÁÞÅ-ÓÔ×Å �ÒÉÍÅÒÁ É ÉÍÅÅÔ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ �ÇÒÁÆ ðÅÔÅÒÓÅÎÁ�.6.45.(20) (÷ï 75) õÞÉÔÅÌØ ÔÁÎ�Å× ÈÏÞÅÔ ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ 10 ÍÁÌØÞÉ-ËÏ× É ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÅ×ÏÞÅË ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÒÑÄÏÍ Ó ËÁÖÄÙÍ ÍÁÌØÞÉËÏÍÓÔÏÑÌÉ ÍÁÌØÞÉË É ÄÅ×ÏÞËÁ É ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÏÇÏ ÏÔ ËÁÖÄÏÊ ÄÅ×ÏÞËÉ ÔÏ-ÖÅ ÓÔÏÑÌÉ ÍÁÌØÞÉË É ÄÅ×ÏÞËÁ. óËÏÌØËÏ ÄÅ×ÏÞÅË ÏÎ ÄÏÌÖÅÎ �ÒÉÇÌÁ-ÓÉÔØ?6.46.(20) (÷ï 80) îÁ ÂÅÒÅÇÕ ÂÏÌØÛÏÇÏ ËÒÕÇÌÏÇÏ ÏÚÅÒÁ ÒÁÓ�ÏÌÏ-ÖÅÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÎÁÓÅÌ£ÎÎÙÈ �ÕÎËÔÏ×. íÅÖÄÕ ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÉÚ ÎÉÈÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ ÔÅ�ÌÏÈÏÄÎÏÅ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ Ä×Á �ÕÎËÔÁÓ×ÑÚÁÎÙ ÒÅÊÓÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Ä×Á ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÚÁÎÉÍÉ �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ �ÕÎËÔÁ ÒÅÊÓÏÍ ÎÅ Ó×ÑÚÁÎÙ. äÏËÁÖÉ-ÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ �ÕÎËÔÁ × ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ �ÕÎËÔ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÒÁÔØÓÑÔÅ�ÌÏÈÏÄÏÍ, �ÒÉÞ£Í ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Ó Ä×ÕÍÑ �ÅÒÅÓÁÄËÁÍÉ.6.47.(20) (÷ï 86) ÷ ÏÄÎÏÍ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×Å ËÏÒÏÌØ ÈÏÞÅÔ �ÏÓÔÒÏ-ÉÔØ n ÇÏÒÏÄÏ× É n − 1 ÄÏÒÏÇ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÔÁË, ÞÔÏ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏÇÏÒÏÄÁ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ �ÒÏÅÈÁÔØ × ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ. (ëÁÖÄÁÑ ÄÏÒÏÇÁÓÏÅÄÉÎÑÅÔ Ä×Á ÇÏÒÏÄÁ, ÄÏÒÏÇÉ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ É ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅ-ÒÅÚ ÄÒÕÇÉÅ ÇÏÒÏÄÁ.) ëÏÒÏÌØ ÈÏÞÅÔ, ÞÔÏÂÙ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ�Ï ÓÅÔÉ ÄÏÒÏÇ ÍÅÖÄÕ �ÁÒÁÍÉ ÇÏÒÏÄÏ× ÒÁ×ÎÑÌÉÓØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎ-ÎÏ 1, 2, 3; : : : ; �(� − 1)=2 ËÍ. ÷ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉ ÜÔÏ, ÅÓÌÉ Á) n = 6;Â) n = 1986?



6. çÒÁÆÙ 636.48.(20) (÷ï 88) ÷ ÓÔÒÁÎÅ 21 ÇÏÒÏÄ. ëÁÖÄÁÑ ÉÚ Á×ÉÁËÏÍ�ÁÎÉÊ�Ï�ÁÒÎÏ Ó×ÑÚÙ×ÁÅÔ ÂÅÓ�ÏÓÁÄÏÞÎÙÍÉ Á×ÉÁÌÉÎÉÑÍÉ 5 ÇÏÒÏÄÏ× (�ÒÉÜÔÏÍ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÇÏÒÏÄÁÍÉ ÍÏÇÕÔ ÌÅÔÁÔØ ÓÁÍÏÌ£ÔÙ ÒÁÚÎÙÈ Á×ÉÁ-ËÏÍ�ÁÎÉÊ). ëÁÖÄÙÅ Ä×Á ÇÏÒÏÄÁ Ó×ÑÚÁÎÙ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÏÊÂÅÓ�ÏÓÁÄÏÞÎÏÊ ÌÉÎÉÅÊ. ðÒÉ ËÁËÏÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å Á×ÉÁ-ËÏÍ�ÁÎÉÊ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ?6.49.(20) (÷ï 92) ðÌÁÎ ÇÏÒÏÄÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ(n− 1), ÒÁÓÞÅÒÞÅÎÎÏÇÏ ÎÁ (n− 1)2 ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ×. îÕÖÎÏÏÔËÒÙÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ Á×ÔÏÂÕÓÎÙÈ (Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÈ) ÍÁÒÛÒÕÔÏ× ÔÁË,ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÙÊ ÍÁÒÛÒÕÔ ÉÍÅÌ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ É ÞÔÏÂÙ ÓÌÀÂÏÇÏ �ÅÒÅËÒ£ÓÔËÁ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ �ÒÏÅÈÁÔØ, ÓÄÅ-ÌÁ× ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÓÁÄËÉ. ëÁËÉÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÍÁÒÛ-ÒÕÔÏ× ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÊÔÉÓØ?6.50.(20) (÷ï 93) ÷ ÓÔÒÁÎÅ 1993 ÇÏÒÏÄÁ, É ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ×ÙÈÏ-ÄÉÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 93 ÄÏÒÏÇ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ ÍÏÖÎÏ�ÒÏÅÈÁÔØ �Ï ÄÏÒÏÇÅ × ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏÓÄÅÌÁÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ Ó 62 �ÅÒÅÓÁÄËÁÍÉ. äÏÒÏÇÁ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ÍÅÖÄÕÓÏÂÏÊ Ä×Á ÇÏÒÏÄÁ.6.51.(20) (÷ï 95) ÷ÓÅ ÓÔÏÒÏÎÙ É ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ 12-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁÓËÒÁÛÉ×ÁÀÔÓÑ × 12 �×ÅÔÏ× (ËÁÖÄÙÊ ÏÔÒÅÚÏË | ÏÄ-ÎÉÍ �×ÅÔÏÍ). óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÁÑ ÒÁÓËÒÁÓËÁ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÒ£È�×ÅÔÏ× ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÒÉ ×ÅÒÛÉÎÙ, �Ï�ÁÒÎÏ ÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÙÅ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊÏÔÒÅÚËÁÍÉ ÜÔÉÈ �×ÅÔÏ×?6.2. üÊÌÅÒÏ×Ù ÇÒÁÆÙï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. çÒÁÆ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ, ÎÅ ÏÔ-ÒÙ×ÁÑ ËÁÒÁÎÄÁÛÁ ÏÔ ÂÕÍÁÇÉ É �ÒÏ×ÏÄÑ ËÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ,ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÊÌÅÒÏ×ÙÍ. Á) Â)
òÉÓ. 6.8

6.52.(15) íÏÖÎÏ ÌÉ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØÇÒÁÆ, ÉÚÏÂÒÁÖ£ÎÎÙÊ Á) ÎÁ ÒÉÓÕÎ-ËÅ 6.8, Á; Â) ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 6.8, Â, ÎÅ ÏÔ-ÒÙ×ÁÑ ËÁÒÁÎÄÁÛ ÏÔ ÂÕÍÁÇÉ É �ÒÏ×ÏÄÑËÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ?éÚ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ ÜÊÌÅÒÏ× ÇÒÁÆ ÄÏÌÖÅÎ ÉÍÅÔØ ÎÅÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ. ÷�ÅÒ×ÙÅ ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ × Ó×Ñ-ÚÉ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ Ï Ë£ÎÉÇÓÂÅÒÇÓËÉÈ ÍÏÓÔÁÈ.6.53.(15) óÈÅÍÁ ÍÏÓÔÏ× ÇÏÒÏÄÁ ë£ÎÉÇÓÂÅÒÇÁ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÎÁÒÉÓ. 6.9. íÏÖÎÏ ÌÉ ÓÏ×ÅÒÛÉÔØ �ÒÏÇÕÌËÕ, �ÒÏÊÄÑ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÍÏ-ÓÔÕ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ?
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òÉÓ. 6.9
6.54.(15) éÍÅÅÔÓÑ ÇÒÕ��Á ÏÓÔÒÏ×Ï×, ÓÏ-ÅÄÉÎ£ÎÎÙÈ ÍÏÓÔÁÍÉ ÔÁË, ÞÔÏ ÏÔ ËÁÖÄÏÇÏÏÓÔÒÏ×Á ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÒÁÔØÓÑ ÄÏ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕ-ÇÏÇÏ. �ÕÒÉÓÔ ÏÂÏÛ£Ì ×ÓÅ ÏÓÔÒÏ×Á, �ÒÏÊ-ÄÑ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÍÏÓÔÕ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ.îÁ ÏÓÔÒÏ×Å �ÒÏÅËÒÁÔÎÏÍ ÏÎ �ÏÂÙ×ÁÌ ÔÒÉ-ÖÄÙ. óËÏÌØËÏ ÍÏÓÔÏ× ×ÅÄÅÔ Ó �ÒÏÅËÒÁÔÎÏ-ÇÏ, ÅÓÌÉ ÔÕÒÉÓÔ Á) ÎÅ Ó ÎÅÇÏ ÎÁÞÁÌ É ÎÅ ÎÁ ÎÅÍ ÚÁËÏÎÞÉÌ? Â) Ó ÎÅÇÏÎÁÞÁÌ, ÎÏ ÎÅ ÎÁ ÎÅÍ ÚÁËÏÎÞÉÌ? ×) Ó ÎÅÇÏ ÎÁÞÁÌ É ÎÁ ÎÅÍ ÚÁËÏÎÞÉÌ?

òÉÓ. 6.10
6.55.(15) èÕÌÉÇÁÎ ÷ÁÓÑ ÒÅÛÉÌ �ÒÏÇÕÌÑÔØÓÑ �Ï�ÁÒËÕ É ÅÇÏ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍ (ÓÍ. ÒÉÓ. 6.10), ÔÁË, ÞÔÏ-ÂÙ �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÅÒÅÌÅÚÔØ ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÙÊ ÚÁÂÏÒ ÒÏ×ÎÏÏÄÉÎ ÒÁÚ. óÍÏÖÅÔ ÌÉ ÏÎ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ?6.56.(15) Á) äÁÎ ËÕÓÏË �ÒÏ×ÏÌÏËÉ ÄÌÉÎÏÊ 120 ÓÍ.íÏÖÎÏ ÌÉ, ÎÅ ÌÏÍÁÑ �ÒÏ×ÏÌÏËÉ, ÉÚÇÏÔÏ×ÉÔØ ËÁÒËÁÓËÕÂÁ Ó ÒÅÂÒÏÍ 10 ÓÍ? Â) ëÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ�ÒÉÄ£ÔÓÑ ÌÏÍÁÔØ �ÒÏ×ÏÌÏËÕ, ÞÔÏÂÙ ÉÚÇÏÔÏ×ÉÔØ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ËÁÒËÁÓ?×) öÕË �ÏÌÚÁÅÔ �Ï Ò£ÂÒÁÍ ËÕÂÁ. óÍÏÖÅÔ ÌÉ ÏÎ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÏÂÏÊÔÉ ×ÓÅ 12 Ò£ÂÅÒ ËÕÂÁ, ÎÅ �ÒÏÊÄÑ Ä×ÁÖÄÙ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÅÂÒÕ?

1 2 34
56789 10

òÉÓ. 6.11

6.57.(15) îÁ ÒÉÓ. 6.11 | �ÌÁÎ �ÏÄ×ÁÌÁÉÚ 10 ËÏÍÎÁÔ. íÏÖÎÏ ÌÉ �ÒÏÊÔÉ ÞÅÒÅÚ ×ÓÅÄ×ÅÒÉ ×ÓÅÈ ËÏÍÎÁÔ, ÚÁ�ÉÒÁÑ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚÔÕ Ä×ÅÒØ, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÕÀ ÷Ù �ÒÏÈÏÄÉÔÅ? óËÁËÏÊ ËÏÍÎÁÔÙ ÎÁÄÏ ÎÁÞÉÎÁÔØ Ä×ÉÖÅÎÉÅ?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. çÒÁÆ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÓ×ÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÏ-ÇÕÔ ÂÙÔØ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ �ÕÔ£Í, Ô. Å. �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ Ò£ÂÅÒ, ËÁÖÄÏÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ × ËÏÎ�Å �ÒÅÄÙÄÕ-ÝÅÇÏ.6.58.(10) (óðï 74) ÷ ÓÔÒÁÎÅ óÅÍ£ÒËÁ 15 ÇÏÒÏÄÏ×, ËÁÖÄÙÊÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÅÄÉÎ£Î ÄÏÒÏÇÁÍÉ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÞÅÍ Ó ÓÅÍØÀ ÄÒÕÇÉÍÉ.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÒÁÔØÓÑ ÄÏ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕ-ÇÏÇÏ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, �ÒÏÅÚÖÁÑ ÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÉÅ ÇÏÒÏÄÁ), Ô. Å. ÇÒÁÆ ÄÏÒÏÇÓ×ÑÚÅÎ.6.59.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ Ó n ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ, ÓÔÅ�ÅÎØ ËÁÖÄÏÊÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÍÅÎÅÅ (n− 1)=2, Ó×ÑÚÅÎ.îÅÓ×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ËÕÓËÏ×�. üÔÉ �ËÕÓËÉ�ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÍÉ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ. ëÁÖÄÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÓ×ÑÚÎÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, ËÏÎÅÞÎÏ, Ó×ÑÚÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ,ÞÔÏ Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÕ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ.



6. çÒÁÆÙ 656.60.(10) ÷ �ÒÉÄÅ×ÑÔÏÍ �ÁÒÓÔ×Å ÌÉÛØ ÏÄÉÎ ×ÉÄ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÁ |ËÏ×£Ò-ÓÁÍÏÌ£Ô. éÚ ÓÔÏÌÉ�Ù ×ÙÈÏÄÉÔ 21 ËÏ×ÒÏÌÉÎÉÑ, ÉÚ ÇÏÒÏÄÁäÁÌØÎÉÊ | ÏÄÎÁ, Á ÉÚ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÇÏÒÏÄÏ× | �Ï 20. äÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÓÔÏÌÉ�Ù ÍÏÖÎÏ ÄÏÌÅÔÅÔØ × äÁÌØÎÉÊ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, Ó�ÅÒÅÓÁÄËÁÍÉ).6.61.(10) ÷ ÓÔÒÁÎÅ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ ×ÙÈÏÄÉÔ 100 ÄÏÒÏÇ É ÏÔÌÀÂÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÒÁÔØÓÑ ÄÏ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ. ïÄÎÕ ÄÏÒÏÇÕÚÁËÒÙÌÉ ÎÁ ÒÅÍÏÎÔ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ É ÔÅ�ÅÒØ ÏÔ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁÍÏÖÎÏ ÄÏÂÒÁÔØÓÑ ÄÏ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ.6.62.(15) (íï 68) ëÁË ÓÏÅÄÉÎÉÔØ 50 ÇÏÒÏÄÏ× ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÞÉ-ÓÌÏÍ Á×ÉÁÌÉÎÉÊ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ �Ï�ÁÓÔØ× ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ, ÓÄÅÌÁ× ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÓÁÄÏË?�Å�ÅÒØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. çÒÁÆ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÊÌÅÒÏ×ÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ ÏÎ Ó×ÑÚÅÎ É ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ.6.63.(20) äÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 2.

òÉÓ. 6.12

6.64.(20) (÷ï 83) íÏÖÎÏ ÌÉ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÒÅÛ£ÔËÕÎÁ ÒÉÓ. 6.12 Á) ÉÚ �ÑÔÉ ÌÏÍÁÎÙÈ ÄÌÉÎÙ 8; Â) ÉÚ ×ÏÓØ-ÍÉ ÌÏÍÁÎÙÈ ÄÌÉÎÙ 5? (äÌÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ ËÌÅÔÏË ÒÁ×-ÎÙ 1.)6.65.(15) îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎÏ 100 ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ,ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ Ó×ÑÚÎÕÀ (ÎÅ ÒÁÓ�ÁÄÁÀÝÕÀÓÑ ÎÁ ÞÁ-ÓÔÉ) ÆÉÇÕÒÕ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÕ ÆÉÇÕÒÕ ÍÏÖÎÏ ÎÁ-ÒÉÓÏ×ÁÔØ, ÎÅ ÏÔÒÙ×ÁÑ ËÁÒÁÎÄÁÛÁ ÏÔ ÂÕÍÁÇÉ É ÎÅ�ÒÏ×ÏÄÑ Ä×ÁÖÄÙ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÌÉÎÉÀ.6.66.(20) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó 2n ÎÅÞ£ÔÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉ-ÎÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ, ÏÔÏÒ×Á× ËÁÒÁÎÄÁÛ ÏÔ ÂÕÍÁÇÉ ÒÏ×ÎÏ n− 1ÒÁÚ É ÎÅ �ÒÏ×ÏÄÑ ÎÉËÁËÏÅ ÒÅÂÒÏ Ä×ÁÖÄÙ.6.67. íÏÖÎÏ ÌÉ, ÎÅ ÏÔÒÙ×ÁÑ ËÁÒÁÎÄÁÛ ÏÔ ÂÕÍÁÇÉ É ÎÅ �ÒÏ×ÏÄÑ�Ï ÏÄÎÏÊ ÌÉÎÉÉ Ä×ÁÖÄÙ, ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ: Á) (10) Ë×ÁÄÒÁÔ Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌÑ-ÍÉ; Â) (10) �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÍÉ?6.68.(15) (íï 94) �ÕÒÉÓÔ ÏÂÏÛ£Ì 6 ÕÌÉ� ÏÄÎÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ, �ÒÏÊ-ÄÑ ËÁÖÄÕÀ ÒÏ×ÎÏ Ä×Á ÒÁÚÁ, ÎÏ ÎÅ ÓÍÏÇ ÏÂÏÊÔÉ ÉÈ, �ÒÏÊÄÑ ËÁÖÄÕÀ�Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ. íÏÇÌÏ ÌÉ ÔÁË ÂÙÔØ, ÅÓÌÉ Á) ÕÌÉ�Ù ÍÏÇÕÔ ÏËÁÎÞÉ-×ÁÔØÓÑ ÔÕ�ÉËÏÍ; Â) ËÏÎÅ� ËÁÖÄÏÊ ÕÌÉ�Ù | �ÅÒÅËÒ£ÓÔÏË?6.69.(20) (íï 94) ÷ÓÅ ÇÏÒÏÄÁ ÓÔÒÁÎÙ, ËÒÏÍÅ ÓÔÏÌÉ�Ù, ÒÁÓ�Ï-ÌÏÖÅÎÙ ×ÄÏÌØ ÛÏÓÓÅ. éÚ ÓÔÏÌÉ�Ù × ËÁÖÄÙÊ ÇÏÒÏÄ ×ÅÄÅÔ �ÒÑÍÁÑÄÏÒÏÇÁ. ä×Å ËÏÍ�ÁÎÉÉ ÈÏÔÑÔ �ÒÉ×ÁÔÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÄÏÒÏÇÉ É ÕÞÁÓÔËÉÛÏÓÓÅ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÁÑ ËÏÍ�ÁÎÉÑ ÍÏÇÌÁ �ÒÏÅÈÁÔØ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏ-ÒÏÄÁ × ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÔÏÌØËÏ �Ï Ó×ÏÉÍ ÄÏÒÏÇÁÍ. óÍÏÇÕÔ ÌÉ ÏÎÉ ÜÔÏÓÄÅÌÁÔØ �ÒÉ ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ ÞÉÓÌÅ ÇÏÒÏÄÏ×, ÂÏÌØÛÅÍ ÏÄÎÏÇÏ?



66 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ6.70.(20) (íï 95) ò£ÂÒÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÒÅÛ£ÔËÉÒÁÓËÒÁÛÅÎÙ × Ä×Á �×ÅÔÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Å ÓËÏÌØ ÕÇÏÄ-ÎÏ ÄÁÌ£ËÉÅ ÔÏÞËÉ, ÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÙÅ ÏÄÎÏ�×ÅÔÎÙÍ �ÕÔ£Í.6.71.(20) (íï 99) òÁÓËÒÁÓËÁ ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÁ-×ÉÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ×ÅÒÛÉÎÙ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ ÎÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ. îÅËÏ-ÔÏÒÙÊ ÇÒÁÆ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ ÒÁÓËÒÁÛÅÎ × k �×ÅÔÏ×, �ÒÉÞ£Í ÅÇÏ ÎÅÌØÚÑ�ÒÁ×ÉÌØÎÏ ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ × ÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ �×ÅÔÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÜÔÏÍ ÇÒÁÆÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÕÔØ, ×ÄÏÌØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉ-ÎÙ ×ÓÅÈ k �×ÅÔÏ× ÒÏ×ÎÏ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ.6.3. äÅÒÅ×ØÑï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. ãÉËÌÏÍ × ÇÒÁÆÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ �ÕÔØ,ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÉÊ Ä×ÁÖÄÙ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ×ÅÒÛÉÎÕ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. äÅÒÅ×ÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ, ÎÅ ÉÍÅ-ÀÝÉÊ �ÉËÌÏ×.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÄÅÒÅ×Å ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, �ÅÒÅÄ×ÉÇÁÑÓØ �Ï Ò£ÂÒÁÍÉ ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÅÂÒÕ Ä×Á ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ÒÁÚ, ×ÅÒÎÕÔØÓÑ × ÉÓ-ÈÏÄÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ. üÔÏÔ ÆÁËÔ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÒÁÚ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎ �ÒÉ ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Å ÄÒÕÇÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÄÅÒÅ×ØÅ×. ðÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ Ó×ÏÊÓÔ× ÄÅÒÅ×ØÅ×�ÏÌÅÚÎÏ ××ÅÓÔÉ Ä×Á ÎÏ×ÙÈ �ÏÎÑÔÉÑ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7. ðÒÏÓÔÙÍ �ÕÔ£Í ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÕÔØ, × ËÏÔÏÒÏÍÎÉËÁËÏÅ ÒÅÂÒÏ ÎÅ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ Ä×ÁÖÄÙ. ÷ÉÓÑÞÅÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÎÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ ÒÅÂÒÏ.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÏÅÄÉÎÅ-ÎÙ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÉÍ �ÒÏÓÔÙÍ �ÕÔ£Í, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÒÅ×ÏÍ.òÅÛÅÎÉÅ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó×ÑÚÅÎ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ,ÞÔÏ × ÎÅÍ ÅÓÔØ �ÉËÌ. �ÏÇÄÁ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ ÜÔÏÇÏ �ÉËÌÁ ÓÏ-ÅÄÉÎÅÎÙ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ä×ÕÍÑ �ÒÏÓÔÙÍÉ �ÕÔÑÍÉ. ðÏÌÕÞÉÌÉ �ÒÏ-ÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ, ÚÎÁÞÉÔ, ÎÁÛÅ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ.÷ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.6.72.(15) ÷ ÄÅÒÅ×Å ÌÀÂÙÅ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÉÍ�ÒÏÓÔÙÍ �ÕÔ£Í.éÔÁË, ÄÁÄÉÍ ÄÒÕÇÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÅÒÅ×Á, ËÏÔÏÒÙÍ ÉÎÏÇÄÁ ÕÄÏÂ-ÎÏ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6′. äÅÒÅ×Ï | ÜÔÏ ÇÒÁÆ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÌÀÂÙÅ Ä×Å×ÅÒÛÉÎÙ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÉÍ �ÒÏÓÔÙÍ �ÕÔ£Í.ìÅÍÍÁ (ï ×ÉÓÑÞÅÊ ×ÅÒÛÉÎÅ). ÷ ÄÅÒÅ×Å ÅÓÔØ ×ÉÓÑÞÁÑ ×ÅÒÛÉ-ÎÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ ÄÅÒÅ×ÁÉ �ÏÊÄÅÍ �Ï ÌÀÂÏÍÕ ×ÙÈÏÄÑÝÅÍÕ ÉÚ ÎÅ£ ÒÅÂÒÕ × ÄÒÕÇÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ.



6. çÒÁÆÙ 67åÓÌÉ ÉÚ ÎÏ×ÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÂÏÌØÛÅ Ò£ÂÅÒ ÎÅ ×ÙÈÏÄÉÔ, ÔÏ ÍÙ ÏÓÔÁÅÍ-ÓÑ × ÎÅÊ, Á × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÄ£Í �Ï ÌÀÂÏÍÕ ÄÒÕÇÏÍÕ ÒÅÂÒÕÄÁÌØÛÅ. ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ �ÕÔÅÛÅÓÔ×ÉÉ ÍÙ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÓÍÏÖÅÍ�Ï�ÁÓÔØ × ×ÅÒÛÉÎÕ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÕÖÅ �ÏÂÙ×ÁÌÉ: ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÌÏ ÂÙ ÎÁ-ÌÉÞÉÅ �ÉËÌÁ. �ÁË ËÁË Õ ÇÒÁÆÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ, ÔÏ ÎÁÛÅ �Õ-ÔÅÛÅÓÔ×ÉÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÄÏÌÖÎÏ ÚÁËÏÎÞÉÔØÓÑ. îÏ ÚÁËÏÎÞÉÔØÓÑ ÏÎÏÍÏÖÅÔ ÔÏÌØËÏ × ×ÉÓÑÞÅÊ ×ÅÒÛÉÎÅ.6.73.(15) ÷ ÇÒÁÆÅ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÍÅÀÔ ÓÔÅ�ÅÎØ 3. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ × ÎÅÍ ÅÓÔØ �ÉËÌ.6.74.(10) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÕÄÁÌÅÎÉÉ ÌÀÂÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ÉÚ ÄÅÒÅ×ÁÏÎÏ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÅÓ×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ.úÁÄÁÞÉ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÁÆÏ× ÍÏÖÎÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË × �ÉÇÒÏ×ÏÍ�×ÉÄÅ, ÔÁË É ÎÁ ÑÚÙËÅ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÁÆÏ×.6.75.(10) Á) ("ÉÇÒÏ×ÏÊ ×ÉÄ\) ÷ ÓÔÒÁÎÅ äÒÅ×ÌÑÎÄÉÑ n ÇÏÒÏÄÏ× ÉÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÄÏÒÏÇÁÍÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÇÏ-ÒÏÄÁ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ �ÕÔØ. óËÏÌØËÏ × ÜÔÏÊ ÓÔÒÁÎÅ ÄÏÒÏÇ?Â) (÷ï 61) n ÔÏÞÅË ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ ÔÁË, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÔÏÞ-ËÉ Ó×ÑÚÙ×ÁÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ �Å�ÏÞËÁ ÏÔÒÅÚËÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÝÅÅÞÉÓÌÏ ÏÔÒÅÚËÏ× ÒÁ×ÎÏ n− 1.òÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ | ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÞÁÓÔÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÏÊÔÅÏÒÅÍÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. ÷ ÄÅÒÅ×Å ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ ÎÁ ÏÄÎÕ ÂÏÌØÛÅ ÞÉÓÌÁ Ò£-ÂÅÒ.÷ÅÒÎÏÅ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÎÁÍÎÏÇÏ ÒÅÖÅ).6.76.(10) ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÏ Ò£ÂÅÒ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�ÕÍÅÎØÛÅ ÞÉÓÌÁ ×ÅÒÛÉÎ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÒÅ×ÏÍ.6.77.(15) ÷ÏÌÅÊÂÏÌØÎÁÑ ÓÅÔËÁ | �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË 50 × 600 ËÌÅ-ÔÏË. ëÁËÏÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒ£×ÏÞÅË ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÒÅÚÁÔØ, ÞÔÏÂÙÓÅÔËÁ ÎÅ ÒÁÓ�ÁÌÁÓØ?6.78.(15) ÷ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÒÁÎÅ 30 ÇÏÒÏÄÏ×, �ÒÉÞ£Í ËÁÖÄÙÊ ÓÏ-ÅÄÉÎ£Î Ó ËÁÖÄÙÍ ÄÏÒÏÇÏÊ. ëÁËÏÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÄÏÒÏÇ ÍÏÖÎÏÚÁËÒÙÔØ ÎÁ ÒÅÍÏÎÔ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ�ÒÏÅÈÁÔØ × ËÁÖÄÙÊ?6.79.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ Ó×ÑÚÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÍÏÖÎÏ ÕÄÁÌÉÔØ×ÅÒÛÉÎÕ ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ×ÙÈÏÄÑÝÉÍÉ ÉÚ ÎÅ£ Ò£ÂÒÁÍÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙÏÎ ÏÓÔÁÌÓÑ Ó×ÑÚÎÙÍ.6.80.(20) ÷ ÓÔÒÁÎÅ 100 ÇÏÒÏÄÏ×, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÅÄÉ-ÎÅÎÙ Á×ÉÁÌÉÎÉÑÍÉ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÔ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏ-ÌÅÔÅÔØ ÄÏ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, Ó �ÅÒÅÓÁÄËÁÍÉ). äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÂÙ×ÁÔØ × ËÁÖÄÏÍ ÇÏÒÏÄÅ, ÓÏ×ÅÒÛÉ× ÎÅ ÂÏÌÅÅ Á) 198 �Å-ÒÅÌ£ÔÏ×; Â) 196 �ÅÒÅÌ£ÔÏ×.



68 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ6.81.(15) ë×ÁÄÒÁÔ 8 × 8 ×ÙÌÏÖÉÌÉ ÉÚ Ó�ÉÞÅË. ëÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØ-ÛÅÅ ÞÉÓÌÏ Ó�ÉÞÅË ÎÁÄÏ ÕÂÒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ Ó ÌÀÂÏÇÏ �ÏÌÑ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ�ÒÏÊÔÉ ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÄÒÕÇÏÅ, ÎÅ �ÅÒÅ�ÒÙÇÉ×ÁÑ ÞÅÒÅÚ Ó�ÉÞËÉ?6.82.(20) òÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÄÅÒÅ×Á ÎÁÚÏ×ÅÍÄÌÉÎÕ �ÒÏÓÔÏÇÏ �ÕÔÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ ÉÈ; Á ÕÄÁÌ£ÎÎÏÓÔØÀ ×ÅÒÛÉÎÙÄÅÒÅ×Á | ÓÕÍÍÕ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ ÎÅ£ ÄÏ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÄÅÒÅ×Å, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ Ó ÕÄÁÌ£ÎÎÏ-ÓÔÑÍÉ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÍÉÓÑ ÎÁ 1, ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ.6.83.(20) äÉÍÁ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÌ ÎÁ ÄÏÓËÅ 7 ÇÒÁÆÏ×, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏ-ÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÒÅ×ÏÍ Ó 6 ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈÅÓÔØ Ä×Á ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ.6.84.(20) (íåï 91) äÁÎ Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ G Ó k Ò£ÂÒÁÍÉ. äÏËÁÖÉ-ÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ Ò£ÂÒÁ ×ÓÅÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ 1, 2; : : : ; k ÔÁË,ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ Ò£ÂÒÁÍÉ ÎÅÍÅÎÅÅ ÞÅÍ Ó Ä×ÕÍÑ ÄÒÕÇÉÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ, ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÙÍÉ�ÏÍÅÞÅÎÙ ÜÔÉ Ò£ÂÒÁ, ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ, ÂÏÌØÛÅÇÏ 1.6.85.(15) (÷ï 99) ÷ ÓÔÒÁÎÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÇÏÒÏÄÏ×, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÁÒÙÇÏÒÏÄÏ× ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÂÅÓ�ÏÓÁÄÏÞÎÙÍÉ ÒÅÊÓÁÍÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ N Á×ÉÁËÏÍ-�ÁÎÉÊ, �ÒÉÞ£Í ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ ÅÓÔØ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÅÊÓÕ ËÁÖÄÏÊÉÚ Á×ÉÁËÏÍ�ÁÎÉÊ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏÌÅÔÅÔØÄÏ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, Ó �ÅÒÅÓÁÄËÁÍÉ). éÚ-ÚÁ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÇÏËÒÉÚÉÓÁ ÂÙÌ ÚÁËÒÙÔ N − 1 ÒÅÊÓ, ÎÏ ÎÉ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ Á×ÉÁËÏÍ�ÁÎÉÊÎÅ ÚÁËÒÙÌÉ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÊÓÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÉÚÌÀÂÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏÌÅÔÅÔØ ÄÏ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ.6.86.(20) (÷ï 00) ÷ ÓÔÒÁÎÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÇÏÒÏÄÏ×, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÁÒÙÇÏÒÏÄÏ× ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÄÏÒÏÇÁÍÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ ×ÙÈÏ-ÄÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÔÒÉ ÄÏÒÏÇÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÊÍÁÒÛÒÕÔ, ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3.
6.4. ðÌÏÓËÉÅ ÇÒÁÆÙ É ÔÅÏÒÅÍÁ üÊÌÅÒÁï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8. çÒÁÆ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏ-ÂÙ ÅÇÏ Ò£ÂÒÁ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÌÉÓØ ÎÉÇÄÅ, ËÒÏÍÅ ×ÅÒÛÉÎ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ�ÌÏÓËÉÍ ÉÌÉ �ÌÁÎÁÒÎÙÍ.çÒÁÆ, ÉÚÏÂÒÁÖ£ÎÎÙÊ ÎÁ ÒÉÓ. 6.13 | �ÌÏÓËÉÊ (ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁ-ÒÉÓÏ×ÁÔØ ÔÁË, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 6.14), Á ÎÁ ÒÉÓ. 6.15 | ÎÅ�ÌÏÓËÉÊ (ÜÔÏÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÎÉÖÅ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎÎÙÊ�ÌÏÓËÉÊ ÇÒÁÆ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÎÁ ËÕÓËÉ (ÇÒÁÎÉ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍÞÉÓÌÏ ÜÔÉÈ ËÕÓËÏ× ÞÅÒÅÚ F , ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ | ÞÅÒÅÚ V É ÞÉ-ÓÌÏ Ò£ÂÅÒ | ÞÅÒÅÚ å. �ÁË, ÄÌÑ ÇÒÁÆÁ, ÉÚÏÂÒÁÖ£ÎÎÏÇÏ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ
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òÉÓ. 6.13 òÉÓ. 6.14 òÉÓ. 6.156.14, �ÏÌÕÞÁÅÍ V = 4, E = 6, F = 4 (×ÎÅÛÎÉÊ ËÕÓÏË �ÌÏÓËÏÓÔÉÔÏÖÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ).�ÅÏÒÅÍÁ 4 (üÊÌÅÒÁ). äÌÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎÎÏÇÏ Ó×ÑÚÎÏÇÏ�ÌÏÓËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏV −E + F = 2:(åÇÏ ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÆÏÒÍÕÌÏÊ üÊÌÅÒÁ.)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ×ÔÏÒÉÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÏÅ�ÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞÉ Ï ×ÏÌÅÊÂÏÌØÎÏÊ ÓÅÔËÅ: ÂÕÄÅÍ ÕÄÁÌÑÔØ Ò£ÂÒÁÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ÎÅ �ÏÌÕÞÉÍ ÄÅÒÅ×Ï. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË �ÒÉ ÕÄÁÌÅÎÉÉÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ÉÚÍÅÎÑÀÔÓÑ ×ÅÌÉÞÉÎÙ V , E É F . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ×ÅÒÛÉÎ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ, Á ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ò£ÂÅÒ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ ÎÁ 1. þÉ-ÓÌÏ ËÕÓËÏ× ÔÁËÖÅ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ ÎÁ 1, ÔÁË ËÁË �ÒÉ ÕÄÁÌÅÎÉÉ ÒÅÂÒÁÄ×Á �ÒÉÍÙËÁÀÝÉÈ Ë ÎÅÍÕ ËÕÓËÁ ÓÌÉ×ÁÀÔÓÑ × ÏÄÉÎ.ðÏÜÔÏÍÕ V − E + F �ÒÉ ÔÁËÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ (ÉÎ-×ÁÒÉÁÎÔ!). �ÁË ËÁË ÄÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á V − E = 1 É F = 1,ÔÏ V − E + F = 2, É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÔÁËÖÅ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.6.87.(10) ÷ ÓÔÒÁÎÅ ïÚ£ÒÎÁÑ 7 ÏÚ£Ò, ÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÙÈ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ10 ËÁÎÁÌÁÍÉ, �ÒÉÞ£Í ÏÔ ÌÀÂÏÇÏ ÏÚÅÒÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏ�ÌÙÔØ ÄÏ ÌÀÂÏÇÏÄÒÕÇÏÇÏ. óËÏÌØËÏ × ÜÔÏÊ ÓÔÒÁÎÅ ÏÓÔÒÏ×Ï×?6.88.(15) ÷ Ë×ÁÄÒÁÔÅ ÏÔÍÅÔÉÌÉ 20 ÔÏÞÅË É ÓÏÅÄÉÎÉÌÉ ÉÈ ÎÅ�Å-ÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ É Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁÔÁË, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔ ÒÁÚÂÉÌÓÑ ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ. óËÏÌØËÏ �ÏÌÕÞÉÌÏÓØÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×?6.89.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÌÏÓËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ×ÅÒÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï2å > 3F .óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÚÁÄÁÞÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑÍÉ ÔÅÏ-ÒÅÍÙ üÊÌÅÒÁ.6.90. Á) (10) äÌÑ �ÌÏÓËÏÇÏ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï å 6 3V − 6. Â) (10) äÌÑ �ÌÏÓËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÉÎÅÓ×ÑÚÎÏÇÏ) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï å 6 3V − 6.äÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÎÅ�ÌÏÓËÉÅ ÇÒÁÆÙ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ ÎÁ ÒÉÓ. 6.15 ÎÅ�ÌÏÓËÉÊ.



70 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ6.91.(10) çÒÁÆ, ÉÍÅÀÝÉÊ 5 ×ÅÒÛÉÎ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÅÄÉ-ÎÅÎÁ ÒÅÂÒÏÍ Ó ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ, ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÌÏÓËÉÍ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9. çÒÁÆ, ËÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÅÄÉÎÅÎÁÒÅÂÒÏÍ Ó ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÎÙÍ.

òÉÓ. 6.16
îÁ ÒÉÓ. 6.15 É 6.16 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ �ÏÌÎÙÅ ÇÒÁÆÙÓ 5 É 6 ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ. éÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÚÁÄÁÞÉ 6.91 ÓÌÅ-ÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÏÌÎÙÊ ÇÒÁÆ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Ó 4 ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÎÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÌÏÓËÉÍ.6.92.(15) (íï 84) Á) ëÁÖÄÙÅ Ä×Å ÉÚ 6 ü÷í ÓÏ-ÅÄÉÎÅÎÙ �ÒÏ×ÏÄÏÍ. íÏÖÎÏ ÌÉ ×ÓÅ ÜÔÉ �ÒÏ×ÏÄÁ ÒÁÓ-ËÒÁÓÉÔØ × �ÑÔØ �×ÅÔÏ× ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ü÷í×ÙÈÏÄÉÌÉ �ÑÔØ �ÒÏ×ÏÄÏ× ÒÁÚÎÏÇÏ �×ÅÔÁ?Â) ëÁÖÄÙÅ Ä×Å ÉÚ 15 ü÷í ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ �ÒÏ×ÏÄÏÍ. íÏÖÎÏ ÌÉ ×ÓÅÜÔÉ �ÒÏ×ÏÄÁ ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ × ÏÄÉÎ ÉÚ 14 �×ÅÔÏ× ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÉÚ ËÁÖÄÏÊü÷í ×ÙÈÏÄÉÌÏ 14 �ÒÏ×ÏÄÏ× ÒÁÚÎÏÇÏ �×ÅÔÁ?6.93.(10) íÏÖÎÏ ÌÉ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÒÉ ÄÏÍÁ, ×ÙÒÙÔØ ÔÒÉ ËÏÌÏÄ�ÁÉ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÔÒÏ�ÉÎËÁÍÉ ËÁÖÄÙÊ ÄÏÍ Ó ËÁÖÄÙÍ ËÏÌÏÄ�ÅÍ ÔÁË,ÞÔÏÂÙ ÔÒÏ�ÉÎËÉ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÌÉÓØ?çÒÁÆ ÉÚ 6.93 ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÉÎÏÇÄÁ ÇÒÁÆÏÍ ÔÉ�Á �ÄÏÍÉËÉ | ËÏÌÏÄ-�Ù�. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ�ÅÏÒÅÍÁ (ðÏÎÔÒÑÇÉÎÁ{ëÕÒÁÔÏ×ÓËÏÇÏ). çÒÁÆ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÌÏÓËÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ (× ÔÏ�Ï-ÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ) ÇÒÁÆÁ Ó ÛÅÓÔØÀ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÔÉ�Á �ÄÏÍÉËÉ |ËÏÌÏÄ�Ù� É �ÏÌÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ Ó �ÑÔØÀ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9. çÒÁÆ �1 ÓÏÄÅÒÖÉÔ �2 × ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÓÍÙ-ÓÌÅ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÇÒÁÆÁ �1 ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ �2 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÔÁ-ËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ: ÕÄÁÌÅÎÉÅ ÒÅÂÒÁ, ÕÄÁÌÅÎÉÅ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙÉ ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÅ ÒÅÂÒÁ (�ÒÉ ÜÔÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ V É U , ÓÏ-ÅÄÉÎ£ÎÎÙÅ ÒÅÂÒÏÍ, ÓÌÉ×ÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÕ, Á Ò£ÂÒÁ, ÛÅÄÛÉÅ Ë U É V ,ÚÁÍÅÎÑÀÔÓÑ ÎÁ Ò£ÂÒÁ, ÉÄÕÝÉÅ Ë ÜÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ).úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÔÌÉÞÉÅ ÜÔÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÔ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÏÇÏ ×ÜÔÏÊ ËÎÉÇÅ (ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÇÏ) ÌÅÇËÏ Õ×ÉÄÅÔØ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ �ÒÉÍÅ-ÒÅ. åÓÌÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÇÒÁÆÅ ÎÁ ÒÉÓ. 6.15 ÏÄÎÏ ÉÚ Ò£ÂÅÒ ÒÁÚÂÉÔØÎÁ Ä×Á (�ÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÑ×ÉÔÓÑ ÎÏ×ÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ), �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÎÅÂÕÄÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ (× ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ) ÇÒÁÆÁ Ó ÒÉÓ. 6.15, ÎÏÂÕÄÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÅÇÏ × ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ.6.94.(20) îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ �ÌÏÓËÉÊ ÇÒÁÆ, ÉÍÅÀÝÉÊ 6 ×ÅÒÛÉÎ, ÓÔÅ-�ÅÎØ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ Á) 3; Â) 4.6.95.(20) îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ �ÌÏÓËÉÊ ÇÒÁÆ, ÉÍÅÀÝÉÊ 8 ×ÅÒÛÉÎ, ÓÔÅ-�ÅÎØ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÎÁ 4.



6. çÒÁÆÙ 716.96.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ, ÉÍÅÀÝÉÊ 10 ×ÅÒÛÉÎ, ÓÔÅ�ÅÎØËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ 5, ÎÅ�ÌÏÓËÉÊ.ó �ÏÍÏÝØÀ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á å 6 3V −6 ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅÔÒÉ ÉÚÑÝÎÙÈ ÆÁËÔÁ.6.97.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × �ÌÏÓËÏÍ ÇÒÁÆÅ ÅÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÁ, ÓÔÅ-�ÅÎØ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 5.6.98.(15) ëÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ �ÏÌÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ Ó 11 ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ �ÏËÒÁ-ÛÅÎÏ × ÏÄÉÎ ÉÚ Ä×ÕÈ �×ÅÔÏ×: ËÒÁÓÎÙÊ ÉÌÉ ÓÉÎÉÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÌÉÂÏ �ËÒÁÓÎÙÊ�, ÌÉÂÏ �ÓÉÎÉÊ� ÇÒÁÆ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÌÏÓËÉÍ.6.99.(20) óÅÍÉÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚÂÉÔ ÎÁ ×Ù�ÕËÌÙÅ �ÑÔÉ- É ÛÅÓÔÉ-ÕÇÏÌØÎÉËÉ ÔÁË, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÏÊ �ÏËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉ-ÓÌÏ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 13.äÌÑ �ÌÏÓËÉÈ ÇÒÁÆÏ× ×ÅÒÅÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ:�ÅÏÒÅÍÁ (÷ÁÇÎÅÒ, æÁÒÉ, ûÔÅÊÎ). ðÌÏÓËÉÊ ÇÒÁÆ ÍÏÖÎÏ ÉÚÏ-ÂÒÁÚÉÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÅÇÏ Ò£ÂÒÁ ÂÙÌÉ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ.
6.5. ïÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÇÒÁÆÙï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10. çÒÁÆ, ÎÁ Ò£ÂÒÁÈ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙÓÔÒÅÌËÉ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ.6.100.(10) äÉÍÁ, �ÒÉÅÈÁ× ÉÚ ÷ÒÕÎÌÑÎÄÉÉ, ÒÁÓÓËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÔÁËÅÓÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÚ£Ò, ÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÙÈ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÒÅËÁÍÉ. éÚ ËÁÖÄÏ-ÇÏ ÏÚÅÒÁ ×ÙÔÅËÁÀÔ ÔÒÉ ÒÅËÉ É × ËÁÖÄÏÅ ÏÚÅÒÏ ×�ÁÄÁÀÔ ÞÅÔÙÒÅÒÅËÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÏÛÉÂÁÅÔÓÑ.6.101.(15) ÷ ÓÔÒÁÎÅ ÅÓÔØ ÓÔÏÌÉ�Á É ÅÝ£ 100 ÇÏÒÏÄÏ×. îÅËÏÔÏ-ÒÙÅ ÇÏÒÏÄÁ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÓÔÏÌÉ�Á) ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÄÏÒÏÇÁÍÉ Ó ÏÄÎÏ-ÓÔÏÒÏÎÎÉÍ Ä×ÉÖÅÎÉÅÍ. éÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÓÔÏÌÉÞÎÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ ×ÙÈÏÄÉÔ20 ÄÏÒÏÇ, É × ËÁÖÄÙÊ ÔÁËÏÊ ÇÏÒÏÄ ×ÈÏÄÉÔ 21 ÄÏÒÏÇÁ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ × ÓÔÏÌÉ�Õ ÎÅÌØÚÑ �ÒÏÅÈÁÔØ ÎÉ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ.6.102.(10) ÷ ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÁÎÅ ËÁÖÄÙÊ ÇÏÒÏÄ ÓÏÅÄÉÎ£Î Ó ËÁÖÄÙÍÄÏÒÏÇÏÊ. óÕÍÁÓÛÅÄÛÉÊ ËÏÒÏÌØ ÈÏÞÅÔ ××ÅÓÔÉ ÎÁ ÄÏÒÏÇÁÈ ÏÄÎÏÓÔÏ-ÒÏÎÎÅÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ, ×ÙÅÈÁ× ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ, × ÎÅÇÏÎÅÌØÚÑ ÂÙÌÏ ×ÅÒÎÕÔØÓÑ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÔÁË ÓÄÅÌÁÔØ?6.103.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ Ò£ÂÒÁÈ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÍÏÖÎÏ ÔÁËÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ ÓÔÒÅÌËÉ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÄÏ-ÂÒÁÔØÓÑ �Ï ÓÔÒÅÌËÁÍ ÄÏ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ.6.104.(10) ÷Ù�ÉÛÉÔÅ × ÒÑÄ �ÉÆÒÙ ÏÔ 1 ÄÏ 9 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÌÀÂÏÅÞÉÓÌÏ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÅ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ �ÉÆÒ, ÄÅÌÉÌÏÓØ ÌÉÂÏ ÎÁ 7,ÌÉÂÏ ÎÁ 13.



72 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ6.105.(15) çÏÒÏÄ úÕÒÂÁÇÁÎ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ËÏÌØ�Å×ÏÊ ÄÏÒÏÇÏÊ. ÷ÓÅÕÌÉ�Ù ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ É ËÏÎÞÁÀÔÓÑ ÎÁ ÜÔÏÊ ÄÏÒÏÇÅ É ÎÉËÁËÉÅ Ä×Å ÕÌÉ-�Ù ÎÅ ÉÍÅÀÔ Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ. þÁÓÔÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÕÌÉ-�Ù ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔ ÇÏÒÏÄ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÍÉËÒÏÒÁÊÏÎÁÍÉ. ÷ ÇÏÒÏÄÅ ××ÅÌÉÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ �Ï ×ÓÅÍ ÕÌÉ�ÁÍ É ËÏÌØ�Å×ÏÊ ÄÏÒÏÇÅ. äÏ-ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÍÉËÒÏÒÁÊÏÎ ÍÏÖÎÏ ÏÂßÅÈÁÔØ ×ÏËÒÕÇ, ÎÅÎÁÒÕÛÉ× �ÒÁ×ÉÌ Ä×ÉÖÅÎÉÑ.6.106.(15) ÷ çÉ��Ï�ÏÔÁÍÉÉ ÇÏÒÏÄÁ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÄÏÒÏÇÁÍÉ Ó ÏÄÎÏ-ÓÔÏÒÏÎÎÉÍ Ä×ÉÖÅÎÉÅÍ, �ÒÉÞ£Í ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ ×ÙÈÏÄÉÔ ÓÔÏÌØ-ËÏ ÖÅ ÄÏÒÏÇ, ÓËÏÌØËÏ × ÎÅÇÏ �ÒÉÈÏÄÉÔ, É ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ ÍÏÖÎÏÄÏÂÒÁÔØÓÑ ÄÏ ÄÒÕÇÏÇÏ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÂßÅÈÁÔØ ×ÓÅ ÇÏÒÏÄÁ,�ÒÏÅÚÖÁÑ �Ï ËÁÖÄÏÊ ÄÏÒÏÇÅ ÒÏ×ÎÏ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ.6.107.(15) ÷ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×Å 101 ÇÏÒÏÄ. Á) ëÁÖÄÙÊ ÇÏÒÏÄ ÓÏÅÄÉÎ£ÎÓ ËÁÖÄÙÍ ÄÏÒÏÇÏÊ Ó ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÍ Ä×ÉÖÅÎÉÅÍ, �ÒÉÞ£Í × ËÁÖÄÙÊÇÏÒÏÄ ×ÈÏÄÉÔ É ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ ×ÙÈÏÄÉÔ 50 ÄÏÒÏÇ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏÅÈÁÔØ × ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ, �ÒÏÅÈÁ× ÎÅÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ �Ï Ä×ÕÍ ÄÏÒÏÇÁÍ. Â) îÅËÏÔÏÒÙÅ ÇÏÒÏÄÁ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÄÏÒÏ-ÇÁÍÉ Ó ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÍ Ä×ÉÖÅÎÉÅÍ, �ÒÉÞ£Í × ËÁÖÄÙÊ ÇÏÒÏÄ ×ÈÏÄÉÔ40 ÄÏÒÏÇ É ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ ×ÙÈÏÄÉÔ 40 ÄÏÒÏÇ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÒÁÔØÓÑ ÄÏ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ, �ÒÏÅÈÁ× ÎÅÂÏÌÅÅ ÞÅÍ �Ï ÔÒ£Í ÄÏÒÏÇÁÍ.6.108.(15) îÁ�ÉÓÁÎÏ 1997-ÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ëÁÖÄÏÅ Ä×ÕÚÎÁÞÎÏÅÞÉÓÌÏ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÅ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ �ÉÆÒÁÍÉ, ÄÅÌÉÔÓÑ ÌÉÂÏ ÎÁ 17, ÌÉÂÏÎÁ 23. ðÏÓÌÅÄÎÑÑ �ÉÆÒÁ ÞÉÓÌÁ | 1. ëÁËÏ×Á �ÅÒ×ÁÑ?6.109.(20) ÷ ÓÔÒÁÎÅ ïÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ ÎÁ ÄÏÒÏÇÁÈ ××ÅÄÅÎÏ ÏÄÎÏÓÔÏ-ÒÏÎÎÅÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ, �ÒÉÞ£Í ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ × ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÍÏÖÎÏÄÏÂÒÁÔØÓÑ, �ÒÏÅÈÁ× ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ �Ï Ä×ÕÍ ÄÏÒÏÇÁÍ. ïÄÎÕ ÄÏÒÏÇÕÚÁËÒÙÌÉ ÎÁ ÒÅÍÏÎÔ ÔÁË, ÞÔÏ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÍÏÖ-ÎÏ ÄÏÂÒÁÔØÓÑ ÄÏ ËÁÖÄÏÇÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÇÏÒÏÄÏ×ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, �ÒÏÅÈÁ× ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ �Ï ÔÒ£Í ÄÏÒÏÇÁÍ.6.110.(20) ÷ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÒÁÎÅ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÇÏÒÏÄÁÍÉÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÖÅÌÅÚÎÏÄÏÒÏÖÎÏÅ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ, ÎÏ ÔÏÌØËÏ× ÏÄÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÇÏÒÏÄ, ×ËÏÔÏÒÙÊ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ ÍÏÖÎÏ �Ï�ÁÓÔØ, �ÒÏÅÚÖÁÑ ÎÅÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÞÅÒÅÚ ÏÄÉÎ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÊ ÇÏÒÏÄ.äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈ ÚÁÄÁÞ �ÏÌÅÚÎÏ ×Ó�ÏÍÎÉÔØ �ÏÎÑÔÉÅÜÊÌÅÒÏ×Á ÇÒÁÆÁ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÜÊÌÅÒÏ×Ï-ÓÔÉ.6.111.(15) ÷ Ó×ÑÚÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ Þ£ÔÎÙ. äÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ Ò£ÂÒÁÈ ÇÒÁÆÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ ÓÔÒÅÌËÉ ÔÁË, ÞÔÏ-ÂÙ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ×Ù�ÏÌÎÑÌÉÓØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ: 1. ä×ÉÇÁÑÓØ �Ï



6. çÒÁÆÙ 73ÓÔÒÅÌËÁÍ, ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÒÁÔØÓÑ ÏÔ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÄÏ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ.2. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÞÉÓÌÁ ×ÈÏÄÑÝÉÈ É ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ Ò£ÂÅÒ ÒÁ×-ÎÙ.6.112.(15) îÁ Ò£ÂÒÁÈ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÓÔÒÅÌËÉ ÔÁË,ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÞÉÓÌÁ ×ÈÏÄÑÝÉÈ É ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ Ò£ÂÅÒ ÒÁ×-ÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ä×ÉÇÁÑÓØ �Ï ÓÔÒÅÌËÁÍ, ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÒÁÔØÓÑ ÏÔ ÌÀ-ÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÄÏ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ.òÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ �ÉËÌÁ ÌÅÇËÏ ÏÆÏÒÍÌÑÀÔÓÑ �ÒÉ �Ï-ÍÏÝÉ ÍÅÔÏÄÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕË�ÉÉ.÷ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÒÁÎÅ ËÁÖÄÙÊ ÇÏÒÏÄ ÓÏÅÄÉÎ£Î Ó ËÁÖÄÙÍ ÄÏÒÏ-ÇÏÊ Ó ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÍ Ä×ÉÖÅÎÉÅÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÇÏ-ÒÏÄ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÒÁÔØÓÑ × ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ.òÅÛÅÎÉÅ. éÎÄÕË�ÉÑ �Ï ÞÉÓÌÕ ÇÏÒÏÄÏ×. âÁÚÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. äÌÑ ÄÏ-ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÉÎÄÕË�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÕÄÁÌÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÏÄÉÎ ÉÚ ÇÏ-ÒÏÄÏ×. ÷ ÓÉÌÕ ÉÎÄÕË�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÅÓÔØ ÇÏÒÏÄ A Ó ÔÒÅ-ÂÕÅÍÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ. ÷Ó�ÏÍÎÉÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÒÏ ÕÄÁÌ£ÎÎÙÊ ÇÏÒÏÄ. åÓÌÉ× ÎÅÇÏ ×ÅÄÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÄÏÒÏÇÁ, ÔÏ ÇÏÒÏÄ A | ÉÓËÏÍÙÊ. ÷ �ÒÏ-ÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÁÍ ÕÄÁÌ£ÎÎÙÊ ÇÏÒÏÄ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÍÕÓ×ÏÊÓÔ×Õ.6.113.(10) ÷ ÏÄÎÏÍ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×Å 100 ÇÏÒÏÄÏ× É ËÁÖÄÙÊ ÓÏ-ÅÄÉÎ£Î Ó ËÁÖÄÙÍ ÄÏÒÏÇÏÊ Ó ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÍ Ä×ÉÖÅÎÉÅÍ. äÏËÁÖÉ-ÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÍÅÎÑÔØ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÄÏÒÏÇÅÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÔ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÄÏÅÈÁÔØ ÄÏ ÌÀÂÏÇÏÄÒÕÇÏÇÏ.6.114.(15) îÁ ÇÒÁÆÅ, ËÏÔÏÒÙÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÒÅ×ÏÍ, ËÁËÉÍ-ÔÏÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÓÔÒÅÌËÉ. òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÞÉ-ÓÌÏ ÒÁÚ �ÒÏÄÅÌÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ: ÅÓÌÉ × ËÁËÏÊ-ÔÏ ÔÏÞËÅÎÅÔ ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÎÅ£ ÓÔÒÅÌÏË, Á ×ÓÅ ÓÔÒÅÌËÉ × ÎÅ£ ×ÈÏÄÑÔ, ÔÏÍÏÖÎÏ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÓÔÒÅÌÏË ÎÁ ÏÂÒÁÔÎÏÅ. îÁ-�ÒÉÍÅÒ, ← · → ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÄÅÌÁÔØ × → · ←. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÉÍÉÏ�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ ÍÏÖÎÏ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÓÔÒÅÌÏË ÎÁ ÌÀÂÏÅÎÁ�ÅÒ£Ä ÚÁÄÁÎÎÏÅ.6.115.(20) (÷ï 73) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ n ÔÏÞÅË(n > 4) ÓÔÒÅÌËÁÍÉ ÔÁË, ÞÔÏ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ × ËÁÖÄÕÀ ÍÏÖÎÏÂÙÌÏ �Ï�ÁÓÔØ, �ÒÏÊÄÑ ÌÉÂÏ �Ï ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ, ÌÉÂÏ �Ï Ä×ÕÍ (ËÁ-ÖÄÙÅ Ä×Å ÔÏÞËÉ ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÓÔÒÅÌËÏÊ ÔÏÌØËÏ × ÏÄÎÏÍ ÎÁ-�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ; ÉÄÔÉ �Ï ÓÔÒÅÌËÅ ÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ × ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ÎÁ ÎÅÊÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ).ðÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÚÁÄÁÞ ÕÄÏÂÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÇÒÁÆ, ÉÚÏ-ÂÒÁÚÉ× ËÏÍÁÎÄÙ × ×ÉÄÅ ×ÅÒÛÉÎ, Á ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÇÒÙ × ×ÉÄÅ ÓÔÒÅÌËÉ,ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÏÔ �ÏÂÅÄÉÔÅÌÑ Ë �ÏÂÅÖÄ£ÎÎÏÍÕ.



74 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ6.116.(15) îÅÓËÏÌØËÏ ËÏÍÁÎÄ ÓÙÇÒÁÌÉ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ËÒÕÇÏ×ÏÊÔÕÒÎÉÒ. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÏÍÁÎÄÁ á ÓÉÌØÎÅÅ ËÏÍÁÎÄÙ B, ÅÓ-ÌÉ ÌÉÂÏ A ×ÙÉÇÒÁÌÁ Õ B, ÌÉÂÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÏÍÁÎÄÁ C ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ A×ÙÉÇÒÁÌÁ Õ C, Á C | Õ B. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ËÏÍÁÎÄÁ, ËÏÔÏ-ÒÁÑ ÓÉÌØÎÅÅ ×ÓÅÈ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍÁÎÄÁ, ×ÙÉÇÒÁ×ÛÁÑ ÔÕÒÎÉÒ,ÓÉÌØÎÅÅ ×ÓÅÈ.6.117.(20) 20 ËÏÍÁÎÄ ÓÙÇÒÁÌÉ ËÒÕÇÏ×ÏÊ ÔÕÒÎÉÒ �Ï ×ÏÌÅÊÂÏÌÕ.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍÁÎÄÙ ÍÏÖÎÏ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ 20ÔÁË, ÞÔÏ 1-Ñ ËÏÍÁÎÄÁ ×ÙÉÇÒÁÌÁ Õ 2-Ê, 2-Ñ | Õ 3-Ê, . . . , 19-Ñ | Õ20-Ê.6.118.(20) (íï 70) ëÁËÉÅ-ÔÏ Ä×Å ËÏÍÁÎÄÙ ÎÁÂÒÁÌÉ × ËÒÕÇÏ-×ÏÍ ×ÏÌÅÊÂÏÌØÎÏÍ ÔÕÒÎÉÒÅ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÞËÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ËÏÍÁÎÄÙ A, B É C ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ A ×ÙÉÇÒÁÌÁ Õ B, B×ÙÉÇÒÁÌÁ Õ C, Á C ×ÙÉÇÒÁÌÁ Õ A.6.6. úÎÁËÏÍÓÔ×Á, ÔÅÏÒÉÑ òÁÍÓÅÑ6.119.(10) ÷ ËÕ�Å �ÏÅÚÄÁ ÅÈÁÌÉ ÞÅÔÙÒÅ ÞÅÌÏ×ÅËÁ. óÒÅÄÉ ÎÉÈ ÎÅÂÙÌÏ ÔÒÏÉÈ, �ÒÅÖÄÅ ÚÎÁËÏÍÙÈ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ, ÎÏ ÏÄÉÎ ÂÙÌ ÚÎÁËÏÍÓ ÔÒÅÍÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÔÒÉ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ �ÁÓÓÁÖÉÒÁÎÅ ÂÙÌÉ ÚÎÁËÏÍÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ.6.120.(10) ÷ ã×ÅÔÏÞÎÏÍ ÇÏÒÏÄÅ ËÁÖÄÙÊ ËÏÒÏÔÙÛËÁ ÚÎÁËÏÍ Ó6 ÍÁÌÙÛËÁÍÉ, Á ËÁÖÄÁÑ ÍÁÌÙÛËÁ | Ó 6 ËÏÒÏÔÙÛËÁÍÉ. äÏËÁÖÉ-ÔÅ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÇÏÒÏÄÅ ÞÉÓÌÏ ÍÁÌÙÛÅË ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ËÏÒÏÔÙÛÅË.6.121.(10) îÁ ÔÕÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÍ ÓÌ£ÔÅ ×ÙÑÓÎÉÌÏÓØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊÀÎÏÛÁ ÚÎÁËÏÍ Ó 8 ÄÅ×ÕÛËÁÍÉ, Á ËÁÖÄÁÑ ÄÅ×ÕÛËÁ ÚÎÁËÏÍÁ Ó 6 ÀÎÏ-ÛÁÍÉ. ëÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ ÎÁ ÓÌ£ÔÅ: ÀÎÏÛÅÊ ÉÌÉ ÄÅ×ÕÛÅË?6.122.(10) ÷Ï ×ÒÅÍÑ ÂÁÌÁ ËÁÖÄÙÊ ÀÎÏÛÁ ÔÁÎ�Å×ÁÌ Ó ÄÅ×ÕÛËÏÊÌÉÂÏ ÂÏÌÅÅ ËÒÁÓÉ×ÏÊ, ÌÉÂÏ ÂÏÌÅÅ ÕÍÎÏÊ, ÞÅÍ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÔÁÎ�Å, ÁÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ | Ó ÄÅ×ÕÛËÏÊ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÂÏÌÅÅ ËÒÁÓÉ×ÏÊ É ÂÏÌÅÅÕÍÎÏÊ. íÏÇÌÏ ÌÉ ÔÁËÏÅ ÂÙÔØ? (àÎÏÛÅÊ É ÄÅ×ÕÛÅË ÎÁ ÂÁÌÕ ÂÙÌÏ�ÏÒÏ×ÎÕ.)6.123.(15) ïÄÎÁÖÄÙ ÄÒÕÚØÑ ÏÂÍÅÎÉ×ÁÌÉÓØ ÒÕËÏ�ÏÖÁÔÉÑÍÉ. ÷ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÌÀÂÙÈ ÞÅÔÙÒ£È ÉÚ ÎÉÈÉÍÅÅÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÞÅÌÏ×ÅË, ËÏÔÏÒÙÊ ÕÓ�ÅÌ �ÏÖÁÔØ ÒÕËÉ ÔÒ£ÍÄÒÕÇÉÍ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÒÕÚØÑÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÔÒ£ÈÒÕËÏ�ÏÖÁÔÉÊ.6.124.(15) îÁ ÓÔÏÌÅ ÌÅÖÁÔ ÖÕÒÎÁÌÙ. ëÁÖÄÙÊ �ÏÓÅÔÉÔÅÌØ �ÒÏ-ÓÍÏÔÒÅÌ Ä×Á ÖÕÒÎÁÌÁ; ËÁÖÄÙÊ ÖÕÒÎÁÌ �ÒÏÓÍÏÔÒÅÌÉ ÔÒÉ ÞÅÌÏ×ÅËÁ;ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÙ ÖÕÒÎÁÌÏ× ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ �ÏÓÅÔÉÔÅÌØ, ËÏÔÏÒÙÊÉÈ �ÒÏÓÍÏÔÒÅÌ. óËÏÌØËÏ ÖÕÒÎÁÌÏ× É �ÏÓÅÔÉÔÅÌÅÊ?



6. çÒÁÆÙ 756.125.(15) ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÒÁÊÏÎÏ× ÇÏÒÏÄÁ ÉÍÅÅÔ ÎÁ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊÓÔÁÎ�ÉÉ 4 ÔÅÌÅÆÏÎÎÙÈ Á��ÁÒÁÔÁ. ëÁÖÄÙÊ Á��ÁÒÁÔ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ÌÉ-ÎÉÉ Ä×ÕÈ ÒÁÊÏÎÏ×. ëÁÖÄÁÑ �ÁÒÁ ÒÁÊÏÎÏ× ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÓÏÅÄÉ-ÎÑÀÝÉÊ ÉÈ Á��ÁÒÁÔ. óËÏÌØËÏ × ÇÏÒÏÄÅ ÒÁÊÏÎÏ× É ÓËÏÌØËÏ ÔÅÌÅÆÏÎ-ÎÙÈ Á��ÁÒÁÔÏ×?6.126.(15) ëÁÖÄÙÊ ÓÏÔÒÕÄÎÉË ÆÉÒÍÙ ×Ù�ÉÓÙ×ÁÅÔ Ä×Å ÇÁÚÅÔÙ,ËÁÖÄÕÀ ÇÁÚÅÔÕ ×Ù�ÉÓÙ×ÁÅÔ �ÑÔØ ÞÅÌÏ×ÅË É ËÁÖÄÕÀ �ÁÒÕ ÇÁÚÅÔ ×Ù-�ÉÓÙ×ÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÞÅÌÏ×ÅË. óËÏÌØËÏ ÞÅÌÏ×ÅË × ÆÉÒÍÅ É ÓËÏÌØËÏÏÎÉ ×Ù�ÉÓÙ×ÁÀÔ ÇÁÚÅÔ?6.127.(20) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ 102 ÕÞÅÎÉËÏ× ÏÄÎÏÊ ÛËÏÌÙ,ÚÎÁËÏÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ Ó 68 ÄÒÕÇÉÍÉ, ÎÉÈ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÞÅÔ×ÅÒÏ, ÉÍÅÀÝÉÅÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÎÁËÏÍÙÈ.6.128.(15) (íï 51) 20 ÛËÏÌØÎÉËÁÍ ÂÙÌÉ ÚÁÄÁÎÙ 20 ÚÁÄÁÞ. ïËÁ-ÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÛËÏÌØÎÉË ÒÅÛÉÌ Ä×Å ÚÁÄÁÞÉ É ËÁÖÄÁÑ ÚÁÄÁÞÁÒÅÛÅÎÁ Ä×ÕÍÑ ÛËÏÌØÎÉËÁÍÉ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÂÏÒ ÚÁÄÁÞ ÍÏÖÎÏÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÙÊ ÛËÏÌØÎÉË ÒÁÓÓËÁÚÁÌ ÏÄÎÕ ÉÚ ÒÅ-Û£ÎÎÙÈ ÉÍ ÚÁÄÁÞ É ×ÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÂÙÌÉ ÒÁÚÏÂÒÁÎÙ.6.129.(20) (íï 60) óÏÂÒÁÌÏÓØ n ÞÅÌÏ×ÅË. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ ÚÎÁ-ËÏÍÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, �ÒÉÞ£Í ËÁÖÄÙÅ Ä×ÏÅ ÎÅÚÎÁËÏÍÙÈ ÉÍÅÀÔ ÒÏ×ÎÏÄ×ÏÉÈ ÏÂÝÉÈ ÚÎÁËÏÍÙÈ, Á ËÁÖÄÙÅ Ä×ÏÅ ÚÎÁËÏÍÙÈ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈÚÎÁËÏÍÙÈ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÚÎÁËÏÍ ÓÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÞÅÌÏ×ÅË.6.130.(20) (íï 64) îÁ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ 50 ÕÞ£ÎÙÈ,ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÎÁËÏÍ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ó 25 ÕÞÁÓÔÎÉËÁÍÉËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÞÅÔ×ÅÒÏ ÉÚ ÎÉÈ, ËÏÔÏÒÙÈÍÏÖÎÏ ÕÓÁÄÉÔØ ÚÁ ËÒÕÇÌÙÊ ÓÔÏÌ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÙÊ ÓÉÄÅÌ ÒÑÄÏÍÓÏ ÚÎÁËÏÍÙÍÉ ÅÍÕ ÌÀÄØÍÉ.6.131.(20) (íï 72) îÁ ËÏÎÇÒÅÓÓ �ÒÉÅÈÁÌÏ 1000 ÄÅÌÅÇÁÔÏ× ÉÚÒÁÚÎÙÈ ÓÔÒÁÎ. ìÀÂÙÅ ÔÒÏÅ ÍÏÇÕÔ ÒÁÚÇÏ×ÁÒÉ×ÁÔØ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÂÅÚ�ÏÍÏÝÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅÈ ÄÅÌÅÇÁÔÏ× ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÅÌÉÔØ× 500 ËÏÍÎÁÔÁÈ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ × ËÁÖÄÏÊ ËÏÍÎÁÔÅ ÂÙÌÏ Ä×Á ÄÅÌÅÇÁÔÁ,ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ �ÏÇÏ×ÏÒÉÔØ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ.6.132.(20) (íï 74) îÁ ËÏÎÇÒÅÓÓ ÓÏÂÒÁÌÉÓØ ÕÞ£ÎÙÅ, ÓÒÅÄÉ ËÏÔÏ-ÒÙÈ ÅÓÔØ ÄÒÕÚØÑ. ìÀÂÙÅ Ä×ÏÅ ÉÚ ÕÞ£ÎÙÈ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÎÁ ËÏÎÇÒÅÓ-ÓÅ ÒÁ×ÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÄÒÕÚÅÊ, ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ÄÒÕÚÅÊ. äÏËÁÚÁÔØ,ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÕÞ£ÎÙÊ, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏÇÏ ÄÒÕÇÁ ÉÚ ÞÉÓÌÁÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ËÏÎÇÒÅÓÓÁ.6.133.(20) (íï 78) ÷ �ÏÓ£ÌËÅ ÖÉ×ÕÔ 100 ÖÉÔÅÌØÎÉ�. õ ËÁ-ÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÉÍÅÅÔÓÑ 3 ÚÎÁËÏÍÙÈ. 1 ÑÎ×ÁÒÑ ÏÄÎÁ ÕÚÎÁÌÁ ÎÏ×ÏÓÔØÉ ÓÏÏÂÝÉÌÁ ÔÒ£Í Ó×ÏÉÍ ÚÎÁËÏÍÙÍ, 2 ÑÎ×ÁÒÑ ÔÅ ÓÏÏÂÝÉÌÉ ÎÏ-×ÏÓÔØ ×ÓÅÍ Ó×ÏÉÍ ÚÎÁËÏÍÙÍ É Ô. Ä. íÏÖÅÔ ÌÉ ÓÌÕÞÉÔØÓÑ ÔÁË,



76 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉÞÔÏ 5 ÍÁÒÔÁ ÅÝ£ ÎÅ ×ÓÅ ÖÉÔÅÌØÎÉ�Ù ÂÕÄÕÔ ÚÎÁÔØ ÜÔÕ ÎÏ×ÏÓÔØ, Á19 ÍÁÒÔÁ | ×ÓÅ?6.134.(20) (íï 85) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÊ ÇÒÕ��Å ÉÚ 12 ÞÅÌÏ-×ÅË ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ Ä×ÕÈ, Á ÓÒÅÄÉ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ 10 ÞÅÌÏ×ÅË ÅÝ£ �ÑÔØÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÌ ÕÓÌÏ×ÉÀ: ÌÉÂÏ ÏÎ ÚÎÁËÏÍÓ ÏÂÏÉÍÉ ×ÙÂÒÁÎÎÙÍÉ × ÎÁÞÁÌÅ, ÌÉÂÏ ÎÅ ÚÎÁËÏÍ ÎÉ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÎÉÈ.6.135.(20) (íï 95) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ 50 ÞÅÌÏ×ÅË ÏÂÑÚÁÔÅÌØ-ÎÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×ÏÅ Ó Þ£ÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÏÂÝÉÈ ÚÎÁËÏÍÙÈ.6.136.(20) (÷ÅÎÇÒÉÑ 59) �ÒÏÅ ÂÒÁÔØÅ× × ÏÄÉÎ ÄÅÎØ ÎÁ×ÅÓÔÉÌÉÂÏÌØÎÏÇÏ ÄÒÕÇÁ, É × ÔÏÔ ÖÅ ÄÅÎØ ÅÍÕ ÎÁÎÅÓÌÉ ×ÉÚÉÔ Ö£ÎÙ ×ÓÅÈÂÒÁÔØÅ×. îÉËÔÏ ÉÚ �ÏÓÅÔÉÔÅÌÅÊ ÎÅ ÚÁÈÏÄÉÌ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÁ. ëÁ-ÖÄÙÊ ÉÚ ÔÒ£È ÂÒÁÔØÅ× ×ÓÔÒÅÔÉÌÓÑ × ÄÏÍÅ ÂÏÌØÎÏÇÏ ÄÒÕÇÁ Ó Ä×ÕÍÑÓ×ÏÉÍÉ ÎÅ×ÅÓÔËÁÍÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÔÏ-ÔÏ ÉÚ ÂÒÁÔØÅ× ×ÓÔÒÅÔÉÌÓÑ× ÄÏÍÅ Ó×ÏÅÇÏ ÄÒÕÇÁ ÔÁËÖÅ É ÓÏ Ó×ÏÅÊ ÖÅÎÏÊ.6.137.(15) (÷ÅÎÇÒÉÑ 60) ÷ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ËÒÕÖËÅ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ100 ÛËÏÌØÎÉËÏ×. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÌÀÂÙÈ ÞÅÔÙÒ£È ÕÞÁÓÔÎÉËÏ×ËÒÕÖËÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ �Ï ÍÅÎØÛÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÉÎ, ÚÎÁËÏÍÙÊ Ó ÏÓÔÁÌØÎÙ-ÍÉ ÔÒÅÍÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÕÞÁÓÔÎÉË, ÚÎÁËÏÍÙÊ ÓÏ ×ÓÅÍÉ99 ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ ÕÞÁÓÔÎÉËÁÍÉ. ëÁËÏ×Ï ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛËÏÌØ-ÎÉËÏ×, ÚÎÁËÏÍÙÈ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ 99 ÕÞÁÓÔÎÉËÁÍÉ?6.138.(20) (âÏÌÇÁÒÉÑ 78) ÷ ËÏÍ�ÁÎÉÉ ÉÚ 5 ÞÅÌÏ×ÅË ÓÒÅÄÉ ÌÀ-ÂÙÈ ÔÒÏÉÈ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×ÏÅ ÚÎÁËÏÍÙÈ É Ä×ÏÅ, ÎÅÚÎÁËÏÍÙÈ ÄÒÕÇ ÓÄÒÕÇÏÍ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÁÎÉÀ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÁÄÉÔØ ÚÁ ËÒÕÇÌÙÍÓÔÏÌÏÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �Ï ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÅÌÏ×ÅËÁ ÓÉÄÅÌÉÅÇÏ ÚÎÁËÏÍÙÅ.6.139.(20) (óûá 78) 9 ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ÎÁ ËÏÎÇÒÅÓÓÅ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌÉ,ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÌÀÂÙÈ ÔÒ£È ÉÚ ÎÉÈ �Ï ÍÅÎØÛÅÊ ÍÅÒÅ Ä×ÏÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ ÎÁÏÄÎÏÍ ÑÚÙËÅ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ËÁÖÄÙÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË ÍÏÖÅÔ ÇÏ×ÏÒÉÔØ ÎÅÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ ÔÒ£È ÑÚÙËÁÈ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÔÒÏÅ ÉÚ ÎÉÈÇÏ×ÏÒÑÔ ÎÁ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÑÚÙËÅ.6.140.(20) Á) (áÎÇÌÉÑ 80) ÷ ËÏÍÎÁÔÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ 10 ÞÅÌÏ×ÅË, �ÒÉ-Þ£Í ÓÒÅÄÉ ÌÀÂÙÈ ÔÒ£È ÉÚ ÎÉÈ ÅÓÔØ Ä×ÏÅ, ÚÎÁËÏÍÙÅ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÞÅÔÙÒÅ ÞÅÌÏ×ÅËÁ, ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈÚÎÁËÏÍÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ. Â) (ðÏÌØÛÁ 77) á ÅÓÌÉ ×ÍÅÓÔÏ 10 ÞÅÌÏ-×ÅË | 9?6.141.(20) (÷ï 69) ÷ ÒÏÚÙÇÒÙÛÅ �ÅÒ×ÅÎÓÔ×Á ÓÔÒÁÎÙ �Ï ÆÕÔ-ÂÏÌÕ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ 20 ËÏÍÁÎÄ. ëÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÉÇÒ ÄÏÌÖÎÏÂÙÔØ ÓÙÇÒÁÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÒÅÄÉ ÌÀÂÙÈ ÔÒ£È ËÏÍÁÎÄ ÎÁÛÌÉÓØ Ä×Å, ÕÖÅÓÙÇÒÁ×ÛÉÅ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ?6.142.(20) (÷ï 73) îÕÖÎÏ ÔÁË �ÏÚÎÁËÏÍÉÔØ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÎÅËÏ-ÔÏÒÙÈ ÉÚ N ÞÅÌÏ×ÅË, ÎÅ ÚÎÁËÏÍÙÈ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, ÞÔÏÂÙ ÎÉ Õ ËÁËÉÈ



6. çÒÁÆÙ 77ÔÒ£È ÌÀÄÅÊ ÎÅ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÚÎÁËÏÍÙÈ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ N .6.143.(20) (÷ï 81) ÷ �ÏÓ£ÌËÅ 1000 ÖÉÔÅÌÅÊ. åÖÅÄÎÅ×ÎÏ ËÁÖÄÙÊÉÚ ÎÉÈ ÄÅÌÉÔÓÑ ÕÚÎÁÎÎÙÍÉ ×ÞÅÒÁ ÎÏ×ÏÓÔÑÍÉ ÓÏ ×ÓÅÍÉ Ó×ÏÉÍÉ ÚÎÁ-ËÏÍÙÍÉ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÎÏ×ÏÓÔØ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ×ÓÅÍÖÉÔÅÌÑÍ �ÏÓ£ÌËÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ 90 ÖÉÔÅÌÅÊ ÔÁË,ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ×ÓÅÍ ÉÍ ÓÏÏÂÝÉÔØ ËÁËÕÀ-ÔÏ ÎÏ×ÏÓÔØ, ÔÏÞÅÒÅÚ 10 ÄÎÅÊ ÏÎÁ ÓÔÁÎÅÔ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ×ÓÅÍ ÖÉÔÅÌÑÍ.6.144.(20) (÷ï 81) ÷ ÔÕÒÎÉÒÅ 18 ËÏÍÁÎÄ ÓÙÇÒÁÌÉ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ8 ÔÕÒÏ×. ëÁÖÄÁÑ ËÏÍÁÎÄÁ ÓÙÇÒÁÌÁ Ó 8 ÒÁÚÎÙÍÉ ËÏÍÁÎÄÁÍÉ. äÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÒÉ ËÏÍÁÎÄÙ, ÎÅ ÓÙÇÒÁ×ÛÉÅ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ �ÏËÁÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÍÁÔÞÁ.6.145.(20) (÷ï 93) õ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÖÉÔÅÌÅÊ ÇÏÒÏÄÁ N ÚÎÁËÏÍÙÅÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 30% ÎÁÓÅÌÅÎÉÑ ÇÏÒÏÄÁ. öÉÔÅÌØ ÉÄ£Ô ÎÁ ×ÙÂÏ-ÒÙ, ÅÓÌÉ ÂÁÌÌÏÔÉÒÕÅÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÅÇÏ ÚÎÁËÏÍÙÈ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÔÁË �ÒÏ×ÅÓÔÉ ×ÙÂÏÒÙ ÍÜÒÁ ÇÏÒÏÄÁ N ÉÚ Ä×ÕÈ ËÁÎÄÉÄÁ-ÔÏ×, ÞÔÏ × ÎÉÈ �ÒÉÍÅÔ ÕÞÁÓÔÉÅ ÎÅ ÍÅÎÅÅ �ÏÌÏ×ÉÎÙ ÖÉÔÅÌÅÊ.6.146.(20) (÷ï 99) ÷ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÒÕ��Å ÉÚ 12 ÞÅÌÏ×ÅË ÓÒÅÄÉ ËÁ-ÖÄÙÈ ÄÅ×ÑÔÉ ÎÁÊÄÕÔÓÑ �ÑÔØ �Ï�ÁÒÎÏ ÚÎÁËÏÍÙÈ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÜÔÏÊ ÇÒÕ��Å ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÛÅÓÔØ �Ï�ÁÒÎÏ ÚÎÁËÏÍÙÈ.�ÅÏÒÉÑ òÁÍÓÅÑ6.147.(15) Á) ëÁÖÄÏÅ ÉÚ Ò£ÂÅÒ �ÏÌÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ Ó 6 ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ�ÏËÒÁÛÅÎÏ × ÏÄÉÎ ÉÚ Ä×ÕÈ �×ÅÔÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÔÒÉ ×ÅÒ-ÛÉÎÙ, ×ÓÅ Ò£ÂÒÁ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ | ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ. Â) ("ÉÇÒÏ×ÏÊ×ÉÄ\)(÷ÅÎÇÒÉÑ 47) îÁ ×ÓÅÍÉÒÎÏÍ ÆÅÓÔÉ×ÁÌÅ ÍÏÌÏÄ£ÖÉ ×ÓÔÒÅÔÉ-ÌÉÓØ 6 ÄÅÌÅÇÁÔÏ×. ÷ÙÑÓÎÉÌÏÓØ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÌÀÂÙÈ ÔÒ£È ÉÚ ÎÉÈ Ä×ÏÅÍÏÇÕÔ ÏÂßÑÓÎÉÔØÓÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ ÑÚÙËÅ. äÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÒÏÊËÁ ÄÅÌÅÇÁÔÏ×, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈÍÏÖÅÔ ÏÂßÑÓÎÉÔØÓÑ Ó ËÁÖÄÙÍ.6.148.(15) (ðÏÌØÛÁ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÌÀÂÙÈ �ÑÔÉ ÔÏÞÅËÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÞÅÔÙÒÅ, Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ×Ù-�ÕËÌÏÇÏ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ. (îÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ�ÒÑÍÏÊ.)6.149.(20) Á) ò£ÂÒÁ �ÏÌÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ Ó 17 ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ �ÏËÒÁ-ÛÅÎÏ × ÏÄÉÎ ÉÚ ÔÒ£È �×ÅÔÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÔÒÉ ×ÅÒÛÉ-ÎÙ, ×ÓÅ Ò£ÂÒÁ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ | ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ. Â) ("ÉÇÒÏ×ÏÊ×ÉÄ\)(íåï 64) 17 ÕÞ£ÎÙÈ ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ ÓÔÒÁÎ �ÅÒÅ�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÁÏÄÎÏÍ ÉÚ ÔÒ£È ÑÚÙËÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÒÏÅ,ËÏÔÏÒÙÅ �ÅÒÅ�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÑÚÙËÅ.



78 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ6.150.(20) Á) ëÁÖÄÏÅ ÉÚ Ò£ÂÅÒ �ÏÌÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ Ó 9 ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ�ÏËÒÁÛÅÎÏ × ÓÉÎÉÊ ÉÌÉ × ËÒÁÓÎÙÊ �×ÅÔ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ ÅÓÔØ4 ×ÅÒÛÉÎÙ, ×ÓÅ Ò£ÂÒÁ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÓÉÎÉÅ, ÌÉÂÏ ÅÓÔØ 3 ×ÅÒÛÉ-ÎÙ, ×ÓÅ Ò£ÂÒÁ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ËÒÁÓÎÙÅ. Â) ("ÉÇÒÏ×ÏÊ ×ÉÄ\) óÒÅ-ÄÉ 9 ÍÕÛËÅÔ£ÒÏ× ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÏÓÓÏÒÉÌÉÓØ É ×ÙÚ×ÁÌÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ ÎÁÄÕÜÌØ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÎÅÔ ÔÒ£È ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÏÎÉÄÏÌÖÎÙ ÄÒÁÔØÓÑ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ, ÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÞÅÔÙÒÅ ÍÕÛËÅÔ£ÒÁ,ÎÅ �ÏÓÓÏÒÉ×ÛÉÈÓÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ.6.151.(20) ò£ÂÒÁ �ÏÌÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ Ó 18 ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ �ÏËÒÁÛÅÎÏ ×ÏÄÉÎ ÉÚ Ä×ÕÈ �×ÅÔÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÞÅÔÙÒÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, ×ÓÅÒ£ÂÒÁ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ.6.152.(20) îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎÙ n ÔÏÞÅË (ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÎÅ ÌÅ-ÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ), ÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ, É ËÁÖÄÙÊ ÏÔÒÅÚÏËÏËÒÁÛÅÎ × ÏÄÉÎ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È �×ÅÔÏ×. ðÒÉ ËÁËÏÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍ n ÎÁÊ-ÄÅÔÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ÏÄÎÏ�×ÅÔÎÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ?6.153.(30) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ n ÔÏÞÅË ÏÂÝÅÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ�ÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ 100, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ100-ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÅÓÌÉ n ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ.ïÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞ ÜÔÏÇÏ �ÕÎËÔÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ (òÁÍÓÅÑ). äÌÑ ÌÀÂÙÈM É K ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ N , ÞÔÏÉÚ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÌÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, ÉÍÅÀÝÅÇÏ ÎÅ ÍÅÎÅÅ N ×ÅÒÛÉÎ, Ò£ÂÒÁ ËÏ-ÔÏÒÏÇÏ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÙ ×í �×ÅÔÏ×, ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ �ÏÌÎÙÊ �ÏÄÇÒÁÆÓ K ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ, ×ÓÅ Ò£ÂÒÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏËÒÁÛÅÎÙ × ÏÄÉÎ �×ÅÔ.
7. óíåûáîîùå úáäáþé ìïçéþåóëïçïèáòáë�åòá7.1.(5) ÷ ËÏÛÅÌØËÅ ÌÅÖÁÔ 2 ÍÏÎÅÔÙ ÎÁ ÏÂÝÕÀ ÓÕÍÍÕ 15 ËÏ�.ïÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ �ÑÔÁË. þÔÏ ÜÔÏ ÚÁ ÍÏÎÅÔÙ?7.2.(10) (íï 96) ÷ Ä×ÕÈ ËÏÛÅÌØËÁÈ ÌÅÖÁÔ Ä×Å ÍÏÎÅÔÙ, �ÒÉÞ£Í× ÏÄÎÏÍ ËÏÛÅÌØËÅ ÍÏÎÅÔ ×Ä×ÏÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ × ÄÒÕÇÏÍ. ëÁË ÜÔÏ ÔÁËÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ?7.3.(15) ïÄÉÎ �ÑÔÁË (��ÑÔÁË� | ÓÔÁÒÉÎÎÁÑ ÓÏ×ÅÔÓËÁÑ ÍÏÎÅÔÁÄÏÓÔÏÉÎÓÔ×ÏÍ × 5 ËÏ�ÅÅË) ÏÂËÁÔÙ×ÁÀÔ ×ÏËÒÕÇ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÇÏ ×ÔÏ-ÒÏÇÏ. óËÏÌØËÏ ÏÂÏÒÏÔÏ× ×ÏËÒÕÇ Ó×ÏÅÇÏ �ÅÎÔÒÁ ÏÎ ÓÄÅÌÁÅÔ Ë ÍÏÍÅÎ-ÔÕ ×ÏÚ×ÒÁÝÅÎÉÑ × ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÔÏÞËÕ?7.4.(5) áÎÄÒÅÊ �ÏÛ£Ì Ó �Á�ÏÊ × ÔÉÒ. õÇÏ×ÏÒ ÂÙÌ ÔÁËÏÊ: áÎÄÒÅÊÄÅÌÁÅÔ 5 ×ÙÓÔÒÅÌÏ× É ÚÁ ËÁÖÄÏÅ �Ï�ÁÄÁÎÉÅ �ÏÌÕÞÁÅÔ �ÒÁ×Ï ÅÝ£ÎÁ 2 ×ÙÓÔÒÅÌÁ. ÷ÓÅÇÏ áÎÄÒÅÊ ×ÙÓÔÒÅÌÉÌ 25 ÒÁÚ. óËÏÌØËÏ ÒÁÚ ÏÎ�Ï�ÁÌ?



7. óÍÅÛÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ 797.5.(10) ÷ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ Ä×Á ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. ïÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÇÏ×ÏÒÉÔ:�õ ÍÅÎÑ ÅÓÔØ ÔÒÉ ÓÙÎÁ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÉÈ ×ÏÚÒÁÓÔÏ× ÒÁ×ÎÏ 36.óËÏÌØËÏ ÉÍ ÌÅÔ?� ÷ÔÏÒÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË ÎÅ ÓÍÏÇ ÏÔ×ÅÔÉÔØ ÎÁ ÜÔÏÔ×Ï�ÒÏÓ. �ÏÇÄÁ �ÅÒ×ÙÊ ÓËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ×ÏÚÒÁÓÔÏ× ÅÇÏ ÓÙÎÏ×ÅÊÒÁ×ÎÁ ÞÉÓÌÕ ÏËÏÎ × ÄÏÍÅ ÎÁ�ÒÏÔÉ×. é ÓÎÏ×Á ×ÔÏÒÏÊ ÎÅ ÓÍÏÇ ÏÔ-×ÅÔÉÔØ. �ÏÇÄÁ �ÅÒ×ÙÊ ÓËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ÓÙÎ ÒÙÖÉÊ. �ÕÔ×ÔÏÒÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË ÓÒÁÚÕ ×Ó£ �ÏÎÑÌ. óËÏÌØËÏ ÌÅÔ ÓÙÎÏ×ØÑÍ �ÅÒ×Ï-ÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ?7.6.(10) ðÕÔÅÛÅÓÔ×ÅÎÎÉË ×ÙÈÏÄÉÔ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÅÍÎÏÇÏÛÁÒÁ É ÉÄ£Ô 1 ËÍ ÎÁ ÀÇ, 1 ËÍ ÎÁ ×ÏÓÔÏË É 1 ËÍ ÎÁ ÓÅ×ÅÒ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁ-ÔÅ ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÏÎ �ÒÉÛ£Ì × ÔÕ ÖÅ ÓÁÍÕÀ ÔÏÞËÕ, ÏÔËÕÄÁ ×ÙÛÅÌ.çÄÅ ÜÔÏ ÍÏÇÌÏ ÂÙ ÂÙÔØ?7.7.(10) (éÓÔÏÒÉÞÅÓËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ.) ÷ ÏÄÎÏÊ ÜËÓËÕÒÓÉÉ ÕÞÁÓÔ×Ï×Á-ÌÉ ÓÅÍÉËÌÁÓÓÎÉËÉ É ×ÏÓØÍÉËÌÁÓÓÎÉËÉ. ÷ÓÅ ÏÎÉ ÂÙÌÉ ÌÉÂÏ Ó ËÏÍ-ÓÏÍÏÌØÓËÉÍÉ ÚÎÁÞËÁÍÉ, ÌÉÂÏ × �ÉÏÎÅÒÓËÉÈ ÇÁÌÓÔÕËÁÈ. íÁÌØÞÉËÏ×ÂÙÌÏ 16, ËÏÍÓÏÍÏÌØ�Å× É ËÏÍÓÏÍÏÌÏË ×ÓÅÇÏ 24. ðÉÏÎÅÒÏË ÂÙÌÏÓÔÏÌØËÏ, ÓËÏÌØËÏ ÍÁÌØÞÉËÏ×, ×ÓÔÕ�É×ÛÉÈ × ËÏÍÓÏÍÏÌ. óËÏÌØËÏ×ÓÅÇÏ ÒÅÂÑÔ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÌÏ × ÜËÓËÕÒÓÉÉ?7.8.(15) ëÏÇÄÁ ÏÂÅÚØÑÎÁ ÎÅÓÌÁ ÔÒÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ËÏËÏÓÏ×ÙÈ ÏÒÅÈÁÎÁ ×ÅÒÛÉÎÕ ÍÎÏÇÏÜÔÁÖÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á, ÏÄÉÎ ÏÒÅÈ Õ�ÁÌ Ó 11-ÇÏ ÜÔÁÖÁÉ ÒÁÚÂÉÌÓÑ. ïÂÅÚØÑÎÁ ÈÏÞÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÁÍÙÊ ×ÙÓÏËÉÊ ÜÔÁÖ, �ÒÉ�ÁÄÅÎÉÉ Ó ËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏËÏÓÏ×ÙÅ ÏÒÅÈÉ ÎÅ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÓÑ. ïÎÁ ÍÏÖÅÔÕÒÏÎÉÔØ ÏÒÅÈ Ó ÌÀÂÏÇÏ ÜÔÁÖÁ É �ÏÄÏÂÒÁÔØ ÅÇÏ, ÅÓÌÉ ÏÎ �ÅÌ. äÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÊ È×ÁÔÉÔ ÞÅÔÙÒ£È ÉÓ�ÙÔÁÎÉÊ (Ó Ä×ÕÍÑ ÏÒÅÈÁÍÉ).7.9.(10) ÷ ÇÏÓÔÉÎÉ�Õ �ÒÉÅÈÁÌ �ÕÔÅÛÅÓÔ×ÅÎÎÉË. äÅÎÅÇ ÏÎ ÎÅÉÍÅÌ, Á ÏÂÌÁÄÁÌ ÌÉÛØ ÓÅÒÅÂÒÑÎÏÊ �Å�ÏÞËÏÊ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÓÅÍÉ Ú×Å-ÎØÅ×. úÁ ËÁÖÄÙÊ ÄÅÎØ �ÒÅÂÙ×ÁÎÉÑ × ÇÏÓÔÉÎÉ�Å ÏÎ ÒÁÓ�ÌÁÞÉ×ÁÌÓÑÏÄÎÉÍ Ú×ÅÎÏÍ �Å�ÏÞËÉ, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÈÏÚÑÉÎ �ÒÅÄÕ�ÒÅÄÉÌ, ÞÔÏ ÓÏÇÌÁÓÅÎ×ÚÑÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÓ�ÉÌÅÎÎÏÇÏ Ú×ÅÎÁ.ëÁË �ÕÔÅÛÅÓÔ×ÅÎÎÉËÕ ÒÁÓ�ÉÌÉÔØ �Å�ÏÞËÕ, ÞÔÏÂÙ �ÒÏÖÉÔØ ×ÇÏÓÔÉÎÉ�Å ÎÅÄÅÌÀ É ÅÖÅÄÎÅ×ÎÏ ÒÁÓ�ÌÁÞÉ×ÁÔØÓÑ Ó ÈÏÚÑÉÎÏÍ?7.10.(15) (íï 51) ëÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ Ú×ÅÎØÅ× �ÒÉÛÌÏÓØÂÙ ÒÁÓ�ÉÌÉÔØ, ÅÓÌÉ ÂÙ �ÕÔÅÛÅÓÔ×ÅÎÎÉË ÖÉÌ × ÇÏÓÔÉÎÉ�Å 100 ÄÎÅÊÉ ÉÍÅÌ ÂÙ �Å�ÏÞËÕ ÉÚ 100 Ú×ÅÎØÅ×? ëÁËÏ× ÏÔ×ÅÔ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ(n ÄÎÅÊ É n Ú×ÅÎØÅ×)? ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÈÏÚÑÉÎ ÓÏÇÌÁÓÅÎ �ÒÉ-ÎÑÔØ ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÓ�ÉÌÅÎÎÙÈ Ú×ÅÎØÅ×.7.11.(10) à×ÅÌÉÒÕ �ÒÉÎÅÓÌÉ 5 ÏÂÒÙ×ËÏ× �Å�ÏÞËÉ �Ï 3 Ú×ÅÎÁ ×ËÁÖÄÏÍ É ÚÁËÁÚÁÌÉ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÉÈ × ÏÄÎÕ �Å�ÏÞËÕ. ëÁË ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ,ÒÁÓËÒÙ× É ÚÁËÏ×Á× ÔÒÉ Ú×ÅÎÁ?7.12.(15) ûËÏÌØÎÉË ÕÞÁÓÔ×ÕÅÔ × Ä×ÕÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ËÒÕÖ-ËÁÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÂÏÔÁÀÔ × �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ËÏÎ�ÁÈ íÏÓË×Ù.



80 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉåÈÁÔØ ÎÁÄÏ �Ï ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÌÉÎÉÉ ÍÅÔÒÏ, ÎÏ × �ÒÏÔÉ×Ï�Ï-ÌÏÖÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ. üÔÏÔ ÛËÏÌØÎÉË ÓÁÄÉÔÓÑ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÎÁ �ÅÒ-×ÙÊ �ÒÉÈÏÄÑÝÉÊ �ÏÅÚÄ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÔÏÇÏ, Ó ËÁËÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙÔÏÔ �ÒÉÛ£Ì. ë ËÏÎ�Õ ÇÏÄÁ ÛËÏÌØÎÉË ÏÂÎÁÒÕÖÉÌ, ÞÔÏ × �ÅÒ×ÏÍËÒÕÖËÅ ÏÎ ÂÙ×ÁÌ ×Ä×ÏÅ ÞÁÝÅ, ÞÅÍ ×Ï ×ÔÏÒÏÍ. ëÁË ÜÔÏ ÍÏÇÌÏ�ÒÏÉÚÏÊÔÉ? (ëÏÎÅÞÎÏ, ÛËÏÌØÎÉË �Ï�ÁÄÁÅÔ × ÍÅÔÒÏ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ× ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ: ÉÎÏÇÄÁ ÎÅÍÎÏÇÏ �ÏÚÖÅ, ÉÎÏÇÄÁ ÎÅÍÎÏ-ÇÏ ÒÁÎØÛÅ × �ÒÅÄÅÌÁÈ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ, × ÔÅÞÅÎÉÅ ËÏ-ÔÏÒÏÇÏ �ÒÉÈÏÄÉÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÏÅÚÄÏ× Ó ËÁÖÄÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ. ðÏÅÚÄÁ�ÒÏÈÏÄÑÔ × ËÁÖÄÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÞÅÒÅÚ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ×ÒÅÍÅÎÉ.)7.13.(10) (íï 97) ÷ íÅËÓÉËÅ ÜËÏÌÏÇÉ ÄÏÂÉÌÉÓØ ÚÁËÏÎÁ, �Ï ËÏ-ÔÏÒÏÍÕ ËÁÖÄÙÊ Á×ÔÏÍÏÂÉÌØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÄÅÎØ × ÎÅÄÅÌÀ ÎÅ ÄÏÌ-ÖÅÎ ÅÚÄÉÔØ (×ÌÁÄÅÌÅ� ÓÏÏÂÝÁÅÔ �ÏÌÉ�ÉÉ ÎÏÍÅÒ Á×ÔÏÍÏÂÉÌÑ É �×Ù-ÈÏÄÎÏÊ� ÄÅÎØ ÎÅÄÅÌÉ ÜÔÏÇÏ Á×ÔÏÍÏÂÉÌÑ). ÷ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÅÍØÅ ×ÓÅ×ÚÒÏÓÌÙÅ ÖÅÌÁÀÔ ÅÚÄÉÔØ ÅÖÅÄÎÅ×ÎÏ (ËÁÖÄÙÊ | �Ï Ó×ÏÉÍ ÄÅÌÁÍ!).óËÏÌØËÏ Á×ÔÏÍÏÂÉÌÅÊ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ × ÓÅÍØÅ, ÅÓÌÉ ×ÚÒÏÓÌÙÈ × ÎÅÊÁ) 5 ÞÅÌÏ×ÅË, Â) 8 ÞÅÌÏ×ÅË?7.14.(15) ëÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÖÉÌØ�Ï× ÍÏÖÎÏ ×ÓÅÌÉÔØ ×30-Ë×ÁÒÔÉÒÎÙÊ ÄÏÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ × ÌÀÂÙÈ ÔÒ£È ÎÁÕÇÁÄ ×ÚÑÔÙÈ Ë×ÁÒ-ÔÉÒÁÈ �ÒÏÖÉ×ÁÌÏ �Ï ÍÅÎØÛÅÊ ÍÅÒÅ 7 ÞÅÌÏ×ÅË?7.15.(15) (÷ï 88) ëÎÉÇÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 30 ÒÁÓÓËÁÚÏ× ÏÂß£ÍÏÍ 1,2; : : : ; 30 ÓÔÒÁÎÉ�. òÁÓÓËÁÚÙ �ÅÞÁÔÁÀÔÓÑ Ó �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÁÎÉ�Ù, ËÁ-ÖÄÙÊ ÒÁÓÓËÁÚ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÎÏ×ÏÊ ÓÔÒÁÎÉ�Ù. ëÁËÏÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÓÓËÁÚÏ× ÍÏÖÅÔ ÎÁÞÉÎÁÔØÓÑ Ó ÎÅÞ£ÔÎÏÊ ÓÔÒÁÎÉ�Ù?7.16.(15) 10 ÞÅÌÏ×ÅË �ÒÉÛÌÉ × ÇÏÓÔÉ × ÇÁÌÏÛÁÈ. õÈÏÄÉÌÉ ÏÎÉ�Ï ÏÄÎÏÍÕ, É ËÁÖÄÙÊ ÎÁÄÅ×ÁÌ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ �ÁÒÕ ÇÁÌÏÛ, × ËÏÔÏ-ÒÕÀ ÓÍÏÇ ×ÌÅÚÔØ (Ô. Å. ÎÅ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ, ÞÅÍ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑ).ëÁËÏÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÌÀÄÅÊ ÎÅ ÓÍÏÇÌÏ ÎÁÄÅÔØ ÇÁÌÏÛÉ?7.17.(20) íÅÖÄÕ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÌÁÇÅÒÑÍÉ ÏÄÉÎ ÄÅÎØ �ÕÔÉ. üËÓ�Å-ÄÉ�ÉÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ �ÅÒÅÎÅÓÔÉ ÏÄÎÕ ÂÁÎËÕ ËÏÎÓÅÒ×Ï× × ÌÁÇÅÒØ, ÎÁÈÏ-ÄÑÝÉÊÓÑ × 5 ÄÎÑÈ �ÕÔÉ ÏÔ ÂÁÚÏ×ÏÇÏ, É ×ÅÒÎÕÔØÓÑ ÏÂÒÁÔÎÏ. ðÒÉÜÔÏÍ ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ ÜËÓ�ÅÄÉ�ÉÉ ÍÏÖÅÔ ÎÅÓÔÉ Ó ÓÏÂÏÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÔÒ£ÈÂÁÎÏË ËÏÎÓÅÒ×Ï×; ÚÁ ÏÄÉÎ ÄÅÎØ ÏÎ ÓßÅÄÁÅÔ ÏÄÎÕ ÂÁÎËÕ ËÏÎÓÅÒ×Ï×;ÏÓÔÁ×ÌÑÔØ ËÏÎÓÅÒ×Ù ÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ × ÌÁÇÅÒÑÈ. ëÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÂÁÎÏË ËÏÎÓÅÒ×Ï× �ÒÉÄ£ÔÓÑ ×ÚÑÔØ ÉÚ ÂÁÚÏ×ÏÇÏ ÌÁÇÅÒÑÄÌÑ ÜÔÏÊ �ÅÌÉ?7.18.(20) ÷ �ÒÕÄ ×Ù�ÕÓÔÉÌÉ 40 ÝÕË. ýÕËÁ ÓÙÔÁ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÓßÅ-ÌÁ ÔÒ£È ÄÒÕÇÉÈ ÝÕË (ÓÙÔÙÈ ÉÌÉ ÇÏÌÏÄÎÙÈ). ëÁËÏÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅÞÉÓÌÏ ÝÕË ÍÏÖÅÔ ÎÁÓÙÔÉÔØÓÑ? (óßÅÄÅÎÎÁÑ ÓÙÔÁÑ ÝÕËÁ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑÓÙÔÏÊ.)



7. óÍÅÛÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ 817.19. Á) (15) �ÒÉ ÒÙÂÁËÁ ÈÏÔÑÔ �ÏÄÅÌÉÔØ ÕÌÏ×, Á ×ÅÓÏ× Õ ÎÉÈÎÅÔ. ëÁÖÄÙÊ Õ×ÅÒÅÎ, ÞÔÏ ÏÎ ÂÙ �ÏÄÅÌÉÌ ÕÌÏ× ÎÁ ÒÁ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÉ, ÎÏÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÅÍÕ ÎÅ ÄÏ×ÅÒÑÀÔ. åÓÌÉ ÂÙ ÒÙÂÁËÏ× ÂÙÌÏ Ä×ÏÅ, ÔÏ ×ÙÊÔÉÉÚ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÂÙÌÏ ÂÙ ÌÅÇËÏ: ÏÄÉÎ ÒÁÚÄÅÌÉÌ ÂÙ ÕÌÏ× ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ, ÁÄÒÕÇÏÊ ×ÚÑÌ ÂÙ ÔÕ ÞÁÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑ ÅÍÕ ËÁÖÅÔÓÑ ÂÏÌØÛÅÊ. õËÁÖÉÔÅ,ËÁË ÄÏÌÖÎÙ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÔÒÉ ÒÙÂÁËÁ, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÂÙÌÕ×ÅÒÅÎ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÄÏÌÑ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÏÄÎÏÊ ÔÒÅÔÉ ÏÔ ×ÓÅÇÏÕÌÏ×Á. Â) (20) òÅÛÉÔÅ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÒÙÂÁËÏ× n.7.20.(15) (óï 97) �ÒÉ ËÏÌÏËÏÌÁ ÎÁÞÉÎÁÀÔ ÂÙÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ.éÎÔÅÒ×ÁÌÙ ÍÅÖÄÕ ÕÄÁÒÁÍÉ ËÏÌÏËÏÌÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ4=3 ÓÅËÕÎÄÙ, 5=3 ÓÅËÕÎÄÙ É 2 ÓÅËÕÎÄÙ. óÏ×�Á×ÛÉÅ ×Ï ×ÒÅÍÅÎÉ ÕÄÁ-ÒÙ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÀÔÓÑ ÚÁ ÏÄÉÎ. óËÏÌØËÏ ÕÄÁÒÏ× ÂÕÄÅÔ ÕÓÌÙÛÁÎÏ ÚÁ1 ÍÉÎÕÔÕ? (÷ËÌÀÞÁÑ �ÅÒ×ÙÊ É �ÏÓÌÅÄÎÉÊ.)7.21.(15) ïÄÎÁÖÄÙ Ñ ÕÓÌÙÛÁÌ, ËÁË ÂÉÌÉ Ä×ÏÅ ÞÁÓÏ× Ó ÂÏÅÍ. ïÎÉÎÁÞÁÌÉ ÂÉÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ, ÏÄÎÉ ÉÚ ÎÉÈ ÂÉÌÉ ÞÅÒÅÚ 3 
, ÄÒÕÇÉÅ |ÞÅÒÅÚ 4 Ó. ÷ÓÅÇÏ ÂÙÌÏ 8 ÕÄÁÒÏ×, ÎÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÅ ÕÄÁÒÙÎÅ ÍÏÇ ÒÁÚÌÉÞÉÔØ É ÓÞÉÔÁÌ ÉÈ ÚÁ ÏÄÉÎ. óËÏÌØËÏ ÂÙÌÏ ×ÒÅÍÅÎÉ, ÅÓÌÉÉ ÔÅ É ÄÒÕÇÉÅ ÞÁÓÙ ÂØÀÔ ÔÏÌØËÏ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÞÁÓÏ×?7.22.(20) é ÓËÁÚÁÌ ëÏÝÅÊ é×ÁÎÕ-ãÁÒÅ×ÉÞÕ: �öÉÔØ ÔÅÂÅ ÄÏ ÚÁ×-ÔÒÁ. õÔÒÏÍ Ñ×ÉÛØÓÑ �ÒÅÄ ÍÏÉ ÏÞÉ, ÚÁÄÕÍÁÀ Ñ ÔÒÉ �ÉÆÒÙ | x, y,z. îÁÚÏ×ÅÛØ ÔÙ ÍÎÅ ÔÒÉ ÞÉÓÌÁ | Á, b, 
. ÷ÙÓÌÕÛÁÀ Ñ ÔÅÂÑ É ÓËÁ-ÖÕ, ÞÅÍÕ ÒÁ×ÎÏ ax+by+
z. îÅ ÏÔÇÁÄÁÅÛØ �ÉÆÒÙ x, y, z | ÇÏÌÏ×Õ Ó�ÌÅÞ ÄÏÌÏÊ�. úÁ�ÅÞÁÌÉÌÓÑ é×ÁÎ-ãÁÒÅ×ÉÞ, �ÏÛ£Ì ÄÕÍÕ ÄÕÍÁÔØ. ëÁËÅÍÕ �ÏÍÏÞØ?7.23.(20) âÉÚÎÅÓÍÅÎ ÅÖÅÄÎÅ×ÎÏ �ÒÉÅÚÖÁÌ ÎÁ ÓÔÁÎ�ÉÀ × ÏÄÎÏÉ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ, É × ÜÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ ÚÁ ÎÉÍ �ÒÉÅÚÖÁÌÁ ÍÁÛÉÎÁ, ÎÁËÏÔÏÒÏÊ ÏÎ ÅÈÁÌ ÎÁ ÄÁÞÕ. ïÄÎÁÖÄÙ ÂÉÚÎÅÓÍÅÎ �ÒÉÅÈÁÌ ÎÁ ÓÔÁÎ�ÉÀÎÁ 55 ÍÉÎÕÔ ÒÁÎØÛÅ ÏÂÙÞÎÏÇÏ, ÓÒÁÚÕ �ÏÛ£Ì ÎÁ×ÓÔÒÅÞÕ ÍÁÛÉÎÅ É�ÒÉÅÈÁÌ ÎÁ ÄÁÞÕ ÎÁ 10 ÍÉÎÕÔ ÒÁÎØÛÅ ÏÂÙÞÎÏÇÏ. ÷Ï ÓËÏÌØËÏ ÒÁÚÓËÏÒÏÓÔØ ÂÉÚÎÅÓÍÅÎÁ ÍÅÎØÛÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÍÁÛÉÎÙ?7.24.(15) (íï 97) ïÔ ×ÕÌËÁÎÏÓÔÁÎ�ÉÉ ÄÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÕÌËÁÎÁóÔÒÏÍÂÏÌÉ ÎÁÄÏ ÉÄÔÉ 4 ÞÁÓÁ �Ï ÄÏÒÏÇÅ, Á ÚÁÔÅÍ | 4 ÞÁÓÁ �Ï ÔÒÏ-�ÉÎËÅ. îÁ ×ÅÒÛÉÎÅ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÏ Ä×Á ËÒÁÔÅÒÁ. ðÅÒ×ÙÊ ËÒÁÔÅÒ 1 ÞÁÓÉÚ×ÅÒÇÁÅÔÓÑ, �ÏÔÏÍ 17 ÞÁÓÏ× ÍÏÌÞÉÔ, �ÏÔÏÍ Ï�ÑÔØ 1 ÞÁÓ ÉÚ×ÅÒÇÁ-ÅÔÓÑ É Ô. Ä. ÷ÔÏÒÏÊ ËÒÁÔÅÒ 1 ÞÁÓ ÉÚ×ÅÒÇÁÅÔÓÑ, 9 ÞÁÓÏ× ÍÏÌÞÉÔ,1 ÞÁÓ ÉÚ×ÅÒÇÁÅÔÓÑ É Ô. Ä. ÷Ï ×ÒÅÍÑ ÉÚ×ÅÒÖÅÎÉÑ �ÅÒ×ÏÇÏ ËÒÁÔÅÒÁÏ�ÁÓÎÏ ÉÄÔÉ É �Ï ÔÒÏ�ÉÎËÅ, É �Ï ÄÏÒÏÇÅ, Á ×Ï ×ÒÅÍÑ ÉÚ×ÅÒÖÅÎÉÑ×ÔÏÒÏÇÏ Ï�ÁÓÎÁ ÔÏÌØËÏ ÔÒÏ�ÉÎËÁ. ÷ÁÎÑ Õ×ÉÄÅÌ, ÞÔÏ ÒÏ×ÎÏ × 12 ÞÁ-ÓÏ× ÏÂÁ ËÒÁÔÅÒÁ ÎÁÞÁÌÉ ÉÚ×ÅÒÇÁÔØÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ. óÍÏÖÅÔ ÌÉ ÏÎËÏÇÄÁ-ÎÉÂÕÄØ �ÏÄÎÑÔØÓÑ ÎÁ ×ÅÒÛÉÎÕ ×ÕÌËÁÎÁ É ×ÅÒÎÕÔØÓÑ ÎÁÚÁÄ,ÎÅ ÒÉÓËÕÑ ÖÉÚÎØÀ?



82 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ7.25.(20) (íï 97) óÅÍØÑ ÎÏÞØÀ �ÏÄÏÛÌÁ Ë ÍÏÓÔÕ. ðÁ�Á ÍÏÖÅÔ�ÅÒÅÊÔÉ ÅÇÏ ÚÁ 1 ÍÉÎÕÔÕ, ÍÁÍÁ | ÚÁ 2, ÍÁÌÙÛ | ÚÁ 5, Á ÂÁÂÕÛ-ËÁ | ÚÁ 10. õ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÏÄÉÎ ÆÏÎÁÒÉË. íÏÓÔ ×ÙÄÅÒÖÉ×ÁÅÔ ÔÏÌØËÏÄ×ÏÉÈ. ëÁË ÉÍ �ÅÒÅÊÔÉ ÍÏÓÔ ÚÁ 17 ÍÉÎÕÔ? (åÓÌÉ �ÅÒÅÈÏÄÑÔ Ä×ÏÅ,ÔÏ ÏÎÉ ÉÄÕÔ Ó ÍÅÎØÛÅÊ ÉÚ ÉÈ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ. ä×ÉÇÁÔØÓÑ �Ï ÍÏÓÔÕ ÂÅÚÆÏÎÁÒÉËÁ, Ó×ÅÔÉÔØ ÉÚÄÁÌÉ ÎÅÌØÚÑ. îÏÓÉÔØ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ ÎÁ ÒÕËÁÈ ÎÅ-ÌØÚÑ.)
äÏÍÉÎÏ7.26.(15) íÏÖÎÏ ÌÉ ×ÙÌÏÖÉÔØ × �Å�Ø ×ÓÅ 28 ËÏÓÔÅÊ ÄÏÍÉÎÏ ÔÁË,ÞÔÏÂÙ Á) ÎÁ ÏÄÎÏÍ ËÏÎ�Å ÏËÁÚÁÌÁÓØ 6, Á ÎÁ ÄÒÕÇÏÍ | 5? Â) ÎÁÏÂÏÉÈ ËÏÎ�ÁÈ ÂÙÌÁ 6?7.27.(20) íÏÖÎÏ ÌÉ ×ÙÌÏÖÉÔØ × �Å�Ø × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó �ÒÁ×É-ÌÁÍÉ ÉÇÒÙ × ÄÏÍÉÎÏ ×ÓÅ ËÏÓÔÉ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÛÅÓÔ£ÒÏË? ÷ Ä×Å�Å�É? ÷ ÔÒÉ �Å�É?7.28.(15) (íï 70) ðÒÉ ÏÂÙÞÎÏÊ ÉÇÒÅ × ÄÏÍÉÎÏ ËÏÓÔÉ ×ÙËÌÁÄÙ-×ÁÀÔÓÑ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÞÉÓÌÁÍÉ ÎÁ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ËÏÓÔÑÈÒÁ×ÎÑÌÁÓØ 0. íÏÖÎÏ ÌÉ ×ÙÌÏÖÉÔØ ×ÓÅ 28 ËÏÓÔÅÊ × ÚÁÍËÎÕÔÕÀ �Å�ØÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÜÔÉ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÑÌÉÓØ ±1?7.29.(15) (íï 76) îÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÌÉÓÔÅ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÉÕËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÓÔÉ ÄÏÍÉÎÏ ÒÁÚÍÅÒÏÍ 1 × 2 ÔÁË, ÞÔÏ ÏÎÉ �Ï-ËÒÙ×ÁÀÔ ×ÓÅ ËÌÅÔËÉ. íÏÖÎÏ ÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙËÁÖÄÁÑ �ÒÑÍÁÑ, ÉÄÕÝÁÑ �Ï ÌÉÎÉÑÍ ÓÅÔËÉ, ÒÁÚÒÅÚÁÌÁ ÂÙ ÌÉÛØ ËÏ-ÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÏÓÔÅÊ ÄÏÍÉÎÏ?7.30.(20) ÷ÓÅ 28 ËÏÓÔÅÊ ÄÏÍÉÎÏ ×ÙÌÏÖÅÎÙ × ËÏÌØ�Ï �Ï �ÒÁ×ÉÌÁÍÉÇÒÙ. ëÁÖÄÕÀ ×ÔÏÒÕÀ ËÏÓÔØ ×ÙÂÒÏÓÉÌÉ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÓÔÁ×ÛÉÅ-ÓÑ 14 ËÏÓÔÅÊ ÍÏÖÎÏ ÓÌÏÖÉÔØ ÌÉÂÏ × ÏÄÎÏ ËÏÌØ�Ï, ÌÉÂÏ × Ä×Á ËÏÌØ�Á.ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ, ËÏÇÄÁ ÉÈ ÎÅÌØÚÑ ÓÌÏÖÉÔØ × ÏÄÎÏ ËÏÌØ�Ï.7.31.(20) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÌÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÄÏÍÉÎÏ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÞÉÓÌÁÎÁ �ÏÌÏ×ÉÎËÁÈ ËÏÓÔÏÞÅË ÍÏÇÕÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÔ 0 ÄÏ n. ëÁ-ËÏÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ËÏÓÔÏÞÅË ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÌÏÖÅÎÏ × ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÉÉ Ó �ÒÁ×ÉÌÁÍÉ ÉÇÒÙ?
äÏÌÉ É �ÒÏ�ÅÎÔÙ7.32.(10) (íï 95) ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË îÁÔÁÛÁ ÓßÅÌÁ �ÏÌÏ×ÉÎÕ �ÅÒ-ÓÉËÏ× ÉÚ ÂÁÎËÉ, ÕÒÏ×ÅÎØ ËÏÍ�ÏÔÁ �ÏÎÉÚÉÌÓÑ ÎÁ ÏÄÎÕ ÔÒÅÔØ. îÁ ËÁ-ËÕÀ ÞÁÓÔØ (ÏÔ ÕÓÔÁÎÏ×É×ÛÅÇÏÓÑ ÎÏ×ÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ) �ÏÎÉÚÉÔÓÑ ÕÒÏ×ÅÎØËÏÍ�ÏÔÁ, ÅÓÌÉ ÓßÅÓÔØ �ÏÌÏ×ÉÎÕ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ �ÅÒÓÉËÏ×?



7. óÍÅÛÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ 837.33.(15) îÅÓËÏÌØËÏ ÕÞÁÝÉÈÓÑ ÕÛÌÉ ÉÚ ÌÉ�ÅÑ É ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÒÉ-ÛÌÉ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÞÉÓÌÏ ÕÞÁÝÉÈÓÑ ÕÍÅÎØÛÉÌÏÓØ ÎÁ 10%, Á ÄÏÌÑÍÁÌØÞÉËÏ× × ÌÉ�ÅÅ Õ×ÅÌÉÞÉÌÁÓØ Ó 50% ÄÏ 55%. õ×ÅÌÉÞÉÌÏÓØ ÉÌÉÕÍÅÎØÛÉÌÏÓØ ÞÉÓÌÏ ÍÁÌØÞÉËÏ× × ÌÉ�ÅÅ?7.34.(20) ëÁÖÄÙÊ ÕÞÅÎÉË ËÌÁÓÓÁ ÈÏÄÉÌ ÈÏÔÑ ÂÙ × ÏÄÉÎ ÉÚ Ä×ÕÈ�ÏÈÏÄÏ×. ÷ ËÁÖÄÏÍ �ÏÈÏÄÅ ÍÁÌØÞÉËÏ× ÂÙÌÏ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2=5 ÏÔ ÏÂÝÅ-ÇÏ ÞÉÓÌÁ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× �ÏÈÏÄÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×Ï ×ÓÅÍ ËÌÁÓÓÅ ÄÏÌÑÍÁÌØÞÉËÏ× ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 4=7.7.35.(15) (óðï 62) îÁ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÍ ÓÔÏÌÅ ÌÅÖÁÔ 15 ÖÕÒÎÁ-ÌÏ×, �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÚÁËÒÙ×ÁÑ ÅÇÏ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÕÂÒÁÔØ 7 ÖÕÒ-ÎÁÌÏ× ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÚÁËÒÙ×ÁÌÉ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 8=15 �ÌÏÝÁÄÉÓÔÏÌÁ. çÏ×ÏÒÑ ÂÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ: ÎÅËÏÔÏÒÙÊ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË �ÏÌ-ÎÏÓÔØÀ �ÏËÒÙÔ 15 ÍÅÎØÛÉÍÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏÍÏÖÎÏ ÕÂÒÁÔØ 7 ÉÚ ÎÉÈ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ �ÏËÒÙ×ÁÌÉ ÎÅ ÍÅ-ÎÅÅ 8=15 �ÌÏÝÁÄÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ.7.36.(15) (óðï 72) îÁ ×ÓÔÒÅÞÅ ÓÏÂÒÁÌÉÓØ ×ÓÅ ÕÞÁÓÔÎÉËÉ Ä×ÕÈ�ÏÈÏÄÏ× (ËÔÏ-ÔÏ ÂÙÌ ÔÏÌØËÏ × ÏÄÎÏÍ �ÏÈÏÄÅ, Á ÎÅËÏÔÏÒÙÅ | ×ÏÂÏÉÈ). ÷ �ÅÒ×ÏÍ �ÏÈÏÄÅ ÂÙÌÏ 60% ÍÕÖÞÉÎ, ×Ï ×ÔÏÒÏÍ | 75%.äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÕÖÞÉÎ ÎÁ ×ÓÔÒÅÞÅ ÂÙÌÏ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÖÅÎÝÉÎ.7.37.(20) (íï 97) ÷ ÔÅËÓÔÅ Ë ËÁÖÄÏÍÕ ×Ï�ÒÏÓÕ ÕËÁÚÁÎÙ 5 ×Á-ÒÉÁÎÔÏ× ÏÔ×ÅÔÁ. ïÔÌÉÞÎÉË ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÎÁ ×ÓÅ ×Ï�ÒÏÓÙ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ.åÓÌÉ Ä×ÏÅÞÎÉËÕ ÕÄÁÅÔÓÑ Ó�ÉÓÁÔØ, ÏÎ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ, × �ÒÏ-ÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÎÁÕÇÁÄ (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÒÅÄÉ ÎÅÓ�ÉÓÁÎÎÙÈ ×Ï�ÒÏÓÏ×ÏÎ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÎÁ 1=5 ÞÁÓÔØ). úÁ ÇÏÄ Ä×ÏÅÞÎÉË �ÒÁ×ÉÌØÎÏÏÔ×ÅÔÉÌ ÎÁ �ÏÌÏ×ÉÎÕ ×Ï�ÒÏÓÏ×. ëÁËÕÀ ÄÏÌÀ ÏÔ×ÅÔÏ× ÅÍÕ ÕÄÁÌÏÓØÓ�ÉÓÁÔØ?�ÕÒÎÉÒÙðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ × ÆÕÔÂÏÌÅ É ÈÏËËÅÅ �ÏÂÅÄÁ ÄÁ£Ô Ä×Á ÏÞËÁ,ÎÉÞØÑ | ÏÄÎÏ, Á �ÏÒÁÖÅÎÉÅ | ÎÏÌØ ÏÞËÏ×, Á × ÛÁÈÍÁÔÁÈ | 1,1=2 É 0 ÏÞËÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.7.38.(10) þÅÔ×ÅÒÔØ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ÛÁÈÍÁÔÎÏÇÏ ÔÕÒÎÉÒÁ ÓÏÓÔÁ×ÌÑ-ÌÉ ÇÒÏÓÓÍÅÊÓÔÅÒÙ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ | ÍÁÓÔÅÒÁ. úÁ ÏÄÉÎ ËÒÕÇ ÍÁÓÔÅÒÁ× ÓÕÍÍÅ ÎÁÂÒÁÌÉ × 1;2 ÒÁÚÁ ÂÏÌØÛÅ ÏÞËÏ×, ÞÅÍ ÇÒÏÓÓÍÅÊÓÔÅÒÙ.óËÏÌØËÏ ÂÙÌÏ ÍÁÓÔÅÒÏ× É ÇÒÏÓÓÍÅÊÓÔÅÒÏ×?7.39.(15) ÷ ÞÅÍ�ÉÏÎÁÔÅ �Ï ÆÕÔÂÏÌÕ × ÏÄÉÎ ËÒÕÇ �ÑÔØ ËÏÍÁÎÄ á,â, ÷, ç É ä ÚÁÎÑÌÉ ÍÅÓÔÁ × ÔÏÍ ÖÅ �ÏÒÑÄËÅ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó �ÅÒ×ÏÇÏ.ëÏÍÁÎÄÁ á ÎÅ ÓÄÅÌÁÌÁ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÎÉÞØÅÊ, â ÎÅ �ÒÏÉÇÒÁÌÁ ÎÉ ÏÄÎÏÊ×ÓÔÒÅÞÉ, ç ÎÅ ×ÙÉÇÒÁÌÁ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ×ÓÔÒÅÞÉ. ÷ÓÅ ËÏÍÁÎÄÙ ÎÁÂÒÁÌÉÒÁÚÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÞËÏ×. ÷ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔÅ ÔÕÒÎÉÒÎÕÀ ÔÁÂÌÉ�Õ.



84 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ7.40.(15) ûÅÓÔØ ËÏÍÁÎÄ × ÒÏÚÙÇÒÙÛÅ ËÕÂËÁ �Ï ÈÏËËÅÀ × ÏÄÉÎËÒÕÇ ÎÁÂÒÁÌÉ ÒÁÚÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÞËÏ×. �ÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ×ÓÔÒÅÞÁ ÏËÏÎ-ÞÉÌÁÓØ ×ÎÉÞØÀ. ëÁÖÄÁÑ ËÏÍÁÎÄÁ, ËÒÏÍÅ ÚÁÎÑ×ÛÅÊ �ÅÒ×ÏÅ ÍÅÓÔÏ,×ÙÉÇÒÁÌÁ Õ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ËÏÍÁÎÄ, ÚÁÎÑ×ÛÉÈ ÂÏÌÅÅ ×ÙÓÏËÏÅ ÍÅÓÔÏ. ÷ÏÓ-ÓÔÁÎÏ×ÉÔÅ ÔÕÒÎÉÒÎÕÀ ÔÁÂÌÉ�Õ.7.41.(15) ûÅÓÔØ ÛÁÈÍÁÔÉÓÔÏ×: á, â, ÷, ç, ä, å | ÓÙÇÒÁÌÉ ×ÔÕÒÎÉÒÅ × ÏÄÉÎ ËÒÕÇ. á ÓÙÇÒÁÌ ×ÓÅ �ÁÒÔÉÉ ×ÎÉÞØÀ, â ÎÅ �ÒÏÉÇÒÁÌÎÉ ÏÄÎÏÊ ×ÓÔÒÅÞÉ, ÷ ×ÙÉÇÒÁÌ Õ �ÏÂÅÄÉÔÅÌÑ É ÓÙÇÒÁÌ ×ÎÉÞØÀ Ó ä.ç Ï�ÅÒÅÄÉÌ ä, ÎÏ ÏÔÓÔÁÌ ÏÔ å. ëÔÏ ÓËÏÌØËÏ ÏÞËÏ× ÎÁÂÒÁÌ?7.42.(15) óÅÍØ ÛÁÈÍÁÔÉÓÔÏ× ÓÙÇÒÁÌÉ × ÔÕÒÎÉÒÅ × ÏÄÉÎ ËÒÕÇ.ðÏÂÅÄÉÔÅÌØ ÎÁÂÒÁÌ ×Ä×ÏÅ ÂÏÌØÛÅ ÏÞËÏ×, ÞÅÍ ÎÁÂÒÁÌÉ ×ÍÅÓÔÅ ÛÁÈ-ÍÁÔÉÓÔÙ, ÚÁÎÑ×ÛÉÅ ÔÒÉ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ ÍÅÓÔÁ. úÁÎÑ×ÛÉÊ ÞÅÔ×£ÒÔÏÅ ÍÅ-ÓÔÏ ÎÁÂÒÁÌ 3 ÏÞËÁ. ëÁË ÏÎ ÓÙÇÒÁÌ Ó ÚÁÎÑ×ÛÉÍÉ 5-Å ÍÅÓÔÏ É 3-ÅÍÅÓÔÏ?7.43.(15) ÷ �ÅÒ×ÅÎÓÔ×Å ÛËÏÌÙ �Ï ÆÕÔÂÏÌÕ × ÏÄÉÎ ËÒÕÇ ÕÞÁÓÔ-×Ï×ÁÌÉ ÛÅÓÔØ ËÏÍÁÎÄ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÂÙÔØ ÔÁË, ÞÔÏ ÎÁÂÒÁ×ÛÁÑ ÎÁÉ-ÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÏÞËÏ× ËÏÍÁÎÄÁ ÏÄÅÒÖÁÌÁ ÍÅÎØÛÅ �ÏÂÅÄ, ÞÅÍ ÌÀÂÁÑÄÒÕÇÁÑ?7.44.(15) �ÒÉ ÕÞÅÎÉËÁ ×Ù�ÏÌÎÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÈ ÒÁ-ÂÏÔ. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÕÞÅÎÉË A Ï�ÅÒÅÄÉÌ ÕÞÅÎÉËÁ B, ÅÓÌÉ × ÂÏÌØÛÉÎ-ÓÔ×Å ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÈ A �ÏÌÕÞÉÌ ÌÕÞÛÕÀ Ï�ÅÎËÕ, ÞÅÍ B. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ�ÒÉÍÅÒ, ËÏÇÄÁ A Ï�ÅÒÅÄÉÌ B, B Ï�ÅÒÅÄÉÌ C, Á C Ï�ÅÒÅÄÉÌ A.7.45.(15) ðÏÓÌÅ �ÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ ÛÁÈÍÁÔÎÏÇÏ ÔÕÒÎÉÒÁ × ÏÄÉÎ ËÒÕÇ×ÙÑÓÎÉÌÏÓØ, ÞÔÏ ×ÓÅ �ÁÒÔÉÉ ÂÙÌÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÉ×ÎÙÍÉ É ×ÓÅ ÉÇÒÏËÉÚÎÁÌÉ ÉÍÅÎÁ ÔÅÈ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÙÉÇÒÁÌÉ Õ ÎÉÈ, Á ÔÁËÖÅÔÅÈ, ËÔÏ ×ÙÉÇÒÁÌ Õ ÉÈ �ÏÂÅÄÉÔÅÌÅÊ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÛÁÈ-ÍÁÔÉÓÔ, ÚÎÁÀÝÉÊ ×ÓÅÈ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ÔÕÒÎÉÒÁ.7.46.(15) æÕÔÂÏÌØÎÙÊ ÔÕÒÎÉÒ × ÏÄÉÎ ËÒÕÇ ÚÁËÏÎÞÉÌÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏËÏÍÁÎÄÙ ÎÁÂÒÁÌÉ �Ï ÒÁÚÎÏÍÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÏÞËÏ×, Á ËÏÍÁÎÄÁ, ÚÁÎÑ×-ÛÁÑ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÍÅÓÔÏ, ×ÙÉÇÒÁÌÁ Õ ×ÓÅÈ ÔÒ£È �ÒÉÚ£ÒÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ × ÔÕÒÎÉÒÅ ÎÅ ÍÏÇÌÏ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÔØ 12 ËÏÍÁÎÄ.7.47.(15) ÷ ÛÁÈÍÁÔÎÏÍ ÔÕÒÎÉÒÅ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÌÏ n ÛÁÈÍÁÔÉ-ÓÔÏ× | ÇÒÏÓÓÍÅÊÓÔÅÒÙ É ÍÁÓÔÅÒÁ. ðÏÓÌÅ ÏËÏÎÞÁÎÉÑ ÔÕÒÎÉÒÁÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÕÞÁÓÔÎÉË ÎÁÂÒÁÌ ÒÏ×ÎÏ �ÏÌÏ×ÉÎÕ Ó×ÏÉÈÏÞËÏ× × �ÁÒÔÉÑÈ �ÒÏÔÉ× ÍÁÓÔÅÒÏ×. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ n | ÔÏÞÎÙÊË×ÁÄÒÁÔ.7.48.(20) 8 ÈÏËËÅÊÎÙÈ ËÏÍÁÎÄ ÉÇÒÁÀÔ ÚÁ ×ÙÈÏÄ × ÆÉÎÁÌØÎÕÀÞÅÔ×£ÒËÕ × ÏÄÉÎ ËÒÕÇ. ëÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÏÞËÏ× ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔËÏÍÁÎÄÅ ×ÙÈÏÄ × ÆÉÎÁÌØÎÕÀ ÞÅÔ×£ÒËÕ?7.49.(20) �ÒÉ ÄÒÕÇÁ ÉÇÒÁÌÉ × ÛÁÈÍÁÔÙ, �ÒÉÞ£Í ×ÓÅ ÓÙÇÒÁÌÉÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÁÒÔÉÊ. íÏÇÌÏ ÌÉ ÔÁË ÓÌÕÞÉÔØÓÑ, ÞÔÏ Õ �ÅÒ×ÏÇÏ



7. óÍÅÛÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ 85ÂÏÌØÛÅ ×ÓÅÈ �ÏÂÅÄ, Õ ×ÔÏÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ×ÓÅÈ �ÏÒÁÖÅÎÉÊ, Á Õ ÔÒÅÔØÅÇÏÂÏÌØÛÅ ×ÓÅÈ ÏÞËÏ×?7.50.(20) ðÒÉÚ£ÒÙ ÔÕÒÎÉÒÁ �Ï ÆÕÔÂÏÌÕ ÎÁÂÒÁÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎ-ÎÏ 7, 5 É 3 ÏÞËÁ. óËÏÌØËÏ × ÔÕÒÎÉÒÅ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÌÏ ËÏÍÁÎÄ, É ÓËÏÌØËÏÏÞËÏ× ÎÁÂÒÁÌÁ ËÏÍÁÎÄÁ, ÚÁÎÑ×ÛÁÑ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÍÅÓÔÏ? (åÓÌÉ Ä×Å ËÏ-ÍÁÎÄÙ ÎÁÂÉÒÁÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÞËÏ×, ÔÏ ÍÅÓÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ�Ï ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÚÁÂÉÔÙÈ É �ÒÏ�ÕÝÅÎÎÙÈ ÇÏÌÏ×.)7.51.(20) �ÒÉ ÓÔÕÄÅÎÔÁ A, B, C �ÒÏÈÏÄÑÔ �ÒÏ×ÅÒËÕ ÔÅÓÔÁÍÉ.úÁÎÑ×ÛÉÊ �ÅÒ×ÏÅ ÍÅÓÔÏ �ÏÌÕÞÉÌ x ÏÞËÏ×, ×ÔÏÒÏÅ | y, ÔÒÅÔØÅ |z, x > y > z. îÉ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÔÅÓÔÏ× ÎÅ ÂÙÌÏ ÄÅÌÅÖÁ ÍÅÓÔ. óÔÕ-ÄÅÎÔ A ÎÁÂÒÁÌ 20 ÏÞËÏ× ÚÁ ×ÓÅ ÔÅÓÔÙ, B | 10 ÏÞËÏ×, C | 9 ÏÞ-ËÏ×. A ÂÙÌ ×ÔÏÒÙÍ × ÔÅÓÔÅ �Ï ÁÌÇÅÂÒÅ. ëÔÏ ÂÙÌ ×ÔÏÒÙÍ × ÔÅÓÔÅ�Ï ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ?7.52.(20) (íï 46) ÷ ÛÁÈÍÁÔÎÏÍ ÔÕÒÎÉÒÅ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÌÉ Ä×Á ÕÞÅ-ÎÉËÁ 7-ÇÏ ËÌÁÓÓÁ É ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ ÕÞÅÎÉËÏ× 8-ÇÏ ËÌÁÓÓÁ. ä×Á ÓÅÍÉ-ËÌÁÓÓÎÉËÁ ÎÁÂÒÁÌÉ ×ÍÅÓÔÅ 8 ÏÞËÏ×, Á ËÁÖÄÙÊ ×ÏÓØÍÉËÌÁÓÓÎÉË ÎÁ-ÂÒÁÌ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ ÏÞËÏ×. óËÏÌØËÏ ×ÏÓØÍÉËÌÁÓÓÎÉËÏ× ÕÞÁÓÔ-×Ï×ÁÌÏ × ÔÕÒÎÉÒÅ? (ëÁÖÄÙÊ ÕÞÁÓÔÎÉË ÉÇÒÁÅÔ Ó ËÁÖÄÙÍ ÄÒÕÇÉÍÏÄÉÎ ÒÁÚ.) îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ.7.53.(15) (íï 60) ÷ ÔÕÒÎÉÒÅ ËÁÖÄÙÊ ÛÁÈÍÁÔÉÓÔ �ÏÌÏ×ÉÎÕ ×ÓÅÈÏÞËÏ× ÎÁÂÒÁÌ ×Ï ×ÓÔÒÅÞÁÈ Ó ÕÞÁÓÔÎÉËÁÍÉ, ÚÁÎÑ×ÛÉÍÉ ÔÒÉ �ÏÓÌÅÄ-ÎÉÈ ÍÅÓÔÁ. óËÏÌØËÏ ÞÅÌÏ×ÅË ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÌÏ × ÔÕÒÎÉÒÅ?7.54.(15) (íï 68) ÷ ÛÁÈÍÁÔÎÏÍ ÔÕÒÎÉÒÅ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÌÏ 12 ÞÅÌÏ-×ÅË. ðÏÓÌÅ ÏËÏÎÞÁÎÉÑ ËÁÖÄÙÊ ÓÏÓÔÁ×ÉÌ 12 Ó�ÉÓËÏ×. ÷ �ÅÒ×ÙÊ Ó�É-ÓÏË ×ÈÏÄÉÔ ÏÎ ÓÁÍ, ×Ï ×ÔÏÒÏÊ | ÏÎ É ÔÅ, Õ ËÏÇÏ ÏÎ ×ÙÉÇÒÁÌ, ×ÔÒÅÔÉÊ | ×ÓÅ ÌÀÄÉ ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ Ó�ÉÓËÁ É ÔÅ, Õ ËÏÇÏ ÏÎÉ ×ÙÉÇÒÁÌÉ,É Ô. Ä. ÷ 12-Ê Ó�ÉÓÏË ×ÈÏÄÑÔ ×ÓÅ ÌÀÄÉ ÉÚ 11-ÇÏ É ÔÅ, Õ ËÏÇÏ ÏÎÉ ×Ù-ÉÇÒÁÌÉ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÕÞÁÓÔÎÉËÁ ÔÕÒÎÉÒÁ × ÅÇÏ 12-ÊÓ�ÉÓÏË �Ï�ÁÌ ÞÅÌÏ×ÅË, ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÂÙÌÏ × ÅÇÏ 11-Í Ó�ÉÓËÅ. óËÏÌØËÏÎÉÞÅÊÎÙÈ �ÁÒÔÉÊ ÂÙÌÏ ÓÙÇÒÁÎÏ × ÔÕÒÎÉÒÅ?7.55.(15) (íï 71) ÷ ÆÕÔÂÏÌØÎÏÍ ÔÕÒÎÉÒÅ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÌÏ 25 ËÏ-ÍÁÎÄ. ðÏ ÏËÏÎÞÁÎÉÉ ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÎÉ × ÏÄÎÏÊ ×ÓÔÒÅÞÅ ÎÉ ÏÄ-ÎÁ ËÏÍÁÎÄÁ ÎÅ ÚÁÂÉÌÁ × ×ÏÒÏÔÁ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ ÂÏÌÅÅ ÞÅÔÙÒ£È ÍÑÞÅÊ.ëÁËÏÅ ÓÁÍÏÅ ÎÉÚËÏÅ ÍÅÓÔÏ ÍÏÇÌÁ ÚÁÎÑÔØ ËÏÍÁÎÄÁ, ÚÁÂÉ×ÛÁÑ ÍÑÞÅÊÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÌÀÂÁÑ ÄÒÕÇÁÑ, É �ÒÏ�ÕÓÔÉ×ÛÁÑ ÍÅÎØÛÅ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊËÏÍÁÎÄÙ?7.56.(20) (íï 75) ÷ ÆÕÔÂÏÌØÎÏÍ ÔÕÒÎÉÒÅ �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ÕÞÁÓÔÉÅn ËÏÍÁÎÄ (× ÏÄÉÎ ËÒÕÇ). ëÁËÏÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÒÙ× × ÏÞËÁÈ ÍÏ-ÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÅÖÄÕ ËÏÍÁÎÄÁÍÉ, ÚÁÎÑ×ÛÉÍÉ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÍÅÓÔÁ?7.57.(15) (íï 95) ÷ �ÏÅÄÉÎËÅ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÉÚ ÄÅ×ÑÔÉ ÂÏÒ�Ï×ÒÁÚÎÏÊ ÓÉÌÙ ×ÓÅÇÄÁ �ÏÂÅÖÄÁÅÔ ÓÉÌØÎÅÊÛÉÊ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÒÁÚÂÉÔØ ÉÈ



86 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ�Ï ÔÒÏÅ ÎÁ ÔÒÉ ËÏÍÁÎÄÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×Ï ×ÓÔÒÅÞÁÈ ËÏÍÁÎÄ �Ï ÓÉÓÔÅ-ÍÅ �ËÁÖÄÙÊ Ó ËÁÖÄÙÍ� �Ï ÞÉÓÌÕ �ÏÂÅÄ �ÅÒ×ÁÑ ËÏÍÁÎÄÁ ÏÄÅÒÖÁÌÁ×ÅÒÈ ÎÁÄ ×ÔÏÒÏÊ, ×ÔÏÒÁÑ | ÎÁÄ ÔÒÅÔØÅÊ, Á ÔÒÅÔØÑ | ÎÁÄ �ÅÒ×ÏÊ?7.58.(20) (íï 95) ÷ ËÒÕÇÏ×ÏÍ ÔÕÒÎÉÒÅ �Ï ÛÁÛËÁÍ ÉÚ n ÕÞÁÓÔ-ÎÉËÏ× (n > 1) ËÁÖÄÙÊ ÄÏÌÖÅÎ ÓÙÇÒÁÔØ Ó ËÁÖÄÙÍ �Ï ÏÄÎÏÊ �ÁÒÔÉÉ.ëÁÖÄÁÑ �ÁÒÔÉÑ ÚÁÎÉÍÁÅÔ ÞÁÓ. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÕÒÎÉÒ ×ÓÅÇÄÁÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÚÁ n ÞÁÓÏ×. Â) �ÒÉ ËÁËÉÈ n ÔÕÒÎÉÒ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×Å-ÓÔÉ ÚÁ n− 1 ÞÁÓ?7.59.(15) (÷ï 90) æÕÔÂÏÌØÎÙÊ ÔÕÒÎÉÒ × ÏÄÉÎ ËÒÕÇ ÚÁËÏÎÞÉÌÓÑÔÅÍ, ÞÔÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÞËÏ× ÎÁÂÒÁÌÁ ËÏÍÁÎÄÁ, ËÏÔÏÒÁÑÏÄÅÒÖÁÌÁ ÍÅÎØÛÅ �ÏÂÅÄ, ÞÅÍ ÌÀÂÁÑ ÄÒÕÇÁÑ. ðÒÉ ËÁËÏÍ ÎÁÉÍÅÎØ-ÛÅÍ ÞÉÓÌÅ ËÏÍÁÎÄ-ÕÞÁÓÔÎÉ� ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ?7.60.(15) (óï 98) æÕÔÂÏÌØÎÙÊ ÔÕÒÎÉÒ �ÒÏÈÏÄÉÔ × ÏÄÉÎ ËÒÕÇ.úÁ �ÏÂÅÄÕ ÄÁ×ÁÌÏÓØ 3 ÏÞËÁ, ÚÁ ÎÉÞØÀ | 1 ÏÞËÏ, ÚÁ �ÏÒÁÖÅÎÉÅ |0 ÏÞËÏ×. íÏÇÌÏ ÌÉ ÔÁË ÓÌÕÞÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ËÏÍÁÎÄÁ, ÚÁÎÑ×ÛÁÑ �ÅÒ×ÏÅÍÅÓÔÏ, �ÒÉ ÓÔÁÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ �ÏÄÓÞ£ÔÁ ÏÞËÏ× (�ÏÂÅÄÁ | 2 ÏÞËÁ, ÎÉ-ÞØÑ | 1 ÏÞËÏ, �ÏÒÁÖÅÎÉÅ | 0) ÂÙÌÁ ÂÙ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ?7.61.(20) (÷ï 63) ÷ ÛÁÈÍÁÔÎÏÍ ÔÕÒÎÉÒÅ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÌÉ 8 ÛÁÈÍÁ-ÔÉÓÔÏ× (ËÁÖÄÙÊ ÓÙÇÒÁÌ �Ï ÒÁÚÕ Ó ËÁÖÄÙÍ). ÷ÓÅ ÏÎÉ ÎÁÂÒÁÌÉ ÒÁÚ-ÌÉÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÞËÏ×. ûÁÈÍÁÔÉÓÔ, ÚÁÎÑ×ÛÉÊ ×ÔÏÒÏÅ ÍÅÓÔÏ, ÎÁÂÒÁÌÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÏÞËÏ×, ÓËÏÌØËÏ ÎÁÂÒÁÌÉ ×ÍÅÓÔÅ ÛÁÈÍÁÔÉÓÔÙ, ÚÁÎÑ×ÛÉÅÍÅÓÔÁ Ó 5-ÇÏ �Ï 8-Å. ëÁË ÓÙÇÒÁÌÉ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÛÁÈÍÁÔÉÓÔÙ, ÚÁÎÑ×-ÛÉÅ 3-Å É 5-Å ÍÅÓÔÁ?7.62.(20) (÷ï 92) ïÄÎÏËÒÕÇÏ×ÏÊ ÆÕÔÂÏÌØÎÙÊ ÔÕÒÎÉÒ ÚÁËÏÎÞÉÌ-ÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ËÏÍÁÎÄÙ ÎÁÂÒÁÌÉ �Ï ÒÁÚÎÏÍÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÏÞËÏ×, ÁËÏÍÁÎÄÁ, ÚÁÎÑ×ÛÁÑ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÍÅÓÔÏ, ×ÙÉÇÒÁÌÁ Õ ÔÒ£È �ÒÉÚ£ÒÏ×.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÔÕÒÎÉÒÅ ÎÅ ÍÏÇÌÉ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÔØ 12 ËÏÍÁÎÄ.7.63.(20) (÷ï 93) ÷ ÔÕÒÎÉÒÅ �Ï ÔÅÎÎÉÓÕ n ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ÈÏÔÑÔ�ÒÏ×ÅÓÔÉ �ÁÒÎÙÅ (Ä×ÏÅ ÎÁ Ä×ÏÅ) ÍÁÔÞÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÙÊ ÉÚÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ÉÍÅÌ Ó×ÏÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÏÍ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÒÏ×ÎÏ× ÏÄÎÏÍ ÍÁÔÞÅ. ðÒÉ ËÁËÉÈ n ×ÏÚÍÏÖÅÎ ÔÁËÏÊ ÔÕÒÎÉÒ?7.64.(25) (íï 97) ÷ ËÒÕÇÏ×ÏÍ ÔÕÒÎÉÒÅ ÎÅ ÂÙÌÏ ÎÉÞØÉÈ, ÚÁ �Ï-ÂÅÄÕ ÄÁ×ÁÌÏÓØ 1 ÏÞËÏ, ÚÁ �ÏÒÁÖÅÎÉÅ | 0. úÁÔÅÍ ÂÙÌ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ËÁÖÄÏÇÏ ÕÞÁÓÔÎÉËÁ. ïÎ ÒÁ×ÎÑÌÓÑ ÓÕÍÍÅ ÏÞËÏ×, ÎÁ-ÂÒÁÎÎÙÈ ÔÅÍÉ, ËÏÇÏ �ÏÂÅÄÉÌ ÄÁÎÎÙÊ Ó�ÏÒÔÓÍÅÎ. ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ Õ×ÓÅÈ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÒÁ×ÎÙ. þÉÓÌÏ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ÔÕÒÎÉÒÁÂÏÌØÛÅ Ä×ÕÈ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ Ó�ÏÒÔÓÍÅÎÙ ÎÁÂÒÁÌÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÞËÏ×.7.65.(25) (íï 97) 2n Ó�ÏÒÔÓÍÅÎÏ× Ä×ÁÖÄÙ �ÒÏ×ÅÌÉ ËÒÕÇÏ×ÏÊÔÕÒÎÉÒ (× ËÒÕÇÏ×ÏÍ ÔÕÒÎÉÒÅ ËÁÖÄÙÊ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ Ó ËÁÖÄÙÍ, ÚÁ�ÏÂÅÄÕ ÎÁÞÉÓÌÑÅÔÓÑ 1 ÏÞËÏ, ÚÁ ÎÉÞØÀ | 1=2, ÚÁ �ÏÒÁÖÅÎÉÅ | 0).



7. óÍÅÛÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ 87äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ÏÞËÏ× ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚÍÅÎÉÌÁÓØ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍÎÁ n, ÔÏ ÏÎÁ ÉÚÍÅÎÉÌÁÓØ ÒÏ×ÎÏ ÎÁ n.7.66.(20) (íï 99) ÷ ÛÁÈÍÁÔÎÏÍ ÔÕÒÎÉÒÅ ËÁÖÄÙÊ ÕÞÁÓÔÎÉË ÓÙ-ÇÒÁÌ Ó ËÁÖÄÙÍ Ä×Å �ÁÒÔÉÉ: ÏÄÎÕ ÂÅÌÙÍÉ ÆÉÇÕÒÁÍÉ, ÄÒÕÇÕÀ |Þ£ÒÎÙÍÉ. ðÏ ÏËÏÎÞÁÎÉÉ ÔÕÒÎÉÒÁ ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÕÞÁÓÔÎÉËÉ ÎÁ-ÂÒÁÌÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÞËÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×ÁÕÞÁÓÔÎÉËÁ, ×ÙÉÇÒÁ×ÛÉÅ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÁÒÔÉÊ.7.67.(15) (íï 00) ÷ ËÒÕÇÏ×ÏÍ ÛÁÈÍÁÔÎÏÍ ÔÕÒÎÉÒÅ ËÁÖÄÙÊÕÞÁÓÔÎÉË ÓÙÇÒÁÌ Ó ËÁÖÄÙÍ ÏÄÉÎ ÒÁÚ. îÁÚÏ×£Í �ÁÒÔÉÀ ÎÅ�ÒÁ-×ÉÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ×ÙÉÇÒÁ×ÛÉÊ Å£ ÛÁÈÍÁÔÉÓÔ × ÉÔÏÇÅ ÎÁÂÒÁÌ ÏÞËÏ×ÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ �ÒÏÉÇÒÁ×ÛÉÊ. íÏÇÕÔ ÌÉ ÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ �ÁÒÔÉÉ ÓÏÓÔÁ-×ÌÑÔØ Á) ÂÏÌÅÅ 75%; Â) ÂÏÌÅÅ 70% ÏÔ ÏÂÝÅÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á �ÁÒÔÉÊ× ÔÕÒÎÉÒÅ?
þÉÓÌÁ7.68.(15) äÁÎÙ 10 ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÅ �ÒÅ×ÙÛÁÀÝÉÈ 91.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ Ä×ÕÈ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ �ÒÉÎÁÄ-ÌÅÖÉÔ ÏÔÒÅÚËÕ [2=3; 3=2℄.7.69.(15) ÷ 9 ÑÞÅÊËÁÈ ÚÁ�ÉÓÁÎÙ ÞÉÓÌÁ: × �ÅÒ×ÏÊ | ÅÄÉÎÉ�Á, ×ÏÓÔÁÌØÎÙÈ | ÎÕÌÉ. úÁ ÏÄÎÕ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ Ä×Å ÑÞÅÊ-ËÉ É ÚÁÍÅÎÉÔØ ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ × ÎÉÈ �ÏÌÕÓÕÍÍÏÊ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ. ëÁËÏÅÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ × �ÅÒ×ÏÊ ÑÞÅÊËÅ?7.70.(15) íÏÖÎÏ ÌÉ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÔØ ×ÓÅ ÔÒ£ÈÚÎÁÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÎÅÏËÁÎÞÉ×ÁÀÝÉÅÓÑ ÎÕÌÑÍÉ, × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÏÓÌÅÄ-ÎÑÑ �ÉÆÒÁ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÂÙÌÁ ÒÁ×ÎÁ �ÅÒ×ÏÊ �ÉÆÒÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏÚÁ ÎÉÍ ÞÉÓÌÁ?7.71.(15) ðÒÅÚÉÄÅÎÔ ÁË�ÉÏÎÅÒÎÏÇÏ ÏÂÝÅÓÔ×Á �îÅ ÏÂÍÁÎÅÛØ |ÎÅ �ÒÏÄÁÛØ� ÏÂßÑ×ÉÌ ÎÁ ÓÏÂÒÁÎÉÉ ÁË�ÉÏÎÅÒÏ×, ÞÔÏ ÚÁ ËÁÖÄÙÅ �ÑÔØ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÍÅÓÑ�Å× ÒÁÓÈÏÄ ÆÉÒÍÙ �ÒÅ×ÙÛÁÌ ÄÏÈÏÄ, Á ÚÁ×ÅÓØ ÇÏÄ ÄÏÈÏÄ �ÒÅ×ÙÓÉÌ ÒÁÓÈÏÄ. äÏÌÖÎÙ ÌÉ ÁË�ÉÏÎÅÒÙ �ÏÄÁÔØ ÎÁÎÅÇÏ × ÓÕÄ?üÔÏ �ÉÇÒÏ×ÏÊ ×ÉÄ� ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ:7.72.(15) (íï 69) íÏÖÎÏ ÌÉ ×Ù�ÉÓÁÔØ × ÓÔÒÏÞËÕ 20 ÞÉÓÅÌ ÔÁË,ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁ ÌÀÂÙÈ ÔÒ£È ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÂÙÌÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ, Á ÓÕÍÍÁ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ | ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ?7.73.(20) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ×Ù�ÉÓÁÔØ × ÓÔÒÏÞËÕ n ÞÉÓÅÌÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁ ÌÀÂÙÈ k ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÂÙÌÁ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ, Á ÓÕÍÍÁ×ÓÅÈ n �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ n ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ k.



88 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ7.74.(20) (íï 69) Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÌØÚÑ ×Ù�ÉÓÁÔØ × ÓÔÒÏ-ËÕ 50 ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁ ÌÀÂÙÈ 7 ÉÄÕÝÉÈ�ÏÄÒÑÄ ÞÉÓÅÌ ÂÙÌÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, Á ÓÕÍÍÁ ÌÀÂÙÈ 11 ÉÄÕÝÉÈ�ÏÄÒÑÄ ÞÉÓÅÌ | ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ. Â) ÷Ù�ÉÛÉÔÅ × ÓÔÒÏËÕ 50 ÞÉÓÅÌÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁ ÌÀÂÙÈ 47 ÓÔÏÑÝÉÈ �ÏÄÒÑÄ ÞÉÓÅÌ ÂÙÌÁ �ÏÌÏ-ÖÉÔÅÌØÎÁ, Á ÓÕÍÍÁ ÌÀÂÙÈ 11 ÓÔÏÑÝÉÈ �ÏÄÒÑÄ ÞÉÓÅÌ | ÏÔÒÉ�Á-ÔÅÌØÎÁ.7.75.(20) (íåï 77) ÷ ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÅÊÓÔ×É-ÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÕÍÍÁ ÌÀÂÙÈ 7 ÉÄÕÝÉÈ �ÏÄÒÑÄ ÞÌÅÎÏ× ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØ-ÎÁ, Á ÓÕÍÍÁ ÌÀÂÙÈ 11 ÉÄÕÝÉÈ �ÏÄÒÑÄ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ. îÁÊÔÉ ÎÁÉ-ÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÞÌÅÎÏ× ÔÁËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.7.76.(25) ðÕÓÔØ × ÓÔÒÏÞËÕ ×Ù�ÉÓÁÎÏ m ÞÉÓÅÌ. îÁÚÏ×ÅÍ ÓÕÍÍÕq ÉÄÕÝÉÈ �ÏÄÒÑÄ ÞÉÓÅÌ ÜÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ q-ÓÕÍÍÏÊ. �ÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁ�É-ÓÁÔØ m ÞÉÓÅÌ ÔÁË, ÞÔÏ ×ÓÅ n-ÓÕÍÍÙ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÏÄÉÎ ÚÎÁË, Á ×ÓÅk-ÓÕÍÍÙ | ÄÒÕÇÏÊ ÚÎÁË, ÅÓÌÉm 6 n+k−d−1, ÇÄÅ d = îïä(n; k).åÓÌÉ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ Ó ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, ÔÏ7.77.(15) (�ç 89) äÁÎÏ 1989 ÞÉÓÅÌ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÌÀÂÙÈ10 ÉÚ ÎÉÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ �ÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÁ.7.78.(15) éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÄÁÎÎÙÈ 51 ÞÉÓÅÌ,Á ÔÁËÖÅ ÌÀÂÙÈ ÞÅÔÙÒ£È ÉÚ ÎÉÈ | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ.7.79. Á) (15) íÏÖÎÏ ÌÉ 203 �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÎÅÓËÏÌØ-ËÉÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌÔÏÖÅ ÂÙÌÏ ÒÁ×ÎÏ 203? Â) (20) íÏÖÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏÎÅ�ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ?7.80.(20) (óï 98) îÁ ÄÏÓËÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ ÞÉÓÌÁ 1; 2; : : : ; 9. úÁ ÏÄÉÎÈÏÄ ÍÏÖÎÏ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ ÎÁ 3 ÉÌÉ ÎÁ 5. ëÁËÏÅ ÍÉÎÉ-ÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÈÏÄÏ× ÎÕÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÓÔÁÌÉ ÒÁ×-ÎÙÍÉ?7.81.(15) (÷ï 63) äÁÎÙ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Á1,Á2; : : : ; Án. éÚ ÎÉÈ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÓÕÍÍÙ Ó ÌÀÂÙÍÞÉÓÌÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ (ÏÔ 1 ÄÏ n). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÓÕÍÍÎÁÊÄ£ÔÓÑ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ n(n+ 1)=2 �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÎÙÈ.7.82.(15) (÷ï 65) Á) ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ x1; x2; : : : ; xn ÍÏÖÅÔ ÎÅ-ÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 1, 0 ÉÌÉ −1. ëÁËÏÅÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �Ï�ÁÒ-ÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÜÔÉÈ n ÞÉÓÅÌ? Â) ëÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �Ï�ÁÒÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊn ÞÉÓÅÌ x1; x2; : : : ; xn, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ �Ï ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÅÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉ�Ù?



7. óÍÅÛÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ 897.83.(15) (÷ï 85) þÉÓÌÁ 1; 2; : : : ; 2n ÒÁÚÂÉÔÙ ÎÁ Ä×Å ÇÒÕ��Ù �Ïn ÞÉÓÅÌ × ËÁÖÄÏÊ. ðÕÓÔØ Á1 < Á2 < : : : < Án | ÞÉÓÌÁ �ÅÒ×ÏÊÇÒÕ��Ù, ÚÁ�ÉÓÁÎÎÙÅ × ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÍ �ÏÒÑÄËÅ, É b1 > b2 > : : : >> bn | ÞÉÓÌÁ ×ÔÏÒÏÊ ÇÒÕ��Ù × ÕÂÙ×ÁÀÝÅÍ �ÏÒÑÄËÅ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ |Á1 − b1|+ |Á2 − b2|+ : : :+ |Án − bn| = n2.7.84.(20) (÷ï 75) þÉÓÌÁ 1; 2; : : : ; 1975 ÒÁÚÂÉÔÙ ÎÁ Ä×Å ÇÒÕ��Ù.ë �ÅÒ×ÏÊ ÇÒÕ��Å ÏÔÎÅÓÅÎÙ ÞÉÓÌÁ Ó ÎÅÞ£ÔÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ �ÉÆÒ, ËÏ ×ÔÏ-ÒÏÊ | Ó Þ£ÔÎÏÊ. þÔÏ ÂÏÌØÛÅ: ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ÉÚ �ÅÒ×ÏÊ ÇÒÕ��ÙÉÌÉ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ×ÔÏÒÏÊ?7.85.(20) (÷ï 94) äÌÑ ËÁËÉÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n ÞÉÓÌÁ 1; 2; : : : ; 4nÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ n ÇÒÕ�� �Ï 4 ÞÉÓÌÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ × ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕ��ÅÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÑÌÏÓØ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÔÒ£È ÏÓÔÁÌØ-ÎÙÈ?�ÁÂÌÉ�Ù7.86.(15) ðÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÁÑ ÔÁÂÌÉ�Á ÉÚ 5 ÓÔÒÏË É 7 ÓÔÏÌÂ�Ï× ÚÁ-�ÏÌÎÅÎÁ �ÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅÂÙÔØ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ, Á × ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å | ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ?7.87.(15) (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) íÏÖÅÔ ÌÉ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏ-ËÅ ÂÙÔØ Þ£ÔÎÏÊ, Á × ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å | ÎÅÞ£ÔÎÏÊ?7.88.(15) íÏÖÎÏ ÌÉ ÚÁ�ÏÌÎÉÔØ ÔÁÂÌÉ�Õ Á) 4×4 Â) 5×5 ÞÉÓÌÁÍÉÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ × ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ÂÙÌÏ �ÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÏ, Á × ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ | ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ?7.89.(20) íÏÖÎÏ ÌÉ × ËÌÅÔËÉ ÔÁÂÌÉ�Ù 5 × 5 ÚÁ�ÉÓÁÔØ 25 ÞÉ-ÓÅÌ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ÔÁÂÌÉ�Ù ÂÙÌÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ, ÁÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × ÌÀÂÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÅ 2×2, 3×3, 4×4 | ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ?7.90.(15) ðÌÏÓËÏÓÔØ ÒÁÚÂÉÔÁ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅ ËÌÅÔËÉ ËÁË ÌÉÓÔ× ËÌÅÔËÕ. ÷ ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÅ ÚÁ�ÉÓÁÎÏ �ÅÌÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁ×ÎÏ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÞÅ-ÔÙÒ£È ÞÉÓÅÌ, ÓÔÏÑÝÉÈ × ÓÏÓÅÄÎÉÈ ËÌÅÔËÁÈ: Ó×ÅÒÈÕ, ÓÎÉÚÕ, Ó�ÒÁ×Á ÉÓÌÅ×Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÒÁ×ÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ.7.91.(20) ÷ ËÌÅÔËÁÈ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÔÁÂÌÉ�Ù ÒÁÚÍÅÒÁ n×n ÒÁÓÓÔÁ-×ÌÅÎÙ ÞÉÓÌÁ. óÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ, ÓÔÏÑÝÉÈ × ÌÀÂÏÍ �ËÒÅÓÔÅ�, ÎÅ ÍÅÎØÛÅ Á.(ðÏÄ �ËÒÅÓÔÏÍ� �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÆÉÇÕÒÁ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÁÑ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ �ÏÌ-ÎÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á É ÏÄÎÏÊ �ÏÌÎÏÊ ÓÔÒÏËÉ.) ëÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ÔÁÂÌÉ�Ù?7.92.(20) (�ç 88) ÷ ÔÁÂÌÉ�Å 10× 10 ÚÁ�ÉÓÁÎÙ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 1 ÄÏ 100�Ï �ÏÒÑÄËÕ, ËÁËÉÅ-ÔÏ Ó �ÌÀÓÏÍ, Á ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ó ÍÉÎÕÓÏÍ ÔÁË, ÞÔÏ ×ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ É × ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ÒÏ×ÎÏ 5 ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÕ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÔÏÑÝÉÈ × ÔÁÂÌÉ�Å.



90 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ7.93.(15) (÷ï 82) ðÏ ËÒÕÇÕ ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ 100 ÞÉÓÅÌ. éÚ×ÅÓÔÎÏ,ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁ×ÎÏ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍÕ (×ÁÒÉÁÎÔÙ:ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍÕ; ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÉÌÉ ÓÒÅÄ-ÎÅÍÕ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍÕ) Ä×ÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁÒÁ×ÎÙ.7.94.(20) (íï 56) ÷ ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ËÌÅÔÞÁÔÏÇÏÌÉÓÔÁ ÂÕÍÁÇÉ ÓÔÏÉÔ ÞÉÓÌÏ, ÒÁ×ÎÏÅ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÞÅ-ÔÙÒ£È ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÞÉÓÅÌ. éÚ ÜÔÏÇÏ ÌÉÓÔÁ ×ÙÒÅÚÁÎÁ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÁÑÔÁÂÌÉ�Á. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ÔÁÂÌÉ�Ù ÓÔÏÉÔÓ ËÒÁÀ.7.95.(20) (íï 94) åÓÔØ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË m × n ËÌÅÔÏË. ëÁËÏÅÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË × ÎÅÍ ÍÏÖÎÏ ÚÁÛÔÒÉÈÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ×ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ËÌÅÔËÁÈ ÎÅÌØÚÑ ÂÙÌÏ ÒÁÚÍÅÓÔÉÔØ �ÕÇÏÌÏË� ÉÚ ÔÒ£È ËÌÅ-ÔÏË (× ÌÀÂÏÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ)?7.96.(20) (íï 95) ÷ Ë×ÁÄÒÁÔÅ ÒÁÚÍÅÒÏÍ 6×6 ËÌÅÔÏË ÎÅËÏÔÏÒÙÅËÌÅÔËÉ ÏËÒÁÓÉÌÉ × Þ£ÒÎÙÊ �×ÅÔ ÔÁË, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÏÊ Þ£ÒÎÏÊ ËÌÅÔËÉÍÏÖÎÏ �ÒÏÊÔÉ × ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ Þ£ÒÎÕÀ ËÌÅÔËÕ, �ÅÒÅÈÏÄÑ ÔÏÌØËÏÞÅÒÅÚ ÏÂÝÉÅ ÓÔÏÒÏÎÙ Þ£ÒÎÙÈ ËÌÅÔÏË. íÏÖÅÔ ÌÉ ÓÒÅÄÉ Þ£ÒÎÙÈ ËÌÅ-ÔÏË ÂÙÔØ Á) 10; Â) 12 ËÌÅÔÏË, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÒÏ×ÎÏÓ ÏÄÎÏÊ Þ£ÒÎÏÊ ËÌÅÔËÏÊ?7.97.(20) (íï 95) ðÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚÍÅÒÁÍÉ 1× k �ÒÉ ×ÓÑËÏÍÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ k ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÏÌÏÓËÏÊ. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÎÁÔÕÒÁÌØ-ÎÙÈ n �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚÍÅÒÁÍÉ 1995 × n ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÎÁ�Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ �ÏÌÏÓËÉ?7.98.(20) (÷ï 82) ÷ ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ËÌÅÔÞÁÔÏÇÏÌÉÓÔÁ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÌÅÔËÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÅ ÞÉÓÅÌ, ÎÁ�É-ÓÁÎÎÙÈ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ × ÞÅÔÙÒ£È ÉÚ ×ÏÓØÍÉ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ËÌÅÔÏË.7.99.(20) (÷ï 87) ÷ ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÅ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÔÁÂÌÉ�Ù 1987×
× 1987 ÎÁ�ÉÓÁÎÏ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÅ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 1. ÷ ÌÀÂÏÍË×ÁÄÒÁÔÅ 2 × 2 ÄÁÎÎÏÊ ÔÁÂÌÉ�Ù ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÁ 0. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ × ÔÁÂÌÉ�Å ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1987.7.100.(20) (÷ï 90) ÷ ËÌÅÔËÉ ÔÁÂÌÉ�Ù n × n ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÚÁ�É-ÓÁÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ÂÙÌÁ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, Á ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × ÌÀÂÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÅ k × k ÂÙÌÁ ÏÔ-ÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏÓÄÅÌÁÔØ.7.101.(20) (÷ï 95) íÏÖÎÏ ÌÉ × ÔÁÂÌÉ�Å 11× 11 ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ ÎÁ-ÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 1 ÄÏ 121 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÞÉÓÌÁ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÄÒÕÇÏÔ ÄÒÕÇÁ ÎÁ 1, ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÌÉÓØ × ËÌÅÔËÁÈ Ó ÏÂÝÅÊ ÓÔÏÒÏÎÏÊ, Á ×ÓÅÔÏÞÎÙÅ Ë×ÁÄÒÁÔÙ �Ï�ÁÌÉ × ÏÄÉÎ ÓÔÏÌÂÅ�?



7. óÍÅÛÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ 917.102.(20) (÷ï 95) ÷ ËÌÅÔËÁÈ ÔÁÂÌÉ�Ù 2000 × 2000 ÚÁ�ÉÓÁÎÙÞÉÓÌÁ 1 É −1. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ × ÔÁÂÌÉ�Å ÎÅÏÔÒÉ�Á-ÔÅÌØÎÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ 1000 ÓÔÒÏË É 1000 ÓÔÏÌÂ�Ï× ÔÁÂÌÉ-�Ù ÔÁËÉÈ. ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ, ÚÁ�ÉÓÁÎÎÙÈ × ËÌÅÔËÁÈ, ÎÁÈÏÄÑÝÉÈÓÑÎÁ ÉÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ, ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1000.÷ÁÒÉÁ�ÉÉ ÚÎÁËÏÍÓÔ×Á7.103.(10) ÷ ðÁÒÌÁÍÅÎÔÅ áÌÅËÓÆÅÎÉÉ 100 ÄÅ�ÕÔÁÔÏ×. ðÏ ËÒÁÊ-ÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÞÅÓÔÅÎ. ÷ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÅ ÄÅ�ÕÔÁÔÏ× �Ï ËÒÁÊÎÅÊÍÅÒÅ ÏÄÉÎ �ÒÏÄÁÖÅÎ. óËÏÌØËÏ ÞÅÓÔÎÙÈ ÄÅ�ÕÔÁÔÏ× × ÜÔÏÊ ÓÔÒÁÎÅ?7.104.(10) ÷ ËÏÍ�ÁÎÉÉ ÉÚ �ÑÔÉ ÍÁÌØÞÉËÏ× ËÁÖÄÙÊ ÉÍÅÅÔ ÓÒÅÄÉÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÎÅ ÍÅÎÅÅ Ä×ÕÈ ÂÒÁÔØÅ×. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ �ÑÔÅÒÏ |ÂÒÁÔØÑ.7.105.(20) (óï 98) ÷ �ÏÈÏÄÅ, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÌÉÌÓÑ 12 ÄÎÅÊ, ÕÞÁÓÔ-×Ï×ÁÌÏ 9 ÞÅÌÏ×ÅË. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÅÖÕÒÎÙÅ ÓÓÏÒÉÌÉÓØ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÉÎÉËÁËÉÅ Ä×ÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÈÏÔÅÌÉ ÂÏÌØÛÅ ÎÉ ÒÁÚÕ ÄÅÖÕÒÉÔØ ×ÍÅÓÔÅ.�ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ×ÓÅ 12 ÄÎÅÊ ÉÍ ÕÄÁ×ÁÌÏÓØ ÎÁÚÎÁÞÁÔØ ÔÒÏÊËÉ ÄÅÖÕÒ-ÎÙÈ Ó ÕÞ£ÔÏÍ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ. íÏÇÌÏ ÌÉ ÔÁË ÂÙÔØ?7.106.(10) (íï 97) ÷ ËÏÒÚÉÎÅ ÌÅÖÁÔ 30 ÇÒÉÂÏ× | ÒÙÖÉËÏ× ÉÇÒÕÚÄÅÊ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÌÀÂÙÈ 12 ÇÒÉÂÏ× ÉÍÅÅÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙÏÄÉÎ ÒÙÖÉË, Á ÓÒÅÄÉ ÌÀÂÙÈ 20 ÇÒÉÂÏ× | ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÇÒÕÚÄØ.óËÏÌØËÏ ÒÙÖÉËÏ× É ÓËÏÌØËÏ ÇÒÕÚÄÅÊ × ËÏÒÚÉÎÅ?7.107.(15) ÷ ËÏÍ�ÁÎÉÉ N ÞÅÌÏ×ÅË (N > 3). õ ËÁÖÄÏÇÏ �ÏÑ×É-ÌÁÓØ ÎÏ×ÏÓÔØ, ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÅÍÕ ÏÄÎÏÍÕ. úÁ ÏÄÉÎ ÔÅÌÅÆÏÎÎÙÊ ÒÁÚÇÏ×ÏÒÄ×ÏÅ ÓÏÏÂÝÁÀÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ×ÓÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÉÍ ÎÏ×ÏÓÔÉ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÕÚÎÁÌÉ ×ÓÅ �ÒÏ ×ÓÅÈ, ÔÏ ÂÙÌÏ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ 2N − 4Ú×ÏÎËÁ.7.108.(15) (íï 72) ÷ ÇÏÒÏÄÅ �íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ� ÖÉ×ÕÔ n ÖÉÔÅÌÅÊ,ÌÀÂÙÅ Ä×ÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÉÂÏ ÄÒÕÖÁÔ, ÌÉÂÏ ×ÒÁÖÄÕÀÔ ÍÅÖÄÕ ÓÏ-ÂÏÊ. ëÁÖÄÙÊ ÄÅÎØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÏÄÉÎ ÖÉÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÎÁÞÁÔØ ÎÏ×ÕÀÖÉÚÎØ: �ÅÒÅÓÓÏÒÉÔØÓÑ ÓÏ ×ÓÅÍÉ Ó×ÏÉÍÉ ÄÒÕÚØÑÍÉ É �ÏÄÒÕÖÉÔØÓÑÓÏ ×ÓÅÍÉ Ó×ÏÉÍÉ ×ÒÁÇÁÍÉ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÖÉÔÅÌÉ ÍÏÇÕÔ �ÏÄÒÕ-ÖÉÔØÓÑ (ÅÓÌÉ A | ÄÒÕÇ ÷, B | ÄÒÕÇ C, ÔÏ á ÔÁËÖÅ ÄÒÕÇ ó).7.109.(15) (íï 94) ëÁÖÄÙÊ ÉÚ 1994 ÄÅ�ÕÔÁÔÏ× �ÁÒÌÁÍÅÎÔÁ ÄÁÌ�ÏÝ£ÞÉÎÕ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏÍÕ Ó×ÏÅÍÕ ËÏÌÌÅÇÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÏ-ÓÔÁ×ÉÔØ �ÁÒÌÁÍÅÎÔÓËÕÀ ËÏÍÉÓÓÉÀ ÉÚ 665 ÞÅÌÏ×ÅË, ÞÌÅÎÙ ËÏÔÏÒÏÊÎÅ ×ÙÑÓÎÑÌÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ.7.110.(20) (íï 64) ðÒÉ Ä×ÏÒÅ ËÏÒÏÌÑ áÒÔÕÒÁ ÓÏÂÒÁÌÉÓØ 2n ÒÙ-�ÁÒÅÊ, �ÒÉÞ£Í ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÉÍÅÅÔ ÓÒÅÄÉ �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÎÅÂÏÌÅÅ n−1 ×ÒÁÇÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ íÅÒÌÉÎ, ÓÏ×ÅÔÎÉË áÒÔÕÒÁ, ÍÏÖÅÔ



92 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉÔÁË ÒÁÓÓÁÄÉÔØ ÒÙ�ÁÒÅÊ ÚÁ ëÒÕÇÌÙÍ ÓÔÏÌÏÍ, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅÂÕÄÅÔ ÓÉÄÅÔØ ÒÑÄÏÍ ÓÏ Ó×ÏÉÍ ×ÒÁÇÏÍ.7.111.(20) (óðï 96) ÷ ÇÒÕ��Å ÉÚ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÞÅÌÏ×ÅË ÎÅËÏÔÏÒÙÅÌÀÄÉ ÚÎÁËÏÍÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ | ÎÅÔ. ëÁÖÄÙÊ ×ÅÞÅÒ ÏÄÉÎÉÚ ÜÔÉÈ ÌÀÄÅÊ ÕÓÔÒÁÉ×ÁÅÔ ÕÖÉÎ ÄÌÑ ×ÓÅÈ Ó×ÏÉÈ ÚÎÁËÏÍÙÈ É ÚÎÁ-ËÏÍÉÔ ÉÈ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ. ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ ËÁË ËÁÖÄÙÊ ÞÅÌÏ×ÅË ÕÓÔÒÏÉÌÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÕÖÉÎ, ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ËÁËÉÅ-ÔÏ Ä×Á ÞÅÌÏ×ÅËÁ ×Ó£ ÅÝ£ÎÅ ÚÎÁËÏÍÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÕÖÉÎÅÉÍ �ÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ ÔÁËÖÅ ÎÅ ÕÄÁÓÔÓÑ.7.112.(20) (÷ï 90) ÷ óÅÎÁÔÅ 30 ÓÅÎÁÔÏÒÏ×. ëÁÖÄÙÅ Ä×ÏÅ ÉÚ ÎÉÈÌÉÂÏ ÄÒÕÖÁÔ, ÌÉÂÏ ×ÒÁÖÄÕÀÔ. ëÁÖÄÙÊ ÓÅÎÁÔÏÒ ×ÒÁÖÄÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÓÛÅÓÔØÀ ÄÒÕÇÉÍÉ. ëÁÖÄÙÅ ÔÒÉ ÓÅÎÁÔÏÒÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÍÉÓÓÉÀ. îÁÊ-ÔÉ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ËÏÍÉÓÓÉÊ, × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ÔÒÉ ÞÌÅÎÁ �Ï�ÁÒÎÏÄÒÕÖÁÔ ÌÉÂÏ ÔÒÉ �Ï�ÁÒÎÏ ×ÒÁÖÄÕÀÔ.7.113.(20) (÷ï 91) äÅÌÅÇÁÔÙ ÓßÅÚÄÁ ÄÏÌÖÎÙ ×ÙÂÒÁÔØ ËÏÍÉÓ-ÓÉÀ. ëÁÖÄÙÊ ÄÅÌÅÇÁÔ ×ÙÂÉÒÁÅÔ 10 ÞÅÌÏ×ÅË ÉÚ Ó�ÉÓËÁ ËÁÎÄÉÄÁÔÏ×.îÁÚÏ×ÅÍ ËÏÍÉÓÓÉÀ �ÈÏÒÏÛÅÊ� ÄÌÑ ÄÅÌÅÇÁÔÁ, ÅÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ×Ù-ÂÒÁÎÎÙÊ ÄÅÌÅÇÁÔÏÍ ÞÅÌÏ×ÅË ×ÈÏÄÉÔ × ËÏÍÉÓÓÉÀ. ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏÄÌÑ ÌÀÂÙÈ 6 ÄÅÌÅÇÁÔÏ× ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ËÏÍÉÓÓÉÑ ÉÚ Ä×ÕÈ ÞÅÌÏ×ÅË, ËÏÔÏ-ÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÈÏÒÏÛÅÊ� ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ 6 ÄÅÌÅÇÁÔÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ËÏÍÉÓÓÉÀ ÉÚ 10 ÞÅÌÏ×ÅË, �ÈÏÒÏÛÕÀ� ÄÌÑ ×ÓÅÈÄÅÌÅÇÁÔÏ×.óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ (ÓÎÁÂÖÅÎÉÅ �ÁÒÏÊ)7.114.(10) (íï 97) ëÁËÉÈ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó �ÅÌÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁ-ÍÉ ÂÏÌØÛÅ: Ó �ÅÒÉÍÅÔÒÏÍ 1996 ÉÌÉ Ó �ÅÒÉÍÅÔÒÏÍ 1998? (ðÒÑÍÏ-ÕÇÏÌØÎÉËÉ a× b É b× a ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ.)7.115.(15) (íï 53) îÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ×ÙÂÒÁÎÏ 100 ÔÏÞÅË: A1; : : : ;A100. ëÁËÉÈ É ÎÁ ÓËÏÌØËÏ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÂÏÌØÛÅ: ÔÅÈ,Õ ËÏÔÏÒÙÈ á1 | ×ÅÒÛÉÎÁ, ÉÌÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ?7.116.(20) ÷ ËÌÁÓÓÅ 28 ÕÞÅÎÉËÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÉÄÑÔ �Ï Ä×ÏÅ ÚÁ14 �ÁÒÔÁÍÉ. ÷ ÎÁÞÁÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÅÓÑ�Á ÕÞÉÔÅÌØ ÒÁÓÓÁÖÉ×ÁÅÔ ÉÈÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÚÁ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÔÏÊ ÓÉÄÅÌÉ Ä×ÏÅ, ÎÉËÏÇÄÁ ÄÏ ÜÔÏÇÏ ÒÑ-ÄÏÍ ÎÅ ÓÉÄÅ×ÛÉÅ. ëÁËÏÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÍÅÓÑ�Å× ÕÞÉÔÅÌØ ÓÍÏÖÅÔÜÔÏ ÄÅÌÁÔØ?7.117.(20) òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ×ÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, × ÄÅÓÑÔÉÞ-ÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ ÌÉÛØ �ÉÆÒÙ 0 É 1. òÁÚÂÅÊÔÅ ÜÔÉÞÉÓÌÁ ÎÁ ÇÒÕ��Ù ÔÁË, ÞÔÏÂÙ × ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÓÕÍÍÙ ÌÀÂÙÈÄ×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÚ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÇÒÕ��Ù, ÓÏÄÅÒÖÁÌÏÓØ ÎÅÍÅÎÅÅ Ä×ÕÈ ÅÄÉÎÉ�.



7. óÍÅÛÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ 937.118.(15) (íï 93) ðÒÉÄ×ÏÒÎÙÊ ÁÓÔÒÏÌÏÇ �ÁÒÑ çÏÒÏÈÁ ÎÁÚÙ×Á-ÅÔ ×ÒÅÍÑ ÓÕÔÏË ÈÏÒÏÛÉÍ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÞÁÓÁÈ Ó �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÓÅËÕÎÄÎÏÊÓÔÒÅÌËÏÊ �ÒÉ ÍÇÎÏ×ÅÎÎÏÍ ÏÂÈÏÄÅ �ÉÆÅÒÂÌÁÔÁ �Ï ÈÏÄÕ ÞÁÓÏ× ÍÉÎÕÔ-ÎÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ �ÏÓÌÅ ÞÁÓÏ×ÏÊ É �ÅÒÅÄ ÓÅËÕÎÄÎÏÊ. ëÁËÏÇÏ×ÒÅÍÅÎÉ × ÓÕÔËÁÈ ÂÏÌØÛÅ: ÈÏÒÏÛÅÇÏ ÉÌÉ �ÌÏÈÏÇÏ?7.119.(15) (íï 94) ðÒÉÄ×ÏÒÎÙÊ ÁÓÔÒÏÌÏÇ ÎÁÚÙ×ÁÅÔ ÍÏÍÅÎÔ×ÒÅÍÅÎÉ ÈÏÒÏÛÉÍ, ÅÓÌÉ ÞÁÓÏ×ÁÑ, ÍÉÎÕÔÎÁÑ É ÓÅËÕÎÄÎÁÑ ÓÔÒÅÌ-ËÉ ÞÁÓÏ× ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ �Ï ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÄÉÁÍÅ-ÔÒÁ �ÉÆÅÒÂÌÁÔÁ. ëÁËÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ × ÓÕÔËÁÈ ÂÏÌØÛÅ: ÈÏÒÏÛÅÇÏÉÌÉ �ÌÏÈÏÇÏ? (CÔÒÅÌËÉ ×ÒÁÝÁÀÔÓÑ �Ï ÏÂÝÅÊ ÏÓÉ É ÎÅ ÄÅÌÁÀÔÓËÁÞËÏ×.)7.120.(20) (íï 54) òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÄÅÓÑÔÉÚÎÁÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ,ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÍÙÅ Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÉÆÒ 1 É 2. òÁÚÂÉÔØ ÉÈ ÎÁ Ä×Á ËÌÁÓ-ÓÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÒÉ ÓÌÏÖÅÎÉÉ Ä×ÕÈ ÌÀÂÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÄÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ�ÏÌÕÞÁÌÏÓØ ÞÉÓÌÏ, × ÎÁ�ÉÓÁÎÉÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅÄ×ÕÈ ÔÒÏÅË.7.121.(20) (íï 57) äÁÎÙ n ÞÉÓÅÌ: Á1 = 1, Á2; : : : ; Án, �ÒÉÞ£ÍÁi 6 Ái+1 6 2Ái (i = 1; 2; : : : ; n−1) É ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ Þ£ÔÎÁ. íÏÖÎÏÌÉ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ Ä×Å ÇÒÕ��Ù ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÙ ÞÉÓÅÌ × ÜÔÉÈÇÒÕ��ÁÈ ÂÙÌÉ ÒÁ×ÎÙ?7.122.(15) (÷ï 65) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ �ÓÞÁÓÔÌÉ×ÙÈ� ÞÉ-ÓÅÌ ÏÔ 000000 ÄÏ 999999 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 13. (þÉÓÌÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÓÞÁÓÔ-ÌÉ×ÙÍ�, ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ �ÅÒ×ÙÈ ÔÒ£È ÅÇÏ �ÉÆÒ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ÔÒ£È �Ï-ÓÌÅÄÎÉÈ.)7.123.(15) (÷ï 96) ëÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÂÏÌØÛÅ ÓÒÅÄÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉ-ÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ 1 000 000 ×ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ: �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙÔÏÞÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ É ÔÏÞÎÏÇÏ ËÕÂÁ ÉÌÉ ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ × ÔÁËÏÍ×ÉÄÅ?7.124.(20) (÷ï 89) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ �ÑÔÉÚÎÁÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, × ÚÁ-�ÉÓÉ ËÏÔÏÒÙÈ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ �ÉÆÒ 1, 2, 3, 4, 5 ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ �Ï ÏÄÎÏÍÕÒÁÚÕ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ Ä×Å ÇÒÕ��Ù Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ ÓÕÍÍÁÍÉ Ë×Á-ÄÒÁÔÏ×.ðÏÇÒÕÚËÁ7.125.(10) ëÁË �ÏÇÒÕÚÉÔØ 21 ÂÏÞËÕ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ 7 �ÏÌÎÙ Ë×ÁÓÁ,7 �ÕÓÔÙ, Á 7 ÎÁ�ÏÌÎÅÎÙ ÒÏ×ÎÏ ÎÁ�ÏÌÏ×ÉÎÕ, ÎÁ ÔÒÉ Á×ÔÏÍÏÂÉÌÑ ÔÁË,ÞÔÏÂÙ ÎÁ ×ÓÅÈ ÇÒÕÚÏ×ÉËÁÈ ÂÙÌÏ �ÏÒÏ×ÎÕ ÂÏÞÅË É Ë×ÁÓÁ?7.126.(15) îÅÓËÏÌØËÏ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÑÝÉËÏ× ×ÅÓÑÔ ×ÍÅÓÔÅ 10 Ô,�ÒÉÞ£Í ËÁÖÄÙÊ ×ÅÓÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 1 Ô. ëÁËÏÇÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁÔÒ£ÈÔÏÎÏË ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ Õ×ÅÚÔÉ ÚÁ ÏÄÉÎ ÒÁÚ ×ÅÓØ ÇÒÕÚ?



94 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ7.127.(15) éÚ ËÁÒØÅÒÁ ÎÕÖÎÏ ×Ù×ÅÚÔÉ 870 Ô ÇÌÙÂ, �ÒÉÞ£Í ËÁ-ÖÄÁÑ ×ÅÓÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 8 Ô. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÅÒÅ×ÏÚËÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ17 �ÌÁÔÆÏÒÍ ÇÒÕÚÏ�ÏÄß£ÍÎÏÓÔØÀ 58 Ô ËÁÖÄÁÑ.7.128.(15) (íï 56, óðï 62) çÒÕÚ 13;5 Ô Õ�ÁËÏ×ÁÎ × ÎÅËÏÔÏÒÏÅËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÅ×ÅÓÏÍÙÈ ÑÝÉËÏ×. íÁÓÓÁ ËÁÖÄÏÇÏ Ó ÇÒÕÚÏÍ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓ-ÈÏÄÉÔ 350 ËÇ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÇÒÕÚ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ×ÅÚÔÉ ÎÁ 11 �Ï-ÌÕÔÏÒÁÔÏÎËÁÈ.7.129.(15) (óï 98) Á) åÓÔØ ÂÏÞËÉ ×ÅÓÏÍ 1, 2; : : : ; 20 �ÕÄÏ×. íÏÖ-ÎÏ ÌÉ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÉÈ × ÔÒÉ ÇÒÕÚÏ×ÉËÁ �ÏÒÏ×ÎÕ (�Ï ×ÅÓÕ)? Â) á ÂÏÞËÉ×ÅÓÏÍ 1, 2; : : : ; 10 �ÕÄÏ×.äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØòÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞ ÜÔÏÇÏ �ÉËÌÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÏÞÅÎØ �ÒÏÓÔÏÍ ÓÏÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÇÌÑÄÎÏ �ÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ ÂÌÏÈÁ �ÒÙÇÁÅÔ �Ï �ÅÌÙÍ ÞÉÓÌÁÍ, ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ �Å-ÒÅ�ÒÙÇÉ×ÁÑ ÎÁ ÓÏÓÅÄÎÅÅ ÞÉÓÌÏ. �ÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ ÉÓÈÏÄÎÏ ÏÎÁ ÎÁÈÏÄÉ-ÌÁÓØ ÎÁ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÍ ÞÉÓÌÅ, Á × ËÏÎ�Å | ÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ, ÔÏ× ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÏÍÅÎÔ ÂÌÏÈÁ �ÏÂÙ×ÁÌÁ × ÎÕÌÅ.îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎÏ 100 ÔÏÞÅË. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÔØ �ÒÑÍÁÑ,�Ï ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÉÔ �Ï 50 ÔÏÞÅË ÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ.òÅÛÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ �ÒÑÍÙÅ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅÞÅÒÅÚ �ÁÒÙ ÔÏÞÅË ÎÁÛÅÇÏ 100-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ðÒÏ×Å-Ä£Í ÌÀÂÕÀ �ÒÑÍÕÀ, ÎÅ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÕÀ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÉÈ, É ÔÁ-ËÕÀ, ÞÔÏ ×ÓÅ 100 ÔÏÞÅË ÌÅÖÁÔ �Ï ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ ÎÅ£. îÁÞÎ£Í�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÓÁÍÏÊ ÓÅÂÅ Ä×ÉÇÁÔØ Å£ Ë ÜÔÉÍ ÔÏÞËÁÍ É ÓÌÅÄÉÔØÚÁ ÔÅÍ, ËÁË ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÚÁ �ÒÑÍÏÊ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ,ÞÔÏ × ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÏÍÅÎÔ ÏÎÏ ÓÔÁÎÅÔ ÒÁ×ÎÏ 50. üÔÏ É ÅÓÔØ ÎÕÖÎÁÑÎÁÍ �ÒÑÍÁÑ.7.130.(15) ÷ ÒÑÄ ×ÙÌÏÖÅÎÏ 100 Þ£ÒÎÙÈ É 100 ËÒÁÓÎÙÈ ÛÁÒÏ×,�ÒÉÞ£Í ÓÁÍÙÊ ÌÅ×ÙÊ É ÓÁÍÙÊ �ÒÁ×ÙÊ ÛÁÒÙ | Þ£ÒÎÙÅ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÓÌÅ×Á �ÏÄÒÑÄ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÛÁÒÏ× (ÎÏ ÎÅ ×ÓÅ!) ÔÁË,ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÒÁÓÎÙÈ ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ Þ£ÒÎÙÈ.7.131.(15) ÷ ËÌÅÔËÁÈ ÄÏÓËÉ 8 × 8 ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÞÉÓÌÁ +1 É −1,�ÒÉÞ£Í ÔÁË, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÏÓ-ËÕ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÎÁ Ä×Á ËÕÓËÁ ÔÁË, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × ËÁÖÄÏÍÉÚ ËÕÓËÏ× ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ.7.132.(15) çÒÁÎÉ 8 ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ËÕÂÉËÏ× ÏËÒÁÛÅÎÙ × Þ£ÒÎÙÊ ÉÂÅÌÙÊ �×ÅÔÁ ÔÁË, ÞÔÏ Þ£ÒÎÙÈ É ÂÅÌÙÈ ÇÒÁÎÅÊ �ÏÒÏ×ÎÕ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÕÂÉËÏ× ÍÏÖÎÏ ÓÌÏÖÉÔØ ËÕÂ 2× 2× 2, ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉËÏÔÏÒÏÇÏ Þ£ÒÎÙÈ É ÂÅÌÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ× �ÏÒÏ×ÎÕ.



7. óÍÅÛÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ 957.133.(15) íÁÔÞ �úÅÎÉÔ� | �íÏÌÏÔ� ÚÁËÏÎÞÉÌÓÑ ÓÏ ÓÞ£ÔÏÍ 8 : 5× �ÏÌØÚÕ �úÅÎÉÔÁ�. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÍÁÔÞÅ ÂÙÌ ÔÁËÏÊ ÍÏÍÅÎÔ, ËÏ-ÇÄÁ �úÅÎÉÔÕ� ÏÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÂÉÔØ ÓÔÏÌØËÏ ÍÑÞÅÊ, ÓËÏÌØËÏ �íÏÌÏÔ� ÕÖÅÚÁÂÉÌ Ë ÔÏÍÕ ×ÒÅÍÅÎÉ.7.134.(15) (óï 98) îÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Á ÍÅÎØÛÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏÞÉÓÌÁ b, �ÒÉÞ£Í ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ ÞÉÓÌÁ Á ÎÁ 100 ÍÅÎØÛÅ ÓÕÍÍÙ �ÉÆÒÞÉÓÌÁ b. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÅÖÄÕ ÞÉÓÌÁÍÉ Á É b ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ, ÓÕÍÍÁ�ÉÆÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ 43 ÂÏÌØÛÅ ÓÕÍÍÙ �ÉÆÒ Á.7.135.(20) ÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÌÅÔËÁÈ Ë×ÁÄÒÁÔÁ 50 × 50 ÓÔÏÑÔ +1 É
−1, �ÒÉÞ£Í ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÓÕÍÍÙ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 100.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÔØ Ë×ÁÄÒÁÔ 25× 25, ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÓÕÍÍÙÞÉÓÅÌ × ËÏÔÏÒÏÍ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 25.7.136.(20) ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ (Án) ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ Á1 = 1 É(Án+1 − Án) ÒÁ×ÎÏ 0 ÉÌÉ 1 �ÒÉ ÌÀÂÏÍ n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Án == n=1000 �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ n, ÔÏ Ám = m=500 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ m.çÅÏÍÅÔÒÉÑ7.137.(10) ìÅÇËÏ ÒÁÓ�ÉÌÉÔØ ËÕÂÉË 3 × 3 × 3 ÎÁ 27 ËÕÂÉËÏ× ÛÅ-ÓÔØÀ ÒÁÓ�ÉÌÁÍÉ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÍÅÎØÛÉÔØ ÞÉÓÌÏ ÒÁÓ�ÉÌÏ×, ÅÓÌÉ ÒÁÓ-�ÉÌÉ×ÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ËÕÓËÏ× ÓÒÁÚÕ?7.138.(15) ë×ÁÄÒÁÔ 8×8 ÓÌÏÖÅÎ ÉÚ ÄÏÍÉÎÏÛÅË 1×2. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ËÁËÉÅ-ÔÏ Ä×Å ÉÚ ÎÉÈ ÏÂÒÁÚÕÀÔ Ë×ÁÄÒÁÔ 2× 2.7.139.(15) ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ �ÌÏÝÁÄØ ÒÁÚÍÅÒÏÍ 100 × 100 ×ÙÌÏÖÅÎÁË×ÁÄÒÁÔÎÙÍÉ �ÌÉÔÁÍÉ 1×1 ÞÅÔÙÒ£È �×ÅÔÏ×: ÂÅÌÏÇÏ, ËÒÁÓÎÏÇÏ, Þ£Ò-ÎÏÇÏ É ÓÅÒÏÇÏ | ÔÁË, ÞÔÏ ÎÉËÁËÉÅ Ä×Å �ÌÉÔÙ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ �×ÅÔÁÎÅ ÓÏ�ÒÉËÁÓÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ (Ô. Å. ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÅÊ ÓÔÏÒÏÎÙÉÌÉ ×ÅÒÛÉÎÙ). óËÏÌØËÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ËÒÁÓÎÙÈ �ÌÉÔ?7.140.(15) (íï 95) è×ÁÔÉÔ ÌÉ ÄÌÑ ÉÚÇÏÔÏ×ÌÅÎÉÑ ÚÁËÒÙÔÏÊ ÓÏ×ÓÅÈ ÓÔÏÒÏÎ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ËÏÒÏÂËÉ Ó �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ÄÌÉÎÁÍÉÓÔÏÒÏÎ, ÏÂß£Í ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1995 ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ËÕÂÉËÏ×, Á) 962;Â) 960; ×) 958 Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÅÄÉÎÉ� ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ?7.141.(15) (÷ï 97) ë×ÁÄÒÁÔ n × n (n > 24) ÓËÌÅÅÎ × �ÉÌÉÎÄÒ.þÁÓÔØ ËÌÅÔÏË �ÏËÒÁÛÅÎÁ × Þ£ÒÎÙÊ �×ÅÔ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑÄ×Å �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÌÉÎÉÉ (Ä×Å ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ, Ä×Å ×ÅÒÔÉËÁÌÉ ÉÌÉ Ä×ÅÄÉÁÇÏÎÁÌÉ), ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ Þ£ÒÎÙÈ ËÌÅÔÏË.7.142.(15) (íï 73) îÁ ÂÅÌÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ �ÏÓÔÁ×ÉÌÉ ËÌÑËÓÕ. äÌÑËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ËÌÑËÓÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÌÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÏ ÇÒÁÎÉ�Ù ËÌÑËÓÙ. éÚ ×ÓÅÈ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ×ÙÂÒÁÌÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ, ÉÚ ×ÓÅÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ. ëÁ-ËÕÀ ÆÏÒÍÕ ÉÍÅÅÔ ËÌÑËÓÁ, ÅÓÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÒÁ×ÎÙ?



96 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ7.143.(20) (íï 94) îÁ ÂÅÌÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÖÉ×ÅÔ Þ£ÒÎÁÑ ÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÎÁÑ ËÌÑËÓÁ. ëÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ × ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÓÅËÕÎÄÕ ÓÔÁ-ÎÏ×ÉÔÓÑ Þ£ÒÎÏÊ, ÅÓÌÉ × ËÒÕÇÅ ÒÁÄÉÕÓÏÍ 1 Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ�ÌÏÝÁÄØ ËÌÑËÓÙ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ �ÏÌÏ×ÉÎÁ ËÒÕÇÁ, É ÂÅÌÏÊ × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍÓÌÕÞÁÅ. Á) íÏÖÅÔ ÌÉ ËÌÑËÓÁ ÖÉÔØ ×ÅÞÎÏ? Â) íÏÖÅÔ ÌÉ ËÌÑËÓÁ ÞÅ-ÒÅÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ×ÒÅÍÑ Õ×ÅÌÉÞÉÔØÓÑ �Ï �ÌÏÝÁÄÉ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × ÍÉÌÌÉÏÎÒÁÚ?7.144.(10) ëÁËÏÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ �ÅÛÅË ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÎÁÛÁÈÍÁÔÎÕÀ ÄÏÓËÕ, ÅÓÌÉ ÎÁ �ÏÌÅ Å4 �ÅÛËÕ ÓÔÁ×ÉÔØ ÎÅÌØÚÑ É ÎÉËÁËÉÅÄ×Å �ÅÛËÉ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÓÔÏÑÔØ ÎÁ �ÏÌÑÈ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ�ÏÌÑ Å4?7.145.(15) ëÁËÏÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÌÁÄÅÊ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ× ËÕÂÅ Á) 4× 4× 4, Â) 8× 8× 8, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÎÅ ÂÉÌÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ?7.146.(15) (÷ÅÎÇÒÉÑ 30) îÁ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÅ 8×8 �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ�ÒÏ×ÅÄÅÎÁ �ÒÑÍÁÑ. þÅÍÕ ÒÁ×ÎÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË, ËÏÔÏÒÏÅÏÎÁ ÍÏÖÅÔ �ÅÒÅÓÅÞØ?7.147.(20) (íï 95) îÁ �ÏÌÑÈ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÉ ÓÔÏÑÔ ÎÅÓËÏÌØËÏÌÁÄÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ ÌÁÄØÉ × ÔÒÉ �×ÅÔÁ, ÞÔÏÏÄÎÏ�×ÅÔÎÙÅ ÌÁÄØÉ ÎÅ ÂÕÄÕÔ ÂÉÔØ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ.7.148.(20) (÷ï 85) ëÁËÏÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÄÁÍÏË ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ-ÓÔÁ×ÉÔØ ÎÁ ÛÁÛÅÞÎÏÊ ÄÏÓËÅ 8×8 ËÌÅÔÏË ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÁÑ ÄÁÍËÁÂÉÌÁÓØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÄÁÍËÏÊ?7.149.(10) íÏÖÎÏ ÌÉ ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ 20 ËÒÁÓÎÙÈ ÉÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÉÎÉÈ ÆÉÛÅË ÔÁË, ÞÔÏÂÙ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ, ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØ-ÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÊ ËÒÁÓÎÏÊ ÆÉÛËÅ, ÓÔÏÑÌÁ ÓÉÎÑÑ É ÎÉËÁËÉÅ Ä×ÅÓÉÎÉÅ ÆÉÛËÉ ÎÅ ÓÔÏÑÌÉ ÒÑÄÏÍ?7.150.(10) ðÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÓÔÏÉÔ 6 ÞÉÓÅÌ, ËÁÖÄÏÅ ÒÁ×ÎÏ ÍÏÄÕ-ÌÀ ÒÁÚÎÏÓÔÉ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÔÏÑÝÉÈ �ÏÓÌÅ ÎÅÇÏ �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ.óÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÁ 1. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÞÉÓÅÌ,ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÄÁÎÎÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ. (îÁÂÏÒÙ, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÄÒÕÇÉÚ ÄÒÕÇÁ �Ï×ÏÒÏÔÏÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ.)7.151.(15) îÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÏ (× ÎÅËÏÔÏÒÏÍ �ÏÒÑÄËÅ)10 ËÒÁÓÎÙÈ ÔÏÞÅË É 10 Þ£ÒÎÙÈ ÔÏÞÅË. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ �ÁÒÓÏÓÅÄÎÉÈ ËÒÁÓÎÙÈ ÔÏÞÅË ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ �ÁÒ ÓÏÓÅÄÎÉÈ Þ£ÒÎÙÈ ÔÏ-ÞÅË.7.152.(20) (óï 97) éÍÅÅÔÓÑ 76 ËÁÒÔÏÞÅË, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ�ÉÓÁÎÙÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. üÔÉ ËÁÒÔÏÞËÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÙ ÎÁ ÓÔÏÌÅ �Ï ËÒÕÇÕ ÞÉ-ÓÌÏÍ ×ÎÉÚ. îÁÄÏ ÎÁÊÔÉ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÔÒÉ ÉÄÕÝÉÅ �ÏÄÒÑÄ ËÁÒÔÏÞËÉÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ, ÎÁ�ÉÓÁÎÎÏÅ ÎÁ ÓÒÅÄÎÅÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÒ£È ËÁÒÔÏÞÅË,ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ. ðÅÒÅ×ÅÒÎÕÔØ ÍÏÖÎÏ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 10 ËÁÒÔÏÞÅË. ëÁË ÎÁÄÏ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ



7. óÍÅÛÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ 97ÎÁ×ÅÒÎÑËÁ ÎÁÊÔÉ ÔÒÉ ËÁÒÔÏÞËÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕËÁÚÁÎ-ÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ?7.153.(20) (÷ï 67) Á) íÏÖÎÏ ÌÉ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÔØÞÉÓÌÁ 0, 1, 2; : : : ; 9 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÏÔÌÉÞÁÌÉÓØÎÁ 3, 4 ÉÌÉ 5? Â) íÏÖÎÏ ÌÉ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÔØ ÞÉÓÌÁ1; 2; 3; : : : ; 13 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÞÉÓÌÁ ÏÔÌÉÞÁÌÉÓØ ÎÁ3, 4 ÉÌÉ 5?7.154.(20) (÷ï 83) ðÏ ËÒÕÇÕ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÔÒ£È �Ï�ÁÒÎÏÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÏ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÔÏÑÝÉÈ �Ï ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ ÎÅÇÏ. óËÏÌØ-ËÏ ÞÉÓÅÌ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ?âÅÚ ÏÂÝÅÊ ÉÄÅÉ7.155.(15) (íï 70) íÕÄÒÙÊ ÔÁÒÁËÁÎ, ËÏÔÏÒÙÊ ×ÉÄÉÔ ÎÅ ÄÁÌØ-ÛÅ, ÞÅÍ ÎÁ 1 ÓÍ, ÒÅÛÉÌ ÏÔÙÓËÁÔØ éÓÔÉÎÕ. îÁÈÏÄÉÔÓÑ ÏÎÁ × ÔÏÞËÅ,ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÏ ËÏÔÏÒÏÊ D ÓÍ. �ÁÒÁËÁÎ ÍÏÖÅÔ ÄÅÌÁÔØ ÛÁÇÉ, ËÁÖÄÙÊÄÌÉÎÏÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 1 ÓÍ, É �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ËÁÖÄÏÇÏ ÛÁÇÁ ÅÍÕ ÇÏ×ÏÒÑÔ,�ÒÉÂÌÉÚÉÌÓÑ ÏÎ Ë éÓÔÉÎÅ ÉÌÉ ÎÅÔ. �ÁÒÁËÁÎ ÍÏÖÅÔ �ÏÍÎÉÔØ ×Ó£,× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ Ó×ÏÉÈ ÛÁÇÏ×. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÍÏÖÅÔÏÔÙÓËÁÔØ éÓÔÉÎÕ, ÓÄÅÌÁ× ÎÅ ÂÏÌÅÅ 1;5D + 7 ÛÁÇÏ×.7.156.(20) (íï 93) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÓÌÏ×Ï (ËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÕË×), × ËÏÔÏÒÏÍ ÎÅÔ Ä×ÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ �ÏÄÓÌÏ×(Ô. Å. ÍÅÎØÛÉÈ ÓÌÏ×), ÎÏ ÔÁËÏ×ÙÅ �ÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ, ÅÓÌÉ �ÒÉ�ÉÓÁÔØ ÌÀ-ÂÕÀ ÂÕË×Õ Ë ÌÀÂÏÍÕ ËÏÎ�Õ?7.157.(20) (íï 93) ÷ ÂÏÔÁÎÉÞÅÓËÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔ-ÓÑ 100 �ÒÉÚÎÁËÏ×. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ �ÒÉÚÎÁËÏ× ÌÉÂÏ �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ ÕÒÁÓÔÅÎÉÑ, ÌÉÂÏ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ. îÁÚÏ×ÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÈÏÒÏÛÉÍ. ÅÓÌÉÌÀÂÙÅ Ä×Á ÒÁÓÔÅÎÉÑ × ÎÅÍ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ �Ï 50 �ÒÉÚÎÁ-ËÁÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÈÏÒÏÛÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅ Ï�ÉÓÁÎÏ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ50 ÒÁÓÔÅÎÉÊ.7.158.(15) (íï 95) îÅÓËÏÌØËÏ ÄÅÒÅ×ÅÎØ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÄÏÒÏÇÁÍÉÓ ÇÏÒÏÄÏÍ, Á ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÄÏÒÏÇ ÎÅÔ. á×ÔÏÍÏÂÉÌØ ÏÔ�ÒÁ×ÌÑÅÔÓÑÉÚ ÇÏÒÏÄÁ Ó ÇÒÕÚÁÍÉ ÓÒÁÚÕ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÅÒÅ×ÅÎØ. óÔÏÉÍÏÓÔØ ËÁÖÄÏÊ�ÏÅÚÄËÉ ÒÁ×ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ×ÅÓÁ ×ÓÅÈ ÇÒÕÚÏ× × ËÕÚÏ×Å ÎÁ ÒÁÓ-ÓÔÏÑÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ÅÓ ËÁÖÄÏÇÏ ÇÒÕÚÁ ÞÉÓÌÅÎÎÏ ÒÁ×ÅÎÒÁÓÓÔÏÑÎÉÀ ÏÔ ÇÏÒÏÄÁ ÄÏ �ÕÎËÔÁ ÎÁÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÔÏ ÏÂÝÁÑ ÓÔÏÉ-ÍÏÓÔØ �ÅÒÅ×ÏÚËÉ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �ÏÒÑÄËÁ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÏÂßÅÚÖÁÀÔÓÑÄÅÒÅ×ÎÉ.7.159.(15) (íï 95) íÏÖÎÏ ÌÉ ÒÅÂÒÁ n-ÕÇÏÌØÎÏÊ �ÒÉÚÍÙ ÒÁÓ-ËÒÁÓÉÔØ × ÔÒÉ �×ÅÔÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉ ÂÙÌÉ ×ÓÅ ÔÒÉ



98 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ�×ÅÔÁ É × ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÓÈÏÄÉÌÉÓØ ÒÅÂÒÁ ÒÁÚÎÙÈ �×ÅÔÏ×, ÅÓÌÉÁ) n = 1995; Â) n = 1996?7.160.(20) (íï 95) îÁ ÔÁÂÌÏ ÇÏÒÑÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÌÁÍ�ÏÞÅË. éÍÅ-ÅÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ËÎÏ�ÏË. îÁÖÁÔÉÅ ÎÁ ËÎÏ�ËÕ ÍÅÎÑÅÔ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÌÁÍ-�ÏÞÅË, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÏÎÁ ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁ-ÂÏÒÁ ÌÁÍ�ÏÞÅË ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ËÎÏ�ËÁ, ÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÁÑ Ó ÎÅÞ£ÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍÌÁÍ�ÏÞÅË ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÖÉÍÁÑ ËÎÏ�ËÉ, ÍÏÖÎÏ�ÏÇÁÓÉÔØ ×ÓÅ ÌÁÍ�ÏÞËÉ.7.161.(15) (íï 98) äÏÒÏÇÁ �ÒÏÔÑÖ£ÎÎÏÓÔØÀ 1 ËÍ �ÏÌÎÏÓÔØÀÏÓ×ÅÝÅÎÁ ÆÏÎÁÒÑÍÉ, �ÒÉÞ£Í ËÁÖÄÙÊ ÆÏÎÁÒØ ÏÓ×ÅÝÁÅÔ ÏÔÒÅÚÏË ÄÏ-ÒÏÇÉ ÄÌÉÎÏÊ 1 Í. ëÁËÏÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÆÏÎÁÒÅÊ ÍÏÖÅÔÂÙÔØ ÎÁ ÄÏÒÏÇÅ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ ×ÙËÌÀÞÅÎÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÆÏ-ÎÁÒÑ ÄÏÒÏÇÁ ÂÕÄÅÔ ÏÓ×ÅÝÅÎÁ ÕÖÅ ÎÅ �ÏÌÎÏÓÔØÀ?7.162.(15) (íï 00) ÷ ×ÙÂÏÒÁÈ × 100-ÍÅÓÔÎÙÊ �ÁÒÌÁÍÅÎÔ ÕÞÁÓÔ-×Ï×ÁÌÉ 12 �ÁÒÔÉÊ. ÷ �ÁÒÌÁÍÅÎÔ �ÒÏÈÏÄÑÔ �ÁÒÔÉÉ, ÚÁ ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÏ-ÇÏÌÏÓÏ×ÁÌÏ ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ 5% ÉÚÂÉÒÁÔÅÌÅÊ. íÅÖÄÕ �ÒÏÛÅÄÛÉÍÉ ×�ÁÒÌÁÍÅÎÔ �ÁÒÔÉÑÍÉ ÍÅÓÔÁ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏ ÞÉ-ÓÌÕ ÎÁÂÒÁÎÎÙÈ ÉÍÉ ÇÏÌÏÓÏ× (Ô. Å. ÅÓÌÉ ÏÄÎÁ ÉÚ �ÁÒÔÉÊ ÎÁÂÒÁÌÁ ×x ÒÁÚ ÂÏÌØÛÅ ÇÏÌÏÓÏ×, ÞÅÍ ÄÒÕÇÁÑ, ÔÏ É ÍÅÓÔ × �ÁÒÌÁÍÅÎÔÅ ÏÎÁ�ÏÌÕÞÉÔ × x ÒÁÚ ÂÏÌØÛÅ). ðÏÓÌÅ ×ÙÂÏÒÏ× ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊÉÚÂÉÒÁÔÅÌØ �ÒÏÇÏÌÏÓÏ×ÁÌ ÒÏ×ÎÏ ÚÁ ÏÄÎÕ ÉÚ �ÁÒÔÉÊ (ÎÅÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØ-ÎÙÈ ÂÀÌÌÅÔÅÎÅÊ, ÇÏÌÏÓÏ× ��ÒÏÔÉ× ×ÓÅÈ� É Ô. �. ÎÅ ÂÙÌÏ) É ËÁÖÄÁÑ�ÁÒÔÉÑ �ÏÌÕÞÉÌÁ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÅÓÔ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ðÁÒÔÉÑ ÌÀÂÉÔÅÌÅÊÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÎÁÂÒÁÌÁ 25% ÇÏÌÏÓÏ×. ëÁËÏÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÍÅÓÔ ×�ÁÒÌÁÍÅÎÔÅ ÏÎÁ ÍÏÇÌÁ �ÏÌÕÞÉÔØ? (ïÔ×ÅÔ ÏÂßÑÓÎÉÔÅ.)7.163.(15) (íï 00) ÷ ËÏÌÏÄÅ ÞÁÓÔØ ËÁÒÔ ÌÅÖÉÔ �ÒÕÂÁÛËÏÊ×ÎÉÚ�. ÷ÒÅÍÑ ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ðÅÔÑ ×ÙÎÉÍÁÅÔ ÉÚ ËÏÌÏÄÙ �ÁÞËÕ ÉÚÏÄÎÏÊ ÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÏÄÒÑÄ ÉÄÕÝÉÈ ËÁÒÔ, × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÒÈÎÑÑ ÉÎÉÖÎÑÑ ËÁÒÔÙ ÌÅÖÁÔ �ÒÕÂÁÛËÏÊ ×ÎÉÚ�, �ÅÒÅ×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÔ ×ÓÀ �ÁÞËÕËÁË ÏÄÎÏ �ÅÌÏÅ É ×ÓÔÁ×ÌÑÅÔ Å£ × ÔÏ ÖÅ ÍÅÓÔÏ ËÏÌÏÄÙ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ × ËÏÎ�Å ËÏÎ�Ï× ×ÓÅ ËÁÒÔÙ ÌÑÇÕÔ �ÒÕÂÁÛËÏÊ ××ÅÒÈ�, ËÁË ÂÙ ÎÉÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÌ ðÅÔÑ.7.164.(15) (íï 00) õ æÅÄÉ ÅÓÔØ ÔÒÉ �ÁÌÏÞËÉ. åÓÌÉ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ-ÌØÚÑ ÓÌÏÖÉÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, æÅÄÑ ÕËÏÒÁÞÉ×ÁÅÔ ÓÁÍÕÀ ÄÌÉÎÎÕÀ ÉÚ�ÁÌÏÞÅË ÎÁ ÓÕÍÍÕ ÄÌÉÎ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ. åÓÌÉ ÄÌÉÎÁ �ÁÌÏÞËÉ ÎÅ ÏÂÒÁ-ÔÉÌÁÓØ × ÎÕÌØ É ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÓÎÏ×Á ÎÅÌØÚÑ ÓÌÏÖÉÔØ, ÔÏ æÅÄÑ �Ï-×ÔÏÒÑÅÔ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ, É Ô. Ä. íÏÖÅÔ ÌÉ ÜÔÏÔ �ÒÏ�ÅÓÓ �ÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ?7.165.(15) (óï 99) ÷ ÓËÁÞËÁÈ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ ÔÒÉ ÌÏÛÁÄÉ. îÁ �ÅÒ-×ÕÀ ÌÏÛÁÄØ ÓÔÁ×ËÉ �ÒÉÎÉÍÁÀÔ × ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉ 1 : 4 (Ô. Å. �ÒÉ×ÙÉÇÒÙÛÅ �ÅÒ×ÏÊ ÌÏÛÁÄÉ ÉÇÒÏË �ÏÌÕÞÁÅÔ × ÞÅÔÙÒÅ ÒÁÚÁ ÂÏÌØÛÅ



7. óÍÅÛÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ 99�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÄÅÎÅÇ, Á �ÒÉ �ÒÏÉÇÒÙÛÅ ÄÅÎØÇÉ ÎÅ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÀÔÓÑ).îÁ ×ÔÏÒÕÀ ÌÏÛÁÄØ ÓÔÁ×ËÉ �ÒÉÎÉÍÁÀÔÓÑ × ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉ 1 : 3, ÎÁÔÒÅÔØÀ | 1 : 1. íÏÖÎÏ ÌÉ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÙÉÇÒÁÔØ �ÒÉÌÀÂÏÍ ÉÓÈÏÄÅ ÓËÁÞÅË?7.166.(15) (óï 99) òÁÚÒÅÖØÔÅ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚÍÅÒÏÍ 10×
× 25 ÓÍ ÏÄÎÉÍ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÍ ÒÁÚÒÅÚÏÍ ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙÉÈ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÅÚ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÒÁÚÍÅÓÔÉÔØ ×ÎÕÔÒÉ ËÒÕÇÁ ÄÉÁÍÅ-ÔÒÏÍ 22;1 ÓÍ.7.167.(20) (óï 99) ÷ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÒÁÎÅ ÒÅÛÉÌÉ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ×Ù-ÂÏÒÙ �ÒÁ×ÉÔÅÌØÓÔ×Á. ä×Å ÔÒÅÔÉ ÉÚÂÉÒÁÔÅÌÅÊ × ÜÔÏÊ ÓÔÒÁÎÅ |ÇÏÒÏÄÓËÉÅ ÖÉÔÅÌÉ, Á ÏÄÎÁ ÔÒÅÔØ | ÓÅÌØÓËÉÅ. ðÒÅÚÉÄÅÎÔ ÄÏÌÖÅÎ�ÒÅÄÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÒÏÅËÔ ÓÏÓÔÁ×Á �ÒÁ×ÉÔÅÌØÓÔ×Á ÉÚ100 ÞÅÌÏ×ÅË. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÚÁ �ÒÏÅËÔ �ÒÏÇÏÌÏÓÕÅÔ ÓÔÏÌØËÏ �ÒÏ-�ÅÎÔÏ× ÇÏÒÏÄÓËÉÈ (ÓÅÌØÓËÉÈ) ÖÉÔÅÌÅÊ, ÓËÏÌØËÏ ÞÅÌÏ×ÅË ÉÚ ÇÏÒÏÄÁ(ÓÅÌÁ) × �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÍ �ÒÏÅËÔÅ. ëÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÇÏÒÏÄ-ÓËÉÈ ÖÉÔÅÌÅÊ ÎÁÄÏ ×ËÌÀÞÉÔØ × �ÒÏÅËÔ ÓÏÓÔÁ×Á �ÒÁ×ÉÔÅÌØÓÔ×Á,ÞÔÏÂÙ ÚÁ ÎÅÇÏ �ÒÏÇÏÌÏÓÏ×ÁÌÉ ÂÏÌÅÅ �ÏÌÏ×ÉÎÙ ÉÚÂÉÒÁÔÅÌÅÊ?7.168.(20) (÷ï 68) ðÏÓÌÅ ×ÙÓÔÕ�ÌÅÎÉÊ 20 ÆÉÇÕÒÉÓÔÏ× ËÁÖÄÙÊÉÚ 9 ÓÕÄÅÊ �Ï Ó×ÏÅÍÕ ÕÓÍÏÔÒÅÎÉÀ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÍÅÓÔÁÓ 1-ÇÏ �Ï 20-Å. ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÆÉÇÕÒÉÓÔÁ ÍÅÓÔÁ, �ÒÉ-Ó×ÏÅÎÎÙÅ ÅÍÕ ÒÁÚÎÙÍÉ ÓÕÄØÑÍÉ, ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 3.ðÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ÓÕÍÍÙ ÍÅÓÔ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ËÁÖÄÙÍ ÆÉÇÕÒÉÓÔÏÍ, É ÒÁÓ-�ÏÌÏÖÉÍ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ × �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ: Ó1 6 Ó2 6 Ó3 6 : : : 6 Ó20.ëÁËÏÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ Ó1?7.169.(15) (÷ï 76) îÁ ÓÔÏÌÅ ÌÅÖÁÔ 50 �ÒÁ×ÉÌØÎÏ ÉÄÕÝÉÈ ÞÁÓÏ×.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÓÕÍÍÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ �ÅÎÔÒÁÓÔÏÌÁ ÄÏ ËÏÎ�Ï× ÍÉÎÕÔÎÙÈ ÓÔÒÅÌÏË ÏËÁÖÅÔÓÑ ÂÏÌØÛÅ ÓÕÍÍÙ ÒÁÓ-ÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ �ÅÎÔÒÁ ÓÔÏÌÁ ÄÏ �ÅÎÔÒÏ× ÞÁÓÏ×.7.170.(20) (÷ï 80) ëÏÒÏÔÙÛËÉ, �ÒÏÖÉ×ÁÀÝÉÅ × ã×ÅÔÏÞÎÏÍ ÇÏ-ÒÏÄÅ, ×ÄÒÕÇ ÓÔÁÌÉ ÂÏÌÅÔØ ÇÒÉ��ÏÍ. ÷ ÏÄÉÎ ÄÅÎØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ËÏÒÏÔÙ-ÛÅË �ÒÏÓÔÕÄÉÌÉÓØ É ÚÁÂÏÌÅÌÉ, É ÈÏÔÑ �ÏÔÏÍ ÕÖÅ ÎÉËÔÏ ÎÅ �ÒÏÓÔÕ-ÖÁÌÓÑ, ÚÄÏÒÏ×ÙÅ ËÏÒÏÔÙÛËÉ ÚÁÂÏÌÅ×ÁÌÉ, ÎÁ×ÅÝÁÑ Ó×ÏÉÈ ÂÏÌØÎÙÈÄÒÕÚÅÊ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ËÏÒÏÔÙÛËÁ ÂÏÌÅÅÔ ÇÒÉ��ÏÍ ÒÏ×-ÎÏ ÄÅÎØ, �ÒÉÞ£Í �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ Õ ÎÅÇÏ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÅÝ£ ÏÄÉÎÄÅÎØ ÅÓÔØ ÉÍÍÕÎÉÔÅÔ | ÏÎ ÚÄÏÒÏ× É ÚÁÂÏÌÅÔØ Ï�ÑÔØ × ÜÔÏÔ ÄÅÎØÎÅ ÍÏÖÅÔ. îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ Ü�ÉÄÅÍÉÀ, ËÁÖÄÙÊ ÚÄÏÒÏ×ÙÊ ËÏÒÏÔÙÛËÁÅÖÅÄÎÅ×ÎÏ ÎÁ×ÅÝÁÅÔ ×ÓÅÈ Ó×ÏÉÈ ÂÏÌØÎÙÈ ÄÒÕÚÅÊ. ëÏÇÄÁ ÎÁÞÁÌÁÓØÜ�ÉÄÅÍÉÑ, ËÏÒÏÔÙÛËÉ ÚÁÂÙÌÉ Ï �ÒÉ×É×ËÁÈ É ÎÅ ÄÅÌÁÀÔ ÉÈ. äÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ: Á) ÅÓÌÉ ÄÏ �ÅÒ×ÏÇÏ ÄÎÑ Ü�ÉÄÅÍÉÉ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ËÏÒÏ-ÔÙÛËÉ ÓÄÅÌÁÌÉ �ÒÉ×É×ËÕ É ÉÍÅÌÉ × �ÅÒ×ÙÊ ÄÅÎØ ÉÍÍÕÎÉÔÅÔ, ÔÏÜ�ÉÄÅÍÉÑ ÍÏÖÅÔ �ÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÏÌÇÏ; Â) ÅÓÌÉ ÖÅ ×



100 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ�ÅÒ×ÙÊ ÄÅÎØ ÉÍÍÕÎÉÔÅÔÁ ÎÉ Õ ËÏÇÏ ÎÅ ÂÙÌÏ, ÔÏ Ü�ÉÄÅÍÉÑ ÒÁÎÏ ÉÌÉ�ÏÚÄÎÏ ËÏÎÞÉÔÓÑ.7.171.(15) (÷ï 82) ïÄÎÁÖÄÙ ÔÒÉ ÍÁÌØÞÉËÁ ×ÓÔÒÅÔÉÌÉÓØ × ÂÉ-ÂÌÉÏÔÅËÅ. ïÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÓËÁÚÁÌ: ��Å�ÅÒØ Ñ ÂÕÄÕ ÈÏÄÉÔØ × ÂÉÂÌÉÏÔÅËÕÞÅÒÅÚ ÄÅÎØ�. ÷ÔÏÒÏÊ ÚÁÑ×ÉÌ, ÞÔÏ ÏÎ ÂÕÄÅÔ ÈÏÄÉÔØ × ÂÉÂÌÉÏÔÅËÕ ÞÅ-ÒÅÚ Ä×Á ÄÎÑ, Á ÔÒÅÔÉÊ | ÞÔÏ ÂÕÄÅÔ ÈÏÄÉÔØ × ÂÉÂÌÉÏÔÅËÕ ÞÅÒÅÚÔÒÉ ÄÎÑ. óÌÙÛÁ×ÛÉÊ ÉÈ ÒÁÚÇÏ×ÏÒ ÂÉÂÌÉÏÔÅËÁÒØ ÚÁÍÅÔÉÌ, ÞÔÏ �ÏÓÒÅÄÁÍ × ÂÉÂÌÉÏÔÅËÅ ×ÙÈÏÄÎÏÊ ÄÅÎØ. íÁÌØÞÉËÉ ÏÔ×ÅÔÉÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉÕ ËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÉÚ ÎÉÈ ÄÁÔÁ �ÒÉÈÏÄÁ �Ï�ÁÄ£Ô ÎÁ ×ÙÈÏÄÎÏÊ ÄÅÎØ ÂÉ-ÂÌÉÏÔÅËÉ, ÔÏ ÏÎ �ÒÉÄ£Ô ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÄÅÎØ É ÄÁÌØÎÅÊÛÉÊ ÏÔÓÞ£Ô�ÏÓÅÝÅÎÉÊ ÂÕÄÅÔ ×ÅÓÔÉ ÕÖÅ Ó ÜÔÏÇÏ ÄÎÑ. �ÁË ÍÁÌØÞÉËÉ É �ÏÓÔÕ�É-ÌÉ. ïÄÎÁÖÄÙ × �ÏÎÅÄÅÌØÎÉË ÏÎÉ ×ÎÏ×Ø ×ÓÅ ×ÍÅÓÔÅ ×ÓÔÒÅÔÉÌÉÓØ ×ÂÉÂÌÉÏÔÅËÅ. ÷ ËÁËÏÊ ÄÅÎØ ÎÅÄÅÌÉ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÌ Ï�ÉÓÁÎÎÙÊ ÒÁÚÇÏ×ÏÒ?7.172.(20) (÷ï 99) ëÁÖÄÙÊ ÇÏÌÏÓÕÀÝÉÊ ÎÁ ×ÙÂÏÒÁÈ ×ÎÏÓÉÔ ×ÉÚÂÉÒÁÔÅÌØÎÙÊ ÂÀÌÌÅÔÅÎØ ÆÁÍÉÌÉÉ n ËÁÎÄÉÄÁÔÏ×. îÁ ÉÚÂÉÒÁÔÅÌØ-ÎÏÍ ÕÞÁÓÔËÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ n+1 ÕÒÎÁ. ðÏÓÌÅ ×ÙÂÏÒÏ× ×ÙÑÓÎÉÌÏÓØ, ÞÔÏ ×ËÁÖÄÏÊ ÕÒÎÅ ÌÅÖÉÔ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÉÎ ÂÀÌÌÅÔÅÎØ É �ÒÉ ×ÓÑËÏÍ×ÙÂÏÒÅ (n+ 1)-ÇÏ ÂÀÌÌÅÔÅÎÑ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÕÒÎÙ ÎÁÊÄ£ÔÓÑËÁÎÄÉÄÁÔ, ÆÁÍÉÌÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ×ÙÂÒÁÎ-ÎÙÈ ÂÀÌÌÅÔÅÎÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ × ÏÄÎÏÊ ÕÒÎÅ ×ÓÅÂÀÌÌÅÔÅÎÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÆÁÍÉÌÉÀ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ËÁÎÄÉÄÁÔÁ.



éî÷áòéáî�
ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. éÎ×ÁÒÉÁÎÔÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ (ÉÌÉÓÉÓÔÅÍÙ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ (ÉÌÉ Ó×ÏÊÓÔ×Ï), ÏÓÔÁÀÝÁ-ÑÓÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ.åÓÌÉ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ ÒÁÚÌÉÞÁÅÔ Ä×Á �ÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÔÏ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÎÅÌØÚÑ�ÅÒÅÊÔÉ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÁ ÍÏÖÅÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑÞ£ÔÎÏÓÔØ, ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÞÉÓÌÏ, ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ, ÒÁÓËÒÁÓËÁ É Ô. Ä. îÁÉÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÙÍ É ÞÁÓÔÏ ÉÓ�ÏÌØ-ÚÕÅÍÙÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Þ£ÔÎÏÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ.

8. þ³�îïó�øïÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÒÕÄÎÏÓÔØÀ × ÜÔÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÂÏÒ ×ÅÌÉÞÉ-ÎÙ, ÉÍÅÀÝÅÊ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÕÀ Þ£ÔÎÏÓÔØ. ëÁË É × ÚÁÄÁÞÁÈ ÎÁ �ÒÉÎ�É�äÉÒÉÈÌÅ, ÞÁÓÔÏ ÜÔÕ ×ÅÌÉÞÉÎÕ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÓÏÚÄÁÔØ (ÓËÏÎÓÔÒÕÉÒÏ-×ÁÔØ). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ (ÉÌÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ), ÒÁÚÂÉ-ÅÎÉÅ ÎÁ �ÁÒÙ, ÒÁÓËÒÁÓËÁ × Ä×Á �×ÅÔÁ, ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÉÅ ÞÅÒÅÄÏ×ÁÎÉÑÓÏÓÔÏÑÎÉÊ É Ô. Ä. þ£ÔÎÏÓÔØ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÁÓØ ÒÁÎÅÅ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÚÁÄÁÞÁÈ ÎÁ �ÏÄÓÞ£Ô ÞÉÓÌÁ Ò£ÂÅÒ ÇÒÁÆÁ, ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ, ÎÁ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÅÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ (ÓÎÁÂÖÅÎÉÅ �ÁÒÏÊ) É ÄÒÕÇÉÈ.8.1.(5) óÕÍÍÁ (ÒÁÚÎÏÓÔØ) Ä×ÕÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ Þ£ÔÎÏ-ÓÔÉ Þ£ÔÎÁ.8.2.(5) óÕÍÍÁ Þ£ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Þ£ÔÎÁ.8.3.(10) (óÔÁÒÉÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ.) íÏÖÎÏ ÌÉ 25 ÒÕÂÌÅÊ ÒÁÚÍÅÎÑÔØ ÄÅ-ÓÑÔØÀ ËÕ�ÀÒÁÍÉ �Ï 1, 3 É 5 ÒÕÂÌÅÊ?òÁÚÂÅÒ£Í ÚÁÄÁÞÕ: ëÕÚÎÅÞÉË �ÒÙÇÁÌ ×ÄÏÌØ �ÒÑÍÏÊ É ×ÅÒÎÕÌÓÑ ×ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÔÏÞËÕ (ÄÌÉÎÁ �ÒÙÖËÁ 1 Í). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÄÅÌÁÌÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÒÙÖËÏ×.òÅÛÅÎÉÅ. �ÁË ËÁË ËÕÚÎÅÞÉË ×ÅÒÎÕÌÓÑ × ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÔÏÞËÕ, ËÏ-ÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÒÙÖËÏ× ×�ÒÁ×Ï ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ �ÒÙÖËÏ× ×ÌÅ×Ï, Ô. Å.ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÒÙÖËÏ× Þ£ÔÎÏ.8.4.(10) ëÕÚÎÅÞÉË �ÒÙÇÁÅÔ ÎÁ 1 ÓÍ, ÚÁÔÅÍ �ÒÙÇÁÅÔ ÎÁ 3 ÓÍ ×ÔÏÍ ÖÅ ÉÌÉ × �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ, ÚÁÔÅÍ × ÔÏÍ ÖÅ ÉÌÉ× �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÎÁ 5 ÓÍ É Ô. Ä. íÏÖÅÔ ÌÉ ÏÎ �ÏÓÌÅ57-ÇÏ �ÒÙÖËÁ ÏËÁÚÁÔØÓÑ × ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ?



102 éÎ×ÁÒÉÁÎÔ8.5.(10) ëÕÚÎÅÞÉË �ÒÙÇÁÅÔ �Ï �ÒÑÍÏÊ, �ÒÉÞ£Í × �ÅÒ×ÙÊ ÒÁÚ ÏÎ�ÒÙÇÎÕÌ ÎÁ 1 ÓÍ × ËÁËÕÀ-ÔÏ ÓÔÏÒÏÎÕ, ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÒÁÚ | ÎÁ 2 ÓÍ ÉÔÁË ÄÁÌÅÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ 1985 �ÒÙÖËÏ× ÏÎ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏËÁ-ÚÁÔØÓÑ ÔÁÍ, ÇÄÅ ÎÁÞÉÎÁÌ.8.6.(15) (íï 73) ÷ ÔÒ£È ×ÅÒÛÉÎÁÈ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓÉÄÅÌÉ ËÕÚÎÅÞÉËÉ.ïÎÉ ÓÔÁÌÉ ÉÇÒÁÔØ × ÞÅÈÁÒÄÕ: ÏÄÉÎ ÉÚ ËÕÚÎÅÞÉËÏ× �ÒÙÇÁÅÔ × ÔÏÞ-ËÕ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÒÕÇÏÇÏ. óÍÏÖÅÔ ÌÉ ÈÏÔØ ÏÄÉÎËÕÚÎÅÞÉË �Ï�ÁÓÔØ × ÞÅÔ×£ÒÔÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ Ë×ÁÄÒÁÔÁ?8.7.(20) (óðï 85) �ÒÉ ËÕÚÎÅÞÉËÁ ÉÇÒÁÀÔ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ × ÞÅÈÁÒÄÕ.ëÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ �ÒÙÇÁÅÔ ÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÏÇÏ (ÎÏ ÎÅ ÞÅÒÅÚ Ä×ÕÈÓÒÁÚÕ!). íÏÇÕÔ ÌÉ ÏÎÉ �ÏÓÌÅ 1985-ÇÏ �ÒÙÖËÁ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÁ �ÒÅÖÎÉÈÍÅÓÔÁÈ?òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ:(íï 53) äÅ×ÑÔØ ÛÅÓÔÅÒ£ÎÏË ÚÁ�Å�ÌÅÎÙ �Ï ËÒÕÇÕ : �ÅÒ×ÁÑ ÓÏ×ÔÏÒÏÊ, ×ÔÏÒÁÑ Ó ÔÒÅÔØÅÊ, É Ô. Ä., ÄÅ×ÑÔÁÑ Ó �ÅÒ×ÏÊ. íÏÇÕÔ ÌÉÏÎÉ ×ÒÁÝÁÔØÓÑ?òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÁÑ ÛÅÓÔÅÒ£ÎËÁ ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ �ÏÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ. �ÏÇÄÁ ×ÔÏÒÁÑ ÛÅÓÔÅÒ£ÎËÁ ÄÏÌÖÎÁ ×ÒÁÝÁÔØÓÑ �ÒÏ-ÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ. �ÒÅÔØÑ | ÓÎÏ×Á �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ É Ô. Ä. ñÓÎÏ, ÞÔÏÛÅÓÔÅÒ£ÎËÉ Ó ÎÅÞ£ÔÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÄÏÌÖÎÙ ×ÒÁÝÁÔØÓÑ �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊÓÔÒÅÌËÅ, Á Ó Þ£ÔÎÙÍÉ | �ÒÏÔÉ×. îÏ ÔÏÇÄÁ �ÅÒ×ÁÑ É ÄÅ×ÑÔÁÑ ÛÅ-ÓÔÅÒ£ÎËÉ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ×ÒÁÝÁÀÔÓÑ �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ. ðÒÏÔÉ×Ï-ÒÅÞÉÅ. çÌÁ×ÎÙÍ �ÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÔÏ, ÞÔÏ ÛÅÓÔÅ-Ò£ÎËÉ, ×ÒÁÝÁÀÝÉÅÓÑ �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ É �ÒÏÔÉ× | ÞÅÒÅÄÕÀÔÓÑ.8.8.(10) äÁÎÙ ÛÅÓÔØ ÞÉÓÅÌ: 1, 2, 3, 4, 5, 6. òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ Ë ÌÀÂÙÍÄ×ÕÍ ÉÚ ÎÉÈ �ÒÉÂÁ×ÌÑÔØ 1. íÏÖÎÏ ÌÉ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÓÄÅÌÁÔØ ÒÁ×ÎÙÍÉ?8.9.(10) îÁ ÓÔÏÌÅ ÓÔÏÑÔ ÓÅÍØ �ÅÒÅ×£ÒÎÕÔÙÈ ÓÔÁËÁÎÏ×. òÁÚÒÅÛÁ-ÅÔÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ �ÅÒÅ×ÏÒÁÞÉ×ÁÔØ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÓÔÁËÁÎÁ. íÏÖÎÏ ÌÉÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÓÔÁËÁÎÙ ÓÔÏÑÌÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ?8.10.(15) îÁ ÓÔÏÌÅ ÓÔÏÑÔ ÛÅÓÔØ ÓÔÁËÁÎÏ×. éÚ ÎÉÈ �ÑÔØ ÓÔÁËÁÎÏ×ÓÔÏÑÔ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ, Á ÏÄÉÎ | �ÅÒÅ×£ÒÎÕÔ ÄÏÎÙÛËÏÍ ××ÅÒÈ. òÁÚÒÅ-ÛÁÅÔÓÑ �ÅÒÅ×ÏÒÁÞÉ×ÁÔØ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÓÔÁËÁÎÁ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÉÈ ×ÓÅ �Ï-ÓÔÁ×ÉÔØ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ?8.11.(15) Á) 30 �ÑÔÁËÏ× ÌÅÖÁÔ ÇÅÒÂÏÍ ××ÅÒÈ. òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÚÁÏÄÉÎ ÒÁÚ �ÅÒÅ×ÅÒÎÕÔØ ÌÀÂÙÅ 29 ÉÚ ÎÉÈ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÚÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ�ÅÒÅ×ÅÒÎÕÔØ ×ÓÅ �ÑÔÁËÉ ÇÅÒÂÏÍ ×ÎÉÚ? Â) �Ï ÖÅ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ 15 �Ñ-ÔÁËÏ×, �ÅÒÅ×ÏÒÁÞÉ×ÁÀÔÓÑ | 14.8.12.(10) ðÅÔÑ ËÕ�ÉÌ ÏÂÝÕÀ ÔÅÔÒÁÄØ ÏÂß£ÍÏÍ 96 ÌÉÓÔÏ× É �ÒÏ-ÎÕÍÅÒÏ×ÁÌ ×ÓÅ Å£ ÓÔÒÁÎÉ�Ù �Ï �ÏÒÑÄËÕ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ 192. ÷ÁÓÑ×ÙÒ×ÁÌ ÉÚ ÜÔÏÊ ÔÅÔÒÁÄÉ 25 ÌÉÓÔÏ× É ÓÌÏÖÉÌ ×ÓÅ 50 ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÙÅÎÁ ÎÉÈ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ. íÏÇÌÏ ÌÉ Õ ÎÅÇÏ �ÏÌÕÞÉÔØÓÑ 1990?



8. þ£ÔÎÏÓÔØ 1038.13.(10) ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ 22 �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÏ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÉÈ ÓÕÍÍÁ ÎÅ ÒÁ×ÎÁ 0.8.14.(10) îÁ ÄÏÓËÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÚÎÁËÏ× �+� É �−�. òÁÚÒÅ-ÛÁÅÔÓÑ ÓÔÅÒÅÔØ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÚÎÁËÁ É ÎÁ�ÉÓÁÔØ ×ÍÅÓÔÏ ÎÉÈ �+�, ÅÓÌÉÏÎÉ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù É �−�, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÒÁÚÎÙÅ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÎÉÊÎÁ ÄÏÓËÅ ÚÎÁË ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �ÏÒÑÄËÁ, × ËÏÔÏÒÏÍ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÌÉÓØÓÔÉÒÁÎÉÑ.8.15.(10) 100 ÆÉÛÅË �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ × ÒÑÄ. òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÍÅÎÑÔØÍÅÓÔÁÍÉ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÆÉÛËÉ, ÓÔÏÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÔÁËÉÍÓ�ÏÓÏÂÏÍ �ÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ ÆÉÛËÉ × ÏÂÒÁÔÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ?8.16.(10) ÷ÓÅÇÄÁ ÌÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ �Ï ÒÏÓÔÕ 1997 ÞÅÌÏ×ÅË,ÅÓÌÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÔØ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÌÀÄÅÊ, ÓÔÏÑÝÉÈ ÔÏÌØ-ËÏ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÏÇÏ?8.17.(10) (áÎÇÌÉÑ 68) îÁÂÏÒ (b1; : : : ; b7) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊÎÁÂÏÒÁ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ (a1; : : : ; Á7). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ (Á1−b1)·: : :×
× (Á7 − b7) | Þ£ÔÎÏÅ.8.18.(10) îÁ ÞÕÄÏ-ÑÂÌÏÎÅ ÒÁÓÔÕÔ ÂÁÎÁÎÙ É ÁÎÁÎÁÓÙ. úÁ ÏÄÉÎÒÁÚ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÓÏÒ×ÁÔØ Ä×Á �ÌÏÄÁ. åÓÌÉ ÓÏÒ×ÁÔØ Ä×Á ÂÁÎÁÎÁ ÉÌÉÄ×Á ÁÎÁÎÁÓÁ, ÔÏ ×ÙÒÁÓÔÅÔ ÅÝ£ ÏÄÉÎ ÁÎÁÎÁÓ, Á ÅÓÌÉ ÓÏÒ×ÁÔØ ÂÁÎÁÎ ÉÁÎÁÎÁÓ, ÔÏ ×ÙÒÁÓÔÅÔ ÂÁÎÁÎ. ÷ ÉÔÏÇÅ ÏÓÔÁÌÓÑ ÏÄÉÎ �ÌÏÄ. ëÁËÏÊ ÜÔÏ�ÌÏÄ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÓËÏÌØËÏ ÂÁÎÁÎÏ× É ÁÎÁÎÁÓÏ× ÒÏÓÌÏ ×ÎÁÞÁÌÅ?8.19.(10) äÁÎÙ �ÑÔØ ÞÉÓÅÌ; ÓÕÍÍÁ ÌÀÂÙÈ ÔÒ£È ÉÚ ÎÉÈ Þ£ÔÎÁ.äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ Þ£ÔÎÙ.8.20.(15) íÏÖÎÏ ÌÉ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÍÁÇÉÞÅÓËÉÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ÉÚ �ÅÒ×ÙÈ36 �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ?8.21.(15) ÷ ÒÑÄ ×Ù�ÉÓÁÎÙ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 1 ÄÏ 10. íÏÖÎÏ ÌÉ ÒÁÓÓÔÁ-×ÉÔØ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÚÎÁËÉ �+� É �−� ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÏÌÕÞÅÎ-ÎÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÂÙÌÏ ÒÁ×ÎÏ 0?8.22.(15) ÷ ÑÚÙËÅ ÄÉËÁÒÅÊ ×ÓÅÇÏ Ä×Á Ú×ÕËÁ: �Ù� É �Õ�. ä×Á ÓÌÏ-×Á ÏÚÎÁÞÁÀÔ ÏÄÎÏ É ÔÏÖÅ, ÅÓÌÉ ÏÄÎÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÄÒÕÇÏÇÏ �ÒÉ�ÏÍÏÝÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ: �ÒÏ�ÕÓËÁ ÉÄÕÝÉÈ�ÏÄÒÑÄ Ú×ÕËÏ× �ÙÕ� ÉÌÉ �ÕÕÙÙ� É ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ × ÌÀÂÏÍ ÍÅÓÔÅ Ú×ÕËÏ×�ÕÙ�. ïÚÎÁÞÁÀÔ ÌÉ ÏÄÎÏ É ÔÏÖÅ ÓÌÏ×Á �ÕÙÕ� É �ÙÕÙ�?8.23.(15) ìÀÂÙÅ Ä×Á ÔÏÍÁ, ÓÔÏÑÝÉÅ ÎÁ �ÏÌËÅ, ÍÏÖÎÏ �ÏÍÅÎÑÔØÍÅÓÔÁÍÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Þ£ÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈÄÌÑ ÉÈ Õ�ÏÒÑÄÏÞÉ×ÁÎÉÑ, ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ Ó�ÏÓÏÂÁ Õ�ÏÒÑÄÏÞÉ×ÁÎÉÑ.8.24.(15) îÁ ÔÕÒÎÉÒÅ ÉÍ. ìÏÍÏÎÏÓÏ×Á ÂÙÌÉ ËÏÎËÕÒÓÙ �Ï ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉËÅ, ÆÉÚÉËÅ, ÈÉÍÉÉ, ÂÉÏÌÏÇÉÉ É ÂÁÌØÎÙÍ ÔÁÎ�ÁÍ. ëÏÇÄÁ ÔÕÒ-ÎÉÒ ÚÁËÏÎÞÉÌÓÑ, ×ÙÑÓÎÉÌÏÓØ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ËÏÎËÕÒÓÅ �ÏÂÙ×ÁÌÏÎÅÞ£ÔÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÛËÏÌØÎÉËÏ×, É ËÁÖÄÙÊ ÛËÏÌØÎÉË ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÌ



104 éÎ×ÁÒÉÁÎÔ× ÎÅÞ£ÔÎÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å ËÏÎËÕÒÓÏ×. þ£ÔÎÏÅ ÉÌÉ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏÛËÏÌØÎÉËÏ× �ÒÉÛÌÏ ÎÁ ÔÕÒÎÉÒ? (ðÏ �ÒÁ×ÉÌÁÍ ÔÕÒÎÉÒÁ ËÁÖÄÙÊÛËÏÌØÎÉË ÉÍÅÅÔ �ÒÁ×Ï ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÔØ × ÌÀÂÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å ËÏÎËÕÒÓÏ×ÔÕÒÎÉÒÁ.)8.25.(15) (óðï 66) îÁ ÄÏÓËÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ ÞÉÓÌÁ 1, 2; : : : ; 101. òÁÚ-ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÓÔÅÒÅÔØ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÞÉÓÌÁ É ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ. ðÏ-×ÔÏÒÉ× ÜÔÕ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ 100 ÒÁÚ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÏÄÎÏ ÞÉÓÌÏ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÏ 0.8.26.(15) (íï 57, óðï 61) õÌÉÔËÁ �ÏÌÚ£Ô �Ï �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ó �Ï-ÓÔÏÑÎÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ É ËÁÖÄÙÅ 15 ÍÉÎÕÔ �Ï×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÔ ÎÁ 90◦. äÏ-ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ×ÅÒÎÕÔØÓÑ × ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÔÏÌØËÏ ÞÅÒÅÚ�ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÞÁÓÏ×.8.27.(15) ë×ÁÄÒÁÔ 5× 5 ÚÁ�ÏÌÎÅÎ ÞÉÓÌÁÍÉ ÔÁË, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-ÎÉÅ ÞÉÓÅÌ × ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑÓÔÏÌÂÅ�, × ËÏÔÏÒÏÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ ÔÁËÖÅ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ.8.28.(15) ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÔÁÂÌÉ�Á ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 25 × 25 ËÌÅÔÏË.÷ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ 625 ËÌÅÔÏË ÜÔÏÊ ÔÁÂÌÉ�Ù ÚÁ�ÉÓÁÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ1; 2; : : : ; 25. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ:1) ÷ ËÌÅÔËÁÈ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ,ÚÁ�ÉÓÁÎÙ ÒÁ×ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.2) ä×Á ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÞÉÓÌÁ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÓÔÏÑÔØ × ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÉÌÉ× ÏÄÎÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ, ÓÔÏÑÝÉÅ ÎÁ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, �Ï�ÁÒÎÏÒÁÚÌÉÞÎÙ.8.29.(20) ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ x1, x2; : : : ; xn ÒÁ×ÎÏ ÌÉÂÏ 1, ÌÉÂÏ −1,�ÒÉÞ£Í x1x2 + x2x3 + : : : + xn−1xn + xnx1 = 0. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ nÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4.8.30.(20) îÁ �ÒÑÍÏÊ ÓÔÏÑÔ Ä×Å ÆÉÛËÉ: ÓÌÅ×Á ËÒÁÓÎÁÑ, Ó�ÒÁ×ÁÓÉÎÑÑ. òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔØ ÌÀÂÕÀ ÉÚ Ä×ÕÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ: ×ÓÔÁ×-ËÕ Ä×ÕÈ ÆÉÛÅË ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ �ÏÄÒÑÄ (ÍÅÖÄÕ ÆÉÛËÁÍÉ ÉÌÉ Ó ËÒÁÀ)É ÕÄÁÌÅÎÉÅ �ÁÒÙ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÏÄÎÏ�×ÅÔÎÙÈ ÆÉÛÅË (ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙ-ÍÉ ÎÅÔ ÄÒÕÇÉÈ ÆÉÛÅË). íÏÖÎÏ ÌÉ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÁËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊÏÓÔÁ×ÉÔØ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÒÏ×ÎÏ Ä×Å ÆÉÛËÉ: ÓÌÅ×Á ÓÉÎÀÀ, Á Ó�ÒÁ×ÁËÒÁÓÎÕÀ?8.31.(20) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÉÇÒÅ �15� ÎÅÌØÚÑ �ÏÍÅÎÑÔØ ÍÅÓÔÁÍÉÆÉÛËÉ �15� É �14�, ÏÓÔÁ×É× ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÎÁ ÍÅÓÔÅ.ûÁÈÍÁÔÙ, ÛÁÛËÉ8.32.(10) íÏÖÎÏ ÌÉ ÄÏÓËÕ 5× 5 ÚÁ�ÏÌÎÉÔØ ËÏÓÔÑÛËÁÍÉ ÄÏÍÉÎÏÒÁÚÍÅÒÏÍ 1× 2?



8. þ£ÔÎÏÓÔØ 1058.33.(10) éÚ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÉ ×ÙÒÅÚÁÌÉ Ä×Å �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅÕÇÌÏ×ÙÅ ËÌÅÔËÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÓÔÁ×ÛÕÀÓÑ ÆÉÇÕÒÕ ÎÅÌØÚÑ ÒÁÚÒÅ-ÚÁÔØ ÎÁ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ 1× 2.8.34.(10) ëÏÎØ ×ÙÛÅÌ Ó �ÏÌÑ a1 É ÞÅÒÅÚ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÈÏÄÏ× ×ÅÒ-ÎÕÌÓÑ ÎÁ ÎÅÇÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÄÅÌÁÌ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÈÏÄÏ×.8.35.(10) íÏÖÅÔ ÌÉ ËÏÎØ �ÒÏÊÔÉ Ó �ÏÌÑ Á1 ÎÁ �ÏÌÅ h8, �ÏÂÙ×Á×�Ï ÄÏÒÏÇÅ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ �ÏÌÅÊ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ?8.36.(15) (÷ï 89) îÁ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÅ ÓÔÏÑÔ 8 ÌÁÄÅÊ ÔÁË, ÞÔÏÏÎÉ ÎÅ ÂØÀÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÌÁÄÅÊ, ÓÔÏÑÝÉÈ ÎÁÞ£ÒÎÙÈ �ÏÌÑÈ, Þ£ÔÎÏ.8.37.(15) Á) îÁ ÄÏÓËÅ 25 × 25 ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ 25 ÛÁÛÅË, ÒÁÓ�Ï-ÌÏÖÅÎÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÏÄÎÁ ÛÁÛËÁ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÁ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. Â) äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÓ�Ï-ÌÏÖÅÎÉÅ ÛÁÛÅË ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÅÉÈ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÄÉÁÇÏ-ÎÁÌÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÛÁÛÅË ÓÔÏÉÔ × �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ËÌÅÔËÅ.8.38.(15) (÷ï 93) îÁ ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÅ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÄÏÓËÉ10× 10 ÓÔÏÉÔ �Ï ÛÁÛËÅ. úÁ ÏÄÉÎ ÈÏÄ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ×ÙÂÒÁÔØ ÌÀÂÙÅÄ×Å ÛÁÛËÉ, É �ÅÒÅÄ×ÉÎÕÔØ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÎÉÈ ÎÁ ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ ×ÎÉÚ.íÏÖÎÏ ÌÉ ÚÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÁËÉÈ ÈÏÄÏ× �ÏÓÔÁ×ÉÔØ ×ÓÅ ÛÁÛËÉ ÎÁ ÎÉÖ-ÎÀÀ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØ?çÅÏÍÅÔÒÉÑ8.39.(10) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÏÓØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ 1997-ÕÇÏÌØÎÉËÁ(ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ), ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ËÁËÕÀ-ÌÉÂÏÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÕ.8.40.(10) íÏÖÅÔ ÌÉ �ÒÑÍÁÑ, ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÙ 11-Ú×ÅÎÎÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ, �ÅÒÅÓÅËÁÔØ ×ÓÅ Å£ Ò£ÂÒÁ?8.41.(10) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÂÅÚ ÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅÞÅ-ÎÉÊ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÏ×ÎÏ 1997 ÒÁÚ?8.42.(15) äÁÎ ×Ù�ÕËÌÙÊ 2�-ÕÇÏÌØÎÉË A1 : : : A2n. ÷ÎÕÔÒÉ ÅÇÏ×ÚÑÔÁ ÔÏÞËÁ P , ÎÅ ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÉ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÔÏÞËÁ P �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Þ£ÔÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ×ÅÒÛÉ-ÎÁÍÉ × ÔÏÞËÁÈ A1; : : : ; A2n.8.43.(15) (íï 56) îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÛÅÓÔÉÚ×ÅÎÎÕÀ ÚÁÍËÎÕÔÕÀ ÌÏÍÁ-ÎÕÀ, ËÁÖÄÏÅ Ú×ÅÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÏÓÔÁÌØ-ÎÙÈ Ú×ÅÎØÅ×. íÏÖÅÔ ÌÉ Õ ÌÏÍÁÎÏÊ Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÂÙÔØ 7, 8, 100,1001 Ú×ÅÎÏ?8.44.(15) (÷ï 89) åÓÔØ 77 �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÂÒÕÓËÏ× 3 × 3 × 1.íÏÖÎÏ ÌÉ ÜÔÉ ÂÒÕÓËÉ ÕÌÏÖÉÔØ × �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÕÀ ËÏÒÏÂËÕ ÒÁÚÍÅÒÏÍ7× 9× 11 (ËÏÒÏÂËÁ Ó ËÒÙÛËÏÊ)?



106 éÎ×ÁÒÉÁÎÔ8.45.(15) ë×ÁÄÒÁÔ ÒÁÚÒÅÚÁÎ ÎÁ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ ÔÁË, ÞÔÏ ÎÉ-ËÁËÁÑ ÔÏÞËÁ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÓÒÁÚÕ ÞÅÔÙÒ£È �ÒÑ-ÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË Ë×ÁÄÒÁÔÁ, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, Þ£ÔÎÏ.8.46.(20) (íï 47) íÏÖÎÏ ÌÉ ×Ù�ÕËÌÙÊ 13-ÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚÒÅÚÁÔØÎÁ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÙ?8.47.(20) îÁ �ÒÑÍÏÊ ÏÔÍÅÞÅÎÏ 45 ÔÏÞÅË, ÌÅÖÁÝÉÈ ×ÎÅ ÏÔÒÅÚËÁAB. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË ÄÏ ÔÏÞËÉ AÎÅ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË ÄÏ ÔÏÞËÉ B.8.48.(20) îÁ �ÒÑÍÏÊ ÄÁÎÙ ÔÏÞËÉ A É B, Á ÔÁËÖÅ 1001 ÔÏÞËÁ ×ÎÅÏÔÒÅÚËÁ AB, ËÏÔÏÒÙÅ �ÏËÒÁÛÅÎÙ × ËÒÁÓÎÙÊ É ÓÉÎÉÊ �×ÅÔÁ. äÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ á ÄÏ ËÒÁÓÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÓÌÏÖÅÎÎÁÑ ÓÓÕÍÍÏÊ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ ÷ ÄÏ ÓÉÎÉÈ ÔÏÞÅË, ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÓÕÍÍÙ ÒÁÓ-ÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ ÷ ÄÏ ËÒÁÓÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÓÌÏÖÅÎÎÏÊ Ó ÓÕÍÍÏÊ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊÏÔ á ÄÏ ÓÉÎÉÈ ÔÏÞÅË.óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÑÄ ÚÁÄÁÞ Ó×ÑÚÁÎ Ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ.8.49.(10) ëÁÔÑ É Å£ ÄÒÕÚØÑ ×ÓÔÁÌÉ �Ï ËÒÕÇÕ ÔÁË, ÞÔÏ ÓÏÓÅÄÉËÁÖÄÏÇÏ ÒÅÂ£ÎËÁ ÌÉÂÏ ÏÂÁ ÍÁÌØÞÉËÉ, ÌÉÂÏ ÏÂÁ ÄÅ×ÏÞËÉ. íÁÌØÞÉËÏ×ÓÒÅÄÉ ëÁÔÉÎÙÈ ÄÒÕÚÅÊ 5. á ÓËÏÌØËÏ ÄÅ×ÏÞÅË?8.50.(15) ðÏ ËÒÕÇÕ ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ 9 ÞÉÓÅÌ | ÞÅÔÙÒÅ ÅÄÉÎÉ�Ù É�ÑÔØ ÎÕÌÅÊ. ëÁÖÄÕÀ ÓÅËÕÎÄÕ ÎÁÄ ÞÉÓÌÁÍÉ �ÒÏÄÅÌÙ×ÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÕÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ: ÍÅÖÄÕ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÓÔÁ×ÑÔ 0, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙ, É 1, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÒÁ×ÎÙ; �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÓÔÁÒÙÅ ÞÉÓÌÁ ÓÔÉÒÁÀÔ.íÏÇÕÔ ÌÉ ÞÅÒÅÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ×ÒÅÍÑ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÓÔÁÔØ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ?8.51.(15) 25 ÍÁÌØÞÉËÏ× É 25 ÄÅ×ÏÞÅË ÓÉÄÑÔ ÚÁ ËÒÕÇÌÙÍ ÓÔÏ-ÌÏÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ËÏÇÏ-ÔÏ ÉÚ ÓÉÄÑÝÉÈ ÚÁ ÓÔÏÌÏÍ ÏÂÁ ÓÏÓÅÄÁ-ÍÁÌØÞÉËÉ.8.52.(20) îÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÏÔÍÅÞÅÎÙ 20 ÔÏÞÅË, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ×ÅÒ-ÛÉÎÁÍÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ 20-ÕÇÏÌØÎÉËÁ, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÏÎÉ ÒÁÚÂÉÔÙ ÎÁ10 �ÁÒ É × ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÅ ÔÏÞËÉ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÈÏÒÄÏÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏËÁËÉÅ-ÔÏ Ä×Å ÈÏÒÄÙ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÄÌÉÎÕ.8.53.(20) ÷Ï ×ÒÅÍÑ �ÅÒÅÍÉÒÉÑ ÚÁ ËÒÕÇÌÙÍ ÓÔÏÌÏÍ ÒÁÚÍÅÓÔÉ-ÌÉÓØ ÒÙ�ÁÒÉ ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÒÁÖÄÕÀÝÉÈ ÓÔÁÎÏ×. ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏÒÙ�ÁÒÅÊ, Ó�ÒÁ×Á ÏÔ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÉÄÉÔ ×ÒÁÇ, ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÒÙ�ÁÒÅÊ,Ó�ÒÁ×Á ÏÔ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÉÄÉÔ ÄÒÕÇ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÙ�ÁÒÅÊÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4.ó �ÏÎÑÔÉÅÍ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Å ÚÁÄÁÞÉ:8.54.(15) îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁ×-ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×. ïÎÉ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÎÏ ÍÏÇÕÔÉÍÅÔØ ÏÂÝÉÅ ÕÞÁÓÔËÉ ÓÔÏÒÏÎ. íÙ ÈÏÔÉÍ �ÏËÒÁÓÉÔØ ËÁÖÄÙÊ ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉË × ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ �×ÅÔ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÔÅ ÉÚ ÎÉÈ, ËÏÔÏÒÙÅ



8. þ£ÔÎÏÓÔØ 107ÓÏ�ÒÉËÁÓÁÀÔÓÑ, ÂÙÌÉ �ÏËÒÁÛÅÎÙ × ÒÁÚÎÙÅ �×ÅÔÁ. (�ÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ,ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÄÎÕ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ, ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÏËÒÁÛÅÎÙ × ÏÄÉÎ �×ÅÔ.)è×ÁÔÉÔ ÌÉ ÄÌÑ ÔÁËÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÉ Ä×ÕÈ �×ÅÔÏ×?8.55.(15) îÁ ÈÏËËÅÊÎÏÍ �ÏÌÅ ÌÅÖÁÔ ÔÒÉ ÛÁÊÂÙ: á, ÷ É ó. èÏË-ËÅÉÓÔ ÂØÅÔ �Ï ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÔÁË, ÞÔÏ ÏÎÁ �ÒÏÌÅÔÁÅÔ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑÄÒÕÇÉÍÉ. �ÁË ÏÎ ÄÅÌÁÅÔ 25 ÒÁÚ. íÏÇÕÔ ÌÉ �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÛÁÊÂÙ ÏËÁ-ÚÁÔØÓÑ ÎÁ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ?ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ÓÏÚÄÁÔØ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ (×ÅÌÉÞÉÎÕ, ÉÍÅÀÝÕÀÏ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÕÀ Þ£ÔÎÏÓÔØ) ÎÁ �ÒÉÍÅÒÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ.ëÒÕÇ ÒÁÚÄÅÌÅÎ ÎÁ ÛÅÓÔØ ÓÅËÔÏÒÏ×, × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÏ-ÉÔ ÆÉÛËÁ. òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÚÁ ÏÄÉÎ ÈÏÄ ÓÄ×ÉÎÕÔØ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÆÉÛËÉ× ÓÏÓÅÄÎÉÅ Ó ÎÉÍÉ ÓÅËÔÏÒÁ. íÏÖÎÏ ÌÉ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÜÔÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊÓÏÂÒÁÔØ ×ÓÅ ÆÉÛËÉ × ÏÄÎÏÍ ÓÅËÔÏÒÅ?òÅÛÅÎÉÅ. úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÓÅËÔÏÒÁ �Ï ËÒÕÇÕ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ 6É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ ÆÉÛÅË ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅÌÉÞÉÎÕ S | ÓÕÍ-ÍÕ ÎÏÍÅÒÏ× ÓÅËÔÏÒÏ×, × ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÏÑÔ ÄÁÎÎÙÅ ÎÁÍ ÛÅÓÔØ ÆÉÛÅË(Ó ÕÞ£ÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ÓÄ×ÉÇÅ ÆÉÛËÉ × ÓÏÓÅÄÎÉÊÓÅËÔÏÒ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÅÊ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ × ÓÕÍÍÅ S ÍÅÎÑÅÔ Þ£ÔÎÏÓÔØ.úÎÁÞÉÔ, ÅÓÌÉ ÓÄ×ÉÇÁÀÔÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ä×Å ÆÉÛËÉ, ÔÏ Þ£ÔÎÏÓÔØ×ÅÌÉÞÉÎÙ S ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ | ÏÎÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ. îÏ ÄÌÑ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ× ÎÁÞÁÌÅ S = 1 + 2 + : : : + 6 = 21. åÓÌÉ ÖÅ ×ÓÅ ÆÉÛËÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ× ÏÄÎÏÍ ÓÅËÔÏÒÅ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ A, ÔÏ S = 6á | ÜÔÏ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (Á21 | ÞÉÓÌÏ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÚ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉÎÅÌØÚÑ �ÏÌÕÞÉÔØ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÕ, × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ÆÉÛËÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×ÏÄÎÏÍ ÓÅËÔÏÒÅ.8.56.(15) éÍÅÅÔÓÑ 30 ËÁÒÔÏÞÅË, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙËÒÁÛÅÎÁÓ ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ × ËÒÁÓÎÙÊ, Á Ó ÄÒÕÇÏÊ | × ÓÉÎÉÊ �×ÅÔ. ëÁÒÔÏÞËÉÒÁÚÌÏÖÉÌÉ �ÏÄÒÑÄ × ×ÉÄÅ �ÏÌÏÓÙ ÔÁË, ÞÔÏ Õ 8 ËÁÒÔÏÞÅË Ó×ÅÒÈÕÏËÁÚÁÌÓÑ ÓÉÎÉÊ �×ÅÔ. úÁ ÏÄÉÎ ÈÏÄ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÅÒÅ×ÅÒÎÕÔØ ÌÀÂÙÅ17 ËÁÒÔÏÞÅË. íÏÖÎÏ ÌÉ ÚÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÈÏÄÏ× ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ�ÏÌÏÓÁ ÓÔÁÌÁ �ÏÌÎÏÓÔØÀ: Á) ËÒÁÓÎÏÊ; Â) ÓÉÎÅÊ?8.57.(15) ëÒÕÇ ÒÁÚÂÉÔ ÎÁ 6 ÓÅËÔÏÒÏ×, × ËÁÖÄÏÍ ÓÅËÔÏÒÅ ÌÅÖÉÔ�Ï 1 ÍÏÎÅÔÅ. ïÄÎÉÍ ÈÏÄÏÍ ÍÏÖÎÏ ÌÀÂÕÀ ÍÏÎÅÔÕ �ÅÒÅÄ×ÉÎÕÔØ ×ÏÄÉÎ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÓÅËÔÏÒÏ×. íÏÖÎÏ ÌÉ ×ÓÅ ÍÏÎÅÔÙ ÓÏÂÒÁÔØ ×ÏÄÎÏÍ ÓÅËÔÏÒÅ, ÓÄÅÌÁ× ÒÏ×ÎÏ 20 ÈÏÄÏ×?8.58.(20) ÷ ÒÑÄ ×Ù�ÉÓÁÎÙ ÞÉÓÌÁ 1, 2, 3; : : : ; n. úÁ ÏÄÉÎ ÈÏÄ ÒÁÚ-ÒÅÛÁÔÓÑ �ÏÍÅÎÑÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÉÚ ÎÉÈ. íÏÖÅÔ ÌÉ �ÏÓÌÅ 1989ÔÁËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØÓÑ ÉÓÈÏÄÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË ÞÉÓÅÌ?8.59.(20) íÏÖÎÏ ÌÉ ×Ù�ÉÓÁÔØ × ÒÑÄ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ �ÉÆÒÙ ÏÔ 1ÄÏ 9 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÍÅÖÄÕ 1 É 2, 2 É 3, . . . , 8 É 9 ÂÙÌÏ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ�ÉÆÒ?



108 éÎ×ÁÒÉÁÎÔ8.60.(20) (íï 65) åÓÔØ 10 �ÁÒ ËÁÒÔÏÞÅË, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ�ÉÓÁÎÙÞÉÓÌÁ 0, 0, 1, 1,. . . , 8, 8, 9, 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÈ ÎÅÌØÚÑ ×ÙÌÏÖÉÔØ× ÒÑÄ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ËÁÒÔÏÞËÁÍÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈÎÁ�ÉÓÁÎÙ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ �ÉÆÒÙ n, ÌÅÖÁÌÏ ÒÏ×ÎÏ n ÄÒÕÇÉÈ ËÁÒÔÏÞÅË(n = 0; 1; : : : ; 9).8.61.(15) (íï 70) îÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÅ ÎÁ Ä×ÕÈ ÓÏ-ÓÅÄÎÉÈ �Ï ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ Þ£ÒÎÙÈ �ÏÌÑÈ ÓÔÏÑÔ Ä×Å Þ£ÒÎÙÅ ÛÁÛËÉ. íÏÖ-ÎÏ ÌÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÎÁ ÜÔÕ ÄÏÓËÕ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ Þ£Ò-ÎÙÈ ÛÁÛÅË É ÏÄÎÕ ÂÅÌÕÀ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÂÅÌÁÑ ÏÄÎÉÍ ÈÏÄÏÍ ×ÚÑÌÁ ×ÓÅÞ£ÒÎÙÅ ÛÁÛËÉ, ×ËÌÀÞÁÑ Ä×Å �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏ ÓÔÏÑ×ÛÉÅ?8.62.(15) (íï 70) îÁ 99 ËÁÒÔÏÞËÁÈ �ÉÛÕÔÓÑ ÞÉÓÌÁ 1, 2; : : : ; 99.úÁÔÅÍ ËÁÒÔÏÞËÉ �ÅÒÅÍÅÛÉ×ÁÀÔÓÑ, ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ ÞÉÓÔÙÍÉ ÓÔÏ-ÒÏÎÁÍÉ ××ÅÒÈ É ÎÁ ÞÉÓÔÙÈ ÓÔÏÒÏÎÁÈ �ÉÛÕÔÓÑ ÞÉÓÌÁ 1, 2; : : : ; 99. äÌÑËÁÖÄÏÊ ËÁÒÔÏÞËÉ ÞÉÓÌÁ, ÓÔÏÑÝÉÅ ÎÁ ÎÅÊ, ÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ É 99 �Ï-ÌÕÞÅÎÎÙÈ ÓÕÍÍ �ÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕ-ÞÉÔÓÑ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.8.63.(15) (íï 70) ëÏÒÏÌØ ìÀÄÏ×ÉË ÎÅ ÄÏ×ÅÒÑÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ Ó×Ï-ÉÍ �ÒÉÄ×ÏÒÎÙÍ. ïÎ ÓÏÓÔÁ×ÉÌ �ÏÌÎÙÊ ÉÈ Ó�ÉÓÏË É �ÒÉËÁÚÁÌ ËÁÖÄÏ-ÍÕ ÉÚ ÎÉÈ ÓÌÅÄÉÔØ ÚÁ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ. ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÅÒ×ÙÊ ÓÌÅ-ÄÉÔ ÚÁ ÔÅÍ, ËÔÏ ÓÌÅÄÉÔ ÚÁ ×ÔÏÒÙÍ, ×ÔÏÒÏÊ | ÚÁ ÔÅÍ, ËÔÏ ÓÌÅÄÉÔÚÁ ÔÒÅÔØÉÍ É Ô. Ä., �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÓÌÅÄÉÔ ÚÁ ÔÅÍ, ËÔÏ ÓÌÅÄÉÔ ÚÁ �ÅÒ×ÙÍ.äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Õ ìÀÄÏ×ÉËÁ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÒÉÄ×ÏÒÎÙÈ.8.64.(15) (íï 70) íÏÖÎÏ ÌÉ ÒÁÚÂÉÔØ ÞÉÓÌÁ 1; : : : ; 33 ÎÁ 11 ÇÒÕ���Ï 3 ÞÉÓÌÁ × ËÁÖÄÏÊ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ × ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕ��Å ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌÒÁ×ÎÑÌÏÓØ ÓÕÍÍÅ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ?8.65.(20) (íï 71) ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÉÆÒ × ÞÉÓÌÅ á ÞÅÒÅÚk(á). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ k(51090701)− k(21090701) | Þ£ÔÎÏÅ.
ë 8.66.

8.66.(15) (÷ï 61) äÁÎÁ ÆÉÇÕÒÁ ÉÚ 16 ÏÔÒÅÚËÏ×.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÌØÚÑ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÌÏÍÁÎÕÀ, �ÅÒÅÓÅËÁ-ÀÝÕÀ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏ× ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ. (ìÏÍÁ-ÎÁÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÏÊ É ÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÊ-ÓÑ, ÎÏ Å£ ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÅ ÄÏÌÖÎÙ ÌÅÖÁÔØ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÁÈ,Á ÓÔÏÒÏÎÙ | �ÒÏÈÏÄÉÔØ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÙ ÆÉÇÕÒÙ.)8.67.(20) (÷ï 62) ÷ ËÁÖÄÕÀ ËÌÅÔËÕ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÔÁÂÌÉ�Ù n×n,ÇÄÅ n ÎÅÞ£ÔÎÏ, ×�ÉÓÁÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ 1 ÉÌÉ −1 (�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÏÂÒÁÚÏÍ). ðÏÄ ËÁÖÄÙÍ ÓÔÏÌÂ�ÏÍ �ÉÛÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÞÉ-ÓÅÌ, ÓÔÏÑÝÉÈ × ÜÔÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å, Ó�ÒÁ×Á ÏÔ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÓÔÒÏË �ÉÛÅÔÓÑ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÔÏÑÝÉÈ × ÜÔÏÊ ÓÔÒÏËÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ 2n ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÎÅ ÒÁ×ÎÁ 0.8.68.(20) (÷ï 63) ë×ÁÄÒÁÔ ÒÁÚÍÅÒÏÍ 6× 6 �ÏËÒÙÔ ÂÅÚ ÎÁÌÏÖÅ-ÎÉÑ 18 ËÏÓÔÑÍÉ ÄÏÍÉÎÏ ÒÁÚÍÅÒÏÍ 1 × 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔ



8. þ£ÔÎÏÓÔØ 109ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ �Ï ×ÅÒÔÉËÁÌÉ ÉÌÉ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ, ÎÅ �Ï×ÒÅÄÉ× ÎÉÏÄÎÏÊ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ.8.69.(15) (÷ï 65) ÷ ÎÁÒÏÄÎÏÊ ÄÒÕÖÉÎÅ 100 ÞÅÌÏ×ÅË É ËÁÖÄÙÊ×ÅÞÅÒ ÔÒÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÉÄÕÔ ÎÁ ÄÅÖÕÒÓÔ×Ï. íÏÖÅÔ ÌÉ ÞÅÒÅÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ×ÒÅÍÑ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÔÁË, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ Ó ËÁÖÄÙÍ ÄÅÖÕÒÉÌ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎÒÁÚ?8.70.(15) (÷ï 66) îÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ �ÌÁÎÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÁÓÔÒÏÎÏÍ, ÎÁÂÌÀÄÁÀÝÉÊ ÂÌÉÖÁÊÛÕÀ �ÌÁÎÅÔÕ. òÁÓÓÔÏ-ÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ �ÌÁÎÅÔÁÍÉ �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉÞÉÓÌÏ �ÌÁÎÅÔ ÎÅÞ£ÔÎÏ, ÔÏ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ �ÌÁÎÅÔÕ ÎÉËÔÏ ÎÅ ÎÁÂ-ÌÀÄÁÅÔ.8.71.(15) (÷ï 67) ïÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÄÒÕÇÏÇÏ �ÅÒÅ-ÓÔÁÎÏ×ËÏÊ �ÉÆÒ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ 99 : : : 9 (1967 ÄÅ×Ñ-ÔÏË)?8.72.(15) (÷ï 67) ãÉÆÒÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÅÒÅÓÔÁ×ÉÌÉ É ÓÌÏ-ÖÉÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ó ÉÓÈÏÄÎÙÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÜÔÁ ÓÕÍÍÁÒÁ×ÎÁ 1010, ÔÏ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÌÏÓØ ÎÁ 10.8.73. (÷ï 70) Á) (15) ë 17-ÚÎÁÞÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ �ÒÉÂÁ×ÉÌÉ ÞÉÓÌÏ, ÚÁ-�ÉÓÁÎÎÏÅ ÔÅÍÉ ÖÅ �ÉÆÒÁÍÉ, ÎÏ × ÏÂÒÁÔÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ �ÉÆÒÁ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÓÕÍÍÙ Þ£ÔÎÁ.úÁÄÁÞÁ ÌÅÇËÏ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÎÁ ×ÓÅ (4k + 1)-ÚÎÁÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.Â) (10) á ÅÓÌÉ Õ ÞÉÓÌÁ ÎÅ (4k + 1) ÚÎÁËÏ×?8.74. (÷ï 70) Á) (20) úÁÍÏË ÉÍÅÅÔ ÆÏÒÍÕ (× �ÌÁÎÅ) ÒÁ×ÎÏÓÔÏ-ÒÏÎÎÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 100 ÍÅÔÒÏ×. ïÎ ÒÁÚÄÅÌÅÎ ÎÁ100 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÚÁÌÏ×. ÷ÓÅ ÓÔÅÎÙ ÚÁÌÁ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÄÌÉ-ÎÕ | 10 ÍÅÔÒÏ×. ÷ ÓÅÒÅÄÉÎÅ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÅÎÙ ÍÅÖÄÕ ÚÁÌÁÍÉ ÓÄÅÌÁÎÁÄ×ÅÒØ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÞÅÌÏ×ÅË ÚÁÈÏÞÅÔ �ÒÏÊÔÉ �Ï ÚÁÍËÕ, �Ï-ÂÙ×Á× × ËÁÖÄÏÍ ÚÁÌÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÁ, ÔÏ ÏÎ ÓÍÏÖÅÔ ÏÓÍÏÔÒÅÔØÎÅ ÂÏÌÅÅ 91 ÚÁÌÁ. Â) (20) ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ k2 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÚÁÌÏ× (ÓÔÏ-ÒÏÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁÚÄÅÌÅÎÁ ÎÁ k ÞÁÓÔÅÊ). ëÁËÏ×Ï × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÚÁÌÏ×?8.75.(15) (÷ï 71) ÷ ×ÅÒÛÉÎÁÈ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ 12-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁÓ-ÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÞÉÓÌÁ +1 É −1 ÔÁË, ÞÔÏ ×Ï ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ, ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÊ,ÓÔÏÑÔ +1. òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÉÚÍÅÎÑÔØ ÚÎÁË × ÌÀÂÙÈ k �ÏÄÒÑÄ ÉÄÕÝÉÈ×ÅÒÛÉÎÁÈ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÔÁËÉÍÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ −1 ÓÄ×ÉÎÕÌÏÓØ × ÓÏÓÅÄÎÀÀ Ó ÉÓÈÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉ-ÎÕ, ÅÓÌÉ Á) k = 3; Â) k = 4; ×) k = 6?8.76.(20) (÷ï 75) îÁ ÄÏÓËÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÎÕÌÅÊ, ÅÄÉÎÉ�É Ä×ÏÅË. òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÓÔÅÒÅÔØ Ä×Å ÎÅÒÁ×ÎÙÅ �ÉÆÒÙ É ×�ÉÓÁÔØ×ÍÅÓÔÏ ÎÉÈ �ÉÆÒÕ, ÏÔÌÉÞÎÕÀ ÏÔ ÓÔ£ÒÔÙÈ (×ÍÅÓÔÏ 0 É 1 | �É-ÆÒÕ 2, ×ÍÅÓÔÏ 1 É 2 | 0, ×ÍÅÓÔÏ 0 É 2 | 1). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ



110 éÎ×ÁÒÉÁÎÔÅÓÌÉ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÔÁËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÎÁ ÄÏÓËÅ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÏÄÎÏ ÞÉ-ÓÌÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �ÏÒÑÄËÁ, × ËÏÔÏÒÏÍ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÌÉÓØÓÔÉÒÁÎÉÑ.8.77.(15) (÷ï 77) îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎÁ ÎÅÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑÓÑ ÚÁ-ÍËÎÕÔÁÑ ÌÏÍÁÎÁÑ, ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄ-ÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ. îÁÚÏ×£Í �ÁÒÕ ÎÅÓÏÓÅÄÎÉÈ Ú×ÅÎØÅ× ÏÓÏÂÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ �ÒÏ-ÄÏÌÖÅÎÉÅ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÄÒÕÇÏÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏÏÓÏÂÅÎÎÙÈ �ÁÒ Þ£ÔÎÏ.8.78.(15) (÷ï 83) çÒÕ��Á ÄÅÔÓËÏÇÏ ÓÁÄÁ �ÏÓÔÒÏÉÌÁÓØ �ÁÒÁÍÉÄÒÕÇ ÚÁ ÄÒÕÇÏÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ × ËÁÖÄÏÊ ËÏÌÏÎÎÅ ÓÔÏÉÔ�ÏÒÏ×ÎÕ ÍÁÌØÞÉËÏ× É ÄÅ×ÏÞÅË, Á ÞÉÓÌÏ �ÁÒ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÏÑÔ ÄÅ×ÏÞ-ËÁ É ÍÁÌØÞÉË, ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ �ÁÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏÄÅÔÅÊ ÇÒÕ��Ù ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 8.8.79.(15) (÷ï 84) Á) ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ n �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌÒÁ×ÎÏ n, Á ÓÕÍÍÁ ÉÈ ÒÁ×ÎÁ 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4.Â) ðÕÓÔØ n | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ n �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÏ n, ÁÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ 0.8.80.(20) (÷ï 84) éÍÅÀÔÓÑ ÞÅÔÙÒÅ ËÒÁÓËÉ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏË×ÁÄÒÁÔÎÙÈ �ÌÉÔÏÞÅË ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ ÄÌÉÎÙ 1. òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÏËÒÁÛÉ-×ÁÔØ ÓÔÏÒÏÎÙ �ÌÉÔÏÞÅË ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �×ÅÔÁ ×ÓÅÈ ÓÔÏÒÏÎ Õ ËÁÖÄÏÊ�ÌÉÔÏÞËÉ ÂÙÌÉ ÒÁÚÎÙÅ, É �ÒÉËÌÅÉ×ÁÔØ �ÌÉÔÏÞËÉ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ. äÌÑ ËÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ m É n ÉÚ ÜÔÉÈ �ÌÉ-ÔÏÞÅË ÍÏÖÎÏ ÓËÌÅÉÔØ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚÍÅÒÁ m × n, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏËÁÖÄÁÑ ÓÔÏÒÏÎÁ �ÏËÒÁÛÅÎÁ ÏÄÎÉÍ �×ÅÔÏÍ É �×ÅÔÁ ×ÓÅÈ ÓÔÏÒÏÎ ÒÁÚ-ÎÙÅ?8.81.(20) (÷ï 87) îÁ ÄÏÓËÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ ÞÉÓÌÁ 1, 2; : : : ; 1987. úÁÈÏÄ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÓÔÅÒÅÔØ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÞÉÓÌÁ É ×ÍÅÓÔÏ ÎÉÈ ÎÁ�ÉÓÁÔØÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 7 ÉÈ ÓÕÍÍÙ. ðÏÓÌÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÛÁÇÏ× ÎÁ ÄÏÓ-ËÅ ÏÓÔÁÌÏÓØ Ä×Á ÞÉÓÌÁ, ÏÄÎÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÏ 987. ëÁËÉÍ ÞÉÓÌÏÍÑ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÔÏÒÏÅ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÞÉÓÅÌ?8.82.(20) (÷ï 89) ëÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ �ÕÔ£Í ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ �ÅÒÅÄ ÞÉÓÌÁÍÉ Á) 1, 2; : : : ; 1989;Â) 12, 22; : : : ; 19892 ÚÎÁËÏ× �+� É �−� É �ÏÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑÕËÁÚÁÎÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ?8.83.(20) (÷ï 98) îÏÖËÉ �ÉÒËÕÌÑ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÕÚÌÁÈ ÂÅÓËÏÎÅÞ-ÎÏÇÏ ÌÉÓÔÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÉ, ËÌÅÔËÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ | Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÓÏÓÔÏÒÏÎÏÊ 1. òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ, ÎÅ ÍÅÎÑÑ ÒÁÓÔ×ÏÒÁ �ÉÒËÕÌÑ, �Ï×ÏÒÏÔÏÍÅÇÏ ×ÏËÒÕÇ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÏÖÅË �ÅÒÅÍÅÝÁÔØ ×ÔÏÒÕÀ ÎÏÖËÕ × ÄÒÕÇÏÊÕÚÅÌ ÎÁ ÌÉÓÔÅ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÚÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÁËÉÈ ÛÁÇÏ× �ÏÍÅÎÑÔØ ÎÏÖ-ËÉ �ÉÒËÕÌÑ ÍÅÓÔÁÍÉ?



9. âÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ 1119. ïó�á�ëé, áìçåâòáéþåóëïå÷ùòáöåîéå, òáóëòáóëá,ðïìõéî÷áòéáî�þ£ÔÎÏÓÔØ É ÎÅÞ£ÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÏÓÔÁÔËÏÍ �ÒÉ ÄÅ-ÌÅÎÉÉ ÞÉÓÌÁ ÎÁ Ä×Á. ëÁË ÓÁÍÙÊ �ÒÏÓÔÏÊ, ÜÔÏÔ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ, ÅÓÔÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏ, ÏÞÅÎØ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎ£Î. ðÏÍÉÍÏ ÎÅÇÏ, × ËÁÞÅÓÔ×Å ÉÎ×ÁÒÉÁÎ-ÔÁ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÓÔÁÔËÉ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ ÄÒÕÇÉÅ ÞÉÓÌÁ (3, 5 É Ô. Ä.).òÁÚÂÅÒ£Í ÔÁËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ.(�ç 91) îÁ ÏÓÔÒÏ×Å óÅÒÏÂÕÒÏÍÁÌÉÎ ÖÉ×ÕÔ ÈÁÍÅÌÅÏÎÙ: 13 ÓÅ-ÒÙÈ, 15 ÂÕÒÙÈ É 17 ÍÁÌÉÎÏ×ÙÈ. åÓÌÉ Ä×Á ÈÁÍÅÌÅÏÎÁ ÒÁÚÎÙÈ �×ÅÔÏ××ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ, ÔÏ ÏÎÉ ÏÂÁ ÍÅÎÑÀÔ Ó×ÏÊ �×ÅÔ ÎÁ ÔÒÅÔÉÊ. íÏÖÅÔÌÉ ÓÌÕÞÉÔØÓÑ, ÞÔÏ × ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÓÅ ÈÁÍÅÌÅÏÎÙ ÎÁ ÏÓÔÒÏ-×Å ÓÔÁÎÕÔ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ?òÅÛÅÎÉÅ. ÷ ÞÅÍ ÓÏÓÔÏÉÔ Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ? ÷ ÔÏÍ, ÞÔÏ ��ÒÏ-�ÁÄÁÀÔ� Ä×Á ÈÁÍÅÌÅÏÎÁ Ä×ÕÈ ÒÁÚÎÙÈ �×ÅÔÏ× É ��ÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ� Ä×ÁÈÁÍÅÌÅÏÎÁ ÔÒÅÔØÅÇÏ �×ÅÔÁ. åÓÌÉ ÄÏÇÁÄÁÔØÓÑ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÕ-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ ÎÕÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØ �Ï ÎÁÂÏÒÕ ÞÉÓÅÌ (Á; b; 
), ÇÄÅ Á, b, 
 |ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÓÅÒÙÈ, ÂÕÒÙÈ É ÍÁÌÉÎÏ×ÙÈ ÈÁÍÅÌÅÏÎÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎ-ÎÏ, ÔÏ ÄÁÌØÛÅ ÒÅÛÅÎÉÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÏÞÔÉ ÓÒÁÚÕ ÖÅ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,Ï�ÅÒÁ�ÉÑ, Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ × ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÔÏ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ (Á; b; 
)�ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ (Á−1; b−1; 
+2) ÉÌÉ ÎÁÂÏÒ (Á−1; b+2; 
−1) ÉÌÉÎÁÂÏÒ (Á+2; b−1; 
−1) | ×Ó£ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, × ËÁËÏÊ �×ÅÔ �ÅÒÅ-ËÒÁÛÉ×ÁÀÔÓÑ ÈÁÍÅÌÅÏÎÙ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ ÞÉÓÌÁÍÉÎÁÂÏÒÁ ÌÉÂÏ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ, ÌÉÂÏ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÎÁ ÔÒÉ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÏÓÔÁÔ-ËÉ ÜÔÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 3 | ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ. îÏ ×ÎÁÞÁÌÅÁ−b ÒÁ×ÎÏ 13−15 = −2 (b−
 = 15−17 = −2), Á × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅÈÁÍÅÌÅÏÎÙ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÁÌÉÎÏ×ÙÅ, Á − b = 0 − 0 = 0. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅÒÁÚÎÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÏËÒÁÓËÉ ÈÁÍÅÌÅÏÎÏ× ×ÏÄÉÎ �×ÅÔ.òÁÓËÒÁÓËÁ ÂÙÌÁ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÁ × ÚÁÄÁÞÁÈ 8.34, 8.35. òÁÚÂÅÒ£ÍÅÝ£ ÏÄÎÕ ÚÁÄÁÞÕ.æÉÇÕÒÁ �×ÅÒÂÌÀÄ� ÈÏÄÉÔ �Ï ÄÏÓËÅ 10 × 10 ÈÏÄÏÍ ÔÉ�Á (1; 3)(Ô. Å. ÏÎÁ ÓÄ×ÉÇÁÅÔÓÑ ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÁ ÓÏÓÅÄÎÅÅ �ÏÌÅ, Á ÚÁÔÅÍ ÓÄ×ÉÇÁ-ÅÔÓÑ ÅÝ£ ÎÁ ÔÒÉ �ÏÌÑ × �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ; ËÏÎØ, ÎÁ-�ÒÉÍÅÒ, ÈÏÄÉÔ ÈÏÄÏÍ ÔÉ�Á (1; 2)). íÏÖÎÏ ÌÉ �ÒÏÊÔÉ ÈÏÄÏÍ �×ÅÒ-ÂÌÀÄÁ� Ó ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ �ÏÌÑ ÎÁ ÓÏÓÅÄÎÅÅ Ó ÎÉÍ?òÅÛÅÎÉÅ. ïÔ×ÅÔ: ÎÅÌØÚÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÛÁÈÍÁÔÎÕÀ ÒÁÓËÒÁÓ-ËÕ ÄÏÓËÉ × Þ£ÒÎÙÅ É ÂÅÌÙÅ �×ÅÔÁ. �ÏÇÄÁ, ËÁË ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ,



112 éÎ×ÁÒÉÁÎÔËÁÖÄÙÍ Ó×ÏÉÍ ÈÏÄÏÍ �×ÅÒÂÌÀÄ� ÈÏÄÉÔ Ó ÏÄÎÏÇÏ �ÏÌÑ ÎÁ �ÏÌÅÔÏÇÏ ÖÅ �×ÅÔÁ; ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, �×ÅÔ �ÏÌÑ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÓÔÏÉÔ�×ÅÒÂÌÀÄ� | ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ. îÏ ÔÁË ËÁË Ä×Á ÓÏÓÅÄÎÉÈ �ÏÌÑ ÉÍÅÀÔÒÁÚÎÕÀ ÏËÒÁÓËÕ, ÔÏ �ÒÏÊÔÉ Ó ÏÄÎÏÇÏ ÎÁ ÄÒÕÇÏÅ ÈÏÄÏÍ �×ÅÒÂÌÀÄÁ�ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏÍÉÍÏ ÒÁÓËÒÁÓËÉ × Ä×Á �×ÅÔÁ (ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ), ÉÓ-�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÒÁÓËÒÁÓËÁ × ÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ �×ÅÔÏ× (3, 4 É Ô. Ä.).îÁÉÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙ ÚÁÄÁÞÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏÍ ÓÌÕÖÉÔ ÁÌ-ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (ËÏÔÏÒÏÅ ÅÝ£ ÎÁÄÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ!) ÏÔ ÉÓÈÏÄ-ÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞÉ.îÁ ÄÏÓËÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ ÞÉÓÌÁ 1; 2; : : : ; 20. òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÓÔÅÒÅÔØÌÀÂÙÅ Ä×Á ÞÉÓÌÁ Á É b É ×ÍÅÓÔÏ ÎÉÈ ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÞÉÓÌÏ a + b − 1.ëÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÅÔ ÏÓÔÁÔØÓÑ ÎÁ ÄÏÓËÅ �ÏÓÌÅ 19 ÔÁËÉÈ Ï�ÅÒÁ-�ÉÊ?òÅÛÅÎÉÅ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÉÚ n ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÄÏÓËÅ ÒÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ è: ÓÕÍÍÕ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ, ÕÍÅÎØÛÅÎÎÕÀÎÁ n. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ Ó ÎÁÂÏÒÏÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÏ Ï�ÉÓÁÎÎÏÅ × ÕÓÌÏ-×ÉÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ. ëÁË ÖÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ÜÔÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ? åÓÌÉ ÓÕÍ-ÍÁ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁÂÏÒÁ, ËÒÏÍÅ Á É b, ÒÁ×ÎÁ S, ÔÏ ÄÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-ÎÉÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ è ÒÁ×ÎÑÌÏÓØ S + a + b − n, Á �ÏÓÌÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑX = S+(a+b−1)−(n−1) = S+a+b−n. éÔÁË, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙè ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÌÏÓØ, ÏÎÁ | ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ. éÓÈÏÄÎÏ (ÄÌÑ ÎÁÂÏÒÁ ÉÚ ÕÓÌÏ-×ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ) è = (1 + 2+ : : :+ 19+ 20)− 20 = 190. úÎÁÞÉÔ, É �ÏÓÌÅ19 Ï�ÅÒÁ�ÉÊ, ËÏÇÄÁ ÎÁ ÄÏÓËÅ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÏÄÎÏ ÞÉÓÌÏ p, è ÔÁËÖÅ ÂÕ-ÄÅÔ ÒÁ×ÎÏ 190. îÏ �Ï Ó×ÏÅÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, × ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ è ÂÕÄÅÔÒÁ×ÎÏ p− 1. úÎÁÞÉÔ, p = 191. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÞÉÓÌÏ, ÏÓÔÁ×ÛÅÅÓÑ ÎÁÄÏÓËÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÏ 191.ðÏÌÕÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ | ×ÅÌÉÞÉÎÁ (ÆÕÎË�ÉÑ), ËÏÔÏÒÁÑ �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ (Ï�ÅÒÁ�ÉÉ) ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ (ÉÌÉ ÕÂÙ×ÁÅÔ). ïÎÁ ÉÓ�ÏÌØ-ÚÕÅÔÓÑ �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ �ÒÏ�ÅÓÓÏ×.÷ÏËÒÕÇ �ÏÌÑÎÙ ÓÔÏÑÔ 12 ÄÏÍÉËÏ×, �ÏËÒÁÛÅÎÎÙÅ × ÂÅÌÙÊ ÉËÒÁÓÎÙÊ �×ÅÔ, × ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÓÅÌÉÌÏÓØ 12 ÇÎÏÍÏ×. õ ËÁÖÄÏÇÏ ÇÎÏÍÁÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÒÕÚÅÊ. ÷ ÑÎ×ÁÒÅ �ÅÒ×ÙÊ ÇÎÏÍ ËÒÁÓÉÔ Ó×ÏÊ ÄÏÍ ×ÔÏÔ �×ÅÔ, × ËÏÔÏÒÙÊ ÏËÒÁÛÅÎÙ ÄÏÍÁ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á ÅÇÏ ÄÒÕÚÅÊ.÷ ÆÅ×ÒÁÌÅ ÜÔÏ ÖÅ ÄÅÌÁÅÔ ×ÔÏÒÏÊ (�Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ) É Ô. Ä.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÓÔÕ�ÉÔ ÍÏÍÅÎÔ, �ÏÓÌÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ �×ÅÔ ÄÏÍÁ ÕËÁÖÄÏÇÏ ÇÎÏÍÁ �ÅÒÅÓÔÁÎÅÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ.òÅÛÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÉÓÌÏ �ÁÒ ÇÎÏÍÏ×-ÄÒÕÚÅÊ, Õ ËÏÔÏÒÙÈÄÏÍÁ ÒÁÚÎÏÇÏ �×ÅÔÁ. ëÁÖÄÙÊ ÍÅÓÑ� ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ �×ÅÔ ÄÏÍÁ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ,ÅÓÌÉ ÖÅ �×ÅÔ ÄÏÍÁ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, ÔÏ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ. �ÁË ËÁË



9. âÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ 113ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÍÅÎØÛÁÔØÓÑ,ÚÎÁÞÉÔ, Ó ÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ, ËÁË ÏÎÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÅÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ, ËÁÖÄÙÊÇÎÏÍ ÂÕÄÅÔ ËÒÁÓÉÔØ Ó×ÏÊ ÄÏÍ × ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ �×ÅÔ.9.1.(10) Á) èÕÌÉÇÁÎ ÷ÁÓÑ Ò×ÅÔ ÛËÏÌØÎÕÀ ÓÔÅÎÇÁÚÅÔÕ. úÁ ÏÄÉÎÒÁÚ ÏÎ Ò×ÅÔ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÕÖÅ �ÏÌÕÞÉ×ÛÉÈÓÑ ËÕÓËÏ× ÎÁ 6 ÞÁÓÔÅÊ. íÏÖÅÔÌÉ �ÏÌÕÞÉÔØÓÑ 1993 ËÕÓËÁ? Â) �Ï ÖÅ, ÅÓÌÉ Ä×Á ÈÕÌÉÇÁÎÁ Ò×ÕÔ Ä×ÅÓÔÅÎÇÁÚÅÔÙ ÏÄÉÎ ÎÁ 4 ÞÁÓÔÉ ÚÁ ÒÁÚ, Á ÄÒÕÇÏÊ | ÎÁ 7 ÞÁÓÔÅÊ.9.2.(10) é×ÁÎ-�ÁÒÅ×ÉÞ ÉÍÅÅÔ Ä×Á ×ÏÌÛÅÂÎÙÈ ÍÅÞÁ, ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏ-ÔÏÒÙÈ ÍÏÖÅÔ ÏÔÒÕÂÉÔØ úÍÅÀ çÏÒÙÎÙÞÕ 21 ÇÏÌÏ×Õ, Á ×ÔÏÒÏÊ |4 ÇÏÌÏ×Ù, ÎÏ ÔÏÇÄÁ Õ úÍÅÑ çÏÒÙÎÙÞÁ ÏÔÒÁÓÔÁÅÔ 1985 ÇÏÌÏ×. (ïÄ-ÎÁËÏ ÅÓÌÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Õ úÍÅÑ çÏÒÙÎÙÞÁ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÌÉÛØ 3 ÇÏÌÏ×Ù,ÔÏ ÒÕÂÉÔØ ÉÈ ÎÉ ÔÅÍ, ÎÉ ÄÒÕÇÉÍ ÍÅÞÏÍ ÎÅÌØÚÑ.) íÏÖÅÔ ÌÉ é×ÁÎÏÔÒÕÂÉÔØ úÍÅÀ çÏÒÙÎÙÞÕ ×ÓÅ ÇÏÌÏ×Ù, ÅÓÌÉ × ÓÁÍÏÍ ÎÁÞÁÌÅ Õ ÎÅÇÏÂÙÌÏ 100 ÇÏÌÏ×?9.3.(15) (óðï 84) ÷ ÓÔÒÁÎÁÈ äÉÌÌÉÉ É äÁÌÌÉÉ ÄÅÎÅÖÎÙÍÉ ÅÄÉ-ÎÉ�ÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÉÌÌÅÒÙ É ÄÁÌÌÅÒÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, �ÒÉÞ£Í ×äÉÌÌÉÉ ÄÉÌÌÅÒ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ 10 ÄÁÌÌÅÒÏ×, Á × äÁÌÌÉÉ ÄÁÌÌÅÒ ÍÅ-ÎÑÅÔÓÑ ÎÁ 10 ÄÉÌÌÅÒÏ×. îÁÞÉÎÁÀÝÉÊ ÆÉÎÁÎÓÉÓÔ ÉÍÅÅÔ 1 ÄÉÌÌÅÒ ÉÍÏÖÅÔ Ó×ÏÂÏÄÎÏ �ÅÒÅÅÚÖÁÔØ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÁÎÙ × ÄÒÕÇÕÀ É ÍÅÎÑÔØÓ×ÏÉ ÄÅÎØÇÉ × ÏÂÅÉÈ ÓÔÒÁÎÁÈ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÄÁÌÌÅÒÏ×Õ ÎÅÇÏ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÓÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ Ó ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÄÉÌÌÅÒÏ×.9.4.(15) òÁÚÍÅÎÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ ÍÅÎÑÅÔ 1 ÍÏÎÅÔÕ ÎÁ 5 ÄÒÕÇÉÈ.íÏÖÎÏ ÌÉ Ó ÅÇÏ �ÏÍÏÝØÀ ÒÁÚÍÅÎÑÔØ ÍÅÔÁÌÌÉÞÅÓËÉÊ ÒÕÂÌØ ÎÁ26 ÍÏÎÅÔ?9.5.(10) úÁ ÏÄÉÎ ÈÏÄ ÞÉÓÌÏ, ÎÁ�ÉÓÁÎÎÏÅ ÎÁ ÄÏÓËÅ, ÒÁÚÒÅÛÁÅÔ-ÓÑ ÌÉÂÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÕÄ×ÏÅÎÎÏÅ, ÌÉÂÏ ÓÔÅÒÅÔØ Õ ÎÅÇÏ �ÏÓÌÅÄÎÀÀ�ÉÆÒÕ. ÷ÎÁÞÁÌÅ ÎÁ ÄÏÓËÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ ÞÉÓÌÏ 456. íÏÖÎÏ ÌÉ ÉÚ ÎÅÇÏ�ÏÌÕÞÉÔØ ÞÉÓÌÏ 14?9.6.(15) îÁ ÄÏÓËÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ ÞÉÓÌÏ 8n. õ ÎÅÇÏ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ�ÉÆÒ, Õ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ×ÎÏ×Ø ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ, É Ô. Ä.,ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ÎÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. þÔÏ ÜÔÏ ÚÁ ÞÉÓÌÏ,ÅÓÌÉ n = 1989?9.7.(15) (÷ï 64) õ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ 1 000 000 000 �ÏÄ-ÓÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ ÅÇÏ �ÉÆÒ, Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ �ÏÌÕÞÉ×ÛÅÇÏÓÑ ÍÉÌ-ÌÉÁÒÄÁ ÞÉÓÅÌ ÓÎÏ×Á �ÏÄÓÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ ÅÇÏ �ÉÆÒ É Ô. Ä. ÄÏ ÔÅÈ�ÏÒ, �ÏËÁ ÎÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÍÉÌÌÉÁÒÄ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ëÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ�ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÂÏÌØÛÅ: 1 ÉÌÉ 2?ë ÚÁÄÁÞÁÍ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÍ Ó ÓÕÍÍÏÊ �ÉÆÒ ÞÉÓÌÁ, ÍÙ ×ÅÒÎÅÍÓÑ ×ÒÁÚÄÅÌÅ �ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ� (ðÒÉÚÎÁËÉ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ).9.8.(15) îÁ ÄÏÓËÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ ÞÉÓÌÁ 1; 2; 3; : : : ; 125. òÁÚÒÅÛÁÅÔ-ÓÑ ÓÔÅÒÅÔØ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÞÉÓÌÁ É ÎÁ�ÉÓÁÔØ ×ÍÅÓÔÏ ÎÉÈ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ



114 éÎ×ÁÒÉÁÎÔÄÅÌÅÎÉÑ ÓÕÍÍÙ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ 11. ðÏÓÌÅ 124 ÔÁËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÎÁÄÏÓËÅ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÏÄÎÏ ÞÉÓÌÏ. ëÁËÏÅ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ?9.9.(15) ðÅÒ×ÙÊ ÞÌÅÎ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÅÎ 1, Á ËÁÖÄÙÊÓÌÅÄÕÀÝÉÊ, ÎÁÞÉÎÁÑ ÓÏ ×ÔÏÒÏÇÏ, �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ Ë �ÒÅ-ÄÙÄÕÝÅÍÕ ÞÌÅÎÕ ÓÕÍÍÙ ÅÇÏ �ÉÆÒ. íÏÖÅÔ ÌÉ × ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉ ×ÓÔÒÅÔÉÔØÓÑ ÞÉÓÌÏ 765432?9.10.(20) åÓÔØ ÔÒÉ �ÅÞÁÔÁÀÝÉÈ Á×ÔÏÍÁÔÁ: �ÅÒ×ÙÊ �Ï ËÁÒÔÏÞ-ËÅ Ó ÞÉÓÌÁÍÉ Á É b ×ÙÄÁÅÔ ËÁÒÔÏÞËÕ Ó ÞÉÓÌÁÍÉ (Á − b; b); ×ÔÏ-ÒÏÊ | ËÁÒÔÏÞËÕ (a+b; b); ÔÒÅÔÉÊ | ËÁÒÔÏÞËÕ (b; a). ÷ÓÅ Á×ÔÏÍÁ-ÔÙ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÀÔ ÚÁÌÏÖÅÎÎÙÅ × ÎÉÈ ËÁÒÔÏÞËÉ. íÏÖÎÏ ÌÉ Ó �ÏÍÏÝØÀÜÔÉÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× ÉÚ ËÁÒÔÏÞËÉ (19; 86) �ÏÌÕÞÉÔØ ËÁÒÔÏÞËÕ Á) (31; 13);Â) (12; 21)?9.11.(20) (÷ï 78) �ÒÉ Á×ÔÏÍÁÔÁ �ÅÞÁÔÁÀÔ ÎÁ ËÁÒÔÏÞËÁÈ �Á-ÒÙ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. á×ÔÏÍÁÔÙ ÒÁÂÏÔÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.ðÅÒ×ÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ, �ÒÏÞÉÔÁ× ËÁÒÔÏÞËÕ (Á; b), ×ÙÄÁÅÔ ÎÏ×ÕÀ ËÁÒÔÏÞ-ËÕ (Á+1; b+1); ×ÔÏÒÏÊ, �ÒÏÞÉÔÁ× ËÁÒÔÏÞËÕ (Á; b), ×ÙÄÁÅÔ ËÁÒÔÏÞËÕ(Á=2; b=2) (ÏÎ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Á É b Þ£ÔÎÙÅ); ÔÒÅÔÉÊÁ×ÔÏÍÁÔ �Ï Ä×ÕÍ ËÁÒÔÏÞËÁÍ (Á; b) É (b; 
) ×ÙÄÁÅÔ ËÁÒÔÏÞËÕ (Á; Ó).ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Á×ÔÏÍÁÔÙ ×ÙÄÁÀÔ ÏÂÒÁÔÎÏ ×ÓÅ �ÒÏÞÉÔÁÎÎÙÅ ËÁÒÔÏÞ-ËÉ. ðÕÓÔØ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÄÎÁ ËÁÒÔÏÞËÁ Ó �ÁÒÏÊ ÞÉÓÅÌ(5; 19). íÏÖÎÏ ÌÉ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ Á×ÔÏÍÁÔÙ × ÌÀÂÏÍ �ÏÒÑÄËÅ, �ÏÌÕÞÉÔØËÁÒÔÏÞËÕ: Á) (1; 50) Â) (1; 100)?×) ðÕÓÔØ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÄÎÁ ËÁÒÔÏÞËÁ (Á; b), Á < b,Á ÍÙ ÈÏÔÉÍ �ÏÌÕÞÉÔØ ËÁÒÔÏÞËÕ (1;n). ðÒÉ ËÁËÉÈ n ÜÔÏ ÍÏÖÎÏÓÄÅÌÁÔØ?9.12.(20) îÁ 44 ÄÅÒÅ×ØÑÈ, �ÏÓÁÖÅÎÎÙÈ �Ï ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÓÉÄÅÌÉ44 ×ÅÓ£ÌÙÈ ÞÉÖÁ (ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÄÅÒÅ×Å �Ï ÏÄÎÏÍÕ). ÷ÒÅÍÑ ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉËÁËÉÅ-ÔÏ Ä×Á ÞÉÖÁ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ �ÅÒÅÌÅÔÁÀÔ ÎÁ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÄÅÒÅ×ØÑ× �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÈ (ÏÄÉÎ | �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ,ÄÒÕÇÏÊ | �ÒÏÔÉ×). óÍÏÇÕÔ ÌÉ ÞÉÖÉ ËÏÇÄÁ-ÎÉÂÕÄØ ÓÏÂÒÁÔØÓÑ ÎÁÏÄÎÏÍ ÄÅÒÅ×Å?9.13.(20) ÷ �ÒÏÂÉÒËÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÍÁÒÓÉÁÎÓËÉÅ ÁÍ£ÂÙ ÔÒ£È ÔÉ-�Ï×: á, ÷ É ó. ä×Å ÁÍ£ÂÙ ÒÁÚÎÙÈ ÔÉ�Ï× ÍÏÇÕÔ ÓÌÉÔØÓÑ × ÏÄ-ÎÕ ÁÍ£ÂÕ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÔÉ�Á. ðÏÓÌÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÔÁËÉÈ ÓÌÉÑÎÉÊ ×�ÒÏÂÉÒËÅ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÏÄÎÁ ÁÍ£ÂÁ. ëÁËÏ× Å£ ÔÉ�, ÅÓÌÉ ÉÓÈÏÄÎÏÁÍ£Â ÔÉ�Á á ÂÙÌÏ 20 ÛÔÕË, ÔÉ�Á ÷ | 21 ÛÔÕËÁ É ÔÉ�Á ó |22 ÛÔÕËÉ?9.14.(25) Á) îÁ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÅ 10 × 10 ËÌÅÔÏË ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×Á-ÅÔÓÑ ÆÉÇÕÒÁ (ÎÁÚÏ×ÅÍ Å£ �ÌÅ×�), ËÏÔÏÒÁÑ ÍÏÖÅÔ ÈÏÄÉÔØ ÎÁ ËÌÅÔËÕ×�ÒÁ×Ï, ÎÁ ËÌÅÔËÕ ×ÎÉÚ É ÎÁ ËÌÅÔËÕ �Ï ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ×ÌÅ×Ï ××ÅÒÈ. íÏ-ÖÅÔ ÌÉ �ÌÅ×� ÏÂÏÊÔÉ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ ×ÓÅ ËÌÅÔËÉ ÄÏÓËÉ É ×ÅÒÎÕÔØÓÑ



9. âÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ 115�ÏÓÌÅÄÎÉÍ ÈÏÄÏÍ ÎÁ ÉÓÈÏÄÎÏÅ �ÏÌÅ? Â) á ÅÓÌÉ �ÌÅ×� ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÔÓÑÎÁ ÓÏÓÅÄÎÅÅ ÏÔ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ �ÏÌÑ (Ó�ÒÁ×Á ÉÌÉ ÓÌÅ×Á)?9.15.(15) ðÕÓÔØ �×ÅÒÂÌÀÄ� ÈÏÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ×ÎÁÞÁ-ÌÅ ÓÄ×ÉÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÏÓÅÄÎÅÅ �ÏÌÅ, ÚÁÔÅÍ ÎÁ n × �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÍÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÉ n = 2 ÜÔÏ ËÏÎØ). ðÒÉ ËÁËÉÈ n �×ÅÒ-ÂÌÀÄ� ÍÏÖÅÔ �ÒÏÊÔÉ Ó ÌÀÂÏÊ ËÌÅÔËÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓ-ËÉ ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ?9.16.(15) ÷ ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÅ ÄÏÓËÉ 5 × 5 ÓÉÄÉÔ ÖÕË. ÷ ÎÅËÏÔÏ-ÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÓÅ ÖÕËÉ �ÅÒÅ�ÏÌÚÁÀÔ ÎÁ ÓÏÓÅÄÎÉÅ (�Ï ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉÉÌÉ ×ÅÒÔÉËÁÌÉ) ËÌÅÔËÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ �ÏÍÅÎØÛÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÁ �ÕÓÔÁÑ ËÌÅÔËÁ.9.17.(15) äÎÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ËÏÒÏÂËÉ ÂÙÌÏ ×ÙÌÏÖÅÎÏ �ÒÑÍÏ-ÕÇÏÌØÎÙÍÉ �ÌÉÔËÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÏÍ 2× 2 É 1× 4. ðÌÉÔËÉ ×ÙÓÙ�ÁÌÉ ÉÚËÏÒÏÂËÉ É �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÔÅÒÑÌÉ �ÌÉÔËÕ ÒÁÚÍÅÒÏÍ 2× 2. ÷ÍÅÓÔÏ ÎÅ£ÎÁÛÌÉ �ÌÉÔËÕ ÒÁÚÍÅÒÏÍ 1×4. íÏÖÎÏ ÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ Ï�ÑÔØ ×ÙÌÏÖÉÔØÄÎÏ ËÏÒÏÂËÉ?9.18.(20) (íï 60) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÛÁÈÍÁÔÎÕÀ ÄÏÓËÕ ÒÁÚÍÅÒÁ4× n ÎÅÌØÚÑ ÏÂÏÊÔÉ ËÏÎÅÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÏÂÙ×ÁÔØ �ÒÉ ÜÔÏÍ �Ï ÏÄÎÏ-ÍÕ ÒÁÚÕ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ �ÏÌÅ É �ÏÓÌÅÄÎÉÍ ÈÏÄÏÍ ×ÅÒÎÕÔØÓÑ ÎÁ ÉÓÈÏÄÎÏÅ�ÏÌÅ.9.19.(15) (àÇÏÓÌÁ×ÉÑ 81) íÙÛËÁ ÇÒÙÚ£Ô ËÕÂ ÓÙÒÁ Ó ÒÅÂÒÏÍ 3,ÒÁÚÂÉÔÙÊ ÎÁ 27 ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ËÕÂÉËÏ×. ëÏÇÄÁ ÍÙÛËÁ ÓßÅÄÁÅÔ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ËÕÂÉË, ÏÎÁ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÍÅÅÔ Ó �ÒÅÄÙ-ÄÕÝÉÍ ÏÂÝÕÀ ÇÒÁÎØ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÍÙÛËÁ ÓßÅÓÔØ ×ÅÓØ ËÕÂ, ËÒÏÍÅÓÒÅÄÎÅÇÏ ËÕÂÉËÁ?9.20.(20) (÷ï 77) äÁÎ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÌÉÓÔ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÉ ÓÏÓÔÏÒÏÎÏÊ 100 ËÌÅÔÏË. ðÒÏ×ÅÄÅÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÎÅÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ-ÓÑ ÌÏÍÁÎÙÈ, ÉÄÕÝÉÈ �Ï ÓÔÏÒÏÎÁÍ ËÌÅÔÏË É ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÂÝÉÈ ÔÏ-ÞÅË. üÔÉ ÌÏÍÁÎÙÅ ÉÄÕÔ ÓÔÒÏÇÏ ×ÎÕÔÒÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, Á ËÏÎ�ÁÍÉ ×ÙÈÏ-ÄÑÔ ÎÁ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉ�Õ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÒÏÍÅ ×ÅÒÛÉÎ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÎÁÊ-ÄÅÔÓÑ ÕÚÅÌ (×ÎÕÔÒÉ ÉÌÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å), ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÊ ÎÉ ÏÄÎÏÊÌÏÍÁÎÏÊ.9.21.(25) (÷ï 82) îÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÏÔÍÅÞÅÎÏ 3k ÔÏÞÅË, ÒÁÚÄÅÌÑ-ÀÝÉÈ Å£ ÎÁ 3k ÄÕÇ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ k ÄÕÇ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ 1, ÅÝ£ k ÄÕÇ |ÄÌÉÎÕ 2 É k ÄÕÇ | ÄÌÉÎÕ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅËÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Å ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ.9.22.(15) ëÒÕÇ ÒÁÚÂÉÔ ÎÁ 6 ÒÁ×ÎÙÈ ÓÅËÔÏÒÏ×, × ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÓÓÔÁ-×ÌÅÎÙ �ÉÆÒÙ 0, 1, 2, 0, 2, 1 (× ÕËÁÚÁÎÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ). òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÚÁÏÄÉÎ ÈÏÄ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ �ÒÉÂÁ×ÌÑÔØ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ Ë Ä×ÕÍ ÓÔÏ-ÑÝÉÍ ÒÑÄÏÍ ÞÉÓÌÁÍ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÚÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÁËÉÈ ÈÏÄÏ× ÄÏÂÉÔØÓÑÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ, ÓÔÏÑÝÉÅ × ÓÅËÔÏÒÁÈ, ÂÙÌÉ ÒÁ×ÎÙ?



116 éÎ×ÁÒÉÁÎÔ9.23.(15) ÷ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÚÁ�ÉÓÁÎÙ ÞÉ-ÓÌÁ 8, 3, 12, 1, 10, 6 (× ÕËÁÚÁÎÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ). úÁ ÈÏÄ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ËÌÀÂÙÍ Ä×ÕÍ ÞÉÓÌÁÍ × ÓÏÓÅÄÎÉÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ �ÒÉÂÁ×ÉÔØ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅÞÉÓÌÏ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÚÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÁËÉÈ ÈÏÄÏ× �ÏÌÕÞÉÔØ × �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ ÛÅÓÔ£ÒËÕ ÞÉÓÅÌ 5, 2, 14, 6, 13, 4?9.24.(15) äÁÎÙ ÞÉÓÌÁ 32, 46, 52, 66. úÁ ÏÄÉÎ ÈÏÄ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑÎÁ�ÉÓÁÔØ ÞÅÔÙÒÅ ÎÏ×ÙÈ ÞÉÓÌÁ, ÚÁÍÅÎÉ× ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÞÉÓÅÌÓÒÅÄÎÉÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ ÔÒ£È ÄÒÕÇÉÈ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÁ ÎÅÓËÏÌØ-ËÏ ÔÁËÉÈ ÈÏÄÏ× ÎÅÌØÚÑ �ÏÌÕÞÉÔØ ÎÁÂÏÒ Á) 36, 45, 50, 56; Â) 29, 44,58, 65.9.25.(20) (÷ï 81) ÷ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ËÕÂÁ ÚÁ�ÉÓÁÎÏ ÞÉÓÌÏ. úÁÏÄÉÎ ÛÁÇ Ë Ä×ÕÍ ÞÉÓÌÁÍ, ÒÁÚÍÅÝ£ÎÎÙÍ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÒÅÂÒÅ, �ÒÉ-ÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ �Ï 1. íÏÖÎÏ ÌÉ ÚÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÁËÉÈ ÛÁÇÏ× ÓÄÅÌÁÔØ ×ÓÅ8 ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÙÍÉ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, ÅÓÌÉ ×ÎÁÞÁÌÅ ÂÙÌÉ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÞÉ-ÓÌÁ, ËÁË ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ Á? ëÁË ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ Â? ëÁË ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ ×?Á)
0 0

00 10
0 0 Â)

1 4
56 32

7 4 ×)
0 0

01 00
0 1

ë 9.259.26.(20) (�ç 91) îÁ ÄÏÓËÅ ×Ù�ÉÓÁÎÙ ÞÉÓÌÁ 1, 2; : : : ; 20. òÁÚÒÅ-ÛÁÅÔÓÑ ÓÔÅÒÅÔØ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÞÉÓÌÁ Á É b É ÉÚÍÅÎÉÔØ ÉÈ ÎÁ ÞÉÓÌÏÁb + a + b. ëÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÅÔ ÏÓÔÁÔØÓÑ ÎÁ ÄÏÓËÅ �ÏÓÌÅ 19 ÔÁËÉÈÏ�ÅÒÁ�ÉÊ?9.27.(20) (÷ï 80) äÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÔÒÏÊËÁ ÞÉÓÅÌ. ó ÌÀÂÙÍÉ Ä×Õ-ÍÑ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÒÏÄÅÌÙ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: ÅÓÌÉ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁÒÁ×ÎÙ Á É b, ÔÏ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ (Á+b)=√2 É (Á−b)=√2. íÏÖ-ÎÏ ÌÉ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÁËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ �ÏÌÕÞÉÔØ ÔÒÏÊËÕ (1;√2; 1 +√2)ÉÚ ÔÒÏÊËÉ (2;√2; 1=√2)?9.28.(15) (óðï 96) îÁ ÄÏÓËÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈÞÉÓÅÌ. òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÓÔÅÒÅÔØ Ó ÄÏÓËÉ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÌÁ É ÎÁ�É-ÓÁÔØ ×ÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ÉÈ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅÏÂÝÅÅ ËÒÁÔÎÏÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÇÄÁ-ÎÉÂÕÄØ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÄÏÓËÅ �ÅÒÅ-ÓÔÁÎÕÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ.9.29.(20) (÷ï 88) îÁ ÄÏÓËÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ ÞÉÓÌÁ 1 É 2. òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑÄÏ�ÉÓÙ×ÁÔØ ÎÏ×ÙÅ ÞÉÓÌÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÅÓÌÉ ÉÍÅÀÔÓÑ Á É b,



9. âÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ 117ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏ�ÉÓÁÔØ Áb+ a+ b. íÏÖÎÏ ÌÉ ÜÔÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ �ÏÌÕÞÉÔØ:Á) 13121, Â) 12131?9.30.(20) îÁ ËÒÕÇÌÏÍ 12-ÍÅÓÔÎÏÍ ÓÔÏÌÅ �ÏÌÏÖÅÎÙ ËÁÒÔÏÞËÉ ÓÉÍÅÎÁÍÉ �ÒÉÇÌÁÛ£ÎÎÙÈ. çÏÓÔÉ �ÒÉÛÌÉ É ÓÅÌÉ, ÎÅ ÏÂÒÁÔÉ× ×ÎÉÍÁ-ÎÉÑ ÎÁ ËÁÒÔÏÞËÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ �Ï×ÅÒÎÕÔØ ÓÔÏÌ ÔÁË, ÞÔÏÎÅ ÍÅÎÅÅ Ä×ÕÈ ÇÏÓÔÅÊ ÏËÁÖÕÔÓÑ ÎÁ Ó×ÏÉÈ ÍÅÓÔÁÈ.9.31.(15) îÁ 64 ËÌÅÔËÁÈ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÉ ×Ù�ÉÓÁÎÙ �ÏÄÒÑÄ:× ×ÅÒÈÎÅÍ ÒÑÄÕ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï ÞÉÓÌÁ ÏÔ 1 ÄÏ 8, × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÑÄÕÞÉÓÌÁ ÏÔ 9 ÄÏ 16 É Ô. Ä. ÄÏ 64. ÷ÏÓÅÍØ ÌÁÄÅÊ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÔÁË, ÞÔÏÎÉËÁËÉÅ Ä×Å ÎÅ ÂØÀÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ. ðÏÄÓÞÉÔÁÎÁ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ, ÎÁ�É-ÓÁÎÎÙÈ ÎÁ ÔÅÈ ×ÏÓØÍÉ �ÏÌÑÈ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÌÁÄØÉ. îÁÊÔÉ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ.9.32.(10) ÷ ÔÁÂÌÉ�Å m × n ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÞÉÓÌÁ ÔÁË, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁÞÉÓÅÌ × ÌÀÂÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÉÌÉ ÓÔÏÌÂ�Å ÒÁ×ÎÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ m = n.9.33.(15) Á) ÷ ÔÁÂÌÉ�Å 8 × 8 ÏÄÎÁ ÉÚ ËÌÅÔÏË ÚÁËÒÁÛÅÎÁ Þ£Ò-ÎÙÍ �×ÅÔÏÍ, ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ | ÂÅÌÙÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ�ÅÒÅËÒÁÛÉ×ÁÎÉÑ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂ�Ï× ÎÅÌØÚÑ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ×ÓÅ ËÌÅÔËÉ ÓÔÁÌÉ ÂÅÌÙÍÉ. Â) á ÅÓÌÉ ÔÁÂÌÉ�Á 3× 3? ëÁË É �ÒÅÖÄÅ,ÉÓÈÏÄÎÏ ÌÉÛØ ÏÄÎÁ ËÌÅÔËÁ (ÕÇÌÏ×ÁÑ) �ÏËÒÁÛÅÎÁ × Þ£ÒÎÙÊ �×ÅÔ.9.34.(15) òÅÛÉÔÅ ÔÕ ÖÅ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ ÔÁÂÌÉ�Ù 8×8, ÅÓÌÉ ÉÓÈÏÄÎÏ× Þ£ÒÎÙÊ �×ÅÔ �ÏËÒÁÛÅÎÙ ×ÓÅ 4 ÕÇÌÏ×ÙÅ ËÌÅÔËÉ.9.35.(15) äÁÎÁ ÛÁÈÍÁÔÎÁÑ ÄÏÓËÁ. íÏÖÅÔ ÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁ ÄÏÓËÅÏÓÔÁÔØÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ Þ£ÒÎÁÑ ËÌÅÔËÁ, ÅÓÌÉ: Á) ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÅÒÅËÒÁ-ÛÉ×ÁÔØ × ÄÒÕÇÏÊ �×ÅÔ ÓÒÁÚÕ ×ÓÅ ËÌÅÔËÉ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉÉÌÉ ×ÅÒÔÉËÁÌÉ? Â) ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÅÒÅËÒÁÛÉ×ÁÔØ × ÄÒÕÇÏÊ �×ÅÔ ÓÒÁ-ÚÕ ×ÓÅ ËÌÅÔËÉ ×ÎÕÔÒÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ 2× 2?9.36.(20) (÷ï 91) Á) ëÁÖÄÁÑ ËÌÅÔËÁ ÔÁÂÌÉ�Ù n × n �ÏËÒÁÛÅÎÁ× ÏÄÉÎ ÉÚ n−1 �×ÅÔÏ×. úÁ ÏÄÉÎ ÈÏÄ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ×ÓÅ ËÌÅÔËÉ ÌÀÂÏÊÓÔÒÏËÉ (ÌÀÂÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á) ÔÁÂÌÉ�Ù �ÅÒÅËÒÁÓÉÔØ × ÎÅËÏÔÏÒÙÊ �×ÅÔ,ÅÓÌÉ × ÜÔÏÊ ÓÔÒÏËÅ (ÓÔÏÌÂ�Å) ÉÍÅÀÔÓÑ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ä×Å ËÌÅÔËÉÜÔÏÇÏ �×ÅÔÁ. + − + ++ + + ++ + + ++ + + +ë 9.37
Â) ëÁÖÄÁÑ ËÌÅÔËÁ ÔÁÂÌÉ�Ù 1991×1991 �ÏËÒÁÛÅÎÁ× ÏÄÉÎ ÉÚ Ä×ÕÈ �×ÅÔÏ×. úÁ ÏÄÉÎ ÈÏÄ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ×ÓÅËÌÅÔËÉ ÌÀÂÏÊ ÓÔÒÏËÉ (ÌÀÂÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á) ÔÁÂÌÉ�Ù �Å-ÒÅËÒÁÓÉÔØ × ÔÏÔ �×ÅÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÞÁÝÅ ×ÓÅÇÏ ×ÓÔÒÅÞÁ-ÅÔÓÑ × ÜÔÏÊ ÓÔÒÏËÅ (ÓÔÏÌÂ�Å). íÏÖÎÏ ÌÉ ÚÁ ÎÅÓËÏÌØËÏÈÏÄÏ× ÚÁËÒÁÓÉÔØ ×ÓÅ ËÌÅÔËÉ ÔÁÂÌÉ�Ù ÏÄÎÉÍ �×ÅÔÏÍ?9.37.(15) (÷ï 68) ÷ ËÌÅÔËÁÈ ÔÁÂÌÉ�Ù 4×4 ÒÁÓÓÔÁ-×ÌÅÎÙ ÚÎÁËÉ �+� É �−�, ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ. òÁÚ-ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÍÅÎÑÔØ ÚÎÁË ×Ï ×ÓÅÈ ËÌÅÔËÁÈ, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎ-ÎÙÈ × ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÅ, × ÏÄÎÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ÉÌÉ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ



118 éÎ×ÁÒÉÁÎÔËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × ÌÀÂÏÊ ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÌÅÔËÅ).äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓËÏÌØËÏ ÂÙ ÍÙ ÎÉ �ÒÏÉÚ×ÅÌÉ ÔÁËÉÈ �ÅÒÅÍÅÎ ÚÎÁËÁ,ÎÁÍ ÎÅ ÕÄÁÓÔÓÑ �ÏÌÕÞÉÔØ ÔÁÂÌÉ�Õ ÉÚ ÏÄÎÉÈ �ÌÀÓÏ×.Á) + + + ++ + − ++ + + ++ + + +
Â) + + + ++ + − ++ − + ++ + + +ë 9.38

9.38.(20) úÁ ÏÄÉÎ ÈÏÄ ÒÁÚÒÅ-ÛÁÅÔÓÑ ÍÅÎÑÔØ ×ÓÅ ÚÎÁËÉ × ÏÄ-ÎÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÉÌÉ × ÏÄÎÏÍ ÓÔÏÌÂ-�Å ÎÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ. íÏÖÎÏÔÁËÉÍ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ �ÒÉ×ÅÓÔÉ ÔÁ-ÂÌÉ�Ù, �ÏËÁÚÁÎÎÙÅ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ,Ë ÔÁÂÌÉ�Å ÉÚ ÏÄÎÉÈ �ÌÀÓÏ×?9.39.(30) ÷ ËÌÅÔËÁÈ ÔÁÂÌÉ�Ù4 × 4 ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÚÎÁËÉ �+� É �−�. òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ÚÎÁËÉ ×Ï ×ÓÅÈ ËÌÅÔËÁÈ ÎÅËÏÔÏÒÏÊÓÔÒÏËÉ ÉÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á. üÔÏ ÍÏÖÎÏ �Ï×ÔÏÒÑÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏÒÁÚ, �ÏËÁ ÞÉÓÌÏ ÍÉÎÕÓÏ× ÎÅ ÓÔÁÎÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ. îÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉ-ÓÌÏ ÍÉÎÕÓÏ×, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÊÔÉ, ÏÔ�ÒÁ×ÌÑÑÓØ ÏÔ ÄÁÎÎÏÊÔÁÂÌÉ�Ù, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Å£ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ. îÁÊÔÉ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅÚÎÁÞÅÎÉÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ.9.40.(30) (÷ï 76) ÷ ×ÅÒÛÉÎÁÈ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó �ÅÎ-ÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ ï ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÞÉÓÌÁ (+1) É (−1). úÁ ÏÄÉÎ ÛÁÇ ÒÁÚ-ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÚÎÁË Õ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÔÏÑÝÉÈ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ k-ÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó �ÅÎÔÒÏÍ ï (�ÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÄÏ�ÕÓËÁ-ÅÍ É 2-ÕÇÏÌØÎÉËÉ, �ÏÎÉÍÁÑ �ÏÄ 2-ÕÇÏÌØÎÉËÏÍ ÏÔÒÅÚÏË Ó ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ× ÔÏÞËÅ ï). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Á) n = 15; Â) n = 30; ×) n |ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ 2, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÒÁÓ-�ÏÌÏÖÅÎÉÅ (+1) É (−1), ÞÔÏ ÉÚ ÎÅÇÏ ÎÉ ÚÁ ËÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ× ÎÅÌØÚÑ�ÏÌÕÞÉÔØ ÎÁÂÏÒ ÉÚ ÏÄÎÉÈ (+1).Ç) ðÏ�ÒÏÂÕÊÔÅ �ÏÑÓÎÉÔØ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ n, ÞÅÍÕ ÒÁ×ÎÏ ÎÁÉ-ÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ë(n) ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ÏË (+1) É (−1), ÓÒÅÄÉËÏÔÏÒÙÈ ÎÉ ÏÄÎÕ ÎÅÌØÚÑ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÄÒÕÇÏÊ ÚÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÛÁÇÏ×.äÏËÁÖÉÔÅ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ë(200) = 280.9.41.(15) ÷ ÒÑÄ ×ÙÌÏÖÅÎÏ 100 ÍÏÎÅÔ: ÏÒ£Ì, ÒÅÛËÁ, ÏÒ£Ì, ÒÅÛËÁ,É Ô. Ä. úÁ ÏÄÉÎ ÈÏÄ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÅÒÅ×ÅÒÎÕÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÏÄÒÑÄÌÅÖÁÝÉÈ ÍÏÎÅÔ. úÁ ËÁËÏÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÈÏÄÏ× ÍÏÖÎÏÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÍÏÎÅÔÙ ÌÅÖÁÌÉ ÏÒÌÏÍ ××ÅÒÈ?9.42.(15) (óðï 85) óÕÍÁÓÛÅÄÛÉÊ �ÕÔÅÛÅÓÔ×ÅÎÎÉË ÅÄÅÔ ÉÚ ÒÏÄ-ÎÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ á × ÓÁÍÙÊ ÕÄÁÌ£ÎÎÙÊ ÏÔ ÎÅÇÏ ÇÏÒÏÄ ÷. úÁÔÅÍ ÏÔÔÕÄÁÏÎ ÅÄÅÔ × ÓÁÍÙÊ ÕÄÁÌ£ÎÎÙÊ ÏÔ ÷ ÇÏÒÏÄ ó, ËÏÔÏÒÙÊ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÏÔÌÉÞÎÙÍ ÏÔ á É Ô. Ä. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ×ÅÒÎÅÔÓÑ × á.9.43.(20) îÁ 6 ÇÒÁÎÑÈ ËÕÂÁ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ 6 ÞÉÓÅÌ, ÓÒÅÄÉ ËÏÔÏÒÙÈÅÓÔØ 0 É 1. ëÁÖÄÏÅ ÉÚ 6 ÞÉÓÅÌ ÚÁÍÅÎÉÌÉ ÓÒÅÄÎÉÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ



9. âÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ 119ÞÅÔÙÒ£È ÞÉÓÅÌ, ÓÔÏÑÝÉÈ ÎÁ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÇÒÁÎÑÈ. ó ÎÏ×ÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ�Ï×ÔÏÒÉÌÉ ÔÕ ÖÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ, É ÔÁË 25 ÒÁÚ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÎÁ ËÁÖÄÏÊÇÒÁÎÉ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÍ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÞÔÏ É × ÎÁÞÁÌÅ.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ ÂÙÌÁ ÄÏ�ÕÝÅÎÁ ÏÛÉÂËÁ.9.44.(20) ÷ 8 ×ÅÒÛÉÎÁÈ ËÕÂÁ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ 8 ÞÉÓÅÌ, ÓÒÅÄÉ ËÏÔÏÒÙÈÅÓÔØ 0 É 1. ëÁÖÄÏÅ ÉÚ 8 ÞÉÓÅÌ ÚÁÍÅÎÉÌÉ ÓÒÅÄÎÉÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍÔÒ£È ÞÉÓÅÌ, �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ × ÓÏÓÅÄÎÉÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ. ðÏÓÌÅ 10 �Ï×ÔÏÒÅ-ÎÉÊ ÜÔÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ × ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ, ÞÔÏÉ × ÎÁÞÁÌÅ. îÁÊÄÉÔÅ ÜÔÉ 8 ÞÉÓÅÌ.9.45.(15) (íï 70) þÉÓÌÏ 1234567891011 : : : 1000 ÕÍÎÏÖÉÌÉ ÎÁ�ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÔ 1 ÄÏ 9 É ×ÙÞÅÒËÎÕÌÉ ÉÚ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÓÅ ÅÄÉÎÉ-�Ù. úÁÔÅÍ Ï�ÑÔØ ÕÍÎÏÖÉÌÉ ÎÁ �ÉÆÒÕ ÏÔ 1 ÄÏ 9 É ×ÙÞÅÒËÎÕÌÉ ×ÓÅÅÄÉÎÉ�Ù É Ô. Ä. ëÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÜÔÉÍÓ�ÏÓÏÂÏÍ?9.46.(20) ÷ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÒÁÎÅ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ ×ÙÈÏÄÉÔ ÎÅ-Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÏÒÏÇ. îÁ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ �ÌÏÝÁÄÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ �ÏÄ-ÎÑÔ Þ£ÒÎÙÊ ÉÌÉ ÂÅÌÙÊ ÆÌÁÇ. ëÁÖÄÏÅ ÕÔÒÏ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÇÏÒÏÄÏ×, ÕËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÏ ÓÏÓÅÄÅÊ Ó ÆÌÁÇÁÍÉ ÄÒÕÇÏÇÏ �×ÅÔÁ ÂÏÌØÛÅ �ÏÌÏ×É-ÎÙ, ÍÅÎÑÀÔ �×ÅÔ ÆÌÁÇÁ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÜÔÏÔ �ÒÏ�ÅÓÓ �ÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ?9.47.(20) ä×Å ËÁÒÔÙ íÏÓË×Ù, ÏÄÎÁ Ó ÂÏÌÅÅ ÍÅÌËÉÍ ÍÁÓÛÔÁÂÏÍ,ÎÁÌÏÖÅÎÙ ÄÒÕÇ ÎÁ ÄÒÕÇÁ ÔÁË, ÞÔÏ ÍÅÎØÛÁÑ ËÁÒÔÁ ÌÅÖÉÔ �ÅÌÉËÏÍ ÎÁÂÏÌØÛÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÈ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÔËÎÕÔØ ÂÕÌÁ×ËÏÊ ÔÁË, ÞÔÏÂÙÎÁ ÏÂÅÉÈ ËÁÒÔÁÈ ÂÙÌÁ �ÒÏËÏÌÏÔÁ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ ÔÏÞËÁ íÏÓË×Ù.9.48.(20) îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎÏ N ÔÏÞÅË. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÔÏÞËÉ ÓÏ-ÅÄÉÎÅÎÙ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ. åÓÌÉ Ä×Á ÏÔÒÅÚËÁ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÔÏ ÉÈ ÍÏÖÎÏÚÁÍÅÎÉÔØ Ä×ÕÍÑ ÄÒÕÇÉÍÉ Ó ËÏÎ�ÁÍÉ × ÔÅÈ ÖÅ ÔÏÞËÁÈ. íÏÖÅÔ ÌÉÜÔÏÔ �ÒÏ�ÅÓÓ �ÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ?9.49.(20) (÷ï 61) ÷ ËÌÅÔËÁÈ ÔÁÂÌÉ�Ùm×n ×�ÉÓÁÎÙ ÞÉÓÌÁ. òÁÚ-ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÍÅÎÑÔØ ÚÎÁË Õ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ÏÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�ÁÉÌÉ ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÔÁËÉÍÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ-ÍÉ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÙ ÞÉÓÅÌ × ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÉËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å, ÂÙÌÉ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ.9.50.(20) (÷ï 79) ÷ �ÁÒÌÁÍÅÎÔÅ Õ ËÁÖÄÏÇÏ Å£ ÞÌÅÎÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅÔÒ£È ×ÒÁÇÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÁÒÌÁÍÅÎÔ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ Ä×Å �Á-ÌÁÔÙ ÔÁË, ÞÔÏ Õ ËÁÖÄÏÇÏ �ÁÒÌÁÍÅÎÔÁÒÉÑ × ÏÄÎÏÊ Ó ÎÉÍ �ÁÌÁÔÅÂÕÄÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ×ÒÁÇÁ. (óÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÷ | ×ÒÁÇ á,ÔÏ á | ×ÒÁÇ ÷.)9.51.(20) (ðÅËÉÎ 64) îÁ ËÏÌØ�Å×ÏÊ ÄÏÒÏÇÅ ÓÔÏÑÔ ÂÅÎÚÏËÏÌÏÎ-ËÉ, �ÒÉÞ£Í ÂÅÎÚÉÎÁ ×Ï ×ÓÅÈ ÂÅÎÚÏËÏÌÏÎËÁÈ È×ÁÔÉÔ Á×ÔÏÍÏÂÉÌÀ ÎÁ�ÅÌÙÊ ËÒÕÇ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÎÚÏËÏÌÏÎËÁ, ÎÁÞÁ× ÏÔ



120 éÎ×ÁÒÉÁÎÔËÏÔÏÒÏÊ, Á×ÔÏÍÏÂÉÌØ Ó �ÕÓÔÙÍ ÂÁËÏÍ ÓÍÏÖÅÔ �ÒÏÅÈÁÔØ ×ÅÓØ ËÒÕÇ,ÚÁ�ÒÁ×ÌÑÑÓØ �Ï ÄÏÒÏÇÅ.9.52.(20) (÷ï 61) Á) éÚ ÄÁÎÎÏÊ ÞÅÔ×£ÒËÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉ-ÓÅÌ (Á; b; 
; d) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ×ÔÏÒÁÑ | (ab; b
; 
d; da) | �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ:ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ, ÞÅÔ×£ÒÔÏÅ | ÎÁ �ÅÒ×ÏÅ.éÚ ×ÔÏÒÏÊ ÞÅÔ×£ÒËÉ �Ï ÜÔÏÍÕ ÖÅ �ÒÁ×ÉÌÕ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÒÅÔØÑ É Ô. Ä.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÅÔ×£ÒÏË ÎÉËÏ-ÇÄÁ ÓÎÏ×Á ÎÅ �ÏÑ×ÉÔÓÑ (Á; b; 
; d), ËÒÏÍÅ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ Á = b = 
 == d = 1.Â) äÁÎ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÉÚ ÞÉÓÅÌ 1 É −1 ÄÌÉÎÏÊ 2k. éÚ ÎÅÇÏ�ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÏ×ÙÊ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ: ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÅÅ ÚÁ ÎÉÍ; �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÞÉÓÌÏ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ �ÅÒ×ÏÅ. ó ÎÏ×ÙÍÎÁÂÏÒÏÍ ÉÚ 1 É −1 �ÒÏÄÅÌÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ É Ô. Ä. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ × ËÏÎ�Å �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÁÂÏÒ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÏÄÎÉÈ 1.9.53.(20) (÷ï 64) äÁÎ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÉÚ n �ÅÌÙÈ ÞÉ-ÓÅÌ Á1, Á2; : : : ; Án. éÚ ÎÅÇÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÏ×ÙÊ ÎÁÂÏÒ: (Á1 + Á2)=2;(Á2 + Á3)=2; : : : ; (Án−1 + Án)=2; (Án + Á1)=2; ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ | ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÊ �Ï ÔÏÍÕ ÖÅ �ÒÁ×ÉÌÕ É Ô. Ä. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ÓÅ�ÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÞÉÓÌÁ �ÅÌÙÅ, ÔÏ ×ÓÅ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÒÁ×ÎÙ.9.54.(20) (÷ï 71) ðÏ ËÒÕÇÕ ×Ù�ÉÓÁÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÞÉÓÅÌ. åÓÌÉ ÄÌÑÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÞÅÔÙÒ£È ÉÄÕÝÉÈ �ÏÄÒÑÄ ÞÉÓÅÌ a, b, 
, d ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ,ÞÔÏ (a − d)(b − 
) < 0, ÔÏ ÞÉÓÌÁ b É Ó ÍÏÖÎÏ �ÏÍÅÎÑÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÕÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÅÌÁÔØ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅÞÉÓÌÏ ÒÁÚ.9.55.(20) (÷ï 74) úÁÄÁÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ËÒÁÓÎÙÈ É ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÉÎÉÈÔÏÞÅË. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ. îÁÚÏ×ÅÍ ÔÏÞËÕ�ÏÓÏÂÏÊ�, ÅÓÌÉ ÂÏÌÅÅ �ÏÌÏ×ÉÎÙ ÉÚ ÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÙÈ Ó ÎÅÊ ÔÏÞÅË ÉÍÅ-ÀÔ �×ÅÔ, ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ Å£ �×ÅÔÁ. ïÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÅÒÅ-ËÒÁÛÉ×ÁÔØ �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ: ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÕ ×ÙÂÉÒÁÅÔ-ÓÑ ÌÀÂÁÑ ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ É �ÅÒÅËÒÁÛÉ×ÁÅÔÓÑ × ÄÒÕÇÏÊ �×ÅÔ. äÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÛÁÇÏ× ÎÅ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÏÓÏÂÏÊÔÏÞËÉ.9.56.(20) (÷ï 76) éÚ ÄÒÏÂÉ m=n ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÏÌÕÞÉÔØ ÌÀÂÕÀÉÚ ÔÒ£È ÄÒÏÂÅÊ (m − n)=n, (m + n)=n, n=m. íÏÖÎÏ ÌÉ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑÔÁËÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ, ÉÚ ÄÒÏÂÉ 1=2 �ÏÌÕÞÉÔØ ÄÒÏÂØ 67=91?9.57.(20) (÷ï 85) õÞÅÎÉËÉ ÛËÏÌØÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ËÒÕÖ-ËÁ ÓÍÁÓÔÅÒÉÌÉ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÕÀ ÍÁÛÉÎÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÞÅÔ×£ÒËÕ ÞÉÓÅÌ(a; b; 
; d) ÎÁÖÁÔÉÅÍ ËÎÏ�ËÉ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔ × ÞÅÔ×£ÒËÕ (a − b; b − 
;
 − d; d − a). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÞÅÔ×£ÒËÅ ÎÅ ×ÓÅ ÞÉ-ÓÌÁ ÒÁ×ÎÙ, ÔÏ �ÏÓÌÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÁÖÁÔÉÊ ËÎÏ�ËÉ �ÏÌÕÞÉÔÓÑÞÅÔ×£ÒËÁ, ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ ËÏÔÏÒÏÊ ÂÏÌØÛÅ 1985.



10. éÇÒÙ 1219.58.(20) (÷ï 91) îÁ ÄÏÓËÅ ×Ù�ÉÓÁÎÙ n ÞÉÓÅÌ. òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÓÔÅ-ÒÅÔØ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÉÚ ÎÉÈ, ÓËÁÖÅÍ a É b, É ×ÍÅÓÔÏ ÎÉÈ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÏÄÎÏÞÉÓÌÏ (a+b)=4. üÔÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ �Ï×ÔÏÒÑÅÔÓÑ n−1 ÒÁÚ, É × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅÎÁ ÄÏÓËÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏ ÞÉÓÌÏ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÁ ÄÏÓËÅ ×ÎÁÞÁÌÅÂÙÌÏ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ n ÅÄÉÎÉ�, ÔÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ×ÓÅÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÎÁ ÄÏÓËÅÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ 1=n.9.59.(20) (÷ï 93) ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒ£ÈÞÌÅÎ f(x) ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÚÁ-ÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÏÄÉÎ ÉÚ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÏ× x2f(1+1=x) ÉÌÉ (x−1)2f(1=(x−1)).íÏÖÎÏ ÌÉ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÁËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÉÚ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÁx2 + 4x+ 3 �ÏÌÕÞÉÔØ ÔÒ£ÈÞÌÅÎ x2 + 10x+ 9?9.60.(15) (÷ï 98) îÁ ÄÏÓËÅ ÚÁ�ÉÓÁÎÏ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. åÇÏ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ�ÉÆÒÁ ÚÁ�ÏÍÉÎÁÅÔÓÑ, ÚÁÔÅÍ ÓÔÉÒÁÅÔÓÑ É, ÕÍÎÏÖÅÎÎÁÑ ÎÁ 5, �ÒÉÂÁ-×ÌÑÅÔÓÑ Ë ÔÏÍÕ ÞÉÓÌÕ, ÞÔÏ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÎÁ ÄÏÓËÅ �ÏÓÌÅ ÓÔÉÒÁÎÉÑ. ðÅÒ-×ÏÎÁÞÁÌØÎÏ ÂÙÌÏ ÚÁ�ÉÓÁÎÏ ÞÉÓÌÏ 71998. íÏÖÅÔ ÌÉ �ÏÓÌÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÔÁËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ �ÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÞÉÓÌÏ 19987?9.61.(20) (÷ï 98) ÷ ËÏÌÏÄÅ 52 ËÁÒÔÙ, �Ï 13 ËÁÖÄÏÊ ÍÁÓÔÉ.÷ÁÎÑ ×ÙÎÉÍÁÅÔ ÉÚ ËÏÌÏÄÙ �Ï ÏÄÎÏÊ ËÁÒÔÅ. ÷ÙÎÕÔÙÅ ËÁÒÔÙ ×ËÏÌÏÄÕ ÎÅ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÀÔÓÑ. ëÁÖÄÙÊ ÒÁÚ �ÅÒÅÄ ÔÅÍ, ËÁË ×ÙÎÕÔØËÁÒÔÕ, ÷ÁÎÑ ÚÁÇÁÄÙ×ÁÅÔ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÍÁÓÔØ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓ-ÌÉ ÷ÁÎÑ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÂÕÄÅÔ ÚÁÇÁÄÙ×ÁÔØ ÍÁÓÔØ, ËÁÒÔ ËÏÔÏÒÏÊ ×ËÏÌÏÄÅ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ËÁÒÔ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÍÁÓÔÉ, ÔÏÚÁÇÁÄÁÎÎÁÑ ÍÁÓÔØ ÓÏ×�ÁÄÅÔ Ó ÍÁÓÔØÀ ×ÙÎÕÔÏÊ ËÁÒÔÙ ÎÅ ÍÅÎÅÅ13 ÒÁÚ.
10. éçòùíÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÉÇÒÙ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ÏÂÙÞÎÙÈ ÔÅÍ, ÞÔÏ × ÎÉÈÍÏÖÎÏ ÚÁÒÁÎÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÓÈÏÄ ÉÇÒÙ. ÷ �ÏÄÏÂÎÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÏÂÙÞ-ÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ: ËÔÏ É ËÁË ×ÙÉÇÒÁÅÔ �ÒÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊÉÇÒÅ, Ô. Å. �ÒÉ ÎÁÉÌÕÞÛÅÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÏÂÅÉÈ ÓÔÏÒÏÎ. äÁÌÅÅ × ÕÓÌÏ-×ÉÑÈ ÚÁÄÁÞÉ ÜÔÏ ÏÇÏ×ÁÒÉ×ÁÔØÓÑ ÎÅ ÂÕÄÅÔ.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÏÂÅÄÙ É ÎÉÞØÅÊ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅÉÄÅÉ:óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ. îÁÌÉÞÉÅ ÕÄÁÞÎÏÇÏ ÏÔ×ÅÔÎÏÇÏ ÈÏÄÁ (ÍÏÖÅÔ ÏÂÅÓ-�ÅÞÉ×ÁÔØÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ, ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÎÁ �ÁÒÙ, ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅÍÞÉÓÌÁ).òÅÛÅÎÉÅ Ó ËÏÎ�Á. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ �ÏÚÉ�ÉÉ, ×Ù-ÉÇÒÙÛÎÙÅ É �ÒÏÉÇÒÙÛÎÙÅ ÄÌÑ ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÇÏ. ïÞÅÒÅÄÎÁÑ�ÏÚÉ�ÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÉÇÒÙÛÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÎÅ£ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØÒÁÎÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÕÀ �ÒÏÉÇÒÙÛÎÕÀ �ÏÚÉ�ÉÀ, É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ



122 éÎ×ÁÒÉÁÎÔ�ÒÏÉÇÒÙÛÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÈÏÄ ÉÚ ÎÅ£ ×ÅÄÅÔ Ë �Ï�ÁÄÁÎÉÀ ×ÒÁÎÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÕÀ ×ÙÉÇÒÙÛÎÕÀ �ÏÚÉ�ÉÀ.ðÅÒÅÄÁÞÁ ÈÏÄÁ. åÓÌÉ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÅÊ�ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ, ÔÏ ÎÁÛÉ ÄÅÌÁ ÎÅ ÈÕÖÅ, ÞÅÍ Õ ÎÅÇÏ. îÁ�ÒÉÍÅÒ,×ÙÉÇÒÙÛ (ÉÌÉ ÎÉÞØÑ) ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ �Ï Ó×Ï-ÅÍÕ ÖÅÌÁÎÉÀ �Ï�ÁÓÔØ × ÎÅËÏÔÏÒÕÀ �ÏÚÉ�ÉÀ ÌÉÂÏ ÚÁÓÔÁ×ÉÔØ�ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ �Ï�ÁÓÔØ × ÎÅ£.÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ÉÇÒÙ ÕËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅ ÎÁÄÏ, ÔÁËËÁË ÉÓÈÏÄ ÉÇÒÙ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÉÇÒÙ ÓÏ�ÅÒÎÉËÏ×.10.1.(10) ä×ÏÅ ÉÇÒÁÀÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÉÇÒÕ. éÍÅÅÔÓÑ ÔÒÉ ËÕÞËÉËÁÍÎÅÊ: × �ÅÒ×ÏÊ | 10, ×Ï ×ÔÏÒÏÊ | 15, × ÔÒÅÔØÅÊ | 20. úÁ ÈÏÄÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÒÁÚÂÉÔØ ÌÀÂÕÀ ËÕÞËÕ ÎÁ Ä×Å ÍÅÎØÛÉÅ; �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔÔÏÔ, ËÔÏ ÎÅ ÓÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ.10.2.(10) (�ç 86) ä×ÏÅ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ÌÏÍÁÀÔ ÛÏËÏÌÁÄËÕ 6× 8. úÁÈÏÄ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÓÄÅÌÁÔØ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÒÁÚÌÏÍ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ËÕÓ-ËÏ× ×ÄÏÌØ ÕÇÌÕÂÌÅÎÉÑ. ðÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, ËÔÏ ÎÅ ÓÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØÈÏÄ.10.3.(10) ä×ÏÅ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ÓÔÁ×ÑÔ ÌÁÄÅÊ ÎÁ ÛÁÈÍÁÔÎÕÀ ÄÏÓËÕÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÌÁÄØÉ ÎÅ ÂÉÌÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ. ðÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, ËÔÏ ÎÅÓÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ.10.4.(10) îÁ ÄÏÓËÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ 10 ÅÄÉÎÉ� É 10 Ä×ÏÅË. úÁ ÈÏÄ ÍÏÖ-ÎÏ ÓÔÅÒÅÔØ Ä×Å ÌÀÂÙÅ �ÉÆÒÙ É, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÂÙÌÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ, ÎÁ�É-ÓÁÔØ 2, Á ÅÓÌÉ ÒÁÚÎÙÍÉ | 1. åÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ ÏÓÔÁ×ÛÁÑÓÑ ÎÁ ÄÏÓËÅ�ÉÆÒÁ | 1, ÔÏ ×ÙÉÇÒÁÌ �ÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË, ÅÓÌÉ 2 | ÔÏ ×ÔÏÒÏÊ.10.5.(10) ä×ÏÅ ÉÇÒÏËÏ× �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ÒÁÓÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÍÅÖÄÕ ÞÉÓÌÁ-ÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ 20, ×Ù�ÉÓÁÎÎÙÍÉ × ÓÔÒÏÞËÕ, �+� É �−�. ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ,ËÁË ×ÓÅ ÍÅÓÔÁ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÙ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. åÓÌÉ ÏÎ Þ£ÔÅÎ, ÔÏ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË, ÅÓÌÉ ÎÅÞ£ÔÅÎ, ÔÏ | ×ÔÏÒÏÊ.10.6. Á) (10) ÷ ÓÔÒÏÞËÕ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ 10 ÅÄÉÎÉ�. ì£ÛÁ É ÷ÉÔÑ �ÏÏÞÅÒÅÄÉ ÓÔÁ×ÑÔ ÍÅÖÄÕ ËÁËÉÍÉ-ÎÉÂÕÄØ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÚÎÁË:�+� ÉÌÉ �−�. ëÏÇÄÁ ÍÅÖÄÕ ×ÓÅÍÉ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÚÎÁË, ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. åÓÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÞÉ-ÓÌÏ Þ£ÔÎÏÅ, ÔÏ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ì£ÛÁ, Á ÅÓÌÉ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ, ÔÏ | ÷ÉÔÑ.Â) (15) á ÅÓÌÉ ÒÅÂÑÔÁ ÓÔÁ×ÑÔ ÍÅÖÄÕ ÞÉÓÌÁÍÉ ÌÉÂÏ �+�, ÌÉÂÏ �×�.(ðÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÓÎÁÞÁÌÁ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, Á�ÏÔÏÍ | ÓÌÏÖÅÎÉÑ.)10.7.(10) ÷ÁÓÑ É ðÅÔÑ ×Ù�ÉÓÙ×ÁÀÔ 12-ÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÓÔÁ×Ñ �É-ÆÒÙ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ, ÎÁÞÉÎÁÑ ÓÏ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ÒÁÚÒÑÄÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁ-ËÉÅ ÂÙ �ÉÆÒÙ ÏÎ ÎÅ �ÉÓÁÌ, ðÅÔÑ ×ÓÅÇÄÁ ÓÍÏÖÅÔ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÞÔÏÂÙ�ÏÌÕÞÉ×ÛÅÅÓÑ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÌÏÓØ ÎÁ 4.



10. éÇÒÙ 12310.8.(10) ä×ÏÅ ×Ù�ÉÓÙ×ÁÀÔ ÛÅÓÔÉÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ×ÙÓÔÁ×ÌÑÑ �ÏÏÞÅÒÅÄÉ �Ï ÏÄÎÏÊ �ÉÆÒÅ, ÎÁÞÉÎÁÑ ÓÏ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ÒÁÚÒÑÄÁ. åÓÌÉ �ÏÌÕ-ÞÉ×ÛÅÅÓÑ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ�ÅÌÏ ÎÁ 7, ÔÏ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÓÄÅÌÁ×ÛÉÊ�ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÈÏÄ, ÉÎÁÞÅ | ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÊ.10.9.(15) ä×ÏÅ ×Ù�ÉÓÙ×ÁÀÔ k-ÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ×ÙÓÔÁ×ÌÑÑ �Ï ÏÞÅ-ÒÅÄÉ �Ï ÏÄÎÏÊ �ÉÆÒÅ, ÎÁÞÉÎÁÑ ÓÏ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ÒÁÚÒÑÄÁ. åÓÌÉ ÞÉÓÌÏÒÁÚÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ�ÅÌÏ ÎÁ 11, ÔÏ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÓÄÅÌÁ×ÛÉÊ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÈÏÄ,ÉÎÁÞÅ | ÄÒÕÇÏÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÉ: Á) k | Þ£ÔÎÏ; Â) k | ÎÅ-Þ£ÔÎÏÅ, ÂÏÌØÛÅÅ 1.10.10.(15) ÷ ÏÄÎÏÍ ÑÝÉËÅ ÌÅÖÁÔ 15 ÓÉÎÉÈ ÛÁÒÏ×, × ÄÒÕÇÏÍ |12 ÂÅÌÙÈ. ïÄÎÉÍ ÈÏÄÏÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ×ÚÑÔØ ÔÒÉ ÓÉÎÉÈÛÁÒÁ ÉÌÉ Ä×Á ÂÅÌÙÈ. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, ËÔÏ ÂÅÒÅÔ �ÏÓÌÅÄÎÉÅ ÛÁÒÙ.10.11.(20) äÁÎÁ ËÌÅÔÞÁÔÁÑ ÄÏÓËÁ ÒÁÚÍÅÒÁÍÉ: Á) 9×10; Â) 10×12;×) 9× 11. úÁ ÈÏÄ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ×ÙÞÅÒËÎÕÔØ ÌÀÂÕÀ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØ ÉÌÉÌÀÂÕÀ ×ÅÒÔÉËÁÌØ, ÅÓÌÉ × ÎÅÊ Ë ÍÏÍÅÎÔÕ ÈÏÄÁ ÅÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁÎÅ×ÙÞÅÒËÎÕÔÁÑ ËÌÅÔËÁ. ðÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, ËÔÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØÈÏÄ.10.12.(20) îÁ ÄÏÓËÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ ÞÉÓÌÁ 25 É 35. úÁ ÈÏÄ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔ-ÓÑ ÄÏ�ÉÓÁÔØ ÅÝ£ ÏÄÎÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ | ÒÁÚÎÏÓÔØ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈÉÍÅÀÝÉÈÓÑ ÎÁ ÄÏÓËÅ ÞÉÓÅÌ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÅÝ£ ÎÅ ×ÓÔÒÅÞÁÌÁÓØ. ðÒÏÉÇÒÙ-×ÁÅÔ ÔÏÔ, ËÔÏ ÎÅ ÓÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ.äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÚÁÄÁÞ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÎÁÊÔÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ,�ÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÓÄÅÌÁÎÎÙÊ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÏÍ ÈÏÄ ÎÅ �ÒÅ�ÑÔ-ÓÔ×ÕÅÔ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÅÎÉÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ.ä×ÏÅ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ËÌÁÄÕÔ �ÑÔÁËÉ ÎÁ ËÒÕÇÌÙÊ ÓÔÏÌ, �ÒÉÞ£Í ÔÁË,ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÎÅ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÌÉÓØ ÄÒÕÇ ÎÁ ÄÒÕÇÁ. ðÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ,ËÔÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ.òÅÛÅÎÉÅ. ÷ ÜÔÏÊ ÉÇÒÅ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÒÁÚ-ÍÅÒÏ× ÓÔÏÌÁ! ðÅÒ×ÙÍ ÈÏÄÏÍ ÏÎ ËÌÁÄÅÔ �ÑÔÁË ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÅÎÔÒÙÍÏÎÅÔÙ É ÓÔÏÌÁ ÓÏ×�ÁÌÉ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÈÏÄ ×ÔÏÒÏÇÏ ÉÇÒÏ-ËÁ ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÊ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÅÎÔÒÁ ÓÔÏ-ÌÁ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÔÁËÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ �ÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÈÏÄÁ �ÅÒ×ÏÇÏÉÇÒÏËÁ �ÏÚÉ�ÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ×ÏÚÍÏÖÅÎ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊÈÏÄ ×ÔÏÒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ, ÔÏ ×ÏÚÍÏÖÅÎ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÅÍÕ ÏÔ×ÅÔÎÙÊÈÏÄ �ÅÒ×ÏÇÏ. úÎÁÞÉÔ, ÏÎ �ÏÂÅÖÄÁÅÔ.10.13.(15) ä×ÏÅ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ÓÔÁ×ÑÔ ÓÌÏÎÏ× × ËÌÅÔËÉ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊÄÏÓËÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÌÏÎÙ ÎÅ ÂÉÌÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ. (ã×ÅÔ ÓÌÏÎÏ× ÚÎÁÞÅÎÉÑÎÅ ÉÍÅÅÔ.) ðÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, ËÔÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ.10.14.(15) ä×ÏÅ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ÓÔÁ×ÑÔ ËÏÎÅÊ × ËÌÅÔËÉ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊÄÏÓËÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÎÅ ÂÉÌÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ. ðÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, ËÔÏÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ.



124 éÎ×ÁÒÉÁÎÔ10.15.(15) ä×ÏÅ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ÓÔÁ×ÑÔ ËÏÒÏÌÅÊ × ËÌÅÔËÉ ÄÏÓËÉ 9×9ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÏÒÏÌÉ ÎÅ ÂÉÌÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ. ðÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, ËÔÏ ÎÅÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ.10.16.(20) Á) ä×ÏÅ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ÓÔÁ×ÑÔ ÓÌÏÎÏ× × ËÌÅÔËÉ ÛÁÈÍÁÔ-ÎÏÊ ÄÏÓËÉ. ëÁÖÄÙÍ ÈÏÄÏÍ ÎÁÄÏ �ÏÂÉÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÎÅ�ÏÂÉÔÕÀËÌÅÔËÕ. (óÌÏÎ ÂØÅÔ É ËÌÅÔËÕ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÉÔ.) ðÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ,ËÔÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ. Â) �Á ÖÅ ÉÇÒÁ, ÎÏ Ó ÌÁÄØÑÍÉ.10.17.(15) äÁÎÁ ËÌÅÔÞÁÔÁÑ ÄÏÓËÁ 10 × 10. úÁ ÈÏÄ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ�ÏËÒÙÔØ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÓÏÓÅÄÎÉÅ ËÌÅÔËÉ ÄÏÍÉÎÏÛËÏÊ (�ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉ-ËÏÍ 1×2) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ÎÅ �ÅÒÅËÒÙ×ÁÌÉÓØ. ðÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔÔÏÔ, ËÔÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ.10.18.(15) ÷ ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÅ ÄÏÓËÉ 11×11 ÓÔÏÉÔ ÛÁÛËÁ. úÁ ÈÏÄÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÓÎÑÔØ Ó ÄÏÓËÉ ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÏÄÒÑÄ ÉÄÕÝÉÈ ÛÁÛÅËÌÉÂÏ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÇÏ, ÌÉÂÏ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÇÏÒÑÄÁ. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÓÎÑ×ÛÉÊ �ÏÓÌÅÄÎÀÀ ÛÁÛËÕ.10.19.(15) ìÁÄØÑ ÓÔÏÉÔ ÎÁ �ÏÌÅ a1. úÁ ÈÏÄ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÓÄ×É-ÎÕÔØ Å£ ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË ×�ÒÁ×Ï ÉÌÉ ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË××ÅÒÈ. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, ËÔÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔ ÌÁÄØÀ ÎÁ �ÏÌÅ h8.10.20.(15) éÍÅÅÔÓÑ Ä×Å ËÕÞËÉ ËÁÍÎÅÊ �Ï 11 × ËÁÖÄÏÊ. úÁ ÈÏÄÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÁÍÎÅÊ, ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÏÄÎÏÊËÕÞËÉ. ðÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, ËÏÍÕ ÎÅÞÅÇÏ ÂÒÁÔØ.10.21.(10) éÍÅÀÔÓÑ ÔÒÉ ËÕÞÉ ËÁÍÎÅÊ. þÉÓÌÏ ËÁÍÎÅÊ ×Ï ×ÓÅÈËÕÞÁÈ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï. ä×ÏÅ ÉÇÒÁÀÝÉÈ ÂÅÒÕÔ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏËÁÍÎÅÊ ÉÚ ÌÀÂÏÊ ËÕÞÉ, ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÏÄÎÏÊ. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, ËÔÏÂÅÒÅÔ �ÏÓÌÅÄÎÉÅ ËÁÍÎÉ.10.22.(10) éÍÅÀÔÓÑ Ä×Å ËÕÞËÉ ËÁÍÎÅÊ: × ÏÄÎÏÊ | 30, × ÄÒÕ-ÇÏÊ | 20. úÁ ÈÏÄ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÂÒÁÔØ ÌÀÂÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÁÍÎÅÊ,ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ËÕÞËÉ. ðÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, ËÏÍÕ ÎÅÞÅÇÏ ÂÒÁÔØ.éÇÒÁ × 10.20{10.22 | ÜÔÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÉÇÒÁ �îÉÍ�.10.23.(15) (íï 68) îÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ 20 ÔÏÞÅË. úÁÈÏÄ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÉÚ ÎÉÈ ÏÔÒÅÚËÏÍ, ÎÅ �ÅÒÅÓÅ-ËÁÀÝÉÍ ÏÔÒÅÚËÏ×, �ÒÏ×ÅÄ£ÎÎÙÈ ÒÁÎÅÅ. ðÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, ËÔÏ ÎÅÓÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ.10.24.(15) ä×ÏÅ ÉÇÒÏËÏ× �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ÏÔÒÙ×ÁÀÔ ÌÅ�ÅÓÔËÉ Õ ÒÏ-ÍÁÛËÉ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ Á) 12; Â) 11 ÌÅ�ÅÓÔËÏ×. úÁ ÈÏÄ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÏÔÏ-Ò×ÁÔØ ÌÉÂÏ ÏÄÉÎ, ÌÉÂÏ Ä×Á ÒÑÄÏÍ ÒÁÓÔÕÝÉÈ ÌÅ�ÅÓÔËÁ. ðÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔÔÏÔ, ËÔÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ.10.25.(15) éÍÅÅÔÓÑ 10 ÆÉÛÅË: 2 ÂÅÌÙÈ, 2 Þ£ÒÎÙÈ, 2 ËÒÁÓÎÙÈ,2 ÓÉÎÉÈ É 2 ÚÅÌ£ÎÙÈ. éÇÒÏËÉ á É â ÓÔÁ×ÑÔ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ �Ï ÏÄÎÏÊÆÉÛËÅ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ 10-ÕÇÏÌØÎÉËÁ. éÇÒÏË á ÈÏÞÅÔ �ÏÌÕÞÉÔØ



10. éÇÒÙ 1255 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ×ÓÅÈ �ÑÔÉ �×ÅÔÏ×, Á ÉÇÒÏË â ÈÏÞÅÔÜÔÏÍÕ �ÏÍÅÛÁÔØ. éÇÒÕ ÎÁÞÉÎÁÅÔ â.10.26.(15) éÍÅÅÔÓÑ 8 ÛÁÒÏ× | �Ï 2 ËÒÁÓÎÙÈ, ÓÉÎÉÈ, ÂÅÌÙÈ ÉÞ£ÒÎÙÈ. éÇÒÏËÉ á É â �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ �ÒÉÂÉ×ÁÀÔ �Ï 1 ÛÁÒÕ × ×ÅÒÛÉÎÙËÕÂÁ. éÇÒÏË á ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÛÌÁÓØ ×ÅÒÛÉÎÁ, ÞÔÏÂÙ× ÎÅÊ É × ÔÒ£È ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÉÍÅÌÉÓØ ÂÙ ÛÁÒÙ ×ÓÅÈ ÞÅÔÙÒ£È �×ÅÔÏ×, Áâ ÈÏÞÅÔ ÜÔÏÍÕ �ÏÍÅÛÁÔØ.10.27.(15) îÁ ÄÏÓËÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ n ÍÉÎÕÓÏ×. ä×Á ÉÇÒÏËÁ �Ï ÏÞÅ-ÒÅÄÉ �ÅÒÅ�ÒÁ×ÌÑÀÔ ÏÄÉÎ ÉÌÉ Ä×Á ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÍÉÎÕÓÁ ÎÁ �ÌÀÓ. ÷Ù-ÉÇÒÁ×ÛÉÍ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÔÏÔ, ËÔÏ �ÅÒÅ�ÒÁ×ÉÔ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÍÉÎÕÓ. òÁÓ-ÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÉ: Á) n = 9; Â) n = 10?10.28.(15) îÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎÏ n ÍÉÎÕÓÏ×. ä×ÏÅ �Ï ÏÞÅ-ÒÅÄÉ �ÅÒÅ�ÒÁ×ÌÑÀÔ ÏÄÉÎ ÉÌÉ Ä×Á ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÍÉÎÕÓÁ ÎÁ �ÌÀÓÙ. ðÒÏ-ÉÇÒÁ×ÛÉÍ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÔÏÔ, ËÔÏ �ÅÒÅ�ÒÁ×ÉÔ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÍÉÎÕÓ. òÁÓ-ÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ: Á) n = 14; Â) n = 15?10.29.(15) äÁÎ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄ Ó ÒÁÚÍÅÒÁÍÉÁ) 4× 4× 4; Â) 4× 4× 3; ×) 4× 3× 3, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈËÕÂÉËÏ×. úÁ ÈÏÄ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÒÏÔËÎÕÔØ Ó�É�ÅÊ ÌÀÂÏÊ ÒÑÄ, ÅÓÌÉ ×ÎÅÍ ÅÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÎÅ �ÒÏÔËÎÕÔÙÊ ËÕÂÉË. ðÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ,ËÔÏ ÎÅ ÓÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ.10.30.(15) ä×ÏÅ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ÒÁÚÌÁÍÙ×ÁÀÔ ÛÏËÏÌÁÄËÕ 5× 10. úÁÈÏÄ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÓÄÅÌÁÔØ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÒÁÚÌÏÍ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ÉÍÅ-ÀÝÉÈÓÑ ËÕÓËÏ× ×ÄÏÌØ ÕÇÌÕÂÌÅÎÉÑ. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, ËÔÏ �ÅÒ×ÙÍÏÔÌÏÍÉÔ ÄÏÌØËÕ 1× 1.10.31.(15) ä×ÏÅ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ÓÔÁ×ÑÔ ËÒÅÓÔÉËÉ É ÎÏÌÉËÉ × ËÌÅÔËÉÄÏÓËÉ 9×9. îÁÞÉÎÁÀÝÉÊ ÓÔÁ×ÉÔ ËÒÅÓÔÉËÉ, ÅÇÏ ÓÏ�ÅÒÎÉË | ÎÏÌÉ-ËÉ. ÷ ËÏÎ�Å �ÏÄÓÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ, ÓËÏÌØËÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÔÒÏÞÅË É ÓÔÏÌÂ�Ï×,× ËÏÔÏÒÙÈ ËÒÅÓÔÉËÏ× ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÎÏÌÉËÏ× | ÜÔÏ ÏÞËÉ, ÎÁÂÒÁÎ-ÎÙÅ �ÅÒ×ÙÍ ÉÇÒÏËÏÍ. þÉÓÌÏ ÓÔÒÏÞÅË É ÓÔÏÌÂ�Ï×, ÇÄÅ ÎÏÌÉËÏ× ÂÏÌØ-ÛÅ | ÏÞËÉ ×ÔÏÒÏÇÏ. �ÏÔ ÉÚ ÉÇÒÏËÏ×, ËÔÏ ÎÁÂÅÒÅÔ ÂÏÌØÛÅ ÏÞËÏ×,�ÏÂÅÖÄÁÅÔ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ, ËÏÔÏÒÕÀ �ÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ ÒÅÛÁÔØ Ó ËÏÎ�Á.÷ ËÕÞÅ 25 ËÁÍÎÅÊ. éÇÒÏËÉ ÂÅÒÕÔ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ 2, 4 É 7 ËÁÍÎÅÊ.ðÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, ËÏÍÕ ÎÅËÕÄÁ ÈÏÄÉÔØ.òÅÛÅÎÉÅ. óÌÕÞÁÉ 0, 1 ËÁÍÎÑ �ÒÏÉÇÒÙÛÎÙ ÄÌÑ ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÇÏ.ðÏÜÔÏÍÕ ÓÌÕÞÁÉ 2, 3, 4, 5, 7, 8 ËÁÍÎÅÊ ÄÌÑ ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÇÏ ×ÙÉÇÒÙÛ-ÎÙ: Ó×ÏÉÍ ÈÏÄÏÍ ÏÎ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÉÇÒÕ × �ÏÚÉ�ÉÀ, �ÒÏÉÇÒÙÛÎÕÀ ÄÌÑ�ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, 6 É 9 ËÁÍÎÅÊ �ÒÏÉÇÒÙÛÎÙ ÄÌÑ ÎÁÞÉÎÁ-ÀÝÅÇÏ É Ô. Ä. ìÅÇËÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÙÉÇÒÙÛÎÙÈÉ �ÒÏÉÇÒÙÛÎÙÈ �ÏÚÉ�ÉÊ É �ÏÌÕÞÉÔØ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÔ×ÅÔ: �ÏÂÅÄÉÔÎÁÞÉÎÁÀÝÉÊ.



126 éÎ×ÁÒÉÁÎÔ10.32. Á) (10) éÍÅÅÔÓÑ ËÕÞÁ ÉÚ n ËÁÍÎÅÊ. ä×ÏÅ ÉÇÒÁÀÝÉÈ ÂÅÒÕÔÉÚ ÎÅ£ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ËÁÍÎÉ. ëÁÖÄÙÊ ÍÏÖÅÔ ×ÚÑÔØ 1, 2 ÉÌÉ 3 ËÁÍ-ÎÑ. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, ËÔÏ ÂÅÒÅÔ �ÏÓÌÅÄÎÉÅ ËÁÍÎÉ. ðÒÉ ËÁËÏÍÞÉÓÌÅ ËÁÍÎÅÊ × ËÕÞÅ ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÊ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ (Ô. Å. ÄÏÂØÅÔÓÑ�ÏÂÅÄÙ, ËÁË ÂÙ ÎÉ ÉÇÒÁÌ ÅÇÏ �ÁÒÔÎ£Ò)? Â) (15) �Á ÖÅ ÚÁÄÁÞÁ,ÅÓÌÉ × ËÕÞÅ n ËÁÍÎÅÊ, Á ËÁÖÄÙÊ ÍÏÖÅÔ ×ÚÑÔØ ÏÔ 1 ÄÏ m ËÁÍ-ÎÅÊ (m < n).10.33.(10) ä×ÏÅ, A É B, ÉÇÒÁÀÔ × ÔÁËÕÀ ÉÇÒÕ: �ÏÏÞÅÒ£ÄÎÏ ÎÁ-ÚÙ×ÁÀÔ �ÅÌÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, �ÒÉÞ£Í ÉÇÒÏË A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÞÉÓÌÏ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 10, ÉÇÒÏË B ÎÁÚÙ×ÁÅÔ ÞÉÓÌÏ, �ÒÅ×ÙÛÁÀÝÅÅ ÞÉÓÌÏ,ÎÁÚ×ÁÎÎÏÅ ÉÇÒÏËÏÍ A, ÎÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ 10 É Ô. Ä. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔÔÏÔ, ËÔÏ ÎÁÚÏ×ÅÔ ÞÉÓÌÏ 100.10.34.(15) a) ÷ ËÏÒÏÂËÅ 27 Ó�ÉÞÅË. ä×ÏÅ ÉÇÒÁÀÝÉÈ ÂÅÒÕÔ �ÏÏÞÅÒÅÄÉ 1, 2, 3 ÉÌÉ 4 Ó�ÉÞËÉ. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, Õ ËÏÇÏ �ÏÓÌÅ ÏËÏÎ-ÞÁÎÉÑ ÉÇÒÙ ÏËÁÖÅÔÓÑ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ó�ÉÞÅË. Â) ëÁËÏ× ÏÔ×ÅÔ × ÂÏÌÅÅÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ × ËÏÒÏÂËÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ 2n + 1 Ó�ÉÞËÁ, Á ÂÒÁÔØÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ Ó�ÉÞÅË ÏÔ 1 ÄÏ m?10.35.(15) îÁ ËÏÎ�ÁÈ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ �ÏÌÏÓËÉ 1×20 ÓÔÏÉÔ �Ï ÛÁÛËÅ.úÁ ÈÏÄ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÓÄ×ÉÎÕÔØ ÌÀÂÕÀ ÛÁÛËÕ × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÄÒÕÇÏÊÎÁ ÏÄÎÕ ÉÌÉ Ä×Å ËÌÅÔËÉ. (ðÅÒÅ�ÒÙÇÉ×ÁÔØ ÛÁÛËÏÊ ÞÅÒÅÚ ÛÁÛËÕÎÅÌØÚÑ.) ðÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, ËÔÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ.10.36.(15) ëÌÅÔÞÁÔÁÑ �ÏÌÏÓËÁ 1 × 15 ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÁ ÞÉÓÌÁÍÉ0; 1; : : : ; 14. ä×Á ÉÇÒÏËÁ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ �ÅÒÅÄ×ÉÇÁÀÔ ÆÉÛËÕ, ËÏÔÏÒÁÑÓÔÏÉÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ËÌÅÔÏË, ×ÌÅ×Ï ÎÁ 1, 2 ÉÌÉ 3 �ÏÌÑ. ðÒÏÉÇÒÁ×ÛÉÍÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÔÏÔ, ËÏÍÕ ÎÅËÕÄÁ ÈÏÄÉÔØ. ëÔÏ É �ÒÉ ËÁËÉÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÈ ÆÉÛËÉ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ?10.37.(15) úÁ ÈÏÄ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ×ÚÑÔØ ÉÚ ËÏÒÏÂËÁ Ó 300 Ó�ÉÞËÁÍÉÎÅ ÂÏÌÅÅ �ÏÌÏ×ÉÎÙ ÉÍÅÀÝÉÈÓÑ × ÎÅÍ Ó�ÉÞÅË. ðÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, ËÔÏÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ.10.38.(15) éÇÒÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÞÉÓÌÁ 60. úÁ ÈÏÄ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑÕÍÅÎØÛÉÔØ ÉÍÅÀÝÅÅÓÑ ÞÉÓÌÏ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ. ðÒÏÉÇÒÙ-×ÁÅÔ ÔÏÔ, ËÔÏ �ÏÌÕÞÉÔ 0.10.39.(15) éÍÅÅÔÓÑ Ä×Å ËÕÞËÉ Ó�ÉÞÅË: Á) 101 Ó�ÉÞËÁ É 201 Ó�ÉÞ-ËÁ; Â) 100 Ó�ÉÞÅË É 201 Ó�ÉÞËÁ. úÁ ÈÏÄ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÕÍÅÎØÛÉÔØ ËÏ-ÌÉÞÅÓÔ×Ï Ó�ÉÞÅË × ÏÄÎÏÊ ÉÚ ËÕÞÅË ÎÁ ÞÉÓÌÏ, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍËÏÌÉÞÅÓÔ×Á Ó�ÉÞÅË × ÄÒÕÇÏÊ ËÕÞËÅ. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, �ÏÓÌÅ ÞØÅÇÏÈÏÄÁ Ó�ÉÞÅË ÎÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ.10.40.(15) ëÏÒÏÌØ ÓÔÏÉÔ ÎÁ �ÏÌÅ Á1. úÁ ÏÄÉÎ ÈÏÄ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ�ÅÒÅÄ×ÉÎÕÔØ ÎÁ ÏÄÎÏ �ÏÌÅ ×�ÒÁ×Ï, ÉÌÉ ÎÁ ÏÄÎÏ �ÏÌÅ ××ÅÒÈ, ÉÌÉÎÁ ÏÄÎÏ �ÏÌÅ �Ï ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ×�ÒÁ×Ï ××ÅÒÈ. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, ËÔÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔ ËÏÒÏÌÑ ÎÁ �ÏÌÅ h8.



10. éÇÒÙ 12710.41.(15) ëÏÎØ ÓÔÏÉÔ ÎÁ �ÏÌÅ Á1. úÁ ÈÏÄ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÅÒÅÄ×É-ÇÁÔØ ËÏÎÑ ÎÁ Ä×Å ËÌÅÔËÉ ×�ÒÁ×Ï É ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ ××ÅÒÈ ÉÌÉ ×ÎÉÚ, ÉÌÉÎÁ Ä×Å ××ÅÒÈ É ÎÁ ÏÄÎÕ ×�ÒÁ×Ï ÉÌÉ ×ÌÅ×Ï. ðÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, ËÔÏ ÎÅÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ.10.42.(20) æÅÒÚØ ÓÔÏÉÔ ÎÁ �ÏÌÅ Ó1. úÁ ÈÏÄ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ-Ä×ÉÎÕÔØ ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÏÌÅÊ ×�ÒÁ×Ï, ××ÅÒÈ ÉÌÉ �Ï ÄÉÁÇÏÎÁ-ÌÉ ×�ÒÁ×Ï ××ÅÒÈ. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, ËÔÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔ ÆÅÒÚÑ ÎÁ �Ï-ÌÅ h8.10.43.(15) éÍÅÅÔÓÑ Ä×Å ËÕÞËÉ ËÁÍÎÅÊ: × �ÅÒ×ÏÊ | 7 ËÁÍÎÅÊ, ×Ï×ÔÏÒÏÊ | 5. úÁ ÈÏÄ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÂÒÁÔØ ÌÀÂÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÁÍÎÅÊÉÚ ÏÄÎÏÊ ËÕÞËÉ ÉÌÉ �ÏÒÏ×ÎÕ ËÁÍÎÅÊ ÉÚ ÏÂÅÉÈ ËÕÞÅË. ðÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔÔÏÔ, ËÔÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ.10.44.(15) éÍÅÅÔÓÑ Ä×Å ËÕÞËÉ �Ï 11 Ó�ÉÞÅË. úÁ ÈÏÄ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØÄ×Å Ó�ÉÞËÉ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ËÕÞËÉ É ÏÄÎÕ ÉÚ ÄÒÕÇÏÊ. ðÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ,ËÔÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ.10.45.(15) éÍÅÅÔÓÑ ÌÉÓÔÏË ÒÁÚÍÅÒÏÍ 7×7 ËÌÅÔÏË. éÇÒÁÀÔ Ä×ÏÅ.úÁ ÈÏÄ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ ËÒÅÓÔÉË × ÌÀÂÕÀ ËÌÅÔËÕ, ÅÓÌÉ × ÎÅÊ ÅÝ£ÎÅÔ ËÒÅÓÔÉËÁ, É × ÓÏÓÅÄÎÉÈ Ó ÎÅÊ (�Ï ÓÔÏÒÏÎÅ) ËÌÅÔËÁÈ ÔÏÖÅ ÎÅÔËÒÅÓÔÉËÁ. ðÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, ËÔÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ. íÏÖÅÔ ÌÉÏÄÉÎ ÉÚ ÉÇÒÏËÏ× ÉÇÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅÇÄÁ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÔØ (ËÁË ÂÙ ÎÉÉÇÒÁÌ ÄÒÕÇÏÊ)?10.46.(15) éÇÒÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÞÉÓÌÁ 0. úÁ ÈÏÄ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÒÉ-ÂÁ×ÉÔØ Ë ÉÍÅÀÝÅÍÕÓÑ ÞÉÓÌÕ ÌÀÂÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÔ 1 ÄÏ 9.÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, ËÔÏ �ÏÌÕÞÉÔ ÞÉÓÌÏ 100.10.47.(15) éÇÒÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÞÉÓÌÁ 1. úÁ ÈÏÄ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑÕÍÎÏÖÉÔØ ÉÍÅÀÝÅÅÓÑ ÞÉÓÌÏ ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÔ 2ÄÏ 9. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, ËÔÏ �ÅÒ×ÙÍ �ÏÌÕÞÉÔ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ 1000.10.48.(15) éÇÒÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÞÉÓÌÁ 2. úÁ ÈÏÄ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÒÉ-ÂÁ×ÉÔØ Ë ÉÍÅÀÝÅÍÕÓÑ ÞÉÓÌÕ ÌÀÂÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÍÅÎØÛÅÅÅÇÏ. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, ËÔÏ �ÏÌÕÞÉÔ 1000.10.49.(20) éÇÒÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÞÉÓÌÁ 1000. úÁ ÈÏÄ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ×ÙÞÅÓÔØ ÉÚ ÉÍÅÀÝÅÇÏÓÑ ÞÉÓÌÁ ÌÀÂÏÅ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÅ ÅÇÏ, ÎÁÔÕ-ÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÓÔÅ�ÅÎØÀ Ä×ÏÊËÉ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ 1 = 20).÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, ËÔÏ �ÏÌÕÞÉÔ 0.10.50.(20) îÁ ÄÏÓËÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ ÞÉÓÌÏ 31. ì£ÛÁ É ÷ÉÔÑ �Ï ÏÞÅ-ÒÅÄÉ �ÉÛÕÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÉ ÕÍÅÎØ-ÛÅÎÉÉ ÉÍÅÀÝÅÇÏÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ×Ä×ÏÅ. ÷Ù-ÉÇÒÁ×ÛÉÍ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÔÏÔ, �ÏÓÌÅ ÈÏÄÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÞÉ-ÓÌÏ 1.10.51.(20) Á) éÍÅÅÔÓÑ Ä×Å ËÕÞËÉ �Ï 7 ËÁÍÎÅÊ. úÁ ÈÏÄ ÒÁÚÒÅÛÁ-ÅÔÓÑ ×ÚÑÔØ ÏÄÉÎ ËÁÍÅÎØ ÉÚ ÌÀÂÏÊ ËÕÞËÉ ÉÌÉ �Ï ËÁÍÎÀ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ



128 éÎ×ÁÒÉÁÎÔËÕÞËÉ. ðÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, ËÔÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ. Â) ëÒÏÍÅ ÈÏ-ÄÏ×, ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ × �ÕÎËÔÅ Á), ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÏÄÉÎËÁÍÅÎØ ÉÚ �ÅÒ×ÏÊ ËÕÞËÉ ×Ï ×ÔÏÒÕÀ.10.52.(15) (íï 68) éÍÅÀÔÓÑ Ä×Å ËÕÞËÉ ËÏÎÆÅÔ: × ÏÄÎÏÊ | 20ÛÔÕË, × ÄÒÕÇÏÊ | 21. úÁ ÈÏÄ ÎÕÖÎÏ ÓßÅÓÔØ ÏÄÎÕ ÉÚ ËÕÞÅË, Á ×ÔÏ-ÒÕÀ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÎÁ Ä×Å ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁ×ÎÙÈ ËÕÞËÉ. ðÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔÔÏÔ, ËÔÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ.10.53.(15) (íï 75) éÍÅÅÔÓÑ ÔÒÉ ËÕÞËÉ ËÁÍÎÅÊ: × �ÅÒ×ÏÊ | 50,×Ï ×ÔÏÒÏÊ | 60, × ÔÒÅÔØÅÊ | 70 ËÁÍÎÅÊ. èÏÄ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÒÁÚÂÉÅ-ÎÉÉ ËÁÖÄÏÊ ËÕÞËÉ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ËÁÍÎÑ, ÎÁ Ä×Å,ÍÅÎØÛÉÅ ËÕÞËÉ. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, �ÏÓÌÅ ÞØÅÇÏ ÈÏÄÁ ×Ï ×ÓÅÈ ËÕÞËÁÈÂÕÄÅÔ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ËÁÍÎÀ.10.54.(20) (íï 71) ä×ÏÅ ÉÇÒÏËÏ× �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ÂÅÒÕÔ ÉÚ ËÕÞÉ ×10 ÍÉÌÌÉÏÎÏ× Ó�ÉÞÅË. úÁ ÈÏÄ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÉÚ ËÕÞÉ Ó�ÉÞËÉ × ËÏÌÉ-ÞÅÓÔ×Å pn, ÇÄÅ p | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, n | ÌÀÂÏÅ (ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ 125,49, 5, 1 É Ô. Ä.). ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, ËÔÏ ÂÅÒÅÔ �ÏÓÌÅÄÎÀÀ Ó�ÉÞËÕ.10.55.(20) (àÇÏÓÌÁ×ÉÑ 83) îÁ ÔÒ£È ËÒÁÊÎÉÈ Ó�ÒÁ×Á �ÏÌÑÈ ÄÏÓ-ËÉ 1×n ÓÔÏÉÔ �Ï ÆÉÛËÅ. ä×ÏÅ ÉÇÒÁÀÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÉÇÒÕ: ËÁÖÄÙÊ�Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ÂÅÒÅÔ ÏÄÎÕ ÉÚ ÆÉÛÅË É �ÅÒÅÄ×ÉÇÁÅÔ Å£ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ�ÏÌÅÊ ×ÌÅ×Ï. ðÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, ËÔÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ Ó×ÏÊ ÈÏÄ.ðÅÒÅÄÁÞÁ ÈÏÄÁ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÁ × ÚÁÄÁÞÁÈ, ÇÄÅ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏÏÄÉÎ ÉÚ ÉÇÒÏËÏ× (ÏÂÙÞÎÏ �ÅÒ×ÙÊ) ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÅÔ ÄÏÂÉÔØÓÑ �Ï ËÒÁÊ-ÎÅÊ ÍÅÒÅ ÎÉÞØÅÊ.10.56.(10) ä×ÏÊÎÙÍÉ ÛÁÈÍÁÔÁÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÇÒÁ, ÏÔÌÉÞÁÀ-ÝÁÑÓÑ ÏÔ ÏÂÙÞÎÙÈ ÛÁÈÍÁÔ ÔÏÌØËÏ ÔÅÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ �ÒÏÔÉ×ÎÉ-ËÏ× ÍÏÖÅÔ ÄÅÌÁÔØ �Ï Ä×Á ÈÏÄÁ �ÏÄÒÑÄ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÔÁËÏÊÉÇÒÅ ÂÅÌÙÅ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÇÕÔ ×ÙÉÇÒÁÔØ ÉÌÉ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÄÏÂÉÔØÓÑÎÉÞØÅÊ.10.57.(10) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÉÇÒÅ �ËÒÅÓÔÉËÉ-ÎÏÌÉËÉ� ÎÁ ÂÅÓËÏ-ÎÅÞÎÏÊ ÄÏÓËÅ �ÎÏÌÉËÉ� ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÒÁÓÓÞÉÔÙ×ÁÔØ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÎÁ ÎÉ-ÞØÀ.10.58.(15) ðÕÓÔØ ÉÇÒÁ ×ÅÄ£ÔÓÑ ÄÏ 4 ÚÎÁËÏ× �ÏÄÒÑÄ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ �ÒÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ËÒÅÓÔÉËÉ ×ÙÉÇÒÁÀÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍÚÁ 6 ÈÏÄÏ×.10.59.(20) ðÕÓÔØ ÉÇÒÁ ×ÅÄ£ÔÓÑ ÄÏ 3 ÚÎÁËÏ× �ÏÄÒÑÄ. ëÁËÏÅ ÎÁÉ-ÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË ÄÏÌÖÎÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÄÏÓËÁ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÞÉÎÁ-ÀÝÉÊ ÍÏÇ ×ÙÉÇÒÁÔØ, ËÁË ÂÙ ÎÅ ÉÇÒÁÌ ÅÇÏ �ÒÏÔÉ×ÎÉË? (îÁÒÉÓÏ-×ÁÔØ ÄÏÓËÕ (�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ) É ÄÏËÁÚÁÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔØ ÞÉ-ÓÌÁ ËÌÅÔÏË.)10.60.(10) (óðï 80) ÷ 50 ËÏÒÏÂËÁÈ ÌÅÖÁÔ 100 ËÏÎÆÅÔ. äÅ×ÏÞ-ËÁ É ÍÁÌØÞÉË ÂÅÒÕÔ �ÏÏÞÅÒ£ÄÎÏ �Ï ËÏÎÆÅÔÅ (ÎÁÞÉÎÁÅÔ ÄÅ×ÏÞËÁ).



10. éÇÒÙ 129íÏÖÅÔ ÌÉ ÍÁÌØÞÉË ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ �ÏÓÌÅÄÎÉÅ Ä×Å ËÏÎÆÅÔÙÌÅÖÁÌÉ × ÏÄÎÏÊ ËÏÒÏÂËÅ?10.61.(15) ëÁÖÄÙÍ ÈÏÄÏÍ ÉÚ ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÓÔÏÌÅ 50 ËÏÎÆÅÔ ÍÏÖ-ÎÏ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅÅ �ÏÌÏ×ÉÎÙ, ÉÌÉ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÕËÏÎÆÅÔÕ. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, ËÔÏ ×ÚÑÌ �ÏÓÌÅÄÎÀÀ ËÏÎÆÅÔÕ.10.62.(10) ëÏÍ�ÁÎÉÉ á É ÷ �ÏÌÕÞÉÌÉ �ÒÁ×Ï ÏÓ×ÅÝÁÔØ ÓÔÏÌÉ-�Õ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÍÙÓÌÉ îØÀ-÷ÁÓÀËÉ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÕÀ ÓÏÂÏÊ �ÒÑ-ÍÏÕÇÏÌØÎÕÀ ÓÅÔËÕ ÕÌÉ�. ïÎÉ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ÓÔÁ×ÑÔ ÎÁ ÎÅÏÓ×ÅÝ£ÎÎÙÊ�ÅÒÅËÒ£ÓÔÏË �ÒÏÖÅËÔÏÒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÓ×ÅÝÁÅÔ ×ÅÓØ ÓÅ×ÅÒÏ-×ÏÓÔÏÞÎÙÊÕÇÏÌ ÇÏÒÏÄÁ (ÏÔ 0◦ ÄÏ 90◦). ðÒÅÍÉÀ ï. âÅÎÄÅÒÁ �ÏÌÕÞÉÔ ËÏÍ�ÁÎÉÑ,ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ Ó×Ï£Í ÈÏÄÅ ÎÅÞÅÇÏ ÂÕÄÅÔ ÏÓ×ÅÝÁÔØ.10.63.(15) ÷ ËÌÅÔËÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ Á) k×k; Â) 2×k �Ï ÏÞÅÒÅ-ÄÉ ÓÔÁ×ÑÔ �ÒÏÖÅËÔÏÒÁ, ÏÓ×ÅÝÁÀÝÉÅ ×ÓÅ ËÌÅÔËÉ, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÅ ÎÅÌÅ×ÅÅ É ÎÅ ×ÙÛÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÖÄÙÍ ÈÏÄÏÍ ÎÁÄÏ ÏÓ×ÅÝÁÔØ ÈÏÔØ ÏÄÎÕÎÏ×ÕÀ ËÌÅÔËÕ. ëÔÏ �ÒÏÓÔÁ×ÉÔ �ÒÏÖÅËÔÏÒ × ÓÁÍÙÊ ÌÅ×ÙÊ ×ÅÒÈÎÉÊÕÇÏÌ, �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ. ëÔÏ ÍÏÖÅÔ ÏÂÅÓ�ÅÞÉÔØ ÓÅÂÅ ×ÙÉÇÒÙÛ, É ËÁËÅÍÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÇÒÁÔØ?10.64.(15) æÉÌÏÓÏÆÙ �ÕÎ É âÏÌ ÎÁÞÁÌÉ Ó�ÏÒ, ×ÙÄ×ÉÎÕ× �Ï ÏÄ-ÎÏÍÕ ÔÅÚÉÓÕ ËÁÖÄÙÊ. äÁÌÅÅ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÖÅÔ ÌÉÂÏ �Ï-×ÔÏÒÉÔØ, ÂÅÚ �ÒÏ�ÕÓËÁ, ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ×ÓÅ Ó×ÏÉ ÒÁÎÅÅ �ÒÏÉÚÎÅÓ£ÎÎÙÅÆÒÁÚÙ ÉÌÉ ÖÅ �Ï×ÔÏÒÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ �ÒÏÓÌÕÛÁÎÎÕÀ ÒÅÞØ ÄÒÕÇÏÇÏ,ÄÏÂÁ×É× Ë ÎÅÊ ÏÄÎÕ Ó×ÏÀ ÆÒÁÚÕ. ðÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, ËÔÏ ×�ÅÒ×ÙÅ× ÏÞÅÒÅÄÎÏÍ Ó×Ï£Í ×ÙÓÔÕ�ÌÅÎÉÉ �ÒÏÉÚÎÅÓÅÔ ÂÏÌÅÅ 9 ÆÒÁÚ �ÏÄÒÑÄ.ëÔÏ �ÅÒÅÓ�ÏÒÉÔ?10.65.(20) åÓÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÑÂÌÏË É Ä×Á ÞÅÌÏ×ÅËÁ. ïÎÉ ÂÅÒÕÔ �ÏÑÂÌÏËÕ É ÎÁÞÉÎÁÀÔ ÅÓÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ. ëÁÖÄÙÊ ÍÏÖÅÔ ×ÚÑÔØ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÅÅ ÑÂÌÏËÏ ÔÏÌØËÏ �ÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÓßÅÌ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÅ. óËÏÒÏÓÔØ�ÏÅÄÁÎÉÑ (× ÇÒÁÍÍÁÈ × ÓÅËÕÎÄÕ) ÏÄÉÎÁËÏ×Á Õ ÏÂÏÉÈ ÉÇÒÏËÏ×. ëÁ-ËÏÅ ÑÂÌÏËÏ ÓÔÏÉÔ ×ÙÂÒÁÔØ �ÅÒ×ÏÍÕ �ÏÄÏÛÅÄÛÅÍÕ Ë ÓÔÏÌÕ, ÞÔÏÂÙÓßÅÓÔØ ÂÏÌØÛÅ × ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ:Á) ÔÒÉ ÑÂÌÏËÁ: 300, 400, 500 Ç; Â) 300, 500, 700, 900 Ç;×) 300, 600, 700, 800 Ç; Ç) 10, 20, 21, 30, 31 Ç;Ä) 100, 201, 202, 203 Ç; Å) 201, 299, 400, 600, 900 Ç;Ö) a, b, 
, d, ÇÄÅ a < b < 
 < d É d < a+ b.10.66.(20) 5 ÑÍÏË ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ × ÒÑÄ. ÷ ËÁÖÄÏÊ ÌÅÖÉÔ �ÏÛÁÒÉËÕ. úÁ ÈÏÄ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÅÒÅÌÏÖÉÔØ ×ÓÅ ÛÁÒÉËÉ ÉÚ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÑÍËÉ × ÓÏÓÅÄÎÀÀ Ó�ÒÁ×Á ÑÍËÕ. ðÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, ËÔÏÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ (ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÛÁÒÉËÉ ÌÅÖÁÔ × ÓÁÍÏÊ �ÒÁ×ÏÊÑÍËÅ).10.67.(15) (íï 69) ä×ÏÅ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ×ÙÞ£ÒËÉ×ÁÀÔ ÏÄÎÏ ÞÉÓÌÏÉÚ ÒÑÄÁ 1; 2; 3; : : : ; 27 ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ÎÅ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ Ä×Á ÞÉÓÌÁ. åÓÌÉ



130 éÎ×ÁÒÉÁÎÔÓÕÍÍÁ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 5, ÔÏ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ, ÅÓÌÉ ÎÅÄÅÌÉÔÓÑ | ÔÏ ×ÔÏÒÏÊ.10.68.(15) (íï 69) ä×ÏÅ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ×ÙÞ£ÒËÉ×ÁÀÔ �Ï 9 ÌÀÂÙÈÞÉÓÅÌ ÉÚ ÒÑÄÁ 1; 2; 3; : : : ; 101. ðÏÓÌÅ 11 ÔÁËÉÈ ×ÙÞ£ÒËÉ×ÁÎÉÊ ÏÓÔÁ-ÎÕÔÓÑ Ä×Á ÞÉÓÌÁ. úÁÔÅÍ ×ÔÏÒÏÊ �ÒÉÓÕÖÄÁÅÔ �ÅÒ×ÏÍÕ ÓÔÏÌØËÏ ÏÞËÏ×,ËÁËÏ×Á ÒÁÚÎÉ�Á ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÏÓÔÁ×ÛÉÍÉÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ�ÅÒ×ÙÊ ×ÓÅÇÄÁ ÓÍÏÖÅÔ ÎÁÂÒÁÔØ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ 550 ÏÞËÏ×, ËÁË ÂÙÎÉ ÉÇÒÁÌ ×ÔÏÒÏÊ.10.69.(15) (íï 69) ä×Á ÍÕÄÒÅ�Á �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ×ÙÞ£ÒËÉ×ÁÀÔ ÉÚÞÉÓÅÌ: 0; 1; : : : ; 1024: �ÅÒ×ÙÊ | 512 ÞÉÓÅÌ, ×ÔÏÒÏÊ | 256 ÉÚ ÏÓÔÁ×-ÛÉÈÓÑ, ÚÁÔÅÍ �ÅÒ×ÙÊ | 128 ÞÉÓÅÌ É Ô. Ä. îÁ ÄÅÓÑÔÏÍ ÛÁÇÅ ×ÔÏÒÏÊÚÁÞ£ÒËÉ×ÁÅÔ 1 ÞÉÓÌÏ, ÏÓÔÁÀÔÓÑ Ä×Á. úÁÔÅÍ ×ÔÏÒÏÊ ÍÕÄÒÅ� �ÌÁÔÉÔ�ÅÒ×ÏÍÕ ÒÁÚÎÉ�Õ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. ëÁË ×ÙÇÏÄÎÅÅ ÉÇÒÁÔØ �ÅÒ-×ÏÍÕ É ËÁË ×ÔÏÒÏÍÕ? óËÏÌØËÏ ×ÔÏÒÏÊ Õ�ÌÁÔÉÔ �ÅÒ×ÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÏÂÁÂÕÄÕÔ ÉÇÒÁÔØ ÎÁÉÌÕÞÛÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ?10.70.(15) (íï 79) ì£ÛÁ É ÷ÉÔÑ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ÏÔÍÅÞÁÀÔ ÎÁ ÂÅÓËÏ-ÎÅÞÎÏÊ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ ÕÚÌÙ (ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈÉ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ×ÓÅ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅÕÚÌÙ ÌÅÖÁÌÉ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ. ðÒÏÉÇÒÙ×Á-ÅÔ ÔÏÔ, ËÔÏ ÎÅ ÓÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ ÈÏÄÁ.10.71.(15) (íï 94) îÁ ÄÏÓËÅ 19 × 94 ËÌÅÔÏË Ä×ÏÅ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉÏÔÍÅÞÁÀÔ Ë×ÁÄÒÁÔ �Ï ÌÉÎÉÑÍ ÓÅÔËÉ (ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ) É ÚÁËÒÁ-ÛÉ×ÁÀÔ ÅÇÏ. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, ËÔÏ ÚÁËÒÁÓÉÔ �ÏÓÌÅÄÎÀÀ ËÌÅÔËÕ.ä×ÁÖÄÙ ÚÁËÒÁÛÉ×ÁÔØ ËÌÅÔËÉ ÎÅÌØÚÑ.10.72.(20) (íï 99) ä×ÏÅ ÉÇÒÁÀÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÉÇÒÕ: �ÅÒ×ÙÊ ×Ù-�ÉÓÙ×ÁÅÔ × ÒÑÄ �Ï Ó×ÏÅÍÕ ÖÅÌÁÎÉÀ ÂÕË×Ù á ÉÌÉ â (ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×ÏÏÄÎÕ ÚÁ ÄÒÕÇÏÊ; �Ï ÏÄÎÏÊ ÂÕË×Å ÚÁ ÈÏÄ), Á ×ÔÏÒÏÊ �ÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏÈÏÄÁ �ÅÒ×ÏÇÏ ÍÅÎÑÅÔ ÍÅÓÔÁÍÉ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÉÚ ×Ù�ÉÓÁÎÎÙÈ ÂÕË× ÉÌÉÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ (ÜÔÏ ÔÏÖÅ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÈÏÄÏÍ). éÇÒÁ ÚÁËÁÎÞÉ×Á-ÅÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ÏÂÁ ÓÄÅÌÁÀÔ �Ï 1999 ÈÏÄÏ×. íÏÖÅÔ ÌÉ ×ÔÏÒÏÊ ÉÇÒÁÔØÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÑÈ �ÅÒ×ÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �Ï-ÌÕÞÉÌÓÑ �ÁÌÉÎÄÒÏÍ (Ô. Å. ÓÌÏ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÔÁÅÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÓÌÅ×ÁÎÁ�ÒÁ×Ï É Ó�ÒÁ×Á ÎÁÌÅ×Ï)?10.73.(15) (àÇÏÓÌÁ×ÉÑ 74) îÁ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÅ 8×8 ÓÔÏÑÔ 8 ÂÅ-ÌÙÈ ÆÉÛÅË ÎÁ �ÅÒ×ÏÊ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ É 8 Þ£ÒÎÙÈ | ÎÁ ×ÏÓØÍÏÊ. èÏ-ÄÙ ÉÇÒÏËÏ× ÓÏÓÔÏÑÔ × �ÅÒÅÍÅÝÅÎÉÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ Ó×ÏÉÈ ÆÉÛÅË �Ï ×ÅÒ-ÔÉËÁÌÉ ÎÁ ÏÄÎÕ ÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ËÌÅÔÏË ×�ÅÒ£Ä ÉÌÉ ÎÁÚÁÄ. îÅÌØÚÑÓÎÉÍÁÔØ ÆÉÛËÉ, ÓÔÁ×ÉÔØ ÆÉÛËÕ ÎÁ ËÌÅÔËÕ, ÚÁÎÑÔÕÀ ÆÉÛËÏÊ �ÒÏ-ÔÉ×ÎÉËÁ ÉÌÉ �ÅÒÅ�ÒÙÇÉ×ÁÔØ ÞÅÒÅÚ ÎÅ£. ðÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, ËÔÏ ÎÅÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ ÈÏÄÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÔ Þ£Ò-ÎÙÅ.



10. éÇÒÙ 13110.74.(20) (òÕÍÙÎÉÑ 78) äÁÎ ×Ù�ÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË Ó n >

> 5 ÇÒÁÎÑÍÉ, ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÙÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ �Ï ÔÒÉÒÅÂÒÁ. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÉÇÒÏËÏ× �ÉÛÅÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊÓ×Ï£ ÉÍÑ. äÌÑ �ÏÂÅÄÙ ÎÁÄÏ ÎÁ�ÉÓÁÔØ Ó×Ï£ ÉÍÑ ÎÁ ÔÒ£È ÇÒÁÎÑÈ,ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÂÝÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÙÉÇÒÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË.10.75.(20) (÷ï 65) éÍÅÅÔÓÑ ÄÏÓËÁ 3 × 3 ËÌÅÔËÉ É 9 ËÁÒÔÏÞÅËÒÁÚÍÅÒÏÍ × ËÌÅÔËÕ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÞÉÓÌÁ. ä×ÏÅÉÇÒÁÀÝÉÈ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ËÌÁÄÕÔ ÜÔÉ ËÁÒÔÏÞËÉ ÎÁ ËÌÅÔËÉ ÄÏÓËÉ. ðÏÓÌÅÔÏÇÏ, ËÁË ×ÓÅ ËÁÒÔÏÞËÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÙ, �ÅÒ×ÙÊ ÓÞÉÔÁÅÔ ÓÕÍÍÕ ÞÉÓÅÌ,ÓÔÏÑÝÉÈ × ×ÅÒÈÎÅÊ É ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÁÈ, Á ×ÔÏÒÏÊ | ÓÕÍÍÕ ÞÉÓÅÌ,ÓÔÏÑÝÉÈ × ÌÅ×ÏÍ É �ÒÁ×ÏÍ ÓÔÏÌÂ�ÁÈ. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, Õ ËÏÇÏ ÓÕÍ-ÍÁ ÂÏÌØÛÅ.10.76.(20) (÷ï 66) îÁ�ÉÓÁÎÏ 20 ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ 20. ä×ÏÅ �Ï ÏÞÅ-ÒÅÄÉ ÓÔÁ×ÑÔ �ÅÒÅÄ ÜÔÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÚÎÁË �+� ÉÌÉ �−� (ÚÎÁË ÍÏÖÎÏÓÔÁ×ÉÔØ �ÅÒÅÄ ÌÀÂÙÍ ÞÉÓÌÏÍ, �ÅÒÅÄ ËÏÔÏÒÙÍ ÏÎ ÅÝ£ ÎÅ ÓÔÏÉÔ,×ËÌÀÞÁÑ �ÅÒ×ÏÅ). éÇÒÁ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ �ÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË �ÒÏÓÔÁ×ÌÅ-ÎÙ ×ÓÅ 20 ÚÎÁËÏ×, ÚÁÔÅÍ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. ðÅÒ×ÙÊ ÈÏÞÅÔ ÄÏ-ÂÉÔØÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÏÎ ÂÙÌ �Ï ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÅ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÍÅÎØÛÅ,Á ×ÔÏÒÏÊ | ËÁË ÍÏÖÎÏ ÂÏÌØÛÅ. ëÁËÏÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ �Ï ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ×ÅÌÉÞÉÎÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÏÂÅÓ�ÅÞÉÔØ × ÉÔÏÇÅ ×ÔÏÒÏÊ ÉÇÒÏË?10.77.(15) (÷ï 78) æÉÛËÁ ÓÔÏÉÔ × ÕÇÌÕ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÉ ÒÁÚ-ÍÅÒÏÍ n× n ËÌÅÔÏË. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ÉÇÒÁÀÝÉÈ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ �ÅÒÅ-Ä×ÉÇÁÅÔ Å£ ÎÁ ÓÏÓÅÄÎÅÅ �ÏÌÅ (ÉÍÅÀÝÅÅ ÏÂÝÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ Ó ÔÅÍ, ÎÁËÏÔÏÒÏÍ ÓÔÏÉÔ ÆÉÛËÁ). èÏÄÉÔØ ×ÔÏÒÏÊ ÒÁÚ ÎÁ �ÏÌÅ, ÇÄÅ ÆÉÛËÁ�ÏÂÙ×ÁÌÁ, ÎÅÌØÚÑ. ðÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, ËÏÍÕ ÎÅËÕÄÁ ÈÏÄÉÔØ. Á) äÏ-ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ n Þ£ÔÎÏ, ÔÏ ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÊ ÉÇÒÕ ÍÏÖÅÔ ÄÏÂÉÔØÓÑ×ÙÉÇÒÙÛÁ, Á ÅÓÌÉ n ÎÅÞ£ÔÎÏ, ÔÏ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ×ÔÏÒÏÊ. Â) ëÔÏ ×Ù-ÉÇÒÙ×ÁÅÔ, ÅÓÌÉ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏ ÆÉÛËÁ ÓÔÏÉÔ ÎÅ ÎÁ ÕÇÌÏ×ÏÍ �ÏÌÅ, ÁÎÁ ÓÏÓÅÄÎÅÍ Ó ÎÉÍ?10.78.(20) (÷ï 78) äÁÎÙ Ä×Å ËÕÞËÉ Ó�ÉÞÅË. ÷ÎÁÞÁÌÅ × ÏÄÎÏÊËÕÞËÅ m Ó�ÉÞÅË, × ÄÒÕÇÏÊ | n Ó�ÉÞÅË, m > n. ä×ÏÅ ÉÇÒÏËÏ× �ÏÏÞÅÒÅÄÉ ÂÅÒÕÔ ÉÚ ËÕÞËÉ Ó�ÉÞËÉ. úÁ ÈÏÄ ÉÇÒÏË ÂÅÒÅÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ËÕÞ-ËÉ ÌÀÂÏÅ (ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ ÎÕÌÑ) ÞÉÓÌÏ Ó�ÉÞÅË, ËÒÁÔÎÏÅ ÞÉÓÌÕ Ó�ÉÞÅË ×ÄÒÕÇÏÊ ËÕÞËÅ. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ×ÚÑ×ÛÉÊ �ÏÓÌÅÄÎÀÀ Ó�ÉÞËÕ × ÏÄÎÏÊ ÉÚËÕÞÅË. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ m > 2n, ÔÏ ÉÇÒÏË, ÄÅÌÁÀÝÉÊ �ÅÒ×ÙÊÈÏÄ, ÍÏÖÅÔ ÏÂÅÓ�ÅÞÉÔØ ÓÅÂÅ ×ÙÉÇÒÙÛ. Â) ðÒÉ ËÁËÉÈ � ×ÅÒÎÏ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ m > �n, ÔÏ ÉÇÒÏË, ÄÅÌÁÀÝÉÊ �ÅÒ×ÙÊÈÏÄ, ÍÏÖÅÔ ÏÂÅÓ�ÅÞÉÔØ ÓÅÂÅ ×ÙÉÇÒÙÛ?10.79.(15) (÷ï 82) ëÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ËÕÂÁ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÏ × ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, �ÒÉ-Þ£Í ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÁ 1. ä×ÏÅ ÉÇÒÁÀÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ



132 éÎ×ÁÒÉÁÎÔÉÇÒÕ. ðÅÒ×ÙÊ ×ÙÂÉÒÁÅÔ ÌÀÂÕÀ ÇÒÁÎØ ËÕÂÁ, ×ÔÏÒÏÊ ×ÙÂÉÒÁÅÔÄÒÕÇÕÀ ÇÒÁÎØ É, ÎÁËÏÎÅ�, �ÅÒ×ÙÊ ×ÙÂÉÒÁÅÔ ÔÒÅÔØÀ ÇÒÁÎØ ËÕ-ÂÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÙÂÉÒÁÔØ ÇÒÁÎÉ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÕÖÅ ×ÙÂÒÁÎÎÙÍ,ÎÅÌØÚÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË ÍÏÖÅÔ ÉÇÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏ ÞÉ-ÓÌÏ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÏÂÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÔÒ£È ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ, ÎÅ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÌÏ 1=6.10.80.(15) (÷ï 87) ä×Á ÉÇÒÏËÁ �ÏÏÞÅÒ£ÄÎÏ ×Ù�ÉÓÙ×ÁÀÔ ÎÁ ÄÏÓ-ËÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÅ p. ðÒÁ×ÉÌÁÍÉ ÉÇÒÙ ÚÁ-�ÒÅÝÁÅÔÓÑ �ÉÓÁÔØ ÎÁ ÄÏÓËÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÕÖÅ ×Ù�ÉÓÁÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÒÏ-ÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÉÇÒÏË, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÈÏÄ. Á) ÷Ù-ÑÓÎÉÔÅ, ËÔÏ ÉÚ ÉÇÒÏËÏ× ÉÍÅÅÔ ×ÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ÄÌÑ p = 10,É ÕËÁÖÉÔÅ Å£. Â) ÷ÙÑÓÎÉÔÅ, ËÔÏ ÉÚ ÉÇÒÏËÏ× ÉÍÅÅÔ ×ÙÉÇÒÙÛÎÕÀÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ÄÌÑ p = 1000.10.81.(15) (÷ï 97) îÁ ÄÏÓËÅ ÚÁ�ÉÓÁÎÙ ÞÉÓÌÁ 1; 2; : : : ; 1000. ä×ÏÅ�Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ÓÔÉÒÁÀÔ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ. éÇÒÁ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ, ËÏÇÄÁÎÁ ÄÏÓËÅ ÏÓÔÁÀÔÓÑ Ä×Á ÞÉÓÌÁ. åÓÌÉ ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3, ÔÏ �Ï-ÂÅÖÄÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË, ÅÓÌÉ ÎÅÔ | ×ÔÏÒÏÊ.10.82.(15) îÁ ÄÏÓËÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ∗x2 + ∗x+ ∗ = 0. ðÅÒ-×ÙÊ ÉÇÒÏË ÎÁÚÙ×ÁÅÔ ÌÀÂÙÅ ÔÒÉ ÞÉÓÌÁ, ×ÔÏÒÏÊ ÒÁÓÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÉÈ �ÏÓ×ÏÅÍÕ ×ÙÂÏÒÕ ×ÍÅÓÔÏ Ú×£ÚÄÏÞÅË. íÏÖÅÔ ÌÉ �ÅÒ×ÙÊ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÒÉÞÉÓÌÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÌÏ ÒÁÚÎÙÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØ-ÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÉÌÉ ×ÔÏÒÏÊ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÅÔ ÅÍÕ �ÏÍÅÛÁÔØ?10.83.(15) äÁÎÏ ÔÒÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á: ∗ = ∗, ∗ + ∗ = ∗, ∗ + ∗ + ∗ = ∗.ä×Á ÉÇÒÏËÁ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ×�ÉÓÙ×ÁÀÔ ×ÍÅÓÔÏ Ú×£ÚÄÏÞÅË ÞÉÓÌÁ. äÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÊ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÅÔ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ×Ù�ÏÌÎÑÌÉÓØ.10.84.(15) (÷ï 69) îÁ ÄÏÓËÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x3 + : : : x2 ++ : : : x + : : : = 0. ä×ÏÅ ÉÇÒÁÀÔ × ÔÁËÕÀ ÉÇÒÕ. ðÅÒ×ÙÊ ÓÔÁ×ÉÔ ÎÁÌÀÂÏÅ ÉÚ �ÕÓÔÙÈ ÍÅÓÔ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ 0 (�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅÉÌÉ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ). úÁÔÅÍ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÁ×ÉÔ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÁ ÏÄÎÏ ÉÚÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÍÅÓÔ. îÁËÏÎÅ�, �ÅÒ×ÙÊ ÓÔÁ×ÉÔ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÁ �ÏÓÌÅÄ-ÎÅÅ Ó×ÏÂÏÄÎÏÅ ÍÅÓÔÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÙÊ ÍÏÖÅÔ ÉÇÒÁÔØ ÔÁË,ÞÔÏÂÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÈÏÄÁ ×ÔÏÒÏÇÏ ×ÓÅ ÔÒÉ ËÏÒÎÑ �ÏÌÕÞÉ×ÛÅÇÏÓÑÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏËÁÚÁÌÉÓØ �ÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ.10.85.(20) (÷ï 77) îÁ�ÉÓÁÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎx10 + ∗x9 + ∗x8 + : : :+ ∗x2 + ∗x+ 1:ä×ÏÅ ÉÇÒÁÀÔ × ÔÁËÕÀ ÉÇÒÕ. óÎÁÞÁÌÁ �ÅÒ×ÙÊ ÚÁÍÅÎÑÅÔ ÌÀÂÕÀ ÉÚÚ×£ÚÄÏÞÅË ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÞÉÓÌÏÍ, ÚÁÔÅÍ ×ÔÏÒÏÊ ÚÁÍÅÎÑÅÔ ÞÉÓÌÏÍ ÌÀ-ÂÕÀ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ Ú×£ÚÄÏÞÅË, ÚÁÔÅÍ ÓÎÏ×Á �ÅÒ×ÙÊ ÚÁÍÅÎÑÅÔ ÏÄÎÕÉÚ Ú×£ÚÄÏÞÅË ÞÉÓÌÏÍ É Ô. Ä. (×ÓÅÇÏ 9 ÈÏÄÏ×). åÓÌÉ Õ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ



10. éÇÒÙ 133ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ÔÏ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ�ÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË, Á ÅÓÌÉ ÂÕÄÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ËÏÒÅÎØ | ×ÙÉÇÒÙ-×ÁÅÔ ×ÔÏÒÏÊ. íÏÖÅÔ ÌÉ ×ÔÏÒÏÊ ÉÇÒÏË ×ÙÉÇÒÁÔØ �ÒÉ ÌÀÂÏÊ ÉÇÒÅ�ÅÒ×ÏÇÏ?10.86.(25) (÷ï 72) ä×ÏÅ ÉÇÒÁÀÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÉÇÒÕ. ïÄÉÎ ÎÁÚÙ-×ÁÅÔ �ÉÆÒÕ, Á ÄÒÕÇÏÊ ×ÓÔÁ×ÌÑÅÔ Å£ �Ï Ó×ÏÅÍÕ ÕÓÍÏÔÒÅÎÉÀ ×ÍÅÓÔÏÏÄÎÏÊ ÉÚ Ú×£ÚÄÏÞÅË × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ:
∗∗∗∗− ∗∗∗∗úÁÔÅÍ �ÅÒ×ÙÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔ ÅÝ£ ÏÄÎÕ �ÉÆÒÕ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ 8 ÒÁÚ, �ÏËÁ×ÓÅ Ú×£ÚÄÏÞËÉ ÎÅ ÚÁÍÅÎÑÔÓÑ ÎÁ �ÉÆÒÙ. �ÏÔ, ËÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔ �ÉÆÒÙ,ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÎÏÓÔØ �ÏÌÕÞÉÌÁÓØ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÂÏÌØÛÅ,Á ÔÏÔ, ËÔÏ ÉÈ ÒÁÓÓÔÁ×ÌÑÅÔ | ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ ÓÔÁÌÁ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÍÅÎØÛÅ.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ:Á) ×ÔÏÒÏÊ ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÓÔÁ×ÌÑÔØ ÞÉÓÌÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉ×ÛÁÑÓÑ�ÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÓÔÁÌÁ ÂÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 4000 ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÔÏÇÏ,ËÁËÉÅ �ÉÆÒÙ ÎÁÚÙ×ÁÌ �ÅÒ×ÙÊ;Â) �ÅÒ×ÙÊ ÍÏÖÅÔ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÉÆÒÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÓÔÁÌÁÎÅ ÍÅÎØÛÅ 4000 ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÕÄÁ ÒÁÓÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÜÔÉ �ÉÆÒÙ×ÔÏÒÏÊ.10.87.(15) (óï 00) ÷ ÉÇÒÅ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ Ä×Á ÉÇÒÏËÁ: á É â.éÇÒÏË á ÚÁÄÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× a, b ÉÌÉ ÓÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x3+ Áx2+ bx+ 
. éÇÒÏË â ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏÉÚ Ä×ÕÈ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×. úÁÔÅÍ ÉÇÒÏË á ÚÁÄÁÅÔ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÅ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÉÇÒÏËÁ á ÔÁËÁÑ, ÞÔÏËÁË ÂÙ ÎÉ ÉÇÒÁÌ ÉÇÒÏË â, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x3 + Áx2 + bx + Ó = 0 ÉÍÅÅÔÔÒÉ ÒÁÚÎÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÑ?10.88.(20) (÷ï 99) ÷ ËÏÒÏÂËÅ ÌÅÖÉÔ �ÏÌÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ËÏÓÔÅÊ ÄÏ-ÍÉÎÏ. ä×Á ÉÇÒÏËÁ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ×ÙÂÉÒÁÀÔ ÉÚ ËÏÒÏÂËÉ �Ï ÏÄÎÏÊ ËÏÓÔÉÉ ×ÙËÌÁÄÙ×ÁÀÔ ÉÈ ÎÁ ÓÔÏÌ, �ÒÉËÌÁÄÙ×ÁÑ Ë ÕÖÅ ×ÙÌÏÖÅÎÎÏÊ �Å�ÏÞ-ËÅ Ó ÌÀÂÏÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÔÏÒÏÎ �Ï �ÒÁ×ÉÌÁÍ ÄÏÍÉÎÏ. ðÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ,ËÔÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÈÏÄ. ëÔÏ ×ÙÉÇÒÁÅÔ �ÒÉ �ÒÁ×ÉÌØ-ÎÏÊ ÉÇÒÅ?10.89.(20) (÷ï 99) ÷ ÍÉËÒÏÓÈÅÍÅ 2000 ËÏÎÔÁËÔÏ×, �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØ-ÎÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ËÏÎÔÁËÔÁ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÏÔÄÅÌØÎÙÍ �ÒÏ×ÏÄÏÍ. èÕÌÉÇÁÎÙ÷ÁÓÑ É ðÅÔÑ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ �ÅÒÅÒÅÚÁÀÔ �ÒÏ×ÏÄÁ, �ÒÉÞ£Í ÷ÁÓÑ (ÏÎ ÎÁ-ÞÉÎÁÅÔ) ÚÁ ÈÏÄ ÒÅÖÅÔ ÏÄÉÎ �ÒÏ×ÏÄ, Á ðÅÔÑ | ÌÉÂÏ ÏÄÉÎ, ÌÉÂÏ ÔÒÉ�ÒÏ×ÏÄÁ. èÕÌÉÇÁÎ, ÏÔÒÅÚÁÀÝÉÊ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ �ÒÏ×ÏÄ ÏÔ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏËÏÎÔÁËÔÁ, �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ. ëÔÏ ÉÚ ÎÉÈ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÒÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊÉÇÒÅ?



134 éÎ×ÁÒÉÁÎÔéÇÒÙ-�ÒÅÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ10.90.(15) ÷ �ÅÎÔÒÅ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ �ÒÕÄÁ �ÌÁ×ÁÅÔ ÕÞÅÎÉË. ÷ÎÅ-ÚÁ�ÎÏ Ë ×ÅÒÛÉÎÅ Ë×ÁÄÒÁÔÁ �ÏÄÏÛ£Ì ÕÞÉÔÅÌØ. õÞÉÔÅÌØ ÎÅ ÕÍÅÅÔ�ÌÁ×ÁÔØ, ÎÏ ÈÏÄÉÔ ÂÙÓÔÒÅÅ × 4 ÒÁÚÁ, ÞÅÍ ÕÞÅÎÉË �ÌÁ×ÁÅÔ. õÞÅÎÉËÂÅÇÁÅÔ ÂÙÓÔÒÅÅ. óÍÏÖÅÔ ÌÉ ÏÎ ÕÂÅÖÁÔØ?10.91.(15) (íï 84) ÷ ÚÏÏ�ÁÒËÅ ÄÏÒÏÖËÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÁ×ÎÏÓÔÏ-ÒÏÎÎÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, × ËÏÔÏÒÏÍ �ÒÏ×ÅÄÅÎÙ ÓÒÅÄÎÉÅ ÌÉÎÉÉ. éÚËÌÅÔËÉ ÓÂÅÖÁÌÁ ÏÂÅÚØÑÎÁ. å£ ÌÏ×ÑÔ Ä×Á ÓÔÏÒÏÖÁ. óÍÏÇÕÔ ÌÉ ÏÎÉ�ÏÊÍÁÔØ ÏÂÅÚØÑÎÕ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÔÒÏÅ ÂÕÄÕÔ ÂÅÇÁÔØ ÔÏÌØËÏ �Ï ÄÏÒÏÖ-ËÁÍ, ÓËÏÒÏÓÔÉ ÏÂÅÚØÑÎÙ É ÓÔÏÒÏÖÅÊ ÒÁ×ÎÙ É ×ÓÅ ÏÎÉ ×ÉÄÑÔ ÄÒÕÇÄÒÕÇÁ?10.92.(15) (÷ï 69) ÷ �ÅÎÔÒÅ �ÏÌÑ, ÉÍÅÀÝÅÇÏ ÆÏÒÍÕ Ë×ÁÄÒÁÔÁ,ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×ÏÌË, Á × ×ÅÒÛÉÎÁÈ Ë×ÁÄÒÁÔÁ | ÞÅÔÙÒÅ ÓÏÂÁËÉ. ÷ÏÌËÍÏÖÅÔ ÂÅÇÁÔØ �Ï ×ÓÅÍÕ �ÏÌÀ, Á ÓÏÂÁËÉ | ÔÏÌØËÏ �Ï ÓÔÏÒÏÎÁÍ Ë×Á-ÄÒÁÔÁ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ×ÏÌË ÚÁÄÉÒÁÅÔ ÓÏÂÁËÕ, Á Ä×Å ÓÏÂÁËÉ ÚÁÄÉÒÁÀÔ×ÏÌËÁ. íÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ ËÁÖÄÏÊ ÓÏÂÁËÉ × 1;5 ÒÁÚÁ ÂÏÌØÛÅÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ ×ÏÌËÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÂÁËÉ ÉÍÅÀÔ ×ÏÚ-ÍÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ×Ù�ÕÓÔÉÔØ ×ÏÌËÁ ÉÚ Ë×ÁÄÒÁÔÁ.10.93.(20) (íï 72) çÏÒÏÄ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 10 ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÁÒÁÌ-ÌÅÌØÎÙÈ �ÒÏÓ�ÅËÔÏ×, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÒÁ×ÎÙÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ �Ï-�ÅÒÅÞÎÙÅ ÕÌÉ�Ù. ä×ÉÇÁÑÓØ ×ÄÏÌØ �ÒÏÓ�ÅËÔÏ× É ÕÌÉ�, Ä×Á �ÏÌÉ�ÅÊ-ÓËÉÈ ÈÏÔÑÔ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔØ ÇÁÎÇÓÔÅÒÁ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÑÞÅÔÓÑ ÚÁ ÄÏÍÁÍÉ.åÓÌÉ ÇÁÎÇÓÔÅÒ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÕÌÉ�Å ÉÌÉ �ÒÏÓ�ÅËÔÅ Ó ËÁËÉÍ-ÌÉÂÏ �ÏÌÉ�ÅÊÓËÉÍ, ÔÏ ÏÎ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎ. óËÏÒÏÓÔØ ÇÁÎÇÓÔÅÒÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅÞÅÍ × 10 ÒÁÚ �ÒÅ×ÙÛÁÅÔ ÓËÏÒÏÓÔØ �ÏÌÉ�ÅÊÓËÉÈ, �ÒÉÞ£Í �ÏÌÉ�ÅÊ-ÓËÉÅ ÚÎÁÀÔ, ÞÔÏ ÏÎ × ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÎÁÈÏÄÉÌÓÑ ÏÔ ÎÉÈÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 100 Ë×ÁÒÔÁÌÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÌÉ�ÅÊÓËÉÅÓÍÏÇÕÔ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔØ ÇÁÎÇÓÔÅÒÁ.10.94.(20) (íï 85) ÷ �ÅÎÔÒÅ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓÉÄÉÔ ÚÁÑ�, Á × ËÁÖÄÏÊ×ÅÒÛÉÎÅ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ×ÏÌËÕ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÚÁÑ� ×ÙÂÅÖÁÔØ ÉÚ Ë×ÁÄÒÁÔÁ,ÅÓÌÉ ×ÏÌËÉ ÍÏÇÕÔ ÂÅÇÁÔØ ÔÏÌØËÏ �Ï ÓÔÏÒÏÎÁÍ Ë×ÁÄÒÁÔÁ Ó ÍÁËÓÉ-ÍÁÌØÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ, × 1;4 ÒÁÚÁ ÂÏÌØÛÅÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÉÚÁÊ�Á?



ãåìùå þéóìá
11. äåìéíïó�ø11.1. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.ðÒÏÓÔÙÅ É ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ ÞÉÓÌÁòÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞ ÜÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÁÒÉÆ-ÍÅÔÉËÉ: ËÁÖÄÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ËÒÏÍÅ ÅÄÉÎÉ�Ù, ÒÁÓËÌÁÄÙ×Á-ÅÔÓÑ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÒÏÓÔÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, �ÒÉÞ£Í ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.òÁÚÂÅÒ£Í ÒÑÄ �ÒÏÓÔÙÈ ÚÁÄÁÞ.1. äÅÌÉÔÓÑ ÌÉ 29 · 3 ÎÁ 6?ïÔ×ÅÔ. äÁ, �ÏÔÏÍÕ ÞÔÏ 6 = 2 · 3, Á 2 É 3 ×ÈÏÄÑÔ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÄÁÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ.2. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4 É ÎÁ 3,ÏÎÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 12?ïÔ×ÅÔ. äÁ. ÷ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÞÉÓÌÁ, ÄÅÌÑ-ÝÅÇÏÓÑ ÎÁ 4, Ä×ÏÊËÁ ×ÈÏÄÉÔ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ä×Á ÒÁÚÁ. ðÏÓËÏÌØËÕÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ É ÎÁ 3, ÔÏ × ÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ×ÈÏÄÉÔ É ÔÒÏÊËÁ. ðÏ-ÜÔÏÍÕ ÏÎÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 12.3. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4 É ÎÁ 6,ÔÏ ÏÎÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 24 = 4 · 6?ïÔ×ÅÔ. îÅÔ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÉÓÌÏ 12. äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4, ÔÏ × ÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ �Ï ËÒÁÊ-ÎÅÊ ÍÅÒÅ Ä×ÁÖÄÙ ×ÈÏÄÉÔ ÞÉÓÌÏ 2; ÉÚ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÎÁ 6 ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ × ÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÅÓÔØ 2 É 3. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁ×ÅÄÏÍÏ × ÅÇÏÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ×ÈÏÄÑÔ Ä×Å (ÎÅ ÔÒÉ!) Ä×ÏÊËÉ É ÏÄÎÁ ÔÒÏÊËÁ, É ÍÏÖÎÏÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ ÌÉÛØ ÔÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 12.4. þÉÓÌÏ á ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3. íÏÖÅÔ ÌÉ ÎÁ 3 ÄÅÌÉÔØÓÑ ÞÉÓÌÏ2á?ïÔ×ÅÔ. îÅÔ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÔÒÏÊËÁ ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ �ÒÏ-ÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÞÉÓÌÁ 2á.5. þÉÓÌÏ á | Þ£ÔÎÏ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ 3á ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 6?ïÔ×ÅÔ. äÁ, ÔÁË ËÁË 2 É 3 ×ÈÏÄÑÔ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ 3á ÎÁ�ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.



136 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ6. þÉÓÌÏ 5á ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ á ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3?ïÔ×ÅÔ. äÁ, �ÏÔÏÍÕ ÞÔÏ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ 5á ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏ-ÖÉÔÅÌÉ ÔÒÏÊËÁ ×ÈÏÄÉÔ, Á × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ 5 | ÎÅÔ.7. þÉÓÌÏ 15á ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 6. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ á ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 6?ïÔ×ÅÔ. îÅÔ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, á = 2. äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÒÏÊËÁ, ×ÈÏ-ÄÑÝÁÑ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ 6, ×ÈÏÄÉÔ É × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ 15. ðÏ-ÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ ÌÉÛØ ÔÏ, ÞÔÏ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÞÉÓÌÁ á ÏÂÑ-ÚÁÔÅÌØÎÏ ÅÓÔØ Ä×ÏÊËÁ.11.1.(10) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ ÔÒ£È �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 6.õËÁÚÁÎÉÅ: óÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÔÒ£È ÞÉÓÅÌ ÅÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ Þ£ÔÎÏÅÞÉÓÌÏ É ÏÄÎÏ ÞÉÓÌÏ, ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ 3.11.2.(10) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ �ÑÔÉ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÅÌÉÔÓÑ Á) ÎÁ 30; Â) ÎÁ 120.11.3.(10) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ n3 − 4n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 48 �ÒÉ Þ£ÔÎÏÍ n.11.4.(10) ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ab ÞÉÓÌÏ Ó �ÉÆÒÁÍÉ a É b. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ab+ ba ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 11.11.5.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ n6 − n4 − n2 + 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 128 �ÒÉÎÅÞ£ÔÎÏÍ n.11.6.(10) ëÏÌÑ É ðÅÔÑ ËÕ�ÉÌÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÂÅÇÏ×ÙÅ ÌÙÖÉ.óËÏÌØËÏ ÓÔÏÉÔ ÏÄÎÁ �ÁÒÁ ÌÙÖ, ÅÓÌÉ ðÅÔÑ Õ�ÌÁÔÉÌ ÓÔÏÉÍÏÓÔØÌÙÖ ÔÒ£ÈÒÕÂÌ£×ÙÍÉ ËÕ�ÀÒÁÍÉ, ëÏÌÑ | �ÑÔÉÒÕÂÌ£×ÙÍÉ, Á ×ÓÅÇÏÏÎÉ ÄÁÌÉ × ËÁÓÓÕ ÍÅÎØÛÅ 10 ËÕ�ÀÒ?11.7.(10) îÁÊÔÉ ÔÁËÉÅ ÞÅÔÙÒÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁ, ÞÔÏ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ ÔÒ£È ÉÚ ÎÉÈ, ÓÌÏÖÅÎÎÏÅ Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ, ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁÞÅÔ×£ÒÔÏÅ.11.8.(15) îÁÊÔÉ ÔÁËÉÅ ÞÅÔÙÒÅ ÒÁÚÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁÌÀÂÙÈ ÔÒ£È ÉÚ ÎÉÈ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÞÅÔ×£ÒÔÏÅ.11.9.(15) îÁÊÔÉ n ÔÁËÉÈ ÒÁÚÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÌÀÂÙÈ n− 1 ÉÚ ÎÉÈ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÏÓÔÁ×ÛÅÅÓÑ ÞÉÓÌÏ.11.10.(10) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ababab ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7, 13, 37.11.11.(10) p É q | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ. óËÏÌØËÏ ÄÅÌÉÔÅ-ÌÅÊ Õ ÞÉÓÌÁ Á) pq; Â) p2q; ×) p2q2; Ç) pnqÔ?11.12.(10) þÔÏÂÙ ÕÚÎÁÔØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÞÉÓÌÏ 1601 �ÒÏÓÔÙÍ, ÅÇÏÓÔÁÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÄÅÌÉÔØ ÎÁ 2, 3, 5 É Ô. Ä. îÁ ËÁËÏÍ �ÒÏÓÔÏÍÞÉÓÌÅ ÍÏÖÎÏ �ÒÅËÒÁÔÉÔØ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÑ?11.13.(10) p | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÔÕÒÁÌØ-ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Á) ÍÅÎØÛÉÈ Ò É ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ Ó ÎÉÍ; Â) ÍÅÎØÛÉÈ p2É ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ Ó ÎÉÍ?11.14.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÉÍÅÅÔ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÅ-ÌÅÊ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÔÏÞÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ.



11. äÅÌÉÍÏÓÔØ 13711.15.(15) ðÕÓÔØ k | ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÞÉÓÌÁ n. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏk2 < 4n.11.16.(15) Á) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ 100 ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÔÁËÉÈ, ÞÔÏÉÈ ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ ÉÈ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍÕ ÏÂÝÅÍÕ ËÒÁÔÎÏÍÕ? Â) á ÅÓÌÉ ×ÓÅÞÉÓÌÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙ?11.17.(20) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÏÂÝÅÅ ËÒÁÔÎÏÅ ÞÉÓÅÌ1, 2; : : : ; 2n ÒÁ×ÎÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍÕ ÏÂÝÅÍÕ ËÒÁÔÎÏÍÕ ÞÉÓÅÌ n + 1,n+ 2; : : : ; 2n.11.18.(20) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ s | ÞÉÓÌÏ ×ÓÅÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÁÔÕ-ÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n, ÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÒÁ×ÎÏ √ns.11.19.(10) ÷ÁÓÑ ÎÁ�ÉÓÁÌ ÎÁ ÄÏÓËÅ �ÒÉÍÅÒ ÎÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Ä×ÕÈÄ×ÕÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Á ÚÁÔÅÍ ÚÁÍÅÎÉÌ × ÎÅÍ ×ÓÅ �ÉÆÒÙ ÎÁ ÂÕË×Ù,�ÒÉÞ£Í ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ �ÉÆÒÙ | ÎÁ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÂÕË×Ù, Á ÒÁÚÎÙÅ |ÎÁ ÒÁÚÎÙÅ. ÷ ÉÔÏÇÅ Õ ÎÅÇÏ �ÏÌÕÞÉÌÏÓØ áâ · ÷ç = ääåå. äÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÇÄÅ-ÔÏ ÏÛÉÂÓÑ.11.20.(10) ëÁËÏ×Ï ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ n!ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 990?11.21.(15) íÏÖÅÔ ÌÉ n! ÏËÁÎÞÉ×ÁÔØÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÎÁ 5 ÎÕÌÅÊ?11.22.(15) (÷ÅÎÇÒÉÑ 25) îÁ ÓËÏÌØËÏ ÎÕÌÅÊ ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÞÉ-ÓÌÏ (100!)?11.23.(10) Á) íÏÖÅÔ ÌÉ ÞÉÓÌÏ, ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÍÏÅ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ100 ÎÕÌÅÊ, 100 ÅÄÉÎÉ� É 100 Ä×ÏÅË, ÂÙÔØ ÔÏÞÎÙÍ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ?Â) (íï 73) á ÅÓÌÉ Õ ÞÉÓÌÁ 600 ÛÅÓÔ£ÒÏË, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÎÕÌÉ?11.24.(15) íÏÖÎÏ ÌÉ ÞÉÓÌÏ 1998 �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË ÒÁÚÎÏÓÔØ Ë×Á-ÄÒÁÔÏ× Ä×ÕÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ?11.25.(10) Á) Á+ 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 4 + 7Á ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ 3.Â) 2 + Á É 35 − b ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á + b ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ 11.11.26.(15) ðÕÓÔØ Á É b | �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉÁ2 + 9Áb+ b2 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 11, ÔÏ É Á2 − b2 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 11.11.27.(15) ÷ ÌÅÓ �ÏÛÌÉ 11 ÄÅ×ÏÞÅË É n ÍÁÌØÞÉËÏ×. ÷ÍÅÓÔÅ ÏÎÉÓÏÂÒÁÌÉ n2+9n−2 ÇÒÉÂÁ, �ÒÉÞ£Í ×ÓÅ ÏÎÉ ÓÏÂÒÁÌÉ �ÏÒÏ×ÎÕ ÇÒÉÂÏ×.ëÏÇÏ ÂÙÌÏ ÂÏÌØÛÅ: ÍÁÌØÞÉËÏ× ÉÌÉ ÄÅ×ÏÞÅË?11.28.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÏ-ÄÅÒÖÉÔ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÅÓÑÔËÏ×, ÔÏ �ÉÆÒÁ ÅÄÉÎÉ� Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÒÁ×-ÎÁ 6.11.29.(20) ä×Á Ä×ÕÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÌÁ, ÚÁ�ÉÓÁÎÎÙÈ ÏÄÎÏ ÚÁ ÄÒÕÇÉÍ,ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÞÅÔÙÒ£ÈÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÉÈ �ÒÏÉÚ×Å-ÄÅÎÉÅ. îÁÊÔÉ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ.



138 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ11.30.(15) ðÕÓÔØ N | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅÍÅÎØÛÅÅ 10. úÁÞÅÒËÎÅÍ �ÏÓÌÅÄÎÀÀ �ÉÆÒÕ ÞÉÓÌÁ N É Ë �ÏÌÕÞÅÎÎÏ-ÍÕ ÞÉÓÌÕ �ÒÉÂÁ×ÉÍ ÞÉÓÌÏ, ÒÁ×ÎÏÅ ÕÄ×ÏÅÎÎÏÊ ÚÁÞ£ÒËÎÕÔÏÊ �ÉÆÒÅ.ðÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÞÉÓÌÏ N1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ ÞÉÓÌÁ N É N1 ÏÂÁÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 19, ÌÉÂÏ ÏÂÁ ÞÉÓÌÁ ÎÁ 19 ÎÅ ÄÅÌÑÔÓÑ.11.31.(15) îÁÊÔÉ ×ÓÅ Ä×ÕÚÎÁÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, Ë×ÁÄÒÁÔ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ-×ÅÎ ËÕÂÕ ÓÕÍÍÙ ÉÈ �ÉÆÒ.11.32.(10) (óï 97) ÷ ÓÅÒÅÄÉÎÅ ÞÉÓÌÁ 1996 (Ô. Å. ÍÅÖÄÕ 19 É 96)×ÓÔÁ×ØÔÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÉÆÒ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉ×ÛÅÅÓÑ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÌÏÓØÎÁ 1997. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÄÏ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÔÁ-×ÌÅÎÎÙÈ �ÉÆÒ.11.33.(20) ðÕÓÔØ S(á0) | ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉ-ÓÌÁ á0. ðÏÌÏÖÉÍ á1 = á0 · S(á0), á2 = á1 · S(á1) É Ô. Ä. õËÁÖÉÔÅ×ÓÅ ÔÁËÉÅ á0, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ 1 = S(ák) = S(ák+1) = : : : ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÇÏ k.11.34.(15) óÕÍÍÁ �ÉÆÒ ÔÒ£ÈÚÎÁÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÒÁ×ÎÁ 7. äÏËÁÚÁÔØ,ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÒÁ×ÎÙ ÅÇÏ�ÉÆÒÙ ÄÅÓÑÔËÏ× É ÅÄÉÎÉ�.11.35.(20) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ x+1=x ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÌÙÍÞÉÓÌÏÍ ÎÉ �ÒÉ ËÁËÏÍ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÍ È, ÏÔÌÉÞÎÏÍ ÏÔ ±1.11.36.(15) íÏÖÅÔ ÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÁÈ2 + bx + 
 = 0Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÍÅÔØ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ, ÒÁ×ÎÙÊ 23?11.37.(15) äÁÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 1; 1; 2; 3; 7; 22; : : : , ËÁÖÄÙÊÞÌÅÎ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÅÎ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ Ä×ÕÈ �ÌÀÓ 1. äÏ-ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÉÎ ÞÌÅÎ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4.11.38.(15) íÏÖÎÏ ÌÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄ 210×310 ×
× 510 ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÎÁ ËÉÒ�ÉÞÉËÉ 4× 5× 10?11.39.(15) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ 1+2+22+ : : :+21990 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3.11.40.(10) åÓÔØ ÌÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÉÆÒ ËÏ-ÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÏ 1986?11.41.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ 100 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ 100-Ê ÓÔÅ�ÅÎØÀ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.11.42.(15) îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ, ËÏÔÏÒÙÅ × 12 ÒÁÚ ÂÏÌØÛÅ ÓÕÍÍÙÓ×ÏÉÈ �ÉÆÒ.11.43.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ n2 + 3n+ 5 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 121.ðÒÏÓÔÙÅ É ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ11.44.(15) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÏÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÌØÚÑ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÉÔØ Ä×ÕÍÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÏ× ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.



11. äÅÌÉÍÏÓÔØ 13911.45.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ n �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÎÅÞ£ÔÎÙÈÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ �ÒÉ n > 1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ.11.46.(15) (óðï 86) ðÕÓÔØ Á É b ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ, ÞÔÏ 56Á = 65b.äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Á+ b | ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.11.47.(15) ÷ÎÁÞÁÌÅ ÎÁ ÄÏÓËÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ á.òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÒÉÂÁ×ÉÔØ Ë ÎÅÍÕ ÏÄÉÎ ÉÚ ÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ, ÏÔÌÉÞÎÙÈÏÔ ÎÅÇÏ ÓÁÍÏÇÏ É 1. ó �ÏÌÕÞÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÒÏÄÅÌÁÔØÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ É Ô. Ä. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÞÉÓÌÁ á = 4 ÍÏÖ-ÎÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÁËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ �ÒÉÊÔÉ Ë ÌÀÂÏÍÕ ÎÁ�ÅÒ£Ä ÚÁÄÁÎÎÏ-ÍÕ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ.ïÄÎÉÍ ÉÚ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏ, ÞÔÏ× ÒÑÄÕ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÅ �ÒÏÂÅÌÙ:11.48. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n, ÞÔÏÞÉÓÌÁ n + 1; n + 2; : : : ; n + 1997 (×ÍÅÓÔÏ 1997 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÏÅÞÉÓÌÏ): Á) (15) ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ; Â) (20) ÉÍÅÀÔ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÄÅÌÉÔÅÌÑ ÞÉÓÌÏ,ÎÅ ÒÁ×ÎÏÅ 1 É Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ �ÏÌÎÙÍ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ; ×) (20) ÉÍÅÀÔ ×ËÁÞÅÓÔ×Å ÄÅÌÉÔÅÌÑ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ÒÁ×ÎÏÅ 1 É Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ m-Ê ÓÔÅ�ÅÎØÀ(m | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ) ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.11.49.(20) (íï 97) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉ-ÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÌÀÂÏÊ ÔÒÏÊËÉ ÓÏÓÅÄÎÉÈ �ÉÆÒ ÎÁ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÍ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÏÅ 1997-ÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ?óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÂÙÌÁ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ É ÒÅÛÅÎÁ å×ËÌÉÄÏÍ.11.50.(15) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ.ëÒÏÍÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÞÁÓÔÏ ÉÓ-�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ(ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÏËÒÁÝ£ÎÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ). (óÍ. ÔÁËÖÅ 11.25{11.27.)äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ 9991 | ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ.òÅÛÅÎÉÅ. 9991 = 10000− 9 = 1002 − 32 = (100− 3)(100 + 3).ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÒÉÔÅÒÉÊ üÊ-ÌÅÒÁ: ÅÓÌÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ × ×ÉÄÅ ÒÁÚ-ÎÏÓÔÉ ÉÌÉ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍÏÄÎÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ (ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÎÅ ÄÁÅÔ ÎÏ×ÏÇÏ Ó�Ï-ÓÏÂÁ), ÔÏ N | ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÅÓÌÉ ÖÅ ÔÁËÏÊ Ó�ÏÓÏÂ ÏÄÉÎ, ÔÏN | �ÒÏÓÔÏÅ (ÄÌÑ ÓÕÍÍÙ ÓÍ. 11.44).11.51.(10) Á) �ÅÏÒÅÍÁ óÏÆÉ öÅÒÍÅÎ. þÉÓÌÏ N = n4 + 4 |ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ �ÒÉ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ N = n4 ++ 4m4 | ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ �ÒÉ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ m É n.äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ 1001 É 973 ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ.òÅÛÅÎÉÅ. 1001 = 1000 + 1 = 103 + 1 = (10 + 1)(102 − 10 + 1);973 = 1000− 27 = 103 − 33 = (10− 3)(102 + 3 · 10 + 32).



140 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁäÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÞÉÓÌÁ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ:11.52.(10) 3551.11.53.(10) 8n + 1, 8n − 1.11.54.(10) 231997 + 1.11.55.(10) 29 + 512.11.56.(10) 222555 + 555222.11.57.(10) 1977 · 1997 + 100.11.58.(20) þÉÓÌÁ 117, 171, 711 | ×ÓÅ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ, ÞÉÓÌÁ 1117É 1171 | �ÒÏÓÔÙÅ, Á 1711 É 7111 | ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ: 1711 = 29 · 59,7111 = 13 · 547. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n > 2 ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ, ÚÁ-�ÉÓÙ×ÁÅÍÙÈ Ó �ÏÍÏÝØÀ n ÅÄÉÎÉ� É ÏÄÎÏÊ ÓÅÍ£ÒËÉ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÈÏÔÑÂÙ ÏÄÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.11.59. Á) (10) (ðÏÌØÛÁ 50) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ n | ÎÅ �ÒÏÓÔÏÅÉ n > 4, ÔÏ (n − 1)! ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n. Â) (15) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÁÖÅ(n − 3)! ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n. ×) (10) á ÂÕÄÅÔ ÌÉ ×ÓÅÇÄÁ (n − 4)! ÄÅÌÉÔØÓÑÎÁ n?11.60.(20) �ÅÏÒÅÍÁ ÷ÉÌØÓÏÎÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ Ò �ÒÏ-ÓÔÏÅ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (Ò− 1)! + 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ò.üÔÏ ËÒÁÓÉ×ÙÊ, ÎÏ Ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÎÅ�ÒÁËÔÉÞÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ |ÅÇÏ ÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÑÔØ.11.61.(15) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ n3 + 5n− 1 �ÒÏÓÔÏÅ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÁÔÕ-ÒÁÌØÎÏÍ n?11.62.(20) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ, ËÒÏÍÅ ËÏÎÓÔÁÎÔ, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÏ× P (n) Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n | �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × 1970 ÇÏÄÕ ÓÏ×ÅÔÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË à.÷.íÁÔÉÑ-ÓÅ×ÉÞ ÄÏËÁÚÁÌ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ 21 �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ Ó �Å-ÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÒÉ �ÅÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×ÏÍ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ.11.63.(15) (íåï 64) Á) ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ n, �ÒÉ ËÏÔÏ-ÒÙÈ 2n − 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7. Â) (15) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÉ �ÒÉ ËÁËÉÈ nÞÉÓÌÏ 2n + 1 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7.11.64.(20) (íï 71) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ [2k · √2] ÂÅÓËÏ-ÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÈ ([x℄ | �ÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ x).11.65.(15) (íï 74) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ 10 : : : 01 (21974 ++ 21000 − 1 ÎÕÌÅÊ) | ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ.11.66.(15) (íï 75) îÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Á, b, Ó ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁÒ = bÓ + Á, q = Áb + 
, r = ÓÁ + b �ÒÏÓÔÙÅ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙÄ×Á ÉÚ ÞÉÓÅÌ p, q, r ÒÁ×ÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ.



11. äÅÌÉÍÏÓÔØ 14111.67.(20) (íï 83) Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ 11983+21983+ : : :+19831983ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 1+2+: : :+1983. Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÅÞ£ÔÎÏÍ n1n + 2n + : : :+ nn ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 1 + 2 + : : :+ n.11.68.(15) (íï 86) îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÎÅ�ÒÅÄÓÔÁ-×ÉÍÙÅ × ×ÉÄÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.11.69.(15) (íï 95) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ×ÉÄÁ 1007, 10017,100117; : : : ; 10011 : : : 117; : : : ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 53.11.70.(15) (íï 95) ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ Á, b, Ó, ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ Á=b++ b=Ó+Ó=Á É Á=Ó+Ó=b+b=Á ÔÏÖÅ �ÅÌÙÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ |a| = |b| = |
|.11.71.(20) (íï 95) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏ-ÇÏ ÔÁËÉÈ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÈ n, ÞÔÏ 3n−1 − 2n−1 ËÒÁÔÎÏ n.11.72.(15) (óðï 96) îÁÊÔÉ ×ÓÅ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ 3n +5n ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ 3n−1 + 5n−1.11.73.(15) (ðÏÌØÛÁ 55) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ 7 ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉ-ÓÅÌ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÕÀ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÀ Ó ÒÁÚÎÏÓÔØÀ 30, ÏÄ-ÎÏ É ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7.11.74.(20) (ðÏÌØÛÁ 64) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÒÉ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÌÁÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÕÀ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÀ, ÒÁÚÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÄÅ-ÌÉÔÓÑ ÎÁ 6, ÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÏ 3.11.75.(20) (óûá 78) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ×É-ÄÁ 22t + 1 ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ×ÉÄÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ �ÑÔÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ Ä×ÕÈÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.11.76.(20) (þÅÈÏÓÌÏ×ÁËÉÑ 71) ðÕÓÔØm=n = 1+1=2+: : :+1=1972,m=n | ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÁÑ ÄÒÏÂØ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ m ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 1973(1973 ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÌÀÂÏÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ).11.77.(20) (÷ï 64) îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÎÅÞ£ÔÎÙÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ n, ÄÌÑËÏÔÏÒÙÈ (n− 1)! ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n2.11.78.(15) (÷ï 71) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ nÎÁÊÄÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÅ ÉÚ �ÉÆÒ 1 É 2, ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ 2n.11.79.(20) (÷ï 78) îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ Ò É q, ÄÌÑ ËÏÔÏ-ÒÙÈ ÞÉÓÌÏ (Ò+ 1)q Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ.11.80.(15) (÷ï 80) îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ n, ÄÌÑ ËÏ-ÔÏÒÙÈ ÞÉÓÌÏ 28+211+2n Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.11.81.(15) (÷ï 80) ûÅÓÔÉÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÚÁ�ÉÓÁÎÎÏÅ ÛÅÓÔØÀÏÔÌÉÞÎÙÍÉ ÏÔ ÎÕÌÑ ÒÁÚÎÙÍÉ �ÉÆÒÁÍÉ, ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 37. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ �ÉÆÒ ÜÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÅÝ£ �ÏËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ 23 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÌÁ, ÄÅÌÑÝÉÈÓÑ ÎÁ 37.11.82.(15) (÷ï 81) îÁÊÄÉÔÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ nÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ n; n+1; n+2; : : : ; n+20 ÉÍÅÅÔ Ó ÞÉÓÌÏÍ30030 = 2 · 3 · 5 · 7 · 11 · 13 ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ, ÂÏÌØÛÉÊ ÅÄÉÎÉ�Ù.



142 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ11.83.(15) (÷ï 81) ëÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ È2 + ÁÈ + b + 1 = 0 Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á2+ b2 | ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅÞÉÓÌÏ.11.84.(15) (÷ï 82) òÁÚÌÏÖÉÔÅ 21982+1 ÎÁ Ä×Á ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÍÎÏ-ÖÉÔÅÌÑ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1000.11.85.(15) (÷ï 82) îÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ2n+1 É 3n+1 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÁÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÞÉÓÅÌ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 8.11.86.(20) (÷ï 85) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ 1010 : : : 101 (k ÎÕÌÅÊ Ék + 1 ÅÄÉÎÉ�, ÇÄÅ k > 3) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÍ.11.87.(15) (÷ï 86) îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÏ Ë×ÁÄÒÁÔÕ ÞÉÓÌÁ ×ÓÅÈ Ó×ÏÉÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ.11.88.(15) (÷ï 86) äÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Á ÓÏ-ÓÔÏÉÔ ÉÚ n ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ �ÉÆÒ È, ÞÉÓÌÁ b | ÉÚ n ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ �ÉÆÒÕ, Á ÞÉÓÌÁ Ó | ÉÚ 2n ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ �ÉÆÒ z. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n > 2 ÎÁÊ-ÄÉÔÅ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ �ÉÆÒÙ È, Õ, z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Á2 + b = Ó.11.89.(15) (÷ï 87) îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÔÒ£ÈÚÎÁÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ab
, Ë×ÁÄÒÁ-ÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÏËÁÎÞÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ab
.11.90.(15) (÷ï 87) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ nÞÉÓÌÏ 11987 + 21987 + : : : + n1987 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n + 2. (ÓÒ. Ó 11.39,11.67).11.91.(15) (÷ï 87) îÁÊÔÉ ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ ÉÚ �ÑÔÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁ-ÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÞÉÓÌÁ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ, ÁÌÀÂÙÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÞÉÓÅÌ ÄÁÀÔ × ÓÕÍÍÅ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.11.92.(15) (÷ï 89) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ 4545+5454 | ÓÏÓÔÁ×-ÎÏÅ.11.93.(20) (÷ï 89) îÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ N ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ 12 ÄÅ-ÌÉÔÅÌÅÊ (×ËÌÀÞÁÑ 1 É N). úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÉÈ × �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ:d1 < d2 < : : : < d12. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÄÅÌÉÔÅÌØ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ d4−1 ÒÁ×ÅÎ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ (d1 + d2 + d3 + d4)d8. îÁÊÔÉ N .11.94.(15) (÷ï 93) îÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ2n + 1 É 3n + 1 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁÍÉ. íÏÖÅÔ ÌÉ �ÒÉÜÔÏÍ ÞÉÓÌÏ 5n+ 3 ÂÙÔØ �ÒÏÓÔÙÍ?11.95.(15) (÷ï 94) îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ n, ËÁÖÄÏÅÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, Á ÓÕÍÍÁ×ÓÅÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÞÉÓÌÁ n, ÓÞÉÔÁÑ 1, ÎÏ ÎÅ ÓÞÉÔÁÑ n, ÒÁ×ÎÁ 1000.11.96.(15) (÷ï 95) îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ �ÒÏÓÔÙÅ Ò ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏÒ2 + 11 ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ 6 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ (×ËÌÀÞÁÑ ÅÄÉÎÉ�Õ ÉÓÁÍÏ ÞÉÓÌÏ).11.97.(15) (÷ï 95) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏÞÉÓÌÁ a1 > 1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÔÕ-



11. äÅÌÉÍÏÓÔØ 143ÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a1; a2; : : : ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ a21 + a22 + : : : + a2k ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁa1 + a2 + : : :+ ak �ÒÉ ×ÓÅÈ k > 2.11.98.(15) (÷ï 96) óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ ÔÒÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁ,ÂÏÌØÛÉÈ 1 É ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ, ÕÍÅÎØÛÅÎÎÙÊÎÁ 1, ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ?11.99.(20) (÷ï 96) ðÕÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ x, y, p É n ÔÁËÏ×Ù,ÞÔÏ Èn + Õn = pk. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ n (n > 1) ÎÅÞ£ÔÎÏÅ,Á ÞÉÓÌÏ p | ÎÅÞ£ÔÎÏÅ �ÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ n Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅ�ÅÎØÀ ÞÉÓÌÁ p(Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ).11.100.(20) (÷ï 96) îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ n ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ �ÒÉÎÅËÏÔÏÒÙÈ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ x É y É ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ k, k > 1, ×Ù�ÏÌ-ÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 3n = Èk + Õk.11.101.(20) (÷ï 97) þÉÓÌÁ ÏÔ 1 ÄÏ 37 ÚÁ�ÉÓÁÌÉ × ÓÔÒÏËÕ ÔÁË, ÞÔÏÓÕÍÍÁ ÌÀÂÙÈ �ÅÒ×ÙÈ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÁÎÉÍÉ ÞÉÓÌÏ. ëÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÉÔ ÎÁ ÔÒÅÔØÅÍ ÍÅÓÔÅ, ÅÓÌÉ ÎÁ �ÅÒ×ÏÍÍÅÓÔÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ ÞÉÓÌÏ 37, Á ÎÁ ×ÔÏÒÏÍ | 1?11.102.(20) (íåï 84) õËÁÖÉÔÅ ËÁËÕÀ-ÌÉÂÏ �ÁÒÕ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈÞÉÓÅÌ (a; b) ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ Á) ab(a + b) ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7; Â) (a + b)7 −
− a7 − b7 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 77.11.103.(20) (íåï 94) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï á,ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ �ÅÌÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S�ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ k > 1, Á ÔÁËÖÅ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÀÔ Ä×Á �ÅÌÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁ m ∈ A É n =∈ A ÔÁ-ËÉÈ, ÞÔÏ ÏÂÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍÉ k ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S.11.2. ïÓÔÁÔËÉòÁÚÄÅÌÉÔØ Á ÎÁ m (ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ) Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÉÔØ Á × ×ÉÄÅ Á = km+r, ÇÄÅ 0 6 r < m. âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÏÓÔÁÔÏËr = ÏÓÔm(a).òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞ ÜÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ Ä×ÕÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÑÈ.11.104.(15) ðÕÓÔØ r1 = ÏÓÔm(Á1), r2 = ÏÓÔm(Á2). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏa) ÏÓÔm(Á1 + Á2) = ÏÓÔm(r1 + r2); Â) ÏÓÔm(Á1 · Á2) = ÏÓÔm(r1 · r2) (×ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÓÔm(Án) = ÏÓÔm(rn)).11.105. îÁÊÄÉÔÅ Á) (10) ÏÓÔ6(7101), Â) (15) ÏÓÔ7(31989),×) (10) ÏÓÔ3(19962 + 1997 · 1998 · 1999).òÁÚÂÅÒ£Í ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ:äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ n3 + 2n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n.



144 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁòÅÛÅÎÉÅ. þÉÓÌÏ n ÍÏÖÅÔ ÄÁ×ÁÔØ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 3 ÏÄÉÎ ÉÚ ÔÒ£ÈÏÓÔÁÔËÏ×: 0, 1, 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÉ ÓÌÕÞÁÑ. åÓÌÉ n ÄÁÅÔ ÏÓÔÁÔÏË 0,ÔÏ É n3, É 2n ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 3 É �ÏÜÔÏÍÕ n3 + 2n ÔÁËÖÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3.åÓÌÉ n ÄÁÅÔ ÏÓÔÁÔÏË 1, ÔÏ n3 ÄÁÅÔ ÏÓÔÁÔÏË 1, 2n | ÏÓÔÁÔÏË 2, Á1 + 2 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3. åÓÌÉ n ÄÁÅÔ ÏÓÔÁÔÏË 2, ÔÏ n2 ÄÁÅÔ ÏÓÔÁÔÏË 1,n3 | ÏÓÔÁÔÏË 2, 2n | ÏÓÔÁÔÏË 1, Á 2+1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3. �ÒÅÂÕÅÍÏÅÄÏËÁÚÁÎÏ.11.106. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÔÁÂÌÉ�Õ ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÏÓÔÁÔËÏ× Ë×ÁÄÒÁ-ÔÏ× É ËÕÂÏ× ÞÉÓÅÌ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ: Á) (5) 3; Â) (5) 4; ×) (5) 5; Ç) (5) 7;Ä) (5) 9.11.107.(10) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ n5 + 4n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 5 �ÒÉ ÌÀÂÏÍÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ n.11.108.(10) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ n2+1 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3 ÎÉ �ÒÉ ËÁËÏÍÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ n.11.109.(10) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ n3+2 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 9 ÎÉ �ÒÉ ËÁËÏÍÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ n.11.110.(10) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ n3 − n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 24 �ÒÉ ÌÀÂÏÍÎÅÞ£ÔÎÏÍ n.õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ É ÎÁ 3, É ÎÁ 8.11.111.(10) Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ò2 − 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 24, ÅÓÌÉ Ò |�ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ É Ò > 3. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ò2 − q2 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 24,ÅÓÌÉ Ò, q | �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÂÏÌØÛÉÅ 3.11.112.(10) îÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ x, y, z ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ x2+y2 = z2.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3.11.113.(10) Á É b | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, �ÒÉÞ£Í ÞÉÓÌÏ Á2 + b2ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 21. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÄÅÌÉÔÓÑ É ÎÁ 441.11.114.(10) îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÁÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅÏÓÔÁÔËÉ: 1 | �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 2, 2 | �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 3, 3 | �ÒÉÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 4, 4 | �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 5, 5 | �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 6.11.115.(10) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀ ÓÕÍÍÕ, ÎÅ ÍÅÎØÛÕÀ ÞÅÍ8 ËÏ�., ÍÏÖÎÏ ×Ù�ÌÁÔÉÔØ ÌÉÛØ ÍÏÎÅÔÁÍÉ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔ×ÏÍ × 3 ËÏ�. É5 ËÏ�.11.116.(15) Á; b; 
 | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, �ÒÉÞ£Í a + b + 
 ÄÅ-ÌÉÔÓÑ ÎÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á3 + b3 + Ó3 ÔÏÖÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 6.11.117.(15) (óÒ. Ó 11.74.) �ÒÉ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÌÁ Ò, q É r, ÂÏÌØÛÉÅ 3,ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÕÀ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÀ Ó ÒÁÚÎÏÓÔØÀ d. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ d ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 6.11.118.(20) x, y, z | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, �ÒÉÞ£Í x2+y2 = z2.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ xy ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 12.óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÓÉÌÅÎÉÅÍ 5.33.



11. äÅÌÉÍÏÓÔØ 14511.119.(10) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÙÈ �ÑÔÉ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏÎÁÊÔÉ ÔÒÉ, ÓÕÍÍÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3.11.120. îÁÊÔÉ �ÏÓÌÅÄÎÀÀ �ÉÆÒÕ ÞÉÓÅÌ: Á) (5) 61997; Â) (5) 91997;×) (10) 31997; Ç) (10) 21997.11.121.(5) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ 49100 − 1450 ËÒÁÔÎÏ 5.11.122.(5) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ (719681970 − 36870)=10 | �ÅÌÏÅ.11.123.(5) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ 91972 − 71972 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 10.11.124.(10) ëÁËÏÊ �ÉÆÒÏÊ ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ: Á) 9999999999 ,Â) 777?11.125.(10) îÁÊÄÉÔÅ �ÏÓÌÅÄÎÀÀ �ÉÆÒÕ ÞÉÓÌÁ 12+22+ : : :+992.11.126. îÁÊÔÉ Ä×Å �ÏÓÌÅÄÎÉÅ �ÉÆÒÙ ÞÉÓÅÌÁ) (15) 13 + 23 + : : :+ 993. Â) (20) 2999, 3999, 141414 .×) (20) ëÁËÁÑ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ �ÉÆÒÁ ÞÉÓÌÁ 100!?11.127.(15) (ðÏÌØÛÁ 52) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÉ �ÒÉ ËÁËÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØ-ÎÏÍ n ÞÉÓÌÏ 1 + 2 + : : :+ n ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÔØÓÑ ÎÁ 2, 4, 7, 9.11.128.(15) ë×ÁÄÒÁÔ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÞÅÔÙÒØÍÑ ÏÄÉ-ÎÁËÏ×ÙÍÉ �ÉÆÒÁÍÉ. ëÁËÉÍÉ?11.129.(20) ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÞÉÓÌÏ �ÉÆÒ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ-ÎÕÌÅ×ÙÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ �ÉÆÒ, ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÎÞÉ×ÁÔØÓÑ �ÏÌÎÙÊË×ÁÄÒÁÔ, É ÎÁÊÄÉÔÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ Ë×ÁÄÒÁÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑÎÁ ÔÁËÕÀ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.11.130.(20) ëÁËÏ×Ù ÔÒÉ �ÏÓÌÅÄÎÉÅ �ÉÆÒÙ ÞÉÓÌÁ 79999?11.131.(15) ëÁËÉÅ ÏÓÔÁÔËÉ ÍÏÖÅÔ ÄÁÔØ 100-Ñ ÓÔÅ�ÅÎØ �ÅÌÏÇÏÞÉÓÌÁ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 125?11.132.(20) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ N ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÏÓ 10, ÔÏ N101 ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÍÉ ÖÅ ÔÒÅÍÑ �ÉÆÒÁÍÉ, ÞÔÏ É N .11.133.(20) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 22225555 + 55552222 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7.11.134.(15) ðÒÉ ËÁËÉÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ n ÞÉÓÌÏ n5 − nÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 120?11.135.(15) (çÅÒÍÁÎÉÑ) Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ�ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÁ 30 ÅÓÔØ 1 ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. Â) á �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ�ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÁ 60?11.136.(15) éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ 1020 É 1127 ÄÁÀÔ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉÎÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Á ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ. îÁÊÄÉÔÅ ÞÉÓÌÏ Á.11.137.(15) (íï 81) îÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ á �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 1981ÄÁÅÔ × ÏÓÔÁÔËÅ 35, �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 1982 ÏÎÏ ÄÁÌÏ × ÏÓÔÁÔËÅ ÔÁËÖÅ 35.ëÁËÏ× ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ á ÎÁ 14?11.138.(15) (íï 82) þÉÓÌÁ 1; 2; 3; : : : ; 1982 ×ÏÚ×ÏÄÑÔÓÑ × Ë×Á-ÄÒÁÔ É ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ �ÏÄÒÑÄ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ �ÏÒÑÄËÅ. íÏÖÅÔ ÌÉ�ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÂÙÔØ �ÏÌÎÙÍ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ?



146 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ11.139.(15) Á) íÏÖÅÔ ÌÉ ÓÕÍÍÁ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× Ä×ÕÈ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌÂÙÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ? Â) á ÔÒ£È ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ?11.140.(15) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× �ÑÔÉ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÎÙÍ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ.11.141.(15) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÔÒ£È �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌÎÅ ÍÏÖÅÔ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 8 ÄÁÔØ × ÏÓÔÁÔËÅ 7.11.142.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÞÉ-ÓÅÌ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×.11.143.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÎÁÔÕ-ÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ËÕÂÏ× ÔÒ£È ÎÁÔÕ-ÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.11.144.(10) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x2 + y2 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3, x, y |�ÅÌÙÅ, ÔÏ È É Õ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 3.äÌÑ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ 5 ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË: 32+12 = 10 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 5, Á 3 É1 ÎÅ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 5. ÷Ï�ÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ÍÏÖÅÔ ÌÉ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÒÓÕÍÍÁ x2 + y2 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ÅÓÌÉ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÒÜË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ ÔÁËÏÍÕ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÏÅ z, ÞÔÏ z2 + 1 ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ Ò (ÉÌÉ z2 ≡ 1 (mod p)), ÇÏ×ÏÒÑÔ ÔÁËÖÅ: (−1) | Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ×ÙÞÅÔ �Ï ÍÏÄÕÌÀ Ò. ïÔ×ÅÔ (ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ÅÝ£ üÊÌÅÒÕ): ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÄÌÑ ÞÉÓÅÌ Ò ×ÉÄÁ 4k + 1 (Ò = 5; 13; 17; 29; : : : ) É ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÄÌÑÒ = 4k + 3 (Ò = 3; 7; 11; 19; 23; : : : ). ïÂÏÂÝÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ: ÄÌÑËÁËÉÈ Ò É q ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ z, ÞÔÏ z2 − q ÄÅÌÉÔÓÑ Ò, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑË×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ÚÁËÏÎÏÍ ×ÚÁÉÍÎÏÓÔÉ çÁÕÓÓÁ.11.145.(10) íÏÖÅÔ ÌÉ ÞÉÓÌÏ 5n+1 ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ 5k−1 ÄÌÑËÁËÉÈ-ÔÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n É k?11.146.(15) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ 53n +7 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 12 �ÒÉ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕ-ÒÁÌØÎÙÈ n.11.147.(15) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄ, ÕËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÌÉÎÙ ×ÓÅÈ Ò£ÂÅÒ | �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÏÂßÅÍ | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉ-ÓÌÏ, Á �ÌÏÝÁÄØ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ | Ë×ÁÄÒÁÔ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ?11.148.(10) óÕÍÍÁ ÔÒ£È ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÔÏÞ-ÎÙÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁÍÉ, ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÅ£ ÍÏÖÎÏ ×Ù-ÂÒÁÔØ Ä×Á, ÒÁÚÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÁËÖÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 9.11.149.(15) ðÏ ÏËÏÎÞÁÎÉÉ ËÏÎËÕÒÓÁ ÂÁÌØÎÙÈ ÔÁÎ�Å×, × ËÏÔÏÒÏÍÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÌÏ 7 ÍÁÌØÞÉËÏ× É 8 ÄÅ×ÏÞÅË, ËÁÖÄÙÊ (ËÁÖÄÁÑ) ÎÁÚ×ÁÌ(ÎÁÚ×ÁÌÁ) ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ó×ÏÉÈ �ÁÒÔÎ£ÒÛ (�ÁÒÔÎ£ÒÏ×): 3, 3, 3, 3, 3, 5,6, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 6. îÅ ÏÛÉÂÓÑ ÌÉ ËÔÏ-ÎÉÂÕÄØ ÉÚ ÎÉÈ?11.150.(15) ðÒÏ ÓÅÍØ ÞÉÓÅÌ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÌÀÂÙÈ ÛÅÓÔÉÉÚ ÎÉÈ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 5.11.151.(15) îÅËÏÔÏÒÙÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂßÑ×ÌÅÎÙ ÈÏÒÏÛÉÍÉ, ÏÓ-ÔÁÌØÎÙÅ | �ÌÏÈÉÍÉ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ È | ÈÏÒÏÛÅÅ, ÔÏ È+ 15



11. äÅÌÉÍÏÓÔØ 147ÔÏÖÅ ÈÏÒÏÛÅÅ É ÞÔÏ ÅÓÌÉ È | �ÌÏÈÏÅ, ÔÏ È+6 ÔÏÖÅ �ÌÏÈÏÅ. óËÏÌØ-ËÏ �ÌÏÈÉÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ 1000? õËÁÖÉÔÅ×ÓÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÒÕÇÉÈ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ.11.152.(15) ðÏ ËÒÕÇÕ ÓÔÏÑÔ 10 ËÏÒÚÉÎ. ðÒÉ ËÁËÉÈ n ÍÏÖÎÏ ÒÁÚ-ÌÏÖÉÔØ n ÑÂÌÏË �Ï ËÏÒÚÉÎÁÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÞÉÓÌÏ ÑÂÌÏË × ÓÏÓÅÄÎÉÈËÏÒÚÉÎÁÈ ÏÔÌÉÞÁÌÉÓØ ÒÏ×ÎÏ ÎÁ 1?11.153.(15) Á) Ò, Ò+ 10, Ò+ 14 | �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ. îÁÊÄÉÔÅ Ò.Â) Ò, 2Ò+ 1, 4Ò+ 1 | �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ. îÁÊÄÉÔÅ Ò.õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÏÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 3.11.154.(15) Ò É 8Ò2 + 1 | �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ. îÁÊÄÉÔÅ Ò.11.155.(15) Ò, 4Ò2 + 1, 6Ò2 + 1 | �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ. îÁÊÄÉÔÅ Ò.11.156.(15) Ò É Ò2 + 2 | �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÒ3 + 2 | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ.11.157.(10) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ 2n − 1 É 2n + 1,ÇÄÅ n > 2, �ÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ ×ÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÍ.11.158.(15) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ 2n + 1 | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏn | ÓÔÅ�ÅÎØ 2.11.159.(15) Á) óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ ÞÅÔÙÒÅ ÔÁËÉÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁÔÕ-ÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÌÀÂÙÈ ÔÒ£È ÉÚ ÎÉÈ ÅÓÔØ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ?Â) óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ �ÑÔØ ÔÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ?11.160.(20) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Pn − 1 É Pn + 1, ÇÄÅ Pn | �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÅ �ÅÒ×ÙÈ n �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ (n > 1), ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÌÎÙÍË×ÁÄÒÁÔÏÍ.11.161.(20) þÉÓÌÁ Ò É 2Ò + 1 �ÒÏÓÔÙÅ, Ò > 3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏÞÉÓÌÏ 4Ò+ 1 | ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ.÷ ÚÁÄÁÞÁÈ, ÇÄÅ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ËÕÂÙ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, �ÏÌÅÚÎÏ �ÅÒÅ-ÂÒÁÔØ ÏÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 7 ÉÌÉ 9.11.162.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ 100 : : : 00500 : : : 001 (× ËÁÖÄÏÊÉÚ Ä×ÕÈ ÇÒÕ�� �Ï 100 ÎÕÌÅÊ) ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÕÂÏÍ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.11.163.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á3+b3+4 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÕÂÏÍ �ÅÌÏÇÏÞÉÓÌÁ ÎÉ �ÒÉ ËÁËÉÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ Á É b.11.164.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ 1967k + 3 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÕÂÏÍ�ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÉ �ÒÉ ËÁËÏÍ k.11.165.(20) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ 6n3 + 3 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÛÅÓÔÏÊÓÔÅ�ÅÎØÀ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÉ �ÒÉ ËÁËÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ n.11.166.(15) (÷ÅÎÇÒÉÑ 11) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ò | �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ,ÂÏÌØÛÅÅ 1, ÔÏ 3p + 1 ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ 2p.11.167.(20) (÷ï 70) îÁ ËÁÒÔÏÞËÁÈ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ ×ÓÅ �ÑÔÉÚÎÁÞÎÙÅÞÉÓÌÁ ÏÔ 11111 ÄÏ 99999 ×ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ. úÁÔÅÍ ÜÔÉ ËÁÒÔÏÞËÉ �Ï-ÌÏÖÅÎÙ × ÏÄÎÕ �Å�ÏÞËÕ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ



148 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ�ÏÌÕÞÉ×ÛÅÅÓÑ 444445-ÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÔÅ�ÅÎØÀ Ä×ÏÊ-ËÉ.11.168.(20) (÷ï 74) óÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ 36k − 5l, ÇÄÅ k É l |ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÎÁÊÄÉÔÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ �Ï ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÅ.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ.11.169.(15) (÷ï 77) îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÔÒ£ÈÚÎÁÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ËÏÔÏÒÙÅ�ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 37 ÄÁÀÔ ÏÓÔÁÔÏË 2, Á �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 11 | ÏÓÔÁÔÏË5. 11.170.(15) (÷ï 80) äÁÎÙ ÞÉÓÌÁ 2 − 1; 22 − 1; : : : ; 2n−1 − 1, ÇÄÅn | ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ ÉÌÉ ÒÁ×ÎÏÅ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÈÏÔÑÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÄÁÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n.11.171.(15) (÷ï 84) îÁÊÄÉÔÅ ÔÒÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ �ÒÏÓÔÙÈÞÉÓÌÁ, ÓÕÍÍÁ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ ÞÉÓÌÏÍ.11.172.(20) (÷ï 84) îÁÚÏ×ÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ�ÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ �ÒÏÓÔÏÅ É ÅÓÌÉ �ÒÉ ÌÀÂÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ ÅÇÏ�ÉÆÒ ÓÎÏ×Á �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÚÁ�É-ÓÉ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØÓÑ ÂÏÌÅÅ ÔÒ£ÈÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÉÆÒ.11.173.(15) (÷ï 92) ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ x, y É z ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ (x− y)×
× (y− z)(z− x) = x+ y+ z. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ x+ y+ z ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ 27.11.3. óÒÁ×ÎÅÎÉÑ �Ï ÍÏÄÕÌÀãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ Á É b ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÒÁ×ÎÉÍÙÍÉ �Ï ÍÏÄÕÌÀ m, ÅÓÌÉÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ m. üÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁ-ÅÔÓÑ ÔÁË: Á ≡ b (mod m).11.174.(5) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁm ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ Á ≡ 0 (mod m).äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á ≡ b (mod m) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁÁ− b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ m.òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ Á ≡ b (mod m). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ ÄÌÑ ÁÉ b ÏÓÔÁÔÏË �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁm ÞÅÒÅÚ r. �ÏÇÄÁ Á = mk1+r, b = mk2+rÉ Á− b = m(k1 − k2) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ m.ïÂÒÁÔÎÏ, �ÕÓÔØ Á − b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ m. òÁÚÄÅÌÉÍ Á É b ÎÁ m 
ÏÓÔÁÔËÏÍ. ðÏÌÕÞÉÍ Á = mk1 + r1, b = mk2 + r2. ïÔÓÀÄÁ Á − b == m(k1 − k2) + r1 − r2 ÄÅÌÉÔÓÑ �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ ÎÁ m. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,r1 − r2 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ m. �ÁË ËÁË |r1 − r2| < m, ÔÏ r1 = r2.üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÄÁÔØ ÄÒÕÇÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÒÁ×ÎÉÍÏÓÔÉÄ×ÕÈ ÞÉÓÅÌ: �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ Á É b ÓÒÁ×ÎÉÍÙ �Ï ÍÏÄÕÌÀ m, ÅÓÌÉ Á − bÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ m.



11. äÅÌÉÍÏÓÔØ 149úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ 0 6 b < m, ÔÏ Á ≡ b (mod m) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØ-ÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ Á ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ m 
 ÏÓÔÁÔËÏÍ b. éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ ÑÚÙË ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ, ÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ, ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂ-ÎÙÊ, ÞÅÍ ÑÚÙË ÏÓÔÁÔËÏ×. ïÄÎÏ ÉÚ �ÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÓÏÓÔÏ-ÉÔ × ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÔØ Ó (−1): ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, 7 ≡ −1 (mod 8)(ÓÍ. 11.176), Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÂÏÔÁÔØ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÕÄÏÂÎÅÅ, ÞÅÍ Ó ÏÓÔÁÔ-ËÏÍ (7 × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ).áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÓÔÁÔËÁÍ, ÄÌÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÅÒÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ×ÁÖÎÙÅÓ×ÏÊÓÔ×Á.11.175.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Á ≡ b (mod m), Ó ≡ d (mod m),ÔÏ Á± Ó ≡ b± d (mod m), a · 
 ≡ b · d (mod m) (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Án ≡ bn(mod m)).11.176.(10) îÁÊÄÉÔÅ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ 7n ÎÁ 8.11.177.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 3099 + 61100 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 31.11.178.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) 43101 + 23101 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 66.Â) Án + bn ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Á+ b, ÅÓÌÉ n | ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.11.179.(10) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 1n+2n+ : : :+(n− 1)n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n�ÒÉ ÎÅÞ£ÔÎÏÍ n.11.180.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ 103n+1 ÎÅÌØÚÑ�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ ËÕÂÏ× ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.11.181.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ 51 �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Á,Ë×ÁÄÒÁÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÁÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 100.11.182.(15) îÁÚÏ×ÅÍ ÞÉÓÌÏ n ÕÄÏÂÎÙÍ, ÅÓÌÉ n2 + 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ1 000 001. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ 1; 2; : : : ; 1 000 000 Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏÕÄÏÂÎÙÈ.11.183.(10) ëÁËÏ×Á 1996-Ñ �ÉÆÒÁ �ÏÓÌÅ ÚÁ�ÑÔÏÊ × ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÍÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÄÒÏÂÉ 1=7 = 0;142857 : : : ?11.184.(10) ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 18, Á �ÏÓÌÅ�ÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÑ 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 17. íÏÖÅÔ ÌÉ ÔÁË ÂÙÔØ?11.185.(10) Á) íÏÖÅÔ ÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏËÁÎÞÉ-×ÁÔØÓÑ �ÉÆÒÏÊ 2?Â) íÏÖÎÏ ÌÉ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÔÏÌØËÏ �ÉÆÒÙ 2, 3, 7, 8 (×ÏÚÍÏÖÎÏ, �ÏÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ), ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ?11.186.(10) ëÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÕÖÎÏ ÄÏÂÁ×ÉÔØ Ë ÞÉÓÌÕ (n2−1)1000 ×
× (n2 + 1)1001, ÞÔÏÂÙ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÅÌÉÌÓÑ ÎÁ n?11.187.(15) îÁÊÄÉÔÅ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ 1010 + 10100 ++ 101000 + : : :+ 1010 000 000 000 ÎÁ 7.11.188.(15) óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ n, ÍÅÎØ-ÛÉÈ 10000, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ 2n − n2 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7?11.189.(15) (÷ï 80) ä×ÕÚÎÁÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 19 ÄÏ 80 ×Ù�ÉÓÁÎÙ�ÏÄÒÑÄ. äÅÌÉÔÓÑ ÌÉ �ÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ ÞÉÓÌÏ 192021 : : : 7980 ÎÁ 1980?



150 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ11.190.(15) (íï 55) îÁÊÄÅÔÓÑ ÌÉ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n, ÞÔÏn2 + n+ 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 1955?11.191.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 11n+2 + 122n+1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 133 �ÒÉÌÀÂÏÍ n.11.192.(20) (íï 47) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÓÒÅÄÉ 10; Â) ÓÒÅÄÉ 16 �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ, ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏ-ÓÔÏÅ Ó ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ; ×) Á ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ | 17?11.193.(20) ðÕÓÔØ n | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ n + 1ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 24. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ nÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 24.11.194.(20) äÁÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Á1; Á2; : : : ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈÞÉÓÅÌ: Án+2 = Án+1Án + 1 �ÒÉ ×ÓÅÈ n (Á1 = Á2 = 1). äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ Án − 22 | ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÒÉ n > 10.11.195.(20) (áÎÇÌÉÑ 76) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØ-ÎÏÍ n ÞÉÓÌÏ 19 · 8n + 17 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÍ.11.196.(20) (íï 72) äÁÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Á1,Á2; : : : , ÇÄÅ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÞÉÓÌÏ �ÏÌÕÞÅÎÏ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ �ÒÉ-�ÉÓÙ×ÁÎÉÅÍ Ó�ÒÁ×Á ÌÀÂÏÊ �ÉÆÒÙ, ËÒÏÍÅ 9. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ Á1 |�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ 10-ÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ ÍÅÎÅÅ Ä×ÕÈ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.11.197.(20) (íï 70, 78) Á) äÁÎÏ 999-ÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. éÚ×ÅÓÔÎÏ,ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ÚÑÔØ ÅÇÏ ÌÀÂÙÅ 50 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ �ÉÆÒ É ×ÙÞÅÒËÎÕÔØ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ, ÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÂÕÄÅÔ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ 250. (ïÎÏÍÏÖÅÔ ÎÁÞÉÎÁÔØÓÑ Ó ÎÕÌÅÊ ÉÌÉ ÂÙÔØ 0.) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÓÈÏÄÎÏÅÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2999.Â) äÁÎÏ 1000-ÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ á. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÅÇÏ 10 ÉÄÕ-ÝÉÈ �ÏÄÒÑÄ �ÉÆÒ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÞÉÓÌÏ, ËÒÁÔÎÏÅ 210. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÞÉÓÌÏ á ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 21000.11.198.(15) (íï 77) Á) óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ ÔÁËÉÅ ÛÅÓÔØ ÒÁÚÎÙÈ ÎÁ-ÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÉÚ ÎÉÈ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÉÈÒÁÚÎÏÓÔØ? Â) á 1000 ÞÉÓÅÌ?11.199.(15) (íï 82) îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈn2n + 1 ËÒÁÔÎÏ 3.11.200.(15) (÷ï 83) îÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ m, n, k ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏÞÉÓÌÏ mn ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ nm, Á ÞÉÓÌÏ nk ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ kn. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÞÉÓÌÏ mk ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ km.11.201.(20) (÷ï 97) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈÞÉÓÅÌ m É n ÞÉÓÌÏ 2n−1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÞÉ
ÌÏ (2m−1)2 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ m(2m − 1).11.202.(20) (íåï 78) ðÕÓÔØ m É n | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÁ-ËÉÅ, ÞÔÏ n > m > 0. ÷ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÇÒÕ��Á ÉÚ ÔÒ£È �ÏÓÌÅÄÎÉÈ



11. äÅÌÉÍÏÓÔØ 151�ÉÆÒ ÞÉÓÌÁ 1978m ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÇÒÕ��ÏÊ ÉÚ ÔÒ£È �ÏÓÌÅÄÎÉÈ �ÉÆÒ ÞÉ-ÓÌÁ 1978n. îÁÊÔÉ m É n ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁ m+n ÂÙÌÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ.11.203.(15) (íåï 86) ðÕÓÔØ d | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ,ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ 2, 5 É 13. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å {2; 5; 13; d} ÍÏÖÎÏÎÁÊÔÉ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÌÁ a É b ÔÁË, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ab− 1 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑË×ÁÄÒÁÔÏÍ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.11.204.(20) (íåï 91) ðÕÓÔØ n | �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, n > 6 É a1; : : : ;Ák | ×ÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÅÎØÛÅ n É ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏ-ÓÔÙ Ó n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Á2−Á1 = Á3−Á2 = : : : = Ák−Ák−1 > 0,ÔÏ n | ÌÉÂÏ �ÒÏÓÔÏÅ, ÌÉÂÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ ÞÉÓÌÁ 2.�ÅÏÒÅÍÁ äÉÒÉÈÌÅ11.205.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ 3k − 1 ÂÅÓËÏ-ÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ.11.206.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ 6k − 1 ÂÅÓËÏ-ÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ.ïÂÏÂÝÅÎÉÅÍ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ ÚÁÄÁÞ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ äÉÒÉÈÌÅ.�ÅÏÒÅÍÁ äÉÒÉÈÌÅ. ÷ ÌÀÂÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ�ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ Á, Á+d; Á+2d; : : : , × ËÏÔÏÒÏÊ Á ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔ Ó ÒÁÚÎÏ-ÓÔØÀ d, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ. (éÌÉ ÆÕÎË-�ÉÑ Õ = dÈ + Á �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ,ËÏÇÄÁ È | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏ.)ëÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ11.207.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ m ÞÌÅÎÏ× ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ�ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ Á; Á+ d; : : : ; Á+(m−1)d (Á | �ÅÌÏÅ, d ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÏÓ m) ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ, ÄÅÌÑÝÉÊÓÑ ÎÁ m.11.208.(20) ëÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ. åÓÌÉm1; : : : ;m� | �Ï�ÁÒÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, r1; : : : ; rn | ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ,ÞÔÏ 0 6 ri < Ôi, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ N , ÞÔÏ N ≡ ri(mod mi) �ÒÉ ×ÓÅÈ i = 1; 2; : : : ; n.üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÂÙÌÁ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÂÏÌÅÅ 2000 ÌÅÔ ÔÏÍÕ ÎÁÚÁÄ × ÄÒÅ×-ÎÅÍ ëÉÔÁÅ. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÊ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.11.209.(15) äÌÑ ÌÀÂÙÈ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ m1; : : : ;mn ÉÏÓÔÁÔËÏ× r1; : : : ; rn �Ï ÍÏÄÕÌÑÍ m1; : : : ;mn ÎÁÊÄÕÔÓÑ n �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Á; Á + 1; : : : ; Á + n − 1 ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ Á ≡ r1 (mod m1),Á+ 1 ≡ r2 (mod m2),. . . , a+ n− 1 ≡ rn (mod mn).11.210.(15) Á) îÁÊÔÉ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÔÒÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉ-ÓÌÁ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ,



152 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁÂÏÌØÛÅÇÏ 1. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ n �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ.11.211.(20) îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Á, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏÁ + 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3, Á + 2 | ÎÁ 5, Á + 3 | ÎÁ 7, Á + 4 | ÎÁ 11,Á+ 5 | ÎÁ 13.11.4. ðÒÉÚÎÁËÉ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ É ÄÒÕÇÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙÓÞÉÓÌÅÎÉÑîÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏa1 : : : an = a1 · 10n−1 + a2 · 10n−2 + : : :+ an−1 · 10 + an:11.212.(10) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÒÁ×ÎÉÍÏÓÏ Ó×ÏÅÊ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ �ÉÆÒÏÊ �Ï ÍÏÄÕÌÀ Á) 10, Â) 2, ×) 5.11.213.(10) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a1 : : : an ≡ an−1an (mod 4).11.214.(10) óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ �ÒÉÚÎÁËÉ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉÎÁ 2� É 5�.ðÏÓÌÅÄÎÑÑ �ÉÆÒÁ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÒÁ×ÎÁ 6. äÏ-ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÇÏ �ÒÅÄ�ÏÓÌÅÄÎÑÑ �ÉÆÒÁ ÎÅÞ£ÔÎÁ.òÅÛÅÎÉÅ. �ÁË ËÁË �ÏÓÌÅÄÎÑÑ �ÉÆÒÁ | 6, ÔÏ ×ÏÚ×ÏÄÉÍÏÅ ×Ë×ÁÄÒÁÔ ÞÉÓÌÏ Þ£ÔÎÏ. òÁÚ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ, ÔÏ ÏÎÏ ÄÅÌÉÔÓÑÉ ÎÁ 4. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÞÉÓÌÏ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÅ ÉÚ Ä×ÕÈ ÅÇÏ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ�ÉÆÒ, ÄÏÌÖÎÏ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ 4. ÷ÓÅ ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ Ä×ÕÚÎÁÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÌÅÇ-ËÏ ×Ù�ÉÓÁÔØ: 16; 36; 56; 76; 96.11.215.(15) ðÒÅÄ�ÏÓÌÅÄÎÑÑ �ÉÆÒÁ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉ-ÓÌÁ | ÎÅÞ£ÔÎÁÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÇÏ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ �ÉÆÒÁ | 6.11.216.(10) (íï 69) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÅ�ÅÎØ Ä×ÏÊËÉ ÎÅ ÍÏÖÅÔÏËÁÎÞÉ×ÁÔØÓÑ ÞÅÔÙÒØÍÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ �ÉÆÒÁÍÉ.11.217.(15) îÁÊÄÉÔÅ 100-ÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÂÅÚ ÎÕÌÅ×ÙÈ �ÉÆÒ, ËÏ-ÔÏÒÏÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÓÕÍÍÕ Ó×ÏÉÈ �ÉÆÒ.11.218.(10) îÁ�ÉÓÁÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ: Á) × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÅ�ÉÆÒÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, Â) ËÏÔÏÒÏÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4 É ×ÓÅ �ÉÆÒÙ ËÏÔÏÒÏÇÏÒÁÚÌÉÞÎÙ; ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÅ ÉÚ ×ÓÅÈ�ÉÆÒ, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ×) ÎÁ 5, Ç) ÎÁ 20.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÒÁ×ÎÉÍÏ Ó ÓÕÍÍÏÊÓ×ÏÉÈ �ÉÆÒ �Ï ÍÏÄÕÌÀ Á) 3; Â) 9.òÅÛÅÎÉÅ. a1 : : : an = a1 · 10n−1+ a2 · 10n−2+ : : :+ an−1 · 10+ an.�ÁË ËÁË 10 ≡ 1 (mod 3), ÔÏ 10k ≡ 1 (mod 3). ðÏÜÔÏÍÕa1 · 10n−1+ a2 · 10n−2+ : : :+ an−1 · 10+ an ≡ a1+ : : :+ an (mod 3):äÌÑ 9 ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ.



11. äÅÌÉÍÏÓÔØ 15311.219.(10) îÅÚÎÁÊËÕ ÎÁÕÞÉÌÉ × ÛËÏÌÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3(ÎÁ 9), ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ÅÇÏ �ÉÆÒ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3 (ÎÁ 9). �Å�ÅÒØ, ÏÎ ÓÞÉÔÁÅÔ,ÞÔÏ Á) ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ ÞÉÓÌÁ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 27, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ 27; Â) ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 27, ÔÏ ÓÕÍÍÁ ÅÇÏ �ÉÆÒ ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ 27. ðÒÁ× ÌÉ ÏÎ?11.220.(10) îÁÊÔÉ �ÉÆÒÙ ÓÏÔÅÎ É ÅÄÉÎÉ� ÞÉÓÌÁ 42∗4∗, ÅÓÌÉÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 72.11.221.(10) óËÏÌØËÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÞÅÔÙÒ£ÈÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÙÅÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 45, Á Ä×Å ÓÒÅÄÎÉÅ �ÉÆÒÙ Õ ÎÉÈ 97?11.222.(10) ë ÞÉÓÌÕ 15 �ÒÉ�ÉÛÉÔÅ ÓÌÅ×Á É Ó�ÒÁ×Á �Ï ÏÄÎÏÊ�ÉÆÒÅ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÌÏÓØ ÎÁ 15.11.223.(10) îÁÊÔÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÅÌÑÝÅÅÓÑÎÁ 36, × ÚÁ�ÉÓÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ×ÓÅ 10 �ÉÆÒ.11.224.(10) óËÏÌØËÉÍÉ ÎÕÌÑÍÉ ÍÏÇÕÔ ÏËÁÎÞÉ×ÁÔØÓÑ ÞÉÓÌÁ ×É-ÄÁ 9� + 1?11.225.(10) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a1a2 : : : an ≡ an − an−1 + : : : ++ (−1)n−1a1 (mod 11).õËÁÚÁÎÉÅ. 10 ≡ −1 (mod 11).á ÔÅ�ÅÒØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÚÁÄÁÞ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÜÔÉÍ �ÒÉÚÎÁËÏÍ ÄÅÌÉ-ÍÏÓÔÉ.11.226. Á) (10) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ 111 : : : 11 (2n ÅÄÉÎÉ�) |ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ.Â) (10) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ a1a2 : : : anan : : : a2a1 | ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ.11.227.(15) ðÕÓÔØ Á, b, 
, d | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ �ÉÆÒÙ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ 
d
d
d
d ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ aabb.11.228.(15) á | ÛÅÓÔÉÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, × ÚÁ�ÉÓÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ �ÉÆÒÙ 1, 2, 3, 4, 5, 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ áÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 11.11.229.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ, ÉÍÅÀÝÅÇÏ ÎÅÞ£ÔÎÏÅËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÉÆÒ, É ÞÉÓÌÁ, ÚÁ�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ÔÅÍÉ ÖÅ �ÉÆÒÁÍÉ, ÎÏ ×ÏÂÒÁÔÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ, ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 99.11.230.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÎÉÅ �ÉÆÒÙ ÞÉÓÅÌ (1 · 2)=2,(2 · 3)=2; : : : ; n(n+ 1)=2 �Ï×ÔÏÒÑÀÔÓÑ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉ.11.231.(15) îÅËÏÔÏÒÏÅ Ä×ÕÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÒÁÔÎÏ ÔÒ£Í. åÓÌÉÍÅÖÄÕ ÅÇÏ �ÉÆÒÁÍÉ ×ÓÔÁ×ÉÔØ 0 É Ë �ÏÌÕÞÅÎÎÏÍÕ ÔÒ£ÈÚÎÁÞÎÏÍÕÞÉÓÌÕ �ÒÉÂÁ×ÉÔØ ÕÄ×ÏÅÎÎÕÀ �ÉÆÒÕ ÅÇÏ ÓÏÔÅÎ, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÞÉ-ÓÌÏ, × 9 ÒÁÚ ÂÏÌØÛÅÅ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ. îÁÊÔÉ ÉÓÈÏÄÎÏÅ Ä×ÕÚÎÁÞÎÏÅÞÉÓÌÏ.11.232.(15) åÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÅÔÙÒ£ÈÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÕÍÎÏÖÉÔØÎÁ ÞÉÓÌÏ, ÚÁ�ÉÓÁÎÎÏÅ ÔÅÍÉ ÖÅ �ÉÆÒÁÍÉ × ÏÂÒÁÔÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ, ÔÏ



154 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ�ÏÌÕÞÉÔÓÑ ×ÏÓØÍÉÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÓÌÅÄÎÉÅ ÔÒÉ �ÉÆÒÙÎÕÌÉ. îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ.11.233.(15) íÏÖÎÏ ÌÉ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÉÚ �ÉÆÒ 2, 3, 4, 9 (ËÁÖÄÕÀ�ÉÆÒÕ ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓËÏÌØËÏ ÕÇÏÄÎÏ ÒÁÚ) Ä×Á ÞÉÓÌÁ, ÏÄÎÏÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ × 19 ÒÁÚ ÂÏÌØÛÅ ÄÒÕÇÏÇÏ?11.234.(10) óÕÍÍÁ Ä×ÕÈ �ÉÆÒ Á É b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ aba ÔÁËÖÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7.11.235.(10) óÕÍÍÁ �ÉÆÒ ÔÒ£ÈÚÎÁÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÒÁ×ÎÁ 7. äÏËÁÖÉ-ÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Ä×Å ÅÇÏ�ÏÓÌÅÄÎÉÅ �ÉÆÒÙ ÒÁ×ÎÙ.11.236.(15) Á) äÁÎÏ ÛÅÓÔÉÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ab
def , �ÒÉÞ£Í def −
− ab
 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ É ÓÁÍÏ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7.óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ �ÒÉÚÎÁË ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÎÁ: Â) 7, ×) 13.11.237.(15) Á) äÁÎÏ ÛÅÓÔÉÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ab
def , �ÒÉÞ£Í ab
 ++ def ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 37. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ É ÓÁÍÏ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 37.Â) óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ �ÒÉÚÎÁË ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÎÁ 37.11.238.(15) òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÓÅÍÉÚÎÁÞÎÙÅ ÞÉ-ÓÌÁ Ó �ÉÆÒÁÍÉ 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7, ÚÁ�ÉÓÁÎÎÙÍÉ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ �ÏÒÑÄ-ËÅ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÉ ÎÁ ËÁËÏÅÄÒÕÇÏÅ ÉÚ ÎÉÈ.11.239.(10) íÏÖÎÏ ÌÉ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÔÏÞÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ, ÉÓ�ÏÌØÚÏ×Á×�Ï 10 ÒÁÚ �ÉÆÒÙ Á) 2, 3, 6; Â) 1, 2, 3?11.240.(10) þÉÓÌÏ 35! ÒÁ×ÎÏ10333147966386144929∗66651337523200000000:îÁÊÔÉ �ÉÆÒÕ, ÚÁÍÅÎ£ÎÎÕÀ Ú×£ÚÄÏÞËÏÊ.11.241.(15) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÏÅ ÔÒ£ÈÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ab
, ÞÔÏab
− 
ba Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ?11.242.(15) îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ, ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÍÏÅ ÏÄÎÉÍÉÅÄÉÎÉ�ÁÍÉ, ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ 333 : : : 33 (× ÚÁ�ÉÓÉ 100 ÔÒÏÅË).11.243.(15) îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ËÏÔÏÒÙÅ Õ×ÅÌÉÞÉ-×ÁÀÔÓÑ × 9 ÒÁÚ, ÅÓÌÉ ÍÅÖÄÕ �ÉÆÒÏÊ ÅÄÉÎÉ� É �ÉÆÒÏÊ ÄÅÓÑÔËÏ××ÓÔÁ×ÉÔØ ÎÏÌØ.11.244.(15) ëÁËÉÅ ÔÒÉ �ÉÆÒÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÙÞÅÒËÎÕÔØ × ÞÉÓÌÅ123456789 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉ×ÛÅÅÓÑ 6-ÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÌÏÓØÎÁ 72. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔ×ÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÅÎ.11.245.(15) ÷ÅÒÎÁ ÌÉ ÔÅÏÒÅÍÁ: ÅÓÌÉ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ÏÂÒÁÔÎÏÍ �Ï-ÒÑÄËÅ �ÉÆÒÙ ÌÀÂÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ É ÎÏ×ÏÇÏÞÉÓÅÌ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 9?11.246.(15) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ 11 : : : 11 (81 ÅÄÉÎÉ�Á) ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ 81.



11. äÅÌÉÍÏÓÔØ 15511.247.(15) ÷ ÒÑÄ ×Ù�ÉÓÁÎÙ × �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÞÉÓÌÁ, ÄÅÌÑ-ÝÉÅÓÑ ÎÁ 9: 9; 18; 27; : : : . ðÏÄ ËÁÖÄÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ ÚÁ�ÉÓÁÎÁÅÇÏ ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ. Á) îÁ ËÁËÏÍ ÍÅÓÔÅ ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÒÑÄÕ ×�ÅÒ×ÙÅ ×ÓÔÒÅ-ÔÉÔÓÑ ÞÉÓÌÏ 81? Â) þÔÏ ×ÓÔÒÅÔÉÔÓÑ ÒÁÎØÛÅ: 4 ÒÁÚÁ �ÏÄÒÑÄ ÞÉÓÌÏ 27ÉÌÉ 1 ÒÁÚ ÞÉÓÌÏ 36?11.248.(15) ë ÞÉÓÌÕ Ó�ÒÁ×Á �ÒÉ�ÉÓÙ×ÁÀÔ ÔÒÏÊËÉ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ËÏÇÄÁ-ÎÉÂÕÄØ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.11.249.(20) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÒÑÄÁ 10001, 100010001,1000100010001; : : : Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÍÉ.11.250.(20) íÏÖÅÔ ÌÉ ÓÕÍÍÁ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÅÒ×ÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈÞÉÓÅÌ (ÏÔ 1 ÄÏ �) ÏËÁÎÞÉ×ÁÔØÓÑ ÎÁ 1989?11.251.(20) îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ Ä×ÕÚÎÁÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÔÁ-ËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ É ÞÉÓÌÁ Ó ÔÅÍÉ ÖÅ �ÉÆÒÁÍÉ, ÚÁ�ÉÓÁÎÎÙÍÉ × ÏÂÒÁÔÎÏÍ�ÏÒÑÄËÅ, ÅÓÔØ �ÏÌÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ.11.252.(20) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ 3n ÅÄÉÎÉ�, ÄÅ-ÌÉÔÓÑ ÎÁ 3n.11.253.(20) îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÔÒ£ÈÚÎÁÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ËÁÖÄÁÑ ÎÁÔÕÒÁÌØ-ÎÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ ËÏÔÏÒÙÈ ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÒÉ �ÉÆÒÙ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ�ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.11.254.(15) (íï 76) íÏÖÅÔ ÌÉ ÞÉÓÌÏ n! ÏËÁÎÞÉ×ÁÔØÓÑ �ÉÆÒÁÍÉ19760 : : : 0?11.255.(20) (÷ï 67) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ, ÄÅÌÑÝÅ-ÅÓÑ ÎÁ 51000 É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ × Ó×ÏÅÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÎÕÌÑ.11.256.(15) (÷ï 73) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÅ×ÑÔÉÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, × ÚÁ-�ÉÓÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ ×ÓÅ �ÉÆÒÙ, ËÒÏÍÅ ÎÕÌÑ, É ËÏÔÏÒÏÅ ÏËÁÎ-ÞÉ×ÁÅÔÓÑ �ÉÆÒÏÊ 5, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÎÙÍ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ �ÅÌÏÇÏ ÞÉ-ÓÌÁ.11.257.(15) (÷ï 89) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÄÅÓÑÔÉÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÅ-ÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ 11, × ÚÁ�ÉÓÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ËÁÖÄÁÑ �ÉÆÒÁ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ �ÏÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ?11.258.(15) (÷ï 95) îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ n, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÞÉÓÌÏA = 122 : : : 221 (n Ä×ÏÅË) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ B = 9 : : : 9 (ÄÅ×ÑÔØ ÄÅ×ÑÔÏË)?
óÕÍÍÁ �ÉÆÒ11.259.(10) íÏÖÅÔ ÌÉ ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ ÔÏÞÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÒÁ×ÎÑÔØ-ÓÑ 1970?11.260.(15) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÙÓÑÞÅÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ×ÓÅ �ÉÆÒÙ ËÏ-ÔÏÒÏÇÏ �ÑÔ£ÒËÉ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÏÄÎÏÊ, ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÏÌÎÙÍ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ.



156 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ11.261.(15) õ ÞÉÓÌÁ 81997 ÎÁÛÌÉ ÓÕÍÍÕ �ÉÆÒ, Õ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÎÁ-ÛÌÉ ÓÕÍÍÕ �ÉÆÒ É Ô. Ä. ÷ ËÏÎ�Å ËÏÎ�Ï× �ÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅÞÉÓÌÏ. îÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ.11.262.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ �ÉÆÒÙ ÞÉ-ÓÌÁ 2n É ÓÕÍÍÙ �ÉÆÒ ÜÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ËÒÏÍÅ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ, ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3.11.263.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 99, ÔÏ ÓÕÍÍÁÅÇÏ �ÉÆÒ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 18.11.264.(20) íÏÖÅÔ ÌÉ ÞÅÔÙÒ£ÈÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ó �ÉÆÒÁÍÉ 4, 6, x,Õ, ÚÁ�ÉÓÁÎÎÙÍÉ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ, ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÏ 46(40È+ Õ)?11.265.(20) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 1 ÄÏ 1967×ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ×Ù�ÉÓÁÎÙ �ÏÄÒÑÄ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ, ÔÏ �Ï-ÌÕÞÉ×ÛÅÅÓÑ ÞÉÓÌÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ ËÕÂÏÍ.11.266.(20) éÚ 3-ÚÎÁÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ×ÙÞÌÉ ÓÕÍÍÕ ÅÇÏ �ÉÆÒ. ó �Ï-ÌÕÞÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ �ÒÏÄÅÌÁÌÉ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ, 100 ÒÁÚ.äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ 0.11.267.(15) (íï 62) óÕÍÍÕ �ÉÆÒ ÞÉÓÌÁN ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ S(N). äÏ-ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ S(N) = S(2N), ÔÏ ÞÉÓÌÏ N ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 9.11.268.(15) (íï 70) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ k ÄÅÌÉÔ-ÓÑ ÎÁ 9 : : : 9 (9 ÄÅ×ÑÔÏË), ÔÏ × ÅÇÏ ÚÁ�ÉÓÉ ÂÏÌÅÅ 8 �ÉÆÒ ÏÔÌÉÞÎÙÏÔ 0.óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÉÚÎÁË ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÎÁ 9 : : : 9, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ �ÒÉÚÎÁ-ËÕ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÎÁ 9.11.269.(20) þÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 9 : : : 9 (k ÄÅ×ÑÔÏË) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ-ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ ÅÇÏ ÇÒÁÎÅÊ �Ï k �ÉÆÒ (ÇÒÁÎÉ ÉÄÕÔ Ó�ÒÁ×ÁÎÁÌÅ×Ï) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 9 : : : 9.îÁ�ÒÉÍÅÒ, 24354 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 99, �ÏÔÏÍÕ ÞÔÏ 2+43+54 ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ 99, 1111887 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 999, ÔÁË ËÁË 887+111+1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 999.11.270.(20) (íï 70) õ ÞÉÓÌÁ 21970 ÚÁÞÅÒËÎÕÌÉ �ÅÒ×ÕÀ �ÉÆÒÕ É�ÒÉÂÁ×ÉÌÉ Å£ Ë ÏÓÔÁ×ÛÅÍÕÓÑ ÞÉÓÌÕ. ó ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ �ÒÏÄÅÌÁÌÉ ÔÕÖÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ É Ô. Ä. ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ÎÅ �ÏÌÕÞÉÌÉ 10-ÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÅÓÔØ Ä×Å ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ �ÉÆÒÙ.11.271.(20) (íï 71) äÁÎÏ ÞÉÓÌÏ 2k, ÇÄÅ k > 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÎÉËÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÅÇÏ �ÉÆÒ, ÎÅÒÁ×ÎÏ 2n , ÇÄÅ � | ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ k.11.272.(15) (íï 93) ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S(n) ÓÕÍÍÕ �ÉÆÒ ÞÉ-ÓÌÁ n. òÅÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ: Á) n + S(n) + S(S(n)) = 1993; Â) n ++ S(n) + S(S(n)) + S(S(S(n))) = 1993.11.273.(15) (íï 95) îÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ è É Y �ÏÌÕÞÅÎÙ ÄÒÕÇÉÚ ÄÒÕÇÁ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ �ÉÆÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ 5è É 5Y ÉÍÅ-ÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÓÕÍÍÙ �ÉÆÒ.



11. äÅÌÉÍÏÓÔØ 15711.274.(20) (íï 95) éÚ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ×ÙÞÌÉ ÓÕÍÍÕ ÅÇÏ�ÉÆÒ, ÉÚ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÎÏ×Á ×ÙÞÌÉ ÓÕÍÍÕ ÅÇÏ (�ÏÌÕÞÅÎÎÏ-ÇÏ ÞÉÓÌÁ) �ÉÆÒ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. ðÏÓÌÅ 11 ÔÁËÉÈ ×ÙÞÉÔÁÎÉÊ ×�ÅÒ×ÙÅ�ÏÌÕÞÉÌÓÑ ÎÕÌØ. ó ËÁËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÁÞÉÎÁÌÉ?11.275.(15) (íï 98) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÅÌÑ-ÝÅÅÓÑ ÎÁ 1998, ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ 27?11.276.(15) (ëÁÎÁÄÁ 94) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÎÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÉ ÏÄÎÁ �ÉÆÒÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÒÁ×ÎÁ 0, ÉËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÓÕÍÍÕ Ó×ÏÉÈ �ÉÆÒ.11.277.(15) (÷ï 62) ÷ÏÚØÍ£Í ÌÀÂÏÅ 1962-ÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÅÌÑ-ÝÅÅÓÑ ÎÁ 9. óÕÍÍÕ ÅÇÏ �ÉÆÒ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Á, ÓÕÍÍÕ �ÉÆÒ ÞÉ-ÓÌÁ Á ÞÅÒÅÚ b, ÓÕÍÍÕ �ÉÆÒ b | ÞÅÒÅÚ Ó. þÅÍÕ ÒÁ×ÎÏ Ó?11.278.(15) (÷ï 80) ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S(n) ÓÕÍÍÕ ×ÓÅÈ �ÉÆÒ ÎÁ-ÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n, ÞÔÏ n++ S(n) = 1980?11.279.(20) (÷ï 80) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ×ÉÄÅ n+S(n)ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n.11.280.(15) (÷ï 93) îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ n ÔÁËÉÅ,ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ ÞÉÓÌÁ 5n ÒÁ×ÎÁ 2n.11.281.(15) (÷ï 99) ÷ ÞÉÓÌÅ A �ÉÆÒÙ ÉÄÕÔ × ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÍ�ÏÒÑÄËÅ (ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï). þÅÍÕ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ ÞÉÓÌÁ 9A?11.282.(15) (÷ï 99) óÕÍÍÁ �ÉÆÒ × ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÎÁÔÕ-ÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n ÒÁ×ÎÁ 100, Á ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ ÞÉÓÌÁ 44n ÒÁ×ÎÁ 800.þÅÍÕ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ ÞÉÓÌÁ 3n?11.283.(20) (íåï 75) ðÕÓÔØ á | ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ ÞÉÓÌÁ 44444444,Á ÷ | ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ ÞÉÓÌÁ á. îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÕ �ÉÆÒ ÞÉÓÌÁ ÷.äÒÕÇÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑéÎÏÇÄÁ ÂÙ×ÁÅÔ �ÏÌÅÚÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ á × ÄÒÕÇÏÊÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ q: A = anqn + an−1qn−1 + : : : ++ a1q + a0 = anan−1 : : : a1a0q, ÇÄÅ ��ÉÆÒÙ� ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÞÉÓÌÅ-ÎÉÑ Ái ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ 0 6 Ái < q. ïÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ�ÉÛÕÔ Ó�ÒÁ×Á ×ÎÉÚÕ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, 710 = 116, 1210 = 206, 710 == 1112. ðÒÉ �ÅÒÅ×ÏÄÅ ÞÉÓÌÁ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ × ÄÒÕÇÕÀ ÉÓ�ÏÌØÚÕ-ÅÔÓÑ ÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÎÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ, �ÒÉ ÜÔÏÍÞÉÓÌÏ × ÎÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÎÅ �ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï�, Á �Ó�ÒÁ×ÁÎÁÌÅ×Ï�.úÁ�ÉÛÅÍ 25010 × 8-ÒÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ.250 = 31 · 8 + 2, 31 = 3 · 8 + 7, 3 = 0 · 8 + 3. éÔÁË, 25010 = 3728.



158 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁúÁ�ÉÛÅÍ 5328 × 7-ÒÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ.5328 = (61 ·7)8+3, 618 = (7 ·7)8+0, 78 = (7 ·1)8+0, 1 = 0 ·7+1.úÎÁÞÉÔ, 5328 = 10037.11.284.(10) Á) úÁ�ÉÛÉÔÅ × 10-ÔÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ: 101012,101013, 2114, 1136, 15811.Â) úÁ�ÉÛÉÔÅ × 7-ÒÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ: 100010, 6910, 15811.11.285.(10) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÏÄ-ÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ:Á) 3 + 4 = 10 É 3 · 4 = 15, Â) 2 + 3 = 5 É 2 · 3 = 11?11.286.(15) (ëÁÎÁÄÁ 72) Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ 10201 ÓÏÓÔÁ×-ÎÏÅ × ÌÀÂÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ ÂÏÌØÛÅ 2. Â) äÏËÁÖÉ-ÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ 10101 ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ × ÌÀÂÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ.áÎÁÌÏÇÉ �ÒÉÚÎÁËÏ× ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ×ÙÇÌÑÄÑÔ ÔÁË.11.287.(10) ÷ n-ÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÁ�ÉÓØ ÞÉÓÌÁ ÏËÁÎÞÉ-×ÁÅÔÓÑ �ÉÆÒÏÊ 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ n.11.288.(10) ÷ n-ÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n − 1 ÔÏÇÄÁÉ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ ÞÉÓÌÁ, ÚÁ�ÉÓÁÎÎÏÇÏ × n-ÉÞÎÏÊÓÉÓÔÅÍÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n− 1.îÁ�ÒÉÍÅÒ, 5278 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7, Ô. Ë. 5 + 2 + 7 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7.�Å�ÅÒØ ÍÙ ÒÁÚÂÅÒ£Í ÎÅÓËÏÌØËÏ ÚÁÄÁÞ, ×ÎÅÛÎÅ ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ËÎÁÛÅÊ ÔÅÍÅ ÎÉËÁËÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ. ïÄÎÁËÏ ÎÅÄÅÓÑÔÉÞÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ �ÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÚÁÄÁÞ.ëÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÇÉÒØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙÉÍÅÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ×Ú×ÅÓÉÔØ ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ ÇÒÁÍÍÏ× ÏÔ 1 ÄÏ 100ÎÁ ÞÁÛÅÞÎÙÈ ×ÅÓÁÈ, ÅÓÌÉ ÇÉÒÉ ÍÏÖÎÏ ËÌÁÓÔØ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÏÄÎÕ ÞÁÛ-ËÕ ×ÅÓÏ×?òÅÛÅÎÉÅ. ìÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅÓÞÉÓÌÅÎÉÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÇÒÁÍÍÏ× ÏÔ 1ÄÏ 100 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÍÅÔØ ÓÅÍØ ÇÉÒØ Ó ×ÅÓÁÍÉ: 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64.ûÅÓÔØÀ ÇÉÒÑÍÉ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÎÅÌØÚÑ, ÔÁË ËÁË Ó ÉÈ �ÏÍÏÝØÀ ÍÏÖÎÏ×Ú×ÅÓÉÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 26 − 1 = 63 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÅÓÏ× (ËÁÖÄÁÑ ÇÉÒÑ ÌÉÂÏÕÞÁÓÔ×ÕÅÔ, ÌÉÂÏ ÎÅ ÕÞÁÓÔ×ÕÅÔ ×Ï ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÉ).�ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ, ÅÓÌÉ ÇÉÒÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÔØ ÎÁ ÏÂÅ ÞÁÛËÉ×ÅÓÏ×.òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÔÒÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ: ÌÀÂÏÅ ÎÁ-ÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ,ÚÁ�ÉÓØ ËÏÔÏÒÙÈ × ÔÒÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÌØËÏ 0É 1. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÕÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÞÉÓÌÏ × ÔÒÏÉÞ-ÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ É �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ ÞÉÓÌÁ �ÏÒÁÚÒÑÄÎÏ



11. äÅÌÉÍÏÓÔØ 159Ó�ÒÁ×Á ÎÁÌÅ×Ï. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÅÓÌÉ Õ �ÏÌÕÞÉ×ÛÉÈÓÑ ÞÉÓÅÌ × ËÁËÉÈ-ÔÏÏÄÎÏÉÍ£ÎÎÙÈ ÒÁÚÒÑÄÁÈ ÓÔÏÑÔ ÅÄÉÎÉ�Ù, ÔÏ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÕ-ÌÑÍÉ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÍÅÔØ 5 ÇÉÒØ Ó ×ÅÓÁÍÉ 1; 3; 9; 27; 81, ÁÞÅÔÙÒ£È ÇÉÒØ Ñ×ÎÏ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÔÁË ËÁË Ó ÉÈ �ÏÍÏÝØÀ ÍÏÖÎÏ×Ú×ÅÓÉÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 34 − 1 = 80 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÅÓÏ×.11.289.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ 0; 1; 2; : : : ; 3k−1 ÍÏÖÎÏ ×Ù-ÂÒÁÔØ 2k ÞÉÓÅÌ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÉËÁËÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ Ñ×ÌÑÌÏÓØ ÓÒÅÄÎÉÍÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.11.290.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 2k ÞÉÓÅÌ Ó ÔÒÅÂÕÅÍÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ É ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ 0; 1; 2; : : : ; (3k − 1)=2.11.291.(15) (óÒ. Ó 13.75.) òÅÂÑÔÁ ÓÔÏÑÔ �Ï ËÒÕÇÕ. éÍ ÎÁÄÏ ×Ù-ÂÒÁÔØ ×ÏÄÑÝÅÇÏ, É ÏÎÉ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: �ÅÒ×ÙÊÏÓÔÁÅÔÓÑ × ËÒÕÇÅ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ | ×ÔÏÒÏÊ |×ÙÈÏÄÉÔ ÉÚ ËÒÕÇÁ, ÔÒÅÔÉÊ | ÏÓÔÁÅÔÓÑ, ÞÅÔ×£ÒÔÙÊ ×ÙÈÏÄÉÔ É Ô. Ä.ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÏÇÏ �Ï ËÒÕÇÕ. ëÒÕÇ ÓÕÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ × ÎÅÍ ÎÅÏÓÔÁÅÔÓÑ ÏÄÉÎ ÞÅÌÏ×ÅË. ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ, ËÔÏ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ (ÎÁ ËÁËÏÍ ÍÅ-ÓÔÅ ÏÎ ÓÔÏÑÌ ×ÎÁÞÁÌÅ, ÓÞÉÔÁÑ ÏÔ �ÅÒ×ÏÇÏ �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ), ÅÓÌÉ×ÎÁÞÁÌÅ ÓÔÏÑÌÏ Á) 64 ÞÅÌÏ×ÅËÁ; Â) 1987 ÞÅÌÏ×ÅË.õËÁÚÁÎÉÅ. úÁ�ÉÛÉÔÅ ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÑÔ É ÎÏÍÅÒ ×ÏÄÑÝÅÇÏ × Ä×ÏÉÞ-ÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ.11.292.(20) ÷Ù ÈÏÔÉÔÅ ÕÚÎÁÔØ ÎÏÍÅÒ ÍÏÅÇÏ ÔÅÌÅÆÏÎÁ, ÚÁÄÁ×ÁÑÍÎÅ ×Ï�ÒÏÓÙ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ Ñ ÂÕÄÕ ÏÔ×ÅÞÁÔØ ÔÏÌØËÏ �ÄÁ� É �ÎÅÔ�.ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ Ó�ÏÓÏÂ, ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÝÉÊ ÕÓ�ÅÈ ÚÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ×Ï�ÒÏÓÏ× (ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÔÅÌÅÆÏÎÎÙÊ ÎÏÍÅÒ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÙÈ 7 �ÉÆÒ).11.293.(20) ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ÎÁ ÏÄÉÎ ÉÚ ×ÁÛÉÈ ×Ï�ÒÏ-ÓÏ× Ñ ÍÏÇÕ ÄÁÔØ ÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ. ëÁËÉÅ ÔÏÇÄÁ ×Ï�ÒÏÓÙ ×ÙÂÕÄÅÔÅ ÚÁÄÁ×ÁÔØ É ËÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ×Ï�ÒÏÓÏ× ×ÁÍ �ÏÎÁÄÏ-ÂÉÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÏÔÇÁÄÁÔØ ÎÏÍÅÒ?11.294.(20) ÷ ËÏÌÏÄÅ 16 ËÁÒÔ, �ÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ Ó×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ.òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÓÎÑÔØ ÞÁÓÔØ ËÏÌÏÄÙ Ó×ÅÒÈÕ, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÓÎÑÔÕÀ ÉÏÓÔÁ×ÛÕÀÓÑ ÞÁÓÔÉ ËÏÌÏÄÙ, ÎÅ �ÅÒÅ×ÏÒÁÞÉ×ÁÑ �×ÒÅÚÁÔØ� ÄÒÕÇ ×ÄÒÕÇÁ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÓÌÕÞÉÔØÓÑ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÔÁËÉÈ Ï�Å-ÒÁ�ÉÊ ËÁÒÔÙ ÏËÁÖÕÔÓÑ �ÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÓÎÉÚÕ ××ÅÒÈ? åÓÌÉÄÁ, ÔÏ ÚÁ ËÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ �ÒÏ-ÉÚÏÊÔÉ?õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ ÔÒ£È �ÏÓÌÅÄÎÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ Ä×ÏÉÞÎÕÀÓÉÓÔÅÍÕ.éÇÒÁ �îÉÍ� (ÓÍ. 10.20{10.22) ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÅÓËÏÌØËÉÈËÕÞ ËÁÍÎÅÊ ÚÁ ÈÏÄ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï, ÎÏ ÔÏÌØ-ËÏ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ËÕÞÉ. ðÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, ËÔÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ.



160 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ×ÙÉÇÒÙÛÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀÄ×ÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ.÷Ù�ÉÛÅÍ Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÚÁ�ÉÓÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ× ËÁÍÎÅÊ × ËÕÞËÁÈ ÄÒÕÇ�ÏÄ ÄÒÕÇÏÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÄÎÏÉÍ£ÎÎÙÅ ÒÁÚÒÑÄÙ ÎÁÈÏÄÉÌÉÓØ × ÏÄÎÏÍÓÔÏÌÂ�Å (ÓÍ. ÎÉÖÅ). ÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÔÅ�ÅÒØ Þ£ÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÅÄÉÎÉ� ×ËÁÖÄÏÍ ÒÁÚÒÑÄÅ. 1 1 0 0 1 0 1 1-Ñ ËÕÞÁ1 1 1 1 0 2-Ñ ËÕÞÁ1 0 1 1 1 1 3-Ñ ËÕÞÁÎ Þ Î Þ Î Þ ÞîÁÛÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ×ÙÉÇÒÙÛÎÙÍÉ Ñ×ÌÑÀÔ-ÓÑ ÔÅ É ÔÏÌØËÏ ÔÅ �ÏÚÉ�ÉÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÅÄÉÎÉ� × ËÁÖÄÏÍÒÁÚÒÑÄÅ Þ£ÔÎÏ (�ÏÚÉ�ÉÑ, ÉÚÏÂÒÁÖ£ÎÎÁÑ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ | �ÒÏÉÇÒÙÛ-ÎÁÑ).äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÇÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ1) úÁ×ÅÒÛÁÀÝÁÑ �ÏÚÉ�ÉÑ ÉÇÒÙ | ×ÙÉÇÒÙÛÎÁÑ.2) ìÀÂÏÊ ÈÏÄ ÉÚ ×ÙÉÇÒÙÛÎÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ ×ÅÄÅÔ × �ÒÏÉÇÒÙÛÎÕÀ.3) éÚ ÌÀÂÏÊ �ÒÏÉÇÒÙÛÎÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ ÚÁ ÏÄÉÎ ÈÏÄ ÍÏÖÎÏ �Ï�ÁÓÔØ× ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ×ÙÉÇÒÙÛÎÕÀ.11.295.(20) äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.
12. õòá÷îåîéñ é óéó�åíù õòá÷îåîéê÷ ãåìùè þéóìáè12.1. îÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ.ìÉÎÅÊÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑîÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØ-ÛÅÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ |îïä). îÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ËÒÁÔÎÙÍ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÉ-ÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ (ÏÂÏÚÎÁ-ÞÅÎÉÅ | îïë).÷Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï: îïä(a; b) ·îïë(a; b) = ab.þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ îïä É îïë, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×Ù�ÉÓÁÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÞÉÓÅÌ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ É ×ÚÑÔØ ÉÈ ��ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ� (Ô. Å. ËÁ-ÖÄÙÊ �ÒÏÓÔÏÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÂÅÒ£ÔÓÑ × ÍÅÎØÛÅÊ ÉÚ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ) É �ÏÂß-ÅÄÉÎÅÎÉÅ� (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, × ÂÏÌØÛÅÊ).ïÄÎÁËÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ ÕÄÏÂÎÅÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍå×ËÌÉÄÁ. ïÎ ÏÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑÈ:12.1.(5) îïä(Á; b) = îïä(Á± b; b).



12. õÒÁ×ÎÅÎÉÑ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ 161÷Ù�ÏÌÎÉ× ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ Á ÎÁ b, �ÏÌÕÞÉÍ Á = bq0 + r1.12.2.(5) îïä(Á; b) = îïä(b; r1).óÕÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ å×ËÌÉÄÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. ðÕÓÔØ Á, b |�ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, a > b > 0, ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ îïä(Á; b). ÷Ù�ÏÌÎÉ×ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ Á ÎÁ b, �ÏÌÕÞÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Á = bq0 + r1. åÓÌÉr1 6= 0, ÔÏ ×Ù�ÏÌÎÉ× ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ b ÎÁ r1, �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏb = r1q1+r2. úÁÔÅÍ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ r1 ÎÁ r2 É Ô. Ä.÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �Ï×ÔÏÒÎÙÈ ÄÅÌÅÎÉÊ �ÏÌÕÞÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á = bq0 + r1; b = r1q1 + r2; r1 = r2q2 + r3; : : :rn−2 = rn−1qn−1 + rn; rn−1 = rnqn; (1)ÇÄÅ b > r1 > r2 > r3 > : : : > rn > 0. éÚ 12.2 �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊÏÓÔÁÔÏË rn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ îïä(Á; b).12.3. îÁÊÔÉ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ: Á) (5) îïä(607; 477),Â) (5) îïä(343; 246), ×) (5) îïä(6494; 6303).12.4.(5) óÏËÒÁÔÉÔÅ ÄÒÏÂØ: Á) 3953871 , Â) 60591241 , ×) 68212147 , Ç) 1002732671 .ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÉÍÅÎ£Î ÔÁË-ÖÅ ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÉÄÒÕÇÉÈ ÏÂßÅËÔÏ× ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÊ �ÒÉÒÏÄÙ.12.5.(10) îÁÊÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ îïä(2n+ 3; n+ 7).12.6.(10) îÁÊÔÉ îïä(230 − 1; 240 − 1).12.7.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ m É n ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ 2m − 1 É 2n − 1 ÔÏÖÅ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ.12.8. Á) (10) îÁÊÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈÞÉÓÅÌ: 11111111 É 111 : : : 111 (100 ÒÁÚ �Ï×ÔÏÒÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉ�Á).Â) (15) îÁÊÄÉÔÅ îïä ÞÉÓÅÌ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ n ÅÄÉÎÉ� Ém ÅÄÉÎÉ�.12.9.(15) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÒÏÂØ 12n+130n+2 ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÁ.12.10.(20) îÁÊÔÉ ×ÓÅ �ÅÌÙÅ n, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ 19n+177n+11 | �ÅÌÏÅÞÉÓÌÏ.12.11.(15) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÒÏÂØ 21n+1714n+3 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÌÙÍ ÞÉ-ÓÌÏÍ �ÒÉ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n.12.12.(15) (�ç 98) a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÔÕ-ÒÁÌØÎÙÈ a É b ×ÅÒÎÏ, ÞÔÏ îïë(a; a+ 5) = îïë(b; b+ 5), ÔÏ a = b.Â) íÏÖÅÔ ÌÉ �ÒÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ a, b É 
 ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïîïë(a; b) = îïë(Á+ Ó; b+ Ó)?12.13.(15) (íï 00) îïä(m;n) = 1, ÇÄÅ m É n ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ. ëÁ-ËÏ×Ï ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ îïä(m+2000n;n+2000m)?12.14.(15) (÷ï 61) Á, b, Ò | ÌÀÂÙÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÅ k, l, ÞÔÏ ak+bl ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ò.



162 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ12.15.(15) (÷ï 63) îÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Á É b ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ Á + b É a2 + b2ÒÁ×ÅÎ 1 ÉÌÉ 2.12.16.(25) (÷ï 65) äÁÎÙ Ä×Á ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÌÁ Ò É q. ãÅ-ÌÏÅ ÞÉÓÌÏ n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÉÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ××ÉÄÅ n = px + qy, ÇÄÅ È É Õ | �ÅÌÙÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, É�ÌÏÈÉÍ | × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁ-ËÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ Ó, ÞÔÏ ÉÚ Ä×ÕÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ n É (
− n) ×ÓÅÇÄÁ ÏÄÎÏÈÏÒÏÛÅÅ, Á ÄÒÕÇÏÅ | �ÌÏÈÏÅ. Â) óËÏÌØËÏ ×ÓÅÇÏ �ÌÏÈÉÈ ÎÅÏÔÒÉ�Á-ÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ?12.17.(20) (÷ï 78) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÉ �ÒÉ ËÁËÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍmÞÉÓÌÏ 1978m − 1 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 1000m − 1.12.18.(15) (÷ï 94) îÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Á É b ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ(a+ 1)=b+ (b + 1)=a Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÌÙÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ îïä(Á; b) ÎÅ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ √a+ b.12.19.(15) (÷ï 95) îÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ m É n ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏîïë(m;n) + îïä(m;n) = m+ n:äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ m ÉÌÉ n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÄÒÕÇÏÅ.12.20.(20) (÷ï 97) îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ ÔÒÏÊËÉ (m;n; l) ÎÁÔÕ-ÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÞÔÏ m + n = (îïä(m;n))2, m + l = (îïä(m; l))2,l + n = (îïä(l;n))2.12.2. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑòÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÁÈ+ by = Ó; (2)ÇÄÅ Á, b, Ó | ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ.12.21.(10) åÓÌÉ Ó ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ îïä(Á; b), ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (2) ×�ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÑ.åÓÌÉ d = îïä(Á; b) 6= 1, ÔÏ ÎÁ ÎÅÇÏ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÑ (2) ÍÏÖÎÏ ÓÏËÒÁÔÉÔØ (�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ Õ (2) ÅÓÔØ).ðÏÜÔÏÍÕ ÄÁÌÅÅ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÌÕÞÁÊ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ Á Éb, Ô. Å. îïä(Á; b) = 1.12.22.(15) ðÕÓÔØ È = È0 É Õ = Õ0 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ(2). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ È = È0 + bk, y = Õ0 − ak 
 �ÅÌÙÍ �ÁÒÁÍÅÔÒÏÍ kÚÁÄÁÀÔ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2).éÔÁË, ÏÓÎÏ×ÎÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅÞÁÓÔÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ È0, Õ0. òÁÚÂÅÒ£Í ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÒÉÍÅÒÏ×.òÅÛÉÔØ: 2È + 9Õ = 50. úÄÅÓØ ÞÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÌÅÇËÏ �ÏÄÂÉÒÁ-ÅÔÓÑ È0 = 25, Õ0 = 0, �ÏÜÔÏÍÕ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ: È = 25+9k, y = −2k.



12. õÒÁ×ÎÅÎÉÑ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ 163òÅÛÉÔØ: 37È + 5Õ = 232. òÅÛÁÅÍ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÔÏÇÏ ÉÚ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ (�Ï ÍÏÄÕÌÀ) ËÏÜÆ-ÆÉ�ÉÅÎÔ: y = 232 − 37x=5. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ×ÍÅÓÔÏ x ÞÉÓÌÁ 0, 1, 2, 3, 4(ÏÓÔÁÔËÉ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 5), ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÞÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ È0 = 1,Õ0 = 39, ÔÏÇÄÁ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ È = 1 + 5k, y = 39− 37k.òÅÛÉÔØ: 19È − 15Õ = 3 (∗). úÄÅÓØ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÊÓ�ÏÓÏÂ ÚÁÔÒÕÄÎÉÔÅÌØÎÏ (�ÒÉÄ£ÔÓÑ �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÔØ 14 ÚÎÁÞÅÎÉÊ y). ðÏ-ÜÔÏÍÕ ÍÙ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÍÅÔÏÄ �ÏÉÓËÁ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÒÅ-ÛÅÎÉÑ. éÚ ÚÁÄÁÞÉ 12.26 ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ m É l ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ19l − 15m = 1. �ÏÇÄÁ È0 = 3l, Õ0 = 3m ÂÕÄÅÔ ÞÁÓÔÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍÎÁÛÅÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. ðÏÓÔÒÏÉÍ m É l Ñ×ÎÏ. éÚ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ å×ËÌÉÄÁÉÍÅÅÍ: 19 = 15 · 1 + 4, 15 = 4 · 3 + 3, 4 = 3 · 1 + 1. éÚ �ÏÓÌÅÄÎÅ-ÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á: 1 = 4 − 3 · 1, �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ 3 = 15 − 4 · 3 (ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏÒÁ×ÅÎÓÔ×Á), �ÏÌÕÞÉÍ 1 = 4 − (15 − 4 · 3) = 4 · 4 − 15 · 1. îÁËÏ-ÎÅ�, �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ 4 = 19 − 15 · 1 (ÉÚ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á), �ÏÌÕÞÉÍ1 = 4(19− 15)− 15 · 1 = 4 · 19 − 5 · 15. éÔÁË, l = 4, m = 5, È0 = 12,Õ0 = 15.äÒÕÇÉÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ �Å�-ÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ.ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ× (1) ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ ÒÁ×-ÎÏÓÉÌØÎÏÊ �Å�ÏÞËÉab = q0 + r1b ; br1 = q1 + r2r1 ; r1r2 = q2 + r3r2 ; : : :rn−1rn−2 = qn−1 + rnrn−1 ; rn−1rn = qn: (3)
ðÏÓÔÁ×ÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÚÁÄÁÞÕ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ a=b ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÉ ÔÏÌØ-ËÏ ÞÉÓÌÁ q0; q1; : : : ; qn−1; qn. îÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ× (3) ÎÁÈÏÄÉÍ:ab = q0 + 1q1 + 1q2 + 1. . . + 1qn−1 + 1qn

(4)
÷ ÜÔÏÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å q0 | �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, q1, q2, . . . , qn | �ÅÌÙÅ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ, ËÁË �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (4), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ �Å�ÎÏÊ ÄÒÏÂØÀ É ÓÏËÒÁÝ£ÎÎÏÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ |q0; q1; : : : ; qn|.



164 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ12.23. òÁÚÌÏÖÉÔÅ × �Å�ÎÕÀ ÄÒÏÂØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄÒÏÂÉ:Á) (5) 2;71828; Â) (5) 103993=33102; ×) (5) 99=100; Ç) (5) 355=113.÷ÙÒÁÖÅÎÉÑÆ0 = q0; Æ1 = q0 + 1q1 ; Æ2 = q0 + 1q1 + 1q2 ; : : :
ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ ÄÒÏÂÑÍÉ �ÏÒÑÄËÁ 0; 1; 2; : : : ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ. åÓÌÉ �ÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ÄÒÏÂØ Æk Ó×ÅÒÎÕÔØ × ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÕÀ ÎÅÓÏËÒÁÝÁÑ, �ÏÌÕÞÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Æk = Pk=Qk.12.24.(15) Á) äÒÏÂØ Pk=Qk ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÁ. Â) éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï: Pn=Qn − Pn−1=Qn−1 = (−1)n−1=(QnQn−1).12.25.(10) ðÕÓÔØ a, b | �ÅÌÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏ-ÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, Pn−1=Qn−1 | �ÒÅÄ�ÏÓÌÅÄÎÑÑ �ÏÄÈÏÄÑÝÁÑ ÄÒÏÂØ ÒÁÚ-ÌÏÖÅÎÉÑ a=b × �Å�ÎÕÀ ÄÒÏÂØ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÉÏÆÁÎÔÏ×Ï ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÅ ÁÈ − by = 1 ÉÍÅÅÔ ÞÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ x0 = (−1)n−1Qn−1,y0 = (−1)n−1Pn−1, Ô. Å. ÁÈ0 − by0 = 1.12.26.(10) ðÕÓÔØ Á, b, 
 | �ÅÌÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, a É b×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ, Pn−1=Qn−1 | �ÒÅÄ�ÏÓÌÅÄÎÑÑ �ÏÄÈÏÄÑÝÁÑ ÄÒÏÂØÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ a=b × �Å�ÎÕÀ ÄÒÏÂØ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ �ÅÌÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑÄÉÏÆÁÎÔÏ×Á ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÁÈ − by = Ó �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ x == (−1)n−1
Qn−1+bk, y = (−1)n−1
Pn−1+ak, ÇÄÅ k | ÌÀÂÏÅ �ÅÌÏÅÞÉÓÌÏ.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (∗) ÉÍÅÅÍÆ0 = 1; Æ1 = 1 + 13 = 43 ; Æ2 = 1 + 13 + 11 = 54 ;

Æ3 = 1 + 13 + 11 + 13
= 1915 = ab :

�ÁË ËÁË Æ2 = 5=4, ÔÏ x0 = (−1)2 · 4 = 4, y0 = (−1)2 · 5 = 5, Á ÏÂÝÅÅÒÅÛÅÎÉÅ | È = 12 + 15k, y = 15 + 19k (k | ÌÀÂÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ).12.27. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ �ÅÌÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:Á) (10) 19È− 15Õ = −1; Â) (10) 23È− 17Õ = 11;×) (10) 53È− 47Õ = 11; Ç) (10) 35È− 18Õ = 3;Ä) (10) 85È− 71Õ = 5; Å) (10) 41È− 11Õ = 7.óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏ ÔÅËÓÔÏ×ÙÈ ÚÁÄÁÞ ÎÁ ÔÁËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.12.28.(15) éÍÅÀÔÓÑ ËÏÎÔÅÊÎÅÒÙ Ä×ÕÈ ×ÉÄÏ×: �Ï 190 ËÇ É �Ï170 ËÇ. íÏÖÎÏ ÌÉ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÚÁÇÒÕÚÉÔØ ÉÍÉ ÇÒÕÚÏ×ÉË ÇÒÕÚÏ�ÏÄß-£ÍÎÏÓÔØÀ 3 Ô?



12. õÒÁ×ÎÅÎÉÑ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ 16512.29.(15) ïÄÉÎ ÍÁÓÔÅÒ ÄÅÌÁÅÔ ÎÁ ÄÌÉÎÎÏÊ ÌÅÎÔÅ �ÏÍÅÔËÉ ÓÉ-ÎÉÍ ËÁÒÁÎÄÁÛÏÍ ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÙÅ 36 ÓÍ, Á ÄÒÕÇÏÊ | ËÒÁÓÎÙÍ ÞÅÒÅÚËÁÖÄÙÅ 25 ÓÍ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÔÏÇÏ ÖÅ ÍÅÓÔÁ. íÏÖÅÔ ÌÉ ËÁËÁÑ-ÎÉÂÕÄØÓÉÎÑÑ �ÏÍÅÔËÁ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 1 ÓÍ ÏÔ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØËÒÁÓÎÏÊ?12.30.(15) õÞÅÎÉË ÒÅÛÁÅÔ ÚÁÄÁÎÉÅ ÉÚ 20 ÚÁÄÁÞ. úÁ ×ÅÒÎÏ ÒÅÛ£Î-ÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÅÍÕ ÓÔÁ×ÑÔ 8 ÂÁÌÌÏ×, ÚÁ ÎÅ×ÅÒÎÏ ÒÅÛ£ÎÎÕÀ | (−5) ÂÁÌ-ÌÏ×, ÚÁ ÚÁÄÁÞÕ, ËÏÔÏÒÕÀ ÎÅ ÂÒÁÌÓÑ ÒÅÛÁÔØ | 0 ÂÁÌÌÏ×. óËÏÌØËÏÚÁÄÁÞ ÏÎ ÂÒÁÌÓÑ ÒÅÛÁÔØ, ÅÓÌÉ × ÓÕÍÍÅ ÏÎ �ÏÌÕÞÉÌ 13 ÂÁÌÌÏ×?12.31. Á) (15) ïÔ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ 324 × 141 ÍÍ ÏÔÒÅÚÁÀÔ ÎÅ-ÓËÏÌØËÏ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 141 ÍÍ, �ÏËÁ ÎÅ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ �ÒÑÍÏ-ÕÇÏÌØÎÉË, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÌÉÎÁ ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÍÅÎØÛÅ 141 ÍÍ. ïÔ�ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ Ï�ÑÔØ ÏÔÒÅÚÁÀÔ Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÓÏ ÓÔÏ-ÒÏÎÏÊ, ÒÁ×ÎÏÊ ÄÌÉÎÅ ÅÇÏ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÏÒÏÎÙ É Ô. Ä. ëÁËÏ×Á ÄÌÉÎÁÓÔÏÒÏÎÙ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ?Â) (15) îÁÊÄÉÔÅ Á É b, ÞÔÏÂÙ �ÒÉ ÔÁËÏÍ ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØ-ÎÉËÁ Á× b �ÏÌÕÞÉÌÉÓØ Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÛÅÓÔÉ ÒÁÚÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÏ×.12.32.(15) îÁÊÔÉ Ä×Å ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÅ ÄÒÏÂÉ | ÏÄÎÕ ÓÏ ÚÎÁÍÅ-ÎÁÔÅÌÅÍ 8, ÄÒÕÇÕÀ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ 13, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÎÅ ÂÙÌÉ ÒÁ×ÎÙ,ÎÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÂÏÌØÛÅÊ É ÍÅÎØÛÅÊ ÉÚ ÎÉÈ ÂÙÌÁ ËÁË ÍÏÖÎÏÍÅÎØÛÅ.12.33.(15) ó �ÏÍÏÝØÀ �ÉÒËÕÌÑ É ÌÉÎÅÊËÉ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÄÁÎÎÙÊÕÇÏÌ × 19◦ ÎÁ 19 ÒÁ×ÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ.12.34.(15) äÁÎÙ ÕÇÌÙ 36◦ É 25◦. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÕÇÏÌ 1◦.12.35.(15) óËÏÌØËÏ ÔÏÞÅË Ó �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ,ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÍÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ È < 0 É y > 0, ÌÅÖÉÔ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ8È− 13Õ + 11 = 0?12.36.(15) Á É b | ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÏËÁ-ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÁÈ+ bÕ = Áb ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ × ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈÞÉÓÌÁÈ.12.37.(15) õ �ÒÏÄÁ×�Á ÅÓÔØ 100-ÇÒÁÍÍÏ×ÙÅ ÇÉÒØËÉ É ËÏÎÓÅÒ×-ÎÙÅ ÂÁÎËÉ ×ÅÓÏÍ �Ï 450 Ç. ëÁË Ó ÉÈ �ÏÍÏÝØÀ ÏÔ×ÅÓÉÔØ ÎÁ ÞÁÛÅÞÎÙÈ×ÅÓÁÈ 2;5 ËÇ ÓÁÈÁÒÁ ÚÁ ÏÄÉÎ ÒÁÚ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÇÉÒÅË É ÂÁÎÏË × ÏÂÝÅÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ?12.38.(15) òÅÛÉÔØ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ 2È+3Õ+5z = 11.12.39.(15) îÁ ÓËÌÁÄÅ ÉÍÅÀÔÓÑ Ç×ÏÚÄÉ, Õ�ÁËÏ×ÁÎÎÙÅ × ÑÝÉËÉ�Ï 16 ËÇ, 17 ËÇ É 40 ËÇ. íÏÖÅÔ ÌÉ ËÌÁÄÏ×ÝÉË ÏÔ�ÕÓÔÉÔØ 140 ËÇÇ×ÏÚÄÅÊ, ÎÅ ×ÓËÒÙ×ÁÑ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÑÝÉËÁ?12.40.(20) (�ç 84) 175 ÛÁÌÔÁÅ× ÓÔÏÑÔ ÄÏÒÏÖÅ, ÞÅÍ 125 ÂÏÌÔÁÅ×,ÎÏ ÄÅÛÅ×ÌÅ, ÞÅÍ 126 ÂÏÌÔÁÅ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÔÒ£È ÛÁÌÔÁÅ× ÉÏÄÎÏÇÏ ÂÏÌÔÁÑ ÒÕÂÌÑ ÎÅ È×ÁÔÉÔ. (ïÎÉ ÓÔÏÑÔ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÏ�ÅÅË.)



166 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ12.41.(20) (íï 67, 84) óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ Ä×Á �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁ, ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ 1997? åÓÌÉ ÄÁ, ÎÁÊÔÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ.12.3. îÅÌÉÎÅÊÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É ÓÉÓÔÅÍÙÕÒÁ×ÎÅÎÉÊïÄÎÏÊ ÉÚ �Ï�ÕÌÑÒÎÙÈ ÉÄÅÊ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ �ÅÒÅÂÏÒÁ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÓ�ÏÌØÚÏ-×ÁÎÏ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ: xy + x− 3y = 4.òÅÛÅÎÉÅ. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ (È − 3)(Õ + 1) = −7,Á −7 ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÔÏÌØËÏÄ×ÕÍÑ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ: −7 = −1 · 7 É −7 = 1 · (−7). ïÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍÏÔ×ÅÔ: {(−4; 0); (2; 6); (4;−8); (10;−2)}.äÒÕÇÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÒÁÖÅ-ÎÉÅ È ÞÅÒÅÚ Õ: È = (3Õ−4)=(Õ+1) = 3−7=(Õ+1). �ÁË ËÁË 7=(Õ+1)ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ �ÅÌÙÍ ÞÉÓÌÏÍ, ÔÏ (Õ + 1) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÏ ÔÏÌØËÏ1;−1; 7;−7.ïÇÒÁÎÉÞÉÔØ �ÅÒÅÂÏÒ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ë ÓÕÍÍÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ:òÅÛÉÔØ: 5È4 + 10È2 + 2Õ6 + 4Õ3 = 6.òÅÛÅÎÉÅ. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ 5(È2+1)2+2(Õ3+1)2 == 13. ïÔÓÀÄÁ ÉÍÅÅÍ 5(È2 + 1)2 6 13, Á ÔÁË ËÁË (È2 + 1)2 | �ÅÌÏÅÞÉÓÌÏ, ÔÏ (È2+1) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ ÒÁ×ÅÎ 0; 1;−1. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ,ÞÔÏ ÔÏÌØËÏ È = 0 ×ÏÚÍÏÖÅÎ. �ÏÇÄÁ (Õ3 + 1)2 = 4 É Õ = 1.åÓÌÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑË×ÁÄÒÁÔÎÙÍ, ÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØ �ÅÒÅÂÏÒ ÍÏÖÎÏ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÎÅÏÔÒÉ�Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÁ:òÅÛÉÔØ: 10x+ Õ = È2 + Õ2 − 13.òÅÛÅÎÉÅ. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ È ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ | Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅ: È2 −
− 10x+(Õ2−Õ+13) = 0. õÓÌÏ×ÉÅÍ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑD=4 = 25 − Õ2 + Õ − 13 > 0, Ô. Å. −3 6 y 6 4. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÅÒÅÂÒÁÔØ ÓÌÕÞÁÉ Õ = 4; 3; 2; 1; 0;−1;−2;−3.ïÔ×ÅÔ. (−5;−3); (5; 4).äÒÕÇÏÊ ÉÄÅÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÌÅ×ÏÊ É �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÅÊ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÑ �Ï ËÁËÏÍÕ-ÔÏ ÍÏÄÕÌÀ (ÉÌÉ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏÓÔÁÔËÏ×):òÅÛÉÔØ: È2 + Õ2 = 4z − 1.òÅÛÅÎÉÅ. �ÁË ËÁË È2 ≡ 0; 1 (mod 4) (ÓÍ. 11.106), ÔÏ È2 + Õ2 ≡
≡ 0; 1; 2 (mod 4), Á 4z − 1 ≡ −1 (mod 4). ïÔ×ÅÔ. òÅÛÅÎÉÊ ÎÅÔ.òÅÛÉÔØ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ : 3m + 7 = 2n.



12. õÒÁ×ÎÅÎÉÑ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ 167òÅÛÅÎÉÅ. åÓÌÉ m > 0, ÔÏ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ 3m + 7 ≡ 1 (mod 3),ÚÎÁÞÉÔ, ÅÓÌÉ ÒÅÛÅÎÉÅ ÅÓÔØ, ÔÏ n Þ£ÔÎÏ, Ô. Å. n = 2k. �ÏÇÄÁ 3m == 22k − 7 = 4k − 7. îÏ 4k − 7 ≡ 1 (mod 4), ÚÎÁÞÉÔ, ÅÓÌÉ ÒÅÛÅÎÉÅÅÓÔØ, ÔÏ Ém ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ Þ£ÔÎÙÍ, Ô. Å.m = 2p. éÔÁË, × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅÉÍÅÅÍ 32p = 22k − 7, ÉÌÉ 7 = 22k − 32k = (2k − 3p)(2k +3p). ïÔÓÀÄÁ2k + 3p = 7, 2k − 3p = 1, Ô. Å. m = 2, n = 4. ðÒÉ m = 0 �ÏÌÕÞÁÅÍ×ÔÏÒÏÊ ÏÔ×ÅÔ: n = 3.òÅÛÉÔØ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ:12.42.(5) (2È+ Õ)(5È+ 3Õ) = 7.12.43.(5) È2 − Õ2 = 31.12.44.(10) ÈÕ = È+ Õ + 3.12.45.(10) 6È2 + 5Õ2 = 74.12.46.(10) È2 = 14 + Õ2.12.47.(10) È2 − 7Õ = 10.12.48.(10) È2 − 3Õ2 = 8.12.49.(10) È2 − 3ÈÕ + 2Õ2 = 7.12.50.(10) (íï 45) ÈÕ + 3È− 5Õ = −3.12.51.(10) (ðÏÌØÛÁ 50) Õ3 − È3 = 91.12.52.(10) (÷ï 87) xy = 20− 3x+ y.12.53.(10) È3 + È2 + È− 3 = 0.12.54.(15) È2 + Õ2 = È+ Õ + 2.12.55.(15) È3 + 21Õ2 + 5 = 0.12.56.(15) 15È2 − 7Õ2 = 9.12.57.(15) 19È2 + 28Õ2 = 729.12.58.(15) È2 + Õ2 = 9È+ 1.12.59.(15) È2 + 4È− 8Õ = 11.12.60.(15) È2 + 5ÈÕ − Õ2 = 6.12.61.(15) È2 − 3Õ = 17.12.62.(15) È2 − Õ2 = 1988.12.63.(15) È2 + Õ2 = 1995.12.64.(15) È2 + Õ2 + z2 = 8t− 1.12.65.(15) {x+ y = 2;xy − z2 = 1:12.66.(20) È3 + 3 = 4Õ(Õ + 1).12.67.(20) 2È2 − 5Õ2 = 7.12.68.(20) √x+√y = √50.12.69.(20) √x− 1=5 +√y − 1=5 = √5.12.70.(20) 1! + 2! + : : :+ È! = Õ2.12.71.(20) xyz + xzy + yzx = 3.



168 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ12.72.(15) (íï 41) È2 − xy + Õ2 = x+ Õ.12.73.(15) (íï 54) È2 + 1954 = y2.12.74.(15) (íï 55) È3 − 2Õ3 − 4z3 = 0.12.75.(15) (íï 67) 19È3 − 17Õ2 = 50.12.76.(15) (íï 83) È2 = Õ2 + 2Õ + 13.12.77.(15) (íï 84) 19È3 − 84Õ2 = 1984.12.78.(20) (íï 49) È2 + Õ2 + z2 = 2ÈÕz.12.79.(20) (ðÏÌØÛÁ 66) È4 + 4Õ4 = 2(z2 + 4u4).12.80.(20) (óûá 76) È2 + Õ2 + z2 = È2Õ2.12.81.(20) (óûá 79) È41 + : : :+ È414 = 1599.12.82.(15) (÷ï 64) òÅÛÉÔÅ �ÒÉ n ÒÁÄÉËÁÌÁÈ (n > 2):
√x+√x+√x+ : : :+√x1964 = y:12.83.(20) (÷ï 78) {x2 − y3 = 7z4;z2 − 2y2 = 1:12.84.(15) (÷ï 85) (È− y)3 + (Õ − z)3 + (z − x)3 = 30.12.85.(15) (÷ï 86) 7(x+ y) = 3(È2 − xy + Õ2).12.86.(15) (÷ï 91) {xz − 2yt = 8;xt+ yz = 1:12.87.(15) (÷ï 93) x3 + y3 = 4(x2y + xy2 + 1).12.88.(15) (÷ï 93) È5 − Õ5 = 1993.12.89.(15) (÷ï 97) (È2 − Õ2)2 = 1 + 16y.12.90.(25) (çÅÒÍÁÎÉÑ 73) È(È+ 1)(È+ 7)(È+ 8) = Õ2.12.91.(25) (÷ï 67) È2 + È = Õ4 + Õ3 + Õ2 + Õ.12.92.(15) îÁÊÄÉÔÅ 7 ÒÅÛÅÎÉÊ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Õ2 == 6(È3 − È).12.93.(15) îÁÊÄÉÔÅ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ 1997 ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÕ2 = È2 + È3 × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ.12.94.(15) (óðï 66) óËÏÌØËÏ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ √x+√y = √1960?12.95.(15) (íï 94) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÈ2 + Õ2 + z2 = È3 + Õ3 + z3ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ.12.96.(15) (ëÁÎÁÄÁ 69) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ a2+b2−8
 = 6ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ.12.97.(20) (÷ï 68) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ È2 + È + 1 = pyÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ (È; Õ) ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÒÏ-ÓÔÙÈ Ò.



12. õÒÁ×ÎÅÎÉÑ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ 16912.98.(20) (íåï 82) äÁÎÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ È3 − 3ÈÕ3 + Õ3 = n. äÏ-ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÅÓÌÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ ÄÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÉÍÅÅÔ �ÅÌÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÔÏ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÔÒ£È �ÅÌÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ,Â) �ÒÉ n = 2981 �ÅÌÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅÔ.ðÏËÁÚÁÔÅÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ12.99.(15) 1 + 2x + 22x + : : :+ 2yx = 1992.12.100.(15) 6È = Õ2 + Õ − 2.12.101.(15) 3x + 1 = 2y.12.102.(20) 1 + È+ È2 + È3 = 2y.12.103.(20) xy = yx.12.104.(15) (�ç 84) 2x + 7 = y2.12.105.(15) (óûá 77) 2x + 1 = Õ2.12.106.(20) (íï 78) 3 · 2x + 1 = y2.õÒÁ×ÎÅÎÉÑ × �ÉÆÒÁÈ÷ ÚÁÄÁÞÁÈ ÎÁ �ÉÆÒÙ �ÅÒÅÂÏÒ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÔÅÍ, ÞÔÏ �ÉÆÒ ×ÓÅÇÏ 10.îÏ × ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ É ÜÔÏÔ �ÅÒÅÂÏÒ ÍÏÖÎÏ ÏÂÙÞÎÏ ÓÕÚÉÔØ.òÅÛÉÔØ × �ÉÆÒÁÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ:12.107.(10) Á) (È+ Õ)3 = xyx, Â) (È+ Õ + z)3 = xyz.12.108.(10) 1=(x+ y + z) = 0;xyz.12.109.(15) (ðÏÌØÛÁ 62) îÁÊÔÉ ÔÒ£ÈÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏÞÉÓÌÏ, ÚÁ�ÉÓÁÎÎÏÅ ÔÅÍÉ ÖÅ �ÉÆÒÁÍÉ × ÔÏÊ ÖÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ,ÎÏ × ÄÒÕÇÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ, ÏÔÌÉÞÎÙÍ ÏÔ 10, ÂÙÌÏ×Ä×ÏÅ ÂÏÌØÛÅ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.õÒÁ×ÎÅÎÉÑ × ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ12.110.(10) ìÅÔÉÔ ÎÁÄ ÌÅÓÏÍ ÓÔÁÑ ÓÏÒÏËÏÎÏÖÅË É ÔÒ£ÈÇÏÌÏ×ÙÈÄÒÁËÏÎÏ×. õ ÎÉÈ ×ÓÅÇÏ 26 ÇÏÌÏ× É 298 ÎÏÇ. õ ËÁÖÄÏÊ ÓÏÒÏËÏÎÏÖËÉÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ÇÏÌÏ×Á. óËÏÌØËÏ ÎÏÇ Õ ÔÒ£ÈÇÏÌÏ×ÏÇÏ ÄÒÁËÏÎÁ?12.111.(10) ðÑÔØ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ÏÌÉÍ�ÉÁÄÙ ÓÔÁÌÉ Å£ �ÏÂÅÄÉÔÅÌÑ-ÍÉ, ÎÁÂÒÁ× �Ï 15, 14 É 13 ÂÁÌÌÏ× É ÚÁÎÑ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ I, II ÉIII ÍÅÓÔÁ. óËÏÌØËÏ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ÚÁ×ÏÅ×ÁÌÉ ËÁÖÄÏÅ �ÒÉÚÏ×ÏÅ ÍÅÓÔÏ,ÅÓÌÉ ×ÍÅÓÔÅ ÏÎÉ ÎÁÂÒÁÌÉ 69 ÂÁÌÌÏ×?12.112.(10) (÷ï 92) ðÒÉ ÓÔÒÅÌØÂÅ �Ï ÍÉÛÅÎÉ Ó�ÏÒÔÓÍÅÎ ×ÙÂÉ-×ÁÌ ÔÏÌØËÏ �Ï 8, 9 É 10 ÏÞËÏ×. ÷ÓÅÇÏ ÏÎ, ÓÄÅÌÁ× ÂÏÌÅÅ 11 ×ÙÓÔÒÅÌÏ×,×ÙÂÉÌ 100 ÏÞËÏ×. óËÏÌØËÏ ×ÙÓÔÒÅÌÏ× ÓÄÅÌÁÌ Ó�ÏÒÔÓÍÅÎ É ËÁËÉÅÂÙÌÉ �Ï�ÁÄÁÎÉÑ?



170 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ12.113.(15) îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ È, Õ, z, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÚÁ-ÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ É ÓÕÍÍÁ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÉÚ ÎÉÈ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÔÒÅÔØÅ.12.114.(20) (íï 70) ÷Ï ×ÓÅÈ ËÌÅÔËÁÈ ÔÁÂÌÉ�Ù 100 × 100 ÓÔÏÑÔ�ÌÀÓÙ. òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÍÅÎÑÔØ ÚÎÁËÉ ×Ï ×ÓÅÈ ËÌÅÔËÁÈÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÉÌÉ ÖÅ ×Ï ×ÓÅÈ ËÌÅÔËÁÈ ÏÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á. íÏÖÎÏ ÌÉ,�ÏÌØÚÕÑÓØ ÔÏÌØËÏ ÜÔÉÍÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ, �ÏÌÕÞÉÔØ 1970 ÍÉÎÕÓÏ×?12.115.(20) (òÕÍÙÎÉÑ) �ÒÉ ÇÒÕ��Ù ÒÙÂÁËÏ× �ÏÊÍÁÌÉ 113 ÒÙÂ.îÁ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÙÂÁËÁ �ÅÒ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù �ÒÉÛÌÏÓØ �Ï 13 ÒÙÂ, ÎÁ ËÁÖÄÏ-ÇÏ ÉÚ ×ÔÏÒÏÊ ÇÒÕ��Ù | �Ï 5 ÒÙÂ, ÔÒÅÔØÅÊ ÇÒÕ��Ù | �Ï 4 ÒÙÂÙ.óËÏÌØËÏ ÒÙÂÁËÏ× × ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕ��Å, ÅÓÌÉ ×ÓÅÇÏ ÉÈ | 16?12.116.(20) (âÏÌÇÁÒÉÑ 65) �ÒÏÊËÁ ÞÉÓÅÌ 1, 2, 3 ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍÓ×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ, Õ×ÅÌÉÞÅÎ-ÎÏÅ ÎÁ 1, ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÔÒÅÔØÅ ÞÉÓÌÏ. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÔÒÏÊËÉ ÎÁÔÕÒÁÌØ-ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ.12.117.(15) (÷ï 85) éÚ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ËÕÂÉËÏ× ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎ �ÁÒÁÌ-ÌÅÌÅ�É�ÅÄ. �ÒÉ ÇÒÁÎÉ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÂÝÕÀ ×ÅÒÛÉ-ÎÕ, �ÏËÒÁÓÉÌÉ. ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ Õ �ÏÌÏ×ÉÎÙ ×ÓÅÈ ËÕÂÉËÏ× ÏËÒÁÛÅ-ÎÁ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÇÒÁÎØ. õ ÓËÏÌØËÉÈ ËÕÂÉËÏ× ÉÍÅÀÔÓÑ ÏËÒÁÛÅÎ-ÎÙÅ ÇÒÁÎÉ?12.118.(20) (÷ï 87) äÑÄØËÁ þÅÒÎÏÍÏÒ ËÁÖÄÙÊ ×ÅÞÅÒ ÉÚ 33 ÂÏ-ÇÁÔÙÒÅÊ ÎÁÚÎÁÞÁÅÔ ÎÁ ÄÅÖÕÒÓÔ×Ï 9 ÉÌÉ 10 �Ï Ó×ÏÅÍÕ ÕÓÍÏÔÒÅÎÉÀ.þÅÒÅÚ ËÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÄÎÅÊ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊÉÚ ÂÏÇÁÔÙÒÅÊ ×ÙÈÏÄÉÌ ÎÁ ÄÅÖÕÒÓÔ×Ï ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ?òÅÛÉÔØ × ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ:12.119.(10) x+ 1=(y + 1=z) = 10=7.12.120.(15) xyz = x+ y.12.121.(15) x+ y + z = xyz.12.122.(15) È2 + Õ2 + z2 + xyz = 20.12.123.(20) Á) 1=x + 1=y + 1=z = 1. Â) þÔÏ ÄÏÂÁ×ÉÔÓÑ, ÅÓÌÉÒÅÛÁÔØ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ?12.124.(20) (íï 66) {x+ y = zt;z + t = xy:12.125.(20) (óï 97) { ab+ 
d = 34;a
− bd = 19:12.126.(20) (âÏÌÇÁÒÉÑ) 3x + 5 = 2y.12.127.(20) (÷ï 78) {x3 − y3 − z3 = 3xyz;x2 = 2(y + z):12.128.(20) (÷ï 78) xx + yy = zz .12.129.(20) (÷ï 81) È3 − Õ3 = xy + 61.



12. õÒÁ×ÎÅÎÉÑ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ 17112.130.(15) (÷ï 84) 2x − 2y = 1984.12.131.(15) (÷ï 88) È2 − 51Õ2 = 1.12.132.(15) (÷ï 89) 7x − 3 · 2y = 1.12.133.(15) (éÔÁÌÉÑ 95) x2 + 615 = 2y.12.134.(20) (÷ï 88) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ È−y+z = 1 ÉÍÅÅÔÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÒÅÄÉ ÔÁËÉÈ �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁÔÕ-ÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ È, Õ, z, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÉÚ ÎÉÈ ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ ÔÒÅÔØÅ.12.135.(15) (÷ï 91) óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÎÅÞ£ÔÎÙÅ ÎÁÔÕ-ÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ k, l Ém ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 1=1991 == 1=k + 1=l + 1=m?12.136. îÁÊÄÉÔÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ × ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈÕÒÁ×ÎÅÎÉÊÁ) (15) (÷ï 77) È2 + Õ3 = z2, Â) (15) (÷ï 88) È3 + Õ4 = z5.ëÏÎÅÞÎÏ ÉÌÉ ÎÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÈ ÒÅÛÅÎÉÊ × ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ?12.137.(15) (íï 98) îÁÊÄÅÔÓÑ ÌÉ ÒÅÛÅÎÉÅ × ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉ-ÓÌÁÈ Õ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ 28Á+ 30b+ 31Ó = 365?12.138.(15) (íï 98) ðÕÓÔØ Á, b, Ó ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ 28Á + 30b + 31Ó == 365. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á+ b+ Ó = 12.12.139.(20) (óûá 92) îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ ÎÁÂÏÒÙ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈÞÉÓÅÌ a, b, m É n (m ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÏ Ó n), ÞÔÏ (a2 + b2)m = (ab)n.õÒÁ×ÎÅÎÉÑ × �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÌÁÈòÅÛÉÔØ × �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÌÁÈ:12.140.(15) Èy + 1 = z.12.141.(20) (÷ï 80) È2 + Õ3 = z4.12.142.(15) (÷ï 92) 2x+1 + Õ2 = z2.ïÂÝÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ó Ä×ÕÍÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ÷ÁÖÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ ÄÉÏÆÁÎÔÏ×Á ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × �ÅÌÙÈ ÞÉ-ÓÌÁÈ) ÄÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁ ðÉÆÁÇÏÒÁ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÁÑ ÄÌÉÎÙ ËÁÔÅÔÏ× É ÇÉ-�ÏÔÅÎÕÚÙ: È2 + Õ2 = z2.ïÄÎÁ ÉÚ ÔÒÏÅË, ÓÁÍÁÑ �ÒÏÓÔÁÑ, ÛÉÒÏËÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ È = 3, Õ = 4,z = 5. åÓÌÉ È0, Õ0, z0 | �ÉÆÁÇÏÒÏ×Á ÔÒÏÊËÁ, ÔÏ ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏkÈ0, kÕ0, kz0, �ÒÉ ÌÀÂÏÍ k ÔÁËÖÅ ÂÕÄÕÔ �ÉÆÁÇÏÒÏ×Ù. îÁÊÄÅÍ ×ÓÅÔÁËÉÅ ÔÒÏÊËÉ.12.143.(20) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ È2+Õ2 = z2× �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ x = 2kmn, y = k(m2 − n2), (ÌÉÂÏ x == k(m2 − n2), y = 2kmn), z = k(m2 + n2), ÇÄÅ k, m, n | �ÅÌÙÅ.



172 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ(þÔÏÂÙ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÄÕÂÌÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÔÒÏÅË, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÂÉÒÁÔØ ÞÉ-ÓÌÁ m É n ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÍÉ É ÒÁÚÎÏÊ Þ£ÔÎÏÓÔÉ.)áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÄÒÕÇÉÅ, ÂÌÉÚËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÎÁ�ÒÉ-ÍÅÒ, È2 + áÕ2 = z2, ÇÄÅ á | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ, Á ÔÁËÖÅ (Ó �ÏÍÏÝØÀËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ) ÎÁÊÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ È2+Õ2 == z3, È2 + Õ2 = z4 É Ô. Ä.ïÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ 2-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ Ó Ä×ÕÍÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉÁÈ2 + bxÕ + 
Õ2 + dx+ ey + f = 0;ÇÄÅ a, b, 
, d, e, f | �ÅÌÙÅ, Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÚÁÍÅÎÙ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÈ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÉÄÁÈ2 −áÕ2 = ó;ÇÄÅ á É ó �ÅÌÙÅ. ïÎÏ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÉÍÅÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ (ÓÍ. 12.48), ÉÍÅÔØËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ (ÓÍ. 12.71) ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅ-ÛÅÎÉÊ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ �ÒÉ á > 0 É ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÍ� = √A ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÔÏ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÉÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÈ2 −áÕ2 = 1:íÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ �ÒÉ á > 0 ÉÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÍ √A ×ÓÅÇÄÁ ÅÓÔØ É ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (±Èn;±Õn), ÇÄÅxn =12 [(x0 + y0√A)n + (x0 − y0√A)n] ;yn = 12√A [(x0 + y0√A)n − (x0 − y0√A)n] ;Á È0 > 0, Õ0 > 0 | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (x0 +√Ay0 | ÎÁÉÍÅÎØ-ÛÅÅ). ðÒÁËÔÉÞÅÓËÉ È0 É Õ0 ÉÝÕÔÓÑ �ÏÄÂÏÒÏÍ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉá, ÒÁ×ÎÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÕ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉÔÏÌØËÏ È0 = ±1, Õ0 = 0. �ÁËÉÅ ÖÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ �ÒÉá �ÅÌÏÍ É ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÍ (�ÒÉ á = −1 ÅÝ£ ÅÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ È0 = 0,Õ0 = ±1).îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ È2 − 2Õ2 = 1 ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÑxn =12 [(3 + 2√2)n + (3− 2√2)n] ;yn = 12√2 [(3 + 2√2)n − (3− 2√2)n] :óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ 1-Ê É 2-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ,ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ 1-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ (ËÏÇÄÁ ÏÎÉÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ, Á ÒÅÛÅÎÉÑ



13. òÁÚÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ 173ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ 2-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ (ËÏÇÄÁ ÉÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ) ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ×ÂÌÉÚÉ ÞÌÅÎÏ× ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ×ÓÌÕÞÁÅ 2-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ �ÁÒÙ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ-ÒÅÛÅÎÉÊ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÚÎÁ-ÞÉÔÅÌØÎÏ ÒÅÖÅ, ÞÅÍ �ÁÒÙ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ-ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ 1-ÊÓÔÅ�ÅÎÉ. üÔÏ ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó Ä×ÕÍÑÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ ×ÙÛÅ 2-Ê ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ, ÚÁ ÒÅÄËÉÍÉ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑÍÉ.
13. òáúîùå úáäáþé îá ãåìùå þéóìá.�åïòåíù æåòíá é üêìåòá13.1.(10) Á) úÁ�ÉÓÁÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÞÅÔÙÒ£È �ÉÆÒ | Ä×ÏÅË, ÚÎÁ-ËÏ× ÄÅÊÓÔ×ÉÊ É, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÓËÏÂÏË, ÞÉÓÌÁ 0; 1; 2; : : : ; 9; 10; Â) íÏÖ-ÎÏ ÌÉ ÔÁË ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÞÉÓÌÏ 7?13.2.(10) îÁ�ÉÓÁÔØ ÞÉÓÌÏ 100: Á) ÛÅÓÔØÀ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ �ÉÆÒÁ-ÍÉ, Â) ÄÅ×ÑÔØÀ ÒÁÚÎÙÍÉ ÚÎÁÞÁÝÉÍÉ �ÉÆÒÁÍÉ.13.3.(10) îÁ�ÉÓÁÔØ ÞÉÓÌÏ 9 ÄÅÓÑÔØÀ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ �ÉÆÒÁÍÉ.13.4.(15) óËÏÌØËÏ ÒÁÚ ×ÈÏÄÉÔ Ä×ÏÊËÁ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅÍÎÏÖÉÔÅÌÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ: Á) (n + 1)(n + 2)(n + 3) : : : (2n − 1)2n;Â) (1984!)?13.5.(10) ÷ ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ 1 : 2 : 3 : 4 : 5 : 6 : 7 : 8 : 9 ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØÓËÏÂËÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÙÌ Á) ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ, Â) ÍÁËÓÉÍÁÌØ-ÎÙÍ.13.6.(10) ÷ÓÅ Ä×ÕÚÎÁÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÎÅ ÏËÁÎÞÉ×ÁÀÝÉÅÓÑ ÎÕÌÅÍ, ×Ù-�ÉÓÙ×ÁÀÔ ÏÄÎÏ ÚÁ ÄÒÕÇÉÍ ÔÁË, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑÓ ÔÏÊ ÖÅ �ÉÆÒÙ, ËÏÔÏÒÏÊ ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÅ. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. éÚ ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏ-ÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÙÂÉÒÁÀÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÉÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ. îÁÊÔÉ ÉÈ ÓÕÍÍÕ.13.7.(10) (íï 54) éÚ ÞÉÓÌÁ 1234567 : : : 5657585960 ×ÙÞÅÒËÎÕÔØ100 �ÉÆÒ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÓÔÁ×ÛÅÅÓÑ ÞÉÓÌÏ ÂÙÌÏ: Á) ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ;Â) ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ.13.8.(10) ðÒÉ ÓÌÏÖÅÎÉÉ Ä×ÕÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÕÞÅÎÉË �Ï ÏÛÉÂËÅ�ÏÓÔÁ×ÉÌ ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍ ÌÉÛÎÉÊ 0 ÎÁ ËÏÎ�Å É �ÏÌÕÞÉÌ ×ÓÕÍÍÅ 6641 ×ÍÅÓÔÏ 2411. ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ.13.9.(15) þÅÔÙÒÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �É-ÆÒÁÍÉ ÔÙÓÑÞ, ÓÏÔÅÎ, ÄÅÓÑÔËÏ×, ÅÄÉÎÉ� ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÅÔÙÒ£ÈÚÎÁÞ-ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. îÁÓËÏÌØËÏ Õ×ÅÌÉÞÉÔÓÑ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ �ÉÆÒÙ ÎÁ-�ÉÓÁÔØ × ÏÂÒÁÔÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ?13.10.(10) îÁÊÄÉÔÅ Á) x2+(1=x)2, Â) x3+(1=x)3, ÅÓÌÉ x+1=x = 3.



174 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ13.11.(10) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ x + 1=x | �ÅÌÏÅ, ÔÏ ÉÞÉÓÌÏ x2 + (1=x)2 | �ÅÌÏÅ.13.12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÙ Á) (10) (âÒÁÚÉÌÉÑ 83) í = 1 ++ 1=2 + : : : + 1=n, Â) (10) N = 1=n + : : : + 1=(n + m), ×) (10) K == 1=3+ : : :+1=(2n+1) ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÎÉ �ÒÉ ËÁËÉÈn É m, ÂÏÌØÛÉÈ 1.13.13.(10) îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÌØÚÑ ÚÁ�É-ÓÁÔØ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÈ.13.14.(15) 13 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÁÀÔ × ÓÕÍÍÅ 92.îÁÊÔÉ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ.13.15.(15) ðÕÓÔØ n-Å �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁ×ÎÏ Òn. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÅÓÌÉ n > 12, ÔÏ Òn > 3n.13.16.(15) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ �ÒÉ ÚÁ-Þ£ÒËÉ×ÁÎÉÉ �ÅÒ×ÏÊ �ÉÆÒÙ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ: Á) × 57 ÒÁÚ; Â) × 58 ÒÁÚ?13.17.(15) îÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 2. åÓÌÉ ÜÔÕ �ÉÆÒÕ�ÅÒÅÎÅÓÔÉ × ÎÁÞÁÌÏ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÕÄ×ÏÉÔÓÑ. îÁÊÔÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ.13.18.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ 11 : : : 1122 : : : 22 (ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ100 ÅÄÉÎÉ� É 100 Ä×ÏÅË) ÅÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ�ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ.13.19.(15) óÔÏ ÞÅÌÏ×ÅË ÏÔ×ÅÔÉÌÉ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓ: �âÕÄÅÔ ÌÉ ÎÏ×ÙÊ�ÒÅÚÉÄÅÎÔ ÌÕÞÛÅ �ÒÅÖÎÅÇÏ?� éÚ ÎÉÈ Á ÞÅÌÏ×ÅË ÓÞÉÔÁÀÔ, ÞÔÏ ÂÕÄÅÔÌÕÞÛÅ, b | ÞÔÏ ÂÕÄÅÔ ÔÁËÏÊ ÖÅ É Ó | ÞÔÏ ÂÕÄÅÔ ÈÕÖÅ. äÒÕÇÉÈ ÏÔ-×ÅÔÏ× ÎÅ ÂÙÌÏ. óÏ�ÉÏÌÏÇÉ �ÏÓÔÒÏÉÌÉ Ä×Á �ÏËÁÚÁÔÅÌÑ �Ï�ÔÉÍÉÚÍÁ�Ï�ÒÏÛÅÎÎÙÈ: m = a+ b=2, n = a− Ó. ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ m = 40. þÅÍÕ× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ n?13.20.(15) ÷ ËÌÁÓÓÅ ÉÍÅÅÔÓÑ Á1 ÕÞÅÎÉËÏ×, �ÏÌÕÞÉ×ÛÉÈ × ÔÅÞÅÎÉÅÇÏÄÁ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ Ä×ÏÊËÕ, Á2 ÕÞÅÎÉËÏ×, �ÏÌÕÞÉ×ÛÉÈ ÎÅ ÍÅÎÅÅ Ä×ÕÈÄ×ÏÅË, . . . , Ák ÕÞÅÎÉËÏ×, �ÏÌÕÞÉ×ÛÉÈ ÎÅ ÍÅÎÅÅ k Ä×ÏÅË. óËÏÌØËÏ×ÓÅÇÏ Ä×ÏÅË × ÜÔÏÍ ËÌÁÓÓÅ? (ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÉÎ ÕÞÅÎÉËÎÅ �ÏÌÕÞÉÌ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ k Ä×ÏÅË.)13.21.(15) ÷ÚÑÌÉ 100 ÞÉÓÅÌ. óÒÅÄÉ ÉÈ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÒÏÉÚ×Å-ÄÅÎÉÊ �Ï Ä×Á ÞÉÓÌÁ ÏËÁÚÁÌÉÓØ 1000 ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ. óËÏÌØËÏ ÓÒÅÄÉÉÓÈÏÄÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÂÙÌÏ ÎÕÌÅÊ?13.22.(15) îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÔÒ£ÈÚÎÁÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁË ÓÕÍÍÅ ÅÇÏ �ÉÆÒ.13.23.(20) ÷ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÍ ÞÉÓÌÅ Á1Á2Á3 : : : Á10 �ÅÒ-×ÁÑ �ÉÆÒÁ Á1 ÒÁ×ÎÁ ÞÉÓÌÕ ÎÕÌÅÊ × ÚÁ�ÉÓÉ ÜÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ×ÔÏÒÁÑ �É-ÆÒÁ Á2 | ÞÉÓÌÕ ÅÄÉÎÉ�, ÔÒÅÔØÑ | ÞÉÓÌÕ Ä×ÏÅË É Ô. Ä., �ÏÓÌÅÄÎÑÑÁ10 | ÞÉÓÌÕ ÄÅ×ÑÔÏË × ÚÁ�ÉÓÉ ÜÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. îÁÊÄÉÔÅ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ.



13. òÁÚÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ 17513.24.(20) äÁÎÙ Ä×Å ÇÒÕ��Ù �ÏÄÒÑÄ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØ-ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, × ËÁÖÄÏÊ �Ï k ÞÉÓÅÌ. ðÒÉ ËÁËÉÈ k ÜÔÉ ÇÒÕ��Ù ÞÉÓÅÌÍÏÖÎÏ, ÉÚÍÅÎÉ× �ÏÒÑÄÏË, �ÏÄ�ÉÓÁÔØ ÏÄÎÕ �ÏÄ ÄÒÕÇÏÊ ÔÁË, ÞÔÏ,ÓÌÏÖÉ× ÓÔÏÑÝÉÅ ÄÒÕÇ �ÏÄ ÄÒÕÇÏÍ ÞÉÓÌÁ, �ÏÌÕÞÉÍ ÓÎÏ×Á k ÎÁÔÕ-ÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÉÄÕÝÉÈ �ÏÄÒÑÄ?13.25.(20) ëÏÍ�ØÀÔÅÒ ÍÏÖÅÔ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔØ ÏÄÎÕ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ:ÂÒÁÔØ ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ Ä×ÕÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÅÓÌÉ ÏÎÏ �ÅÌÏÅ).äÁÎÙ ÔÒÉ ÞÉÓÌÁ: m, n É 0, �ÒÉÞ£Í m É n ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ É m < n.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÁ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØÌÀÂÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÔ 1 ÄÏ n.13.26.(20) (÷ÅÎÇÒÉÑ 49, ðÏÌØÛÁ 61) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÔÕÒÁÌØ-ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÌÏÊ ÓÔÅ�ÅÎØÀ ÞÉÓÌÁ 2.13.27.(20) óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÞÉÓÌÏ 1971 ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÉÔØ ËÁË ÓÕÍÍÕ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ?13.28.(10) ë×ÁÄÒÁÔ ÞÉÓÌÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ �ÉÆÒ 0, 2, 3, 5. îÁÊÔÉ ÅÇÏ.13.29.(10) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) 19962 + 19962 · 19972 + 19972 |Ë×ÁÄÒÁÔ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ; Â) 1991 · 1993 · 1995 · 1997 + 16 | ÔÏÖÅË×ÁÄÒÁÔ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.13.30.(10) (÷ÅÎÇÒÉÑ 26, íï 41) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÞÅÔÙÒ£È �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÌÏÖÅÎÎÏÅ 
 1,ÅÓÔØ ÔÏÞÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ.13.31.(15) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁÍÉ ×ÓÅÞÉÓÌÁ Á) 16; 1156, 111556 É Ô. Ä. (× ÓÅÒÅÄÉÎÕ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÞÉÓÌÁ×ÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ 15), Â) 49, 4489, 444889 É Ô. Ä. (× ÓÅÒÅÄÉÎÕ ×ÓÔÁ-×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ 48).13.32.(15) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ 1331, 1030301, 1003003001, . . .(ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÕÄÌÉÎÑÀÔÓÑ ÇÒÕ��Ù ÎÕÌÅÊ) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÌÎÙÍÉ ËÕÂÁ-ÍÉ.13.33.(15) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÉÚ 11 : : : 1 (2000 ÅÄÉÎÉ�) ×ÙÞÅÓÔØ22 : : : 2 (1000 Ä×ÏÅË), ÔÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ �ÏÌÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ.13.34.(15) íÏÖÅÔ ÌÉ ÓÕÍÍÁ 999 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈÞÉÓÅÌ ÂÙÔØ ËÕÂÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ?13.35.(15) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁË×ÁÄÒÁÔÏ× Ä×ÕÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÔÏ ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÔÁËÖÅ ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁÄ×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×.13.36.(15) íÏÖÅÔ ÌÉ ÓÕÍÍÁ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× Ä×ÕÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ÞÅÔ×£ÒÔÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ Ä×ÕÈ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ?



176 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ13.37.(15) îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ N ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÙÅÎÅÓËÏÌØËÏ �ÉÆÒ N2 ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÞÉÓÌÏ N .13.38.(15) (óÒ. Ó 5.74.) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÎÙÊ Ë×Á-ÄÒÁÔ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÊÓÑ Ó ÌÀÂÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ �ÉÆÒ.13.39.(20) ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ Á, b É Ó ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ Áb+bÓ+ÓÁ = 0. äÏ-ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÁbÓ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ë×ÁÄÒÁÔÁ�ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ËÕÂ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.13.40.(10) ëÁËÏ×Ï ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ Ë×ÁÒÔÉÒ × ÓÔÏË×ÁÒÔÉÒÎÏÍÄÏÍÅ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ ÎÏÍÅÒÁ ÏÄÉÎÁËÏ×Á?13.41.(15) óÕÍÍÁ �ÉÆÒ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ á ÒÁ×-ÎÁ ÷, ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ ÞÉÓÌÁ ÷ ÒÁ×ÎÁ ó. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ á,÷ É ó ÒÁ×ÎÁ 60. þÅÍÕ ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÏ á? õ×ÅÒÅÎÙ ÌÉ ÷Ù, ÞÔÏ ÎÁÛÌÉ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ?13.42.(15) îÁ ËÁÖÄÏÍ ËÉÌÏÍÅÔÒÅ ÛÏÓÓÅ ÍÅÖÄÕ Ó£ÌÁÍÉ ³ÌËÉÎÏ ÉðÁÌËÉÎÏ ÓÔÏÉÔ ÓÔÏÌÂ Ó ÔÁÂÌÉÞËÏÊ, ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ�É-ÓÁÎÏ, ÓËÏÌØËÏ ËÉÌÏÍÅÔÒÏ× ÄÏ ³ÌËÉÎÏ, Á ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ | ÄÏ ðÁÌËÉÎÏ.âÏÒÑ ÚÁÍÅÔÉÌ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂÅ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ �ÉÆÒ ÒÁ×ÎÁ 13.ëÁËÏ×Ï ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ³ÌËÉÎÏ ÄÏ ðÁÌËÉÎÏ?13.43.(15) (íï 76) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n,ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ ÞÉÓÌÁ n2 ÒÁ×ÎÁ 100?13.44.(15) (íï 80) îÁÊÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ �ÑÔÉÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ á, ÕËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÅÔ×£ÒÔÁÑ �ÉÆÒÁ ÂÏÌØÛÅ �ÑÔÏÊ, ÔÒÅÔØÑ | ÂÏÌØÛÅ ÓÕÍ-ÍÙ ÞÅÔ×£ÒÔÏÊ É �ÑÔÏÊ, ×ÔÏÒÁÑ ÂÏÌØÛÅ ÓÕÍÍÙ ÔÒÅÔØÅÊ, ÞÅÔ×£ÒÔÏÊÉ �ÑÔÏÊ, Á �ÅÒ×ÁÑ ÂÏÌØÛÅ ÓÕÍÍÙ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ.13.45.(20) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ, ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ Ë×Á-ÄÒÁÔÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ × 1000 ÒÁÚ �ÒÅ×ÙÛÁÅÔ ÓÕÍÍÕ �ÉÆÒ ÓÁ-ÍÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.13.46.(20) (íï 71) äÁÎÏ 29-ÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ a1 : : : a29 (Á1 6= 0).éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ k �ÉÆÒÁ Ák ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ × ÅÇÏ ÚÁ�ÉÓÉÁ30−k ÒÁÚ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ Á10 = 7, ÔÏ �ÉÆÒÁ Á20 ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ 7 ÒÁÚ).îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ �ÉÆÒ ÜÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.13.47. (íï 71) Á) (15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ ÞÉÓÌÁ ë ÎÅÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ × 8 ÒÁÚ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÓÕÍÍÕ �ÉÆÒ ÞÉÓÌÁ 8ë.Â) (20) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ ÞÉÓÌÁ N �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÓÕÍÍÕ�ÉÆÒ ÞÉÓÌÁ 55 ·N ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ × 5 ÒÁÚ.13.48.(15) (íï 46) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ È5+3È4−5È3Õ2 −
− 15È2Õ3 + 4ÈÕ4 + 12Õ5 ÎÅ ÒÁ×ÎÏ 33 ÎÉ �ÒÉ ËÁËÉÈ �ÅÌÙÈ È É Õ.13.49.(15) (íï 47) óËÏÌØËÏ �ÉÆÒ Õ ÞÉÓÌÁ 2100?13.50.(20) (íï 57) òÁÚÂÉÔØ 1957 ÎÁ 12 �ÅÌÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Á1; Á2; : : : ; Á12 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Á1! Á2! : : : Á12!ÂÙÌÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ.



13. òÁÚÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ 17713.51.(15) (íï 73) éÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÅÔÙÒ£ÈÚÎÁÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ×Ù-ÞÉÔÁÀÔ ÞÉÓÌÏ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÅ ÉÚ ÔÅÈ ÖÅ �ÉÆÒ, ÎÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ×ÏÂÒÁÔÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ. íÏÖÅÔ ÌÉ �ÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÞÉÓÌÏ 1008?13.52.(20) (íï 74) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÞÉÓÅÌ2n + 1974n É 1974n ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÉÆÒ.13.53.(15) (íï 83) îÁÊÔÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÁ-ÞÉÎÁÀÝÅÅÓÑ Ó �ÉÆÒÙ 4 É ÕÍÅÎØÛÁÀÝÅÅÓÑ × 4 ÒÁÚÁ ÏÔ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉÜÔÏÊ �ÉÆÒÙ × ËÏÎÅ� ÞÉÓÌÁ.13.54.(15) (íï 94) ÷ÓÑ ÓÅÍØÑ ×Ù�ÉÌÁ �Ï ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÞÁÛËÅ ËÏ-ÆÅ Ó ÍÏÌÏËÏÍ, �ÒÉÞ£Í ëÁÔÑ ×Ù�ÉÌÁ ÞÅÔ×ÅÒÔØ ÎÁÌÉÔÏÇÏ �Ï ÞÁÛËÁÍÍÏÌÏËÁ É ÛÅÓÔÕÀ ÞÁÓÔØ ÎÁÌÉÔÏÇÏ ËÏÆÅ. óËÏÌØËÏ ÞÅÌÏ×ÅË × ÓÅÍØÅ?13.55.(15) (íï 94) õÞÅÎÉË ÎÅ ÚÁÍÅÔÉÌ ÚÎÁË ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕÄ×ÕÍÑ ÔÒ£ÈÚÎÁÞÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ É ÎÁ�ÉÓÁÌ ÏÄÎÏ ÛÅÓÔÉÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ,ËÏÔÏÒÏÅ ÏËÁÚÁÌÏÓØ × 7 ÒÁÚ ÂÏÌØÛÅ ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ. îÁÊÄÉÔÅ ÜÔÉÞÉÓÌÁ (É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔ×ÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ).13.56.(20) (íï 94) îÁÊÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅÏËÁÎÞÉ×ÁÀÝÅÅÓÑ 0, ËÏÔÏÒÏÅ �ÒÉ ×ÙÞ£ÒËÉ×ÁÎÉÉ ÏÄÎÏÊ (ÎÅ �ÅÒ×ÏÊ)�ÉÆÒÙ ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ × �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ.13.57.(15) (íï 95) îÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÕÍÎÏÖÉÌÉ ÎÁ �ÒÏÉÚ×Å-ÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÅÇÏ �ÉÆÒ. ðÏÌÕÞÉÌÏÓØ 1995. îÁÊÄÉÔÅ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.13.58.(15) (íï 96) ðÏ ËÒÕÇÕ ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ �ÉÆÒÙ 1; 2; : : : ; 9 ×�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ. ëÁÖÄÙÅ ÔÒÉ �ÉÆÒÙ, ÓÔÏÑÝÉÅ �ÏÄÒÑÄ �ÏÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÒ£ÈÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÕ ×ÓÅÈ9 ÔÁËÉÈ ÔÒ£ÈÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. úÁ×ÉÓÉÔ ÌÉ ÏÎÁ ÏÔ �ÏÒÑÄËÁ, × ËÏÔÏÒÏÍÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ �ÉÆÒÙ?13.59.(20) (íï 96) íÏÖÎÏ ÌÉ ×ÙËÉÎÕÔØ ÉÚ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ 1! ×
× 2! · : : : · 100! ÏÄÉÎ ÉÚ 100 ÆÁËÔÏÒÉÁÌÏ×, ÞÔÏÂÙ ÏÓÔÁ×ÛÅÅÓÑ �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÅ ÂÙÌÏ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ?13.60.(20) (íï 99) ðÅÔÉÎ ÓÞ£Ô × ÂÁÎËÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ 500 ÄÏÌÌÁÒÏ×.âÁÎË ÒÁÚÒÅÛÁÅÔ ÓÏ×ÅÒÛÁÔØ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÔÏÌØËÏ Ä×ÕÈ ×ÉÄÏ×: ÓÎÉÍÁÔØ300 ÄÏÌÌÁÒÏ× ÉÌÉ ÄÏÂÁ×ÌÑÔØ 198 ÄÏÌÌÁÒÏ×. ëÁËÕÀ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀÓÕÍÍÕ ðÅÔÑ ÍÏÖÅÔ ÓÎÑÔØ ÓÏ ÓÞ£ÔÁ, ÅÓÌÉ ÄÒÕÇÉÈ ÄÅÎÅÇ Õ ÎÅÇÏ ÎÅÔ?13.61.(15) (íï 00) ÷ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ËÕÂÁ ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅÞÉÓÌÁ ÔÁË, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ × ÓÏÓÅÄÎÉÈ (�Ï ÒÅÂÒÕ) ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑÄ×Å ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÞÉÓÌÁ × ËÏÔÏÒÙÈÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ.13.62.(15) (íï 00) íÏÖÅÔ ÌÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ Ä×ÕÈ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ Þ£ÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ?



178 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ13.63.(15) (íï 00) ÷ ÓÔÒÏËÕ ×Ù�ÉÓÁÎÏ 23 ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁ(ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÍÏÖÎÏÔÁË ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ ÓËÏÂËÉ, ÚÎÁËÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ�ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÂÕÄÅÔ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ 2000 ÎÁ�ÅÌÏ.13.64.(15) (óûá 98) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �ÅÌÙÈ a, b, 
ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ n3 + an2 + bn + 
 | ÎÅÔÏÞÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ.13.65.(15) (óï 99) îÁÊÔÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ �ÅÌÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉ-ÓÌÏ, �ÏÌÏ×ÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ | �ÏÌÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ, ÏÄÎÁ ÔÒÅÔØ | �ÏÌ-ÎÙÊ ËÕÂ, ÏÄÎÁ �ÑÔÁÑ | �ÏÌÎÁÑ �ÑÔÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ.13.66.(15) (óï 00) íÏÖÅÔ ÌÉ ÞÉÓÌÏ, ÏËÁÎÞÉ×ÁÀÝÅÅÓÑ ÎÁ 1999,ÂÙÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ?13.67.(15) (�ç 91) îÁ ÜËÒÁÎÅ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÁ ×ÎÁÞÁÌÅ ÓÔÏÉÔ ÞÉ-ÓÌÏ 123. ëÁÖÄÕÀ ÍÉÎÕÔÕ ÞÉÓÌÏ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 102, �ÒÏÇÒÁÍ-ÍÉÓÔ æÅÄÑ ÍÏÖÅÔ × ÌÀÂÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ÉÚÍÅÎÑÔØ �ÏÒÑÄÏË �ÉÆÒ ÞÉÓÌÁ,ÎÁÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÎÁ ÜËÒÁÎÅ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÏÎ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÞÉÓÌÏ×ÓÅÇÄÁ ÏÓÔÁ×ÁÌÏÓØ ÔÒ£ÈÚÎÁÞÎÙÍ?13.68.(15) (÷ï 64) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ m(m+ 1) ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅ�Å-ÎØÀ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÉ �ÒÉ ËÁËÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ m.13.69.(15) (÷ï 64) îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ �ÏÌÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ÔÁ-ËÏÊ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ ×ÙÞ£ÒËÉ×ÁÎÉÑ Ä×ÕÈ ÅÇÏ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ �ÉÆÒ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑÓÎÏ×Á �ÏÌÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ. (ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ×Ù-Þ£ÒËÉ×ÁÅÍÙÈ �ÉÆÒ | ÎÅ ÎÕÌØ.)13.70.(15) (÷ï 66) óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ ÔÁËÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÈÉ Õ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ È2 + Õ É Õ2 + È | Ë×ÁÄÒÁÔÙ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ?13.71.(20) (÷ï 69) þÅÔÙÒÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÔÒ£ÈÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉ-ÓÌÁ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÈÓÑ Ó ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ �ÉÆÒÙ, ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÔÅÍ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÔÒÉ ÉÚ ÎÉÈ ÂÅÚ ÏÓÔÁÔËÁ. îÁÊÄÉÔÅÜÔÉ ÞÉÓÌÁ.13.72.(15) (÷ï 74) îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ n É k ÔÁËÉÅ,ÞÔÏ nn ÉÍÅÅÔ k �ÉÆÒ, Á kk ÉÍÅÅÔ n �ÉÆÒ.13.73.(20) (÷ï 74) îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÔÒ£ÈÚÎÁÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ á, ÏÂÌÁÄÁ-ÀÝÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ,�ÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÉÚ ÞÉÓÌÁ á ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ÅÇÏ �ÉÆÒ,ÒÁ×ÎÏ á.13.74.(15) (÷ï 77) îÁÊÄÉÔÅ ÔÒ£ÈÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÕÍÅÎØ-ÛÁÅÔÓÑ × 7 ÒÁÚ �ÏÓÌÅ ÚÁÞ£ÒËÉ×ÁÎÉÑ × ÎÅÍ ÓÒÅÄÎÅÊ �ÉÆÒÙ.13.75.(20) (÷ï 79) (óÒ. 
 11.291.) îÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 1ÄÏ 1979 × �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÚÁ�ÉÓÁÎÙ �Ï ËÒÕÇÕ × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅ-ÎÉÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ. ïÔ�ÒÁ×ÌÑÑÓØ ÏÔ 1, Ä×ÉÇÁÅÍÓÑ �ÏÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ É ÚÁÞ£ÒËÉ×ÁÅÍ ËÁÖÄÏÅ ×ÔÏÒÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ ÉÚ ÎÅ



13. òÁÚÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ 179ÚÁÞ£ÒËÎÕÔÙÈ ÒÁÎÅÅ. ÷ ÉÔÏÇÅ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÏÄÎÏ ÞÉÓÌÏ. þÔÏ ÜÔÏ ÚÁÞÉÓÌÏ?13.76.(15) (÷ï 80) îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ,�ÏÌÏ×ÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ �ÑÔÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ, Á �ÑÔÁÑ ÞÁÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏÅÓÔØ Ë×ÁÄÒÁÔ.13.77.(15) (÷ï 80) ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ò (n) �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ�ÉÆÒ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n. íÏÖÅÔ ÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (nk),ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ nk+1 = nk + P (nk) É Ó×ÏÉÍ�ÅÒ×ÙÍ ÞÌÅÎÏÍ n1 ∈ N, ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ?13.78.(15) (÷ï 81) ðÕÓÔØ n | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ 9,×ÓÅ �ÉÆÒÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÞ£ÔÎÙ. íÏÖÅÔ ÌÉ n ÂÙÔØ Ë×ÁÄÒaÔÏÍ ÎÁÔÕ-ÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ?13.79.(20) (÷ï 81) óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍò (k), ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ k �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÂÏÌØÛÉÈ 1. Á) îÁÊÄÉÔÅ ÔÁËÏÅ k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏ-ÇÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ N ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ò (k)É ò (k + 2). Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÅÌ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÓ×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ò (2) É ò (4), ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.13.80.(15) (÷ï 82) îÁÊÄÉÔÅ ÔÁËÏÅ ÞÅÔÙÒ£ÈÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÞÔÏ�ÅÒ×ÙÅ Ä×Å ÅÇÏ �ÉÆÒÙ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Å �ÉÆÒÙ ÔÁËÖÅÏÄÉÎÁËÏ×Ù, Á ÓÁÍÏ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏÞÉÓÌÁ.13.81.(15) (÷ï 84) îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ n, ÔÁËÉÅ,ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÞÉÓÌÁ 2n ÒÁ×ÎÁ 5.13.82.(15) (÷ï 84) þÅÍÕ ÒÁ×ÎÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÒÁÚÎÏ-ÓÔÉ ÔÒ£ÈÚÎÁÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ É ÓÕÍÍÙ ÅÇÏ �ÉÆÒ? äÌÑ ËÁËÏÇÏ ÔÒ£ÈÚÎÁÞ-ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÕÍ? þÅÍÕ ÒÁ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ �Ï-ÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ?13.83.(15) (÷ï 84, �ç 89) äÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ÞÉÓÌÁ 21984 ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔ m �ÉÆÒ, Á ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ÞÉÓÌÁ 51984 ÓÏÄÅÒÖÉÔ n �ÉÆÒ.þÅÍÕ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÁ m+ n?13.84.(20) (÷ï 84) ãÉÆÒÙ È 6= 0 É Õ ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍn > 1 ÞÉÓÌÏ È : : : È6Õ : : : Õ4 (� �ÉÆÒ È É Õ) | Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ�ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ È É Õ.13.85.(15) (÷ï 85) îÁÊÄÉÔÅ ÔÁËÏÅ ÞÅÔÙÒ£ÈÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ËÏ-ÔÏÒÏÅ × 4 ÒÁÚÁ ÍÅÎØÛÅ ÞÉÓÌÁ, ÚÁ�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ÔÅÍÉ ÖÅ �ÉÆÒÁÍÉ ×ÏÂÒÁÔÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ.13.86.(20) (÷ï 85) îÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ËÌÅÔÞÁÔÏÍ ÌÉÓÔÅ ÓÏ ÓÔÏÒÏ-ÎÏÊ ËÌÅÔËÉ 1 ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÄÅÌÁÔØ ÒÁÚÒÅÚÙ ÔÏÌØËÏ �Ï ÌÉÎÉÑÍ ÓÅÔ-ËÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ �ÅÌÏÍ m > 12 ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÅÚÁÔØ



180 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ�ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË �ÌÏÝÁÄÉ, ÂÏÌØÛÅÊm, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÌØÚÑ ×ÙÒÅÚÁÔØ�ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË �ÌÏÝÁÄÉ m.13.87.(15) (÷ï 87) îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ËÏ-ÔÏÒÏÅ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ × 5 ÒÁÚ �ÒÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ �ÉÆÒÙÎÁ �ÅÒ×ÏÅ ÍÅÓÔÏ.13.88.(15) (÷ï 92) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÏÅ ÞÅÔÙÒ£ÈÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉ-ÓÌÏ, ÞÔÏ ÎÉ �ÒÉ ËÁËÏÊ ÚÁÍÅÎÅ ÌÀÂÙÈ ÔÒ£È �ÉÆÒ ÎÁ ÌÀÂÙÅ ÔÒÉ ÎÅ�ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÞÉÓÌÁ, ÄÅÌÑÝÅÇÏÓÑ ÎÁ 1992.13.89.(15) (÷ï 99) ðÏ ËÒÕÇÕ ×Ù�ÉÓÁÎÙ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ �ÏÒÑÄËÅ×ÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 1 ÄÏ N (N > 2) ÔÁË, ÞÔÏ Õ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈÓÏÓÅÄÎÉÈ ÞÉÓÅÌ ÅÓÔØ ÏÄÉÎÁËÏ×ÁÑ �ÉÆÒÁ. îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ×ÏÚ-ÍÏÖÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ N .13.90.(20) (íåï 76) ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ, Ñ×ÌÑÀÝÅÅ-ÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÕÍÍÁ ËÏÔÏÒÙÈÒÁ×ÎÁ 1976.13.91.(20) (íåï 77) ðÕÓÔØ a É b | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ðÒÉÄÅÌÅÎÉÉ Á2 + b2 ÎÁ Á + b ÉÍÅÅÍ ÞÁÓÔÎÏÅ q É ÏÓÔÁÔÏË r. îÁÊÔÉ ×ÓÅ�ÁÒÙ (Á; b), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ q2 + r = 1977.13.92.(25) (÷ï 67) îÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ k ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÏÍ: ÅÓÌÉ n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ k, ÔÏ É ÞÉÓÌÏ, ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÍÏÅ ÔÅÍÉ ÖÅ �É-ÆÒÁÍÉ, ÞÔÏ É n, ÎÏ × ÏÂÒÁÔÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ, ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ k. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ k | ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÌÁ 99.13.93.(25) (÷ï 82) Á) ðÕÓÔØ m É n | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÏ-ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌk1; k2; : : : ; kn ÞÉÓÌÏ 2k1+2k2+ : : :+2kn ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2m−1, ÔÏ n > m.Â) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ 11 : : : 1(m ÅÄÉÎÉ�) É ÉÍÅÀÝÅÅ ÓÕÍÍÕ �ÉÆÒ, ÍÅÎØÛÕÀ ÞÅÍ m?13.94.(35) (÷ï 77) âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ 2n-ÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÓÏÂÙÍ,ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÁÍÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ, É ÞÉÓÌÁ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎ-ÎÙÅ ÅÇÏ �ÅÒ×ÙÍÉ n �ÉÆÒÁÍÉ É ÅÇÏ �ÏÓÌÅÄÎÉÍÉ n �ÉÆÒÁÍÉ, ÔÁËÖÅÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁÍÉ (�ÒÉ ÜÔÏÍ ×ÔÏÒÏÅ n-ÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏÍÏÖÅÔ ÎÁÞÉÎÁÔØÓÑ Ó �ÉÆÒÙ 0, ÎÏ ÎÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÏ 0, Á �ÅÒ×ÏÅÎÅ ÍÏÖÅÔ ÎÁÞÉÎÁÔØÓÑ Ó 0).Á) îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ Ä×ÕÚÎÁÞÎÙÅ É ÞÅÔÙÒ£ÈÚÎÁÞÎÙÅ ÏÓÏÂÙÅ ÞÉÓÌÁ.Â) ÷ÏÚÍÏÖÎÙ ÌÉ ÛÅÓÔÉÚÎÁÞÎÙÅ ÏÓÏÂÙÅ ÞÉÓÌÁ? (äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÉÈ ÎÅÔ ÉÌÉ �ÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.)×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ 20-ÚÎÁÞÎÏÅ ÏÓÏÂÏÅÞÉÓÌÏ.Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 10 ÏÓÏÂÙÈ 100-ÚÎÁÞÎÙÈÞÉÓÅÌ.



13. òÁÚÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ 181Ä) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ 30-ÚÎÁÞÎÏÅ ÏÓÏÂÏÅÞÉÓÌÏ.íÁÌÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁòÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ (ÄÅÌÅÎÉÑ) ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÓÏËÒÁÝÅÎÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÅÍÍÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ æÅÒÍÁ.ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ ka ≡ kb (mod m), k É m ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ. �ÏÇÄÁa ≡ b (mod m).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ ka ≡ kb (mod m), ÔÏ ka − kb == k(a− b) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ m. �ÁË ËÁË k É m ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ, ÔÏ Á− bÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ m, Ô. Å. a ≡ b (mod m).îÁ �ÒÉÍÅÒÁÈ ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ×ÚÁÉÍÎÏÊ �ÒÏ-ÓÔÏÔÙ k É m ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, 5 · 3 ≡ 5 · 7 (mod 10), ÎÏ�ÒÉ ÜÔÏÍ 3 6≡ 7 (mod 10).ïÄÎÁËÏ ×ÅÒÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:13.95.(15) ðÕÓÔØ ka ≡ kb (mod kn). �ÏÇÄÁ a ≡ b (mod n).�Å�ÅÒØ ×Ó£ ÇÏÔÏ×Ï Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÍÁÌÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ æÅÒÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ Ò | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, É á ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ò. �Ï-ÇÄÁ áÒ−1 ≡ 1 (mod Ò).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ò−1 ÞÉÓÌÏ: á; 2á; : : : ; (Ò−1)á.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÎÅÔ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅÏÓÔÁÔËÉ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ Ò. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ká ≡ nA (mod Ò),ÔÏ k ≡ n (mod Ò) (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ) | Á ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ �ÒÉ ÒÁÚÎÙÈ ÎÁ-ÔÕÒÁÌØÎÙÈ k É n, ÍÅÎØÛÉÈ Ò. úÎÁÞÉÔ, ÓÒÅÄÉ ÏÓÔÁÔËÏ× �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉÎÁ Ò ÜÔÉÈ Ò− 1 ÞÉÓÅÌ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁÏÔ 1 ÄÏ Ò− 1. ðÏÜÔÏÍÕ, �ÅÒÅÍÎÏÖÉ× ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ, �ÏÌÕÞÉÍá · 2á · 3á · : : : · (Ò− 1)á ≡ 1 · 2 · 3 · : : : · (Ò− 1) (mod Ò);ÔÏ ÅÓÔØ, (Ò − 1)! · áÒ−1 ≡ (Ò − 1)! (mod Ò). �ÁË ËÁË Ò | �ÒÏÓÔÏÅÞÉÓÌÏ, ÔÏ (Ò − 1)! É Ò ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ. ðÏÜÔÏÍÕ, ×ÎÏ×Ø ×ÏÓ�ÏÌØ-ÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÌÅÍÍÙ, �ÏÌÕÞÉÍ áÒ−1 ≡ 1 (mod Ò), ÞÔÏ ÉÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. äÌÑ Ò | �ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ É ÌÀÂÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ á ÉÍÅ-ÅÍ: áÒ ≡ á (mod Ò).îÁÊÔÉ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ13.96. Á) (10) 2100 ÎÁ 101, Â) (10) 3102 ÎÁ 101.13.97.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 3003000 − 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 1001.13.98.(15) îÁÊÄÉÔÅ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ 8900 ÎÁ 29.13.99.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 7120 − 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 143.13.100.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 30239 + 23930 | ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ.



182 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ13.101.(15) ðÕÓÔØ Ò | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (Á+b)Ò ≡
≡ ÁÒ + bÒ (mod Ò) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �ÅÌÙÈ Á É b.13.102.(20) óÕÍÍÁ ÔÒ£È ÞÉÓÅÌ Á, b É Ó ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 30. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ Á5 + b5 + Ó5 ÔÁËÖÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 30.13.103.(20) ðÕÓÔØ Ò É q | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÏËÁÖÉ-ÔÅ, ÞÔÏ Á) pq+ qÒ ≡ Ò+ q (mod pq), Â) (pq+ qÒ)=pq | Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ,ÅÓÌÉ Ò; q 6= 2.13.104.(15) ðÕÓÔØ Ò | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, É Á ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ò. äÏ-ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ b, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ab ≡ 1 (mod Ò).13.105.(20) ðÕÓÔØ n | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ËÒÁÔÎÏÅ 17. äÏ-ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ n8 + 1, ÌÉÂÏ n8 − 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 17.13.106.(20) Á) ðÕÓÔØ Ò | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ 3. äÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ 1 : : : 1 (Ò ÅÄÉÎÉ�) ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ò. Â) ðÕÓÔØ Ò > 5 |�ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ 1 : : : 1 (Ò−1 ÅÄÉÎÉ�Á) ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ Ò.13.107.(20) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ Ò ÒÁÚÎÏÓÔØ111 : : : 11222 : : : 22333 : : : 33 : : : 888 : : : 88999 : : : 99− 123456789(× �ÅÒ×ÏÍ ÞÉÓÌÅ ËÁÖÄÁÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ �ÉÆÒÁ ÎÁ�ÉÓÁÎÁ Ò ÒÁÚ) ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ Ò.�ÅÏÒÅÍÁ üÊÌÅÒÁæÕÎË�ÉÑ '(m), ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÍÕ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍÕ ÞÉ-ÓÌÕ m ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÅÎØÛÉÈ m É ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏ-ÓÔÙÈ Ó ÎÉÍ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ üÊÌÅÒÁ.13.108.(15) ïËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÚÄÅÌÅÎÁ 20 ÔÏÞËÁÍÉ ÎÁ 20 ÒÁ×ÎÙÈÞÁÓÔÅÊ. óËÏÌØËÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÌÏÍÁÎÙÈÉÚ 20 ÒÁ×ÎÙÈ Ú×ÅÎØÅ× Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ? (ä×Å ÌÏÍÁÎÙÅ,�ÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ �Ï×ÏÒÏÔÏÍ, ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù-ÍÉ.)13.109.(10) ðÕÓÔØ Ò | �ÒÏÓÔÏÅ É � | �ÅÌÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅÞÉÓÌÏ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ '(Ò�) = Ò� − Ò�−1. (óÒ. Ó 11.13.)13.110.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ ' ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÁ, Ô. Å.'(mn) = '(m)'(n) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �ÅÌÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏ-ÓÔÙÈ m É n.13.111.(10) ðÕÓÔØ m = Ò�11 : : : Ò�kk | ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅ-ÎÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ m. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ '(m) = (Ò�11 − Ò�1−11 )×
× (Ò�22 − Ò�2−12 ) : : : (Ò�kk − Ò�k−1k ).13.112.(15) �ÅÏÒÅÍÁ üÊÌÅÒÁ. ðÕÓÔØ Á | �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ×ÚÁÉÍ-ÎÏ �ÒÏÓÔÏÅ Ó �ÅÌÙÍ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ m. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á'(m) ≡ 1(mod Ô).



13. òÁÚÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ 18313.113.(15) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ 341 ÉÍÅÅÍ2341 ≡ 2 (mod 341).13.114.(15) óÏÓÔÁ×ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ �ÅÌÏÇÏÞÉÓÌÁ Á ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ an ≡ Á (mod n), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÂÓÏ-ÌÀÔÎÏ �ÓÅ×ÄÏ�ÒÏÓÔÙÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ 561 ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ �ÓÅ×-ÄÏ�ÒÏÓÔÏÅ.13.115. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÞÉÓÌÏ (15) 2131 − 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 263,Â) (20) ÞÉÓÌÏ 23n + 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3n+1, ÎÏ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3n+2.13.116.(20) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ z2 ≡ −1 (mod Ò), Ò | �ÒÏÓÔÏÅÉ z > 1, ÔÏ Ò = 4k + 1. (óÍ. ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ �ÏÓÌÅ 11.144.)13.117.(20) (ëÁÎÁÄÁ 83) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÒÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ 2n − n, ÄÅÌÑÝÉÈÓÑ ÎÁ Ò.13.118.(20) (íï 73) îÁ ËÏÎ�ÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ ÓÔÏÉÔ �Ï 1. îÁ �ÅÒ×ÏÍÛÁÇÅ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÓÔÁ×ÉÔÓÑ ÉÈ ÓÕÍÍÁ 2, ÎÁ ×ÔÏÒÏÍ | ÍÅÖÄÕ ÓÏ-ÓÅÄÎÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÓÔÁ×ÉÔÓÑ ÉÈ ÓÕÍÍÁ (�ÏÌÕÞÉÔÓÑ 1{3{2{3{1) É Ô. Ä.1 000 000 ÒÁÚ. óËÏÌØËÏ ÒÁÚ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÂÕÄÅÔ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ ÞÉÓÌÏ 1973?13.119.(25) (âÏÌÇÁÒÉÑ 79) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ È2+5 == Õ3 ÎÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ.



ëïíâéîá�ïòéëáé üìåíåî�ù �åïòéé÷åòïñ�îïó�åê
14. ëïíâéîá�ïòéëáëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, × ËÏÔÏÒÏÊÉÚÕÞÁÀÔÓÑ ×Ï�ÒÏÓÙ Ï ÔÏÍ, ÓËÏÌØËÏ ÒÁÚÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ Ó ÚÁÄÁÎ-ÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÉÚ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×. âÏÌØÛÉÎ-ÓÔ×Ï ÚÁÄÁÞ ÒÅÛÁÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ Ä×ÕÈ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ �ÒÁ×ÉÌ | �ÒÁ×ÉÌÁÓÕÍÍÙ É �ÒÁ×ÉÌÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ.14.1. ðÒÁ×ÉÌÁ ÓÕÍÍÙ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑðÒÁ×ÉÌÏ ÓÕÍÍÙ: åÓÌÉ ÏÂßÅËÔ á ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØm Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ,Á ÏÂßÅËÔ ÷ | n Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ, ÔÏ ×ÙÂÏÒ �ÌÉÂÏ á, ÌÉÂÏ ÷�, ÍÏÖÎÏÓÄÅÌÁÔØ m+ n Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ.ðÒÁ×ÉÌÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ: åÓÌÉ ÏÂßÅËÔ á ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØm Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ É ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ ×ÙÂÏÒÁ ÏÂßÅËÔ ÷ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ n Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ, ÔÏ ×ÙÂÏÒ �ÁÒÙ (á;÷) × ÕËÁÚÁÎÎÏÍ�ÏÒÑÄËÅ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ mn Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ.òÁÚÂÅÒ£Í ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÚÁÄÁÞÉ.éÚ ÇÏÒÏÄÁ á × ÇÏÒÏÄ â ×ÅÄÕÔ Ä×Å ÄÏÒÏÇÉ, ÉÚ á × ç | ÞÅ-ÔÙÒÅ ÄÏÒÏÇÉ, ÉÚ â × ÷ | ÔÒÉ ÄÏÒÏÇÉ, ÉÚ ç × ÷ | �ÑÔØ ÄÏÒÏÇ.Á) óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÄÏÒÏÇ ×ÅÄÅÔ ÉÚ á × ÷ ÞÅÒÅÚ â? Â) óËÏÌØËÏ×ÏÏÂÝÅ ÒÁÚÎÙÈ ÄÏÒÏÇ ÉÚ á × ÷?òÅÛÅÎÉÅ. Á) ðÏ �ÒÁ×ÉÌÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ 2 ·3 = 6. Â) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍÄ×Á ÓÌÕÞÁÑ: �ÕÔØ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ â É ÞÅÒÅÚ ç. ÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ�Ï �ÒÁ×ÉÌÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÉÍÅÅÍ 2 · 3 = 6, Á ×Ï ×ÔÏÒÏÍ | 4 · 5 == 20 ÄÏÒÏÇ. ðÏ �ÒÁ×ÉÌÕ ÓÕÍÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ 20 + 6 = 26 ÄÏÒÏÇ.óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÉÚ 28 ËÏÓÔÅÊ ÄÏÍÉÎÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØÄ×Å ËÏÓÔÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ �ÒÉÌÏÖÉÔØ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ?òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÏÄÎÕ ËÏÓÔØ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ 28 Ó�ÏÓÏ-ÂÁÍÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ × ÓÅÍÉ ÓÌÕÞÁÑÈ ÜÔÁ ËÏÓÔØ ÂÕÄÅÔ �ÄÕÂÌÅÍ� (ÞÉÓÌÁÎÁ �ÏÌÏ×ÉÎËÁÈ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù), Á × 21 ÓÌÕÞÁÅ | ËÏÓÔØÀ Ó ÒÁÚÎÙÍÉ



14. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ 185ÞÉÓÌÁÍÉ ÎÁ �ÏÌÏ×ÉÎËÁÈ. ÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÔÏÒÕÀ ËÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ×Ù-ÂÒÁÔØ 6 Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ, É �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÉÍÅÅÍ 7 ·6 = 42 ×Ù-ÂÏÒÁ. ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÔÏÒÕÀ ËÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ 12 Ó�ÏÓÏ-ÂÁÍÉ (�Ï 6 ÎÁ ËÁÖÄÕÀ �ÏÌÏ×ÉÎËÕ), É �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÉÍÅÅÍ 21 · 12 = 252 ×ÙÂÏÒÁ. úÎÁÞÉÔ, �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ ÓÕÍÍÙ �ÏÌÕÞÁ-ÅÍ 42 + 252 = 294 Ó�ÏÓÏÂÁ ×ÙÂÏÒÁ �ÁÒÙ.14.1.(10) óËÏÌØËÏ ÉÍÅÅÔÓÑ Ä×ÕÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Õ ËÏÔÏÒÙÈÁ) ÓÒÅÄÉ �ÉÆÒ ÅÓÔØ ÈÏÔØ ÏÄÎÁ �ÑÔ£ÒËÁ?Â) �ÉÆÒÁ ÄÅÓÑÔËÏ× ÍÅÎØÛÅ �ÉÆÒÙ ÅÄÉÎÉ�?×) �ÉÆÒÁ ÄÅÓÑÔËÏ× ÂÏÌØÛÅ �ÉÆÒÙ ÅÄÉÎÉ�?14.2.(15) ðÏÄÒÑÄ ×Ù�ÉÓÁÎÙ ×ÓÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 1 ÄÏ 100. óËÏÌØ-ËÏ ÒÁÚ × ÜÔÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ �ÉÆÒÙ: Á) 0, Â) 1, ×) 3?14.3.(15) óËÏÌØËÏ ÓÒÅÄÉ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 10 ÄÏ 1000 ÔÁËÉÈ,Á) × ÚÁ�ÉÓÉ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÔÒÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ �É-ÆÒÙ?Â) Õ ËÏÔÏÒÙÈ ËÁÖÄÁÑ �ÏÓÌÅÄÕÀÝÁÑ �ÉÆÒÁ ÂÏÌØÛÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ?×) Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ ÒÁ×ÎÁ 9?14.4.(10) éÚ Ä×ÕÈ Ó�ÏÒÔÉ×ÎÙÈ ÏÂÝÅÓÔ×, ÎÁÓÞÉÔÙ×ÁÀÝÉÈ �Ï100 ÆÅÈÔÏ×ÁÌØÝÉËÏ× ËÁÖÄÏÅ, ÎÁÄÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÆÅÈÔÏ-×ÁÌØÝÉËÕ ÄÌÑ ÕÞÁÓÔÉÑ × ÓÏÓÔÑÚÁÎÉÉ. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÅÔÂÙÔØ ÓÄÅÌÁÎ ÜÔÏÔ ×ÙÂÏÒ?14.5.(10) åÓÔØ 5 ×ÉÄÏ× ËÏÎ×ÅÒÔÏ× ÂÅÚ ÍÁÒÏË É 4 ×ÉÄÁ ÍÁÒÏË ÏÄ-ÎÏÇÏ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔ×Á. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ËÏÎ×ÅÒÔÓ ÍÁÒËÏÊ ÄÌÑ �ÏÓÙÌËÉ �ÉÓØÍÁ?14.6.(10) óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÇÌÁÓÎÕÀ É ÓÏ-ÇÌÁÓÎÕÀ ÂÕË×Ù ÉÚ ÓÌÏ×Á Á) �ËÁÍÚÏÌ�; Â) �ÚÄÁÎÉÅ�?14.7.(10) âÒÏÓÁÀÔ ÉÇÒÁÌØÎÕÀ ËÏÓÔØ Ó ÛÅÓÔØÀ ÇÒÁÎÑÍÉ É ÚÁ-�ÕÓËÁÀÔ ×ÏÌÞÏË, ÉÍÅÀÝÉÊ 8 ÇÒÁÎÅÊ. óËÏÌØËÉÍÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ Ó�Ï-ÓÏÂÁÍÉ ÍÏÇÕÔ ÏÎÉ Õ�ÁÓÔØ?14.8.(10) îÁ ×ÅÒÛÉÎÕ ÇÏÒÙ ×ÅÄÕÔ �ÑÔØ ÄÏÒÏÇ. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�Ï-ÓÏÂÁÍÉ ÔÕÒÉÓÔ ÍÏÖÅÔ �ÏÄÎÑÔØÓÑ ÎÁ ÇÏÒÕ É Ó�ÕÓÔÉÔØÓÑ Ó ÎÅ£? áÅÓÌÉ Ó�ÕÓË É �ÏÄß£Í �ÒÏÉÓÈÏÄÑÔ �Ï ÒÁÚÎÙÍ �ÕÔÑÍ?14.9.(10) îÁ ÆÅÒÍÅ ÅÓÔØ 20 Ï×Å� É 24 Ó×ÉÎØÉ. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏ-ÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÏÄÎÕ Ï×�Õ É ÏÄÎÕ Ó×ÉÎØÀ? åÓÌÉ ÔÁËÏÊ ×ÙÂÏÒÕÖÅ ÓÄÅÌÁÎ, ÓËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÅÝ£ ÒÁÚ?14.10.(10) óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÎÁ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊÄÏÓËÅ Ä×Á Ë×ÁÄÒÁÔÁ | ÂÅÌÙÊ É Þ£ÒÎÙÊ? á ÅÓÌÉ ÎÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊÎÁ �×ÅÔ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×?14.11.(10) óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÎÁ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊÄÏÓËÅ ÂÅÌÙÊ É Þ£ÒÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔÙ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ É ×ÅÒÔÉËÁÌÉ?



186 ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ É ÔÅÏÒÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ14.12.(10) éÚ 12 ÓÌÏ× ÍÕÖÓËÏÇÏ ÒÏÄÁ, 9 ÖÅÎÓËÏÇÏ É 10 ÓÒÅÄÎÅÇÏÎÁÄÏ ×ÙÂÒÁÔØ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÓÌÏ×Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÏÄÁ. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁ-ÍÉ ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏÔ ×ÙÂÏÒ?14.13.(10) éÍÅÅÔÓÑ 6 �ÁÒ �ÅÒÞÁÔÏË ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÏ×. óËÏÌØ-ËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÉÚ ÎÉÈ ÏÄÎÕ �ÅÒÞÁÔËÕ ÎÁ ÌÅ×ÕÀÒÕËÕ É ÏÄÎÕ | ÎÁ �ÒÁ×ÕÀ ÒÕËÕ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÜÔÉ �ÅÒÞÁÔËÉ ÂÙÌÉÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÏ×?14.14.(10) éÚ ÔÒ£È ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÏ× ÕÞÅÂÎÉËÁ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÓÅÍÉ ÜËÚÅÍ-�ÌÑÒÏ× ÕÞÅÂÎÉËÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÓÅÍÉ ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÏ× ÕÞÅÂÎÉËÁ ÔÒÉÇÏ-ÎÏÍÅÔÒÉÉ ÎÁÄÏ ×ÙÂÒÁÔØ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÕ ËÁÖÄÏÇÏ ÕÞÅÂÎÉËÁ.óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ?14.15.(10) ÷ ÍÁÇÁÚÉÎÅ ÅÓÔØ 6 ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÏ× ÒÏÍÁÎÁ �òÕÄÉÎ�, 3 |ÒÏÍÁÎÁ �ä×ÏÒÑÎÓËÏÅ ÇÎÅÚÄÏ� É 4 | ÒÏÍÁÎÁ �ïÔ�Ù É ÄÅÔÉ�. ëÒÏÍÅÔÏÇÏ, ÅÓÔØ 5 ÔÏÍÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÒÏÍÁÎÙ �òÕÄÉÎ� É �ä×ÏÒÑÎÓËÏÅÇÎÅÚÄÏ�, É 7 ÔÏÍÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÒÏÍÁÎÙ �ä×ÏÒÑÎÓËÏÅ ÇÎÅÚÄÏ� É�ïÔ�Ù É ÄÅÔÉ�. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ �ÏËÕ�ËÕ, ÓÏ-ÄÅÒÖÁÝÕÀ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÕ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÒÏÍÁÎÏ×?14.16.(10) òÅÛÉÔÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ, ÅÓÌÉ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × ÍÁ-ÇÁÚÉÎÅ ÅÓÔØ 3 ÔÏÍÁ, × ËÏÔÏÒÙÅ ×ÈÏÄÑÔ �òÕÄÉÎ� É �ïÔ�Ù É ÄÅÔÉ�.14.17.(10) ÷ ËÏÒÚÉÎÅ | 12 ÑÂÌÏË É 10 Á�ÅÌØÓÉÎÏ×. ÷ÁÎÑ ×ÙÂÉ-ÒÁÅÔ ÉÚ ÎÅ£ ÑÂÌÏËÏ ÉÌÉ Á�ÅÌØÓÉÎ, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ îÁÄÑ ÂÅÒÅÔ É ÑÂÌÏËÏ, ÉÁ�ÅÌØÓÉÎ. ëÏÇÄÁ îÁÄÑ ÉÍÅÅÔ ÂÏÌØÛÕÀ Ó×ÏÂÏÄÕ ×ÙÂÏÒÁ: ÅÓÌÉ ÷ÁÎÑ×ÚÑÌ ÑÂÌÏËÏ ÉÌÉ ÅÓÌÉ Á�ÅÌØÓÉÎ?14.18.(15) éÍÅÀÔÓÑ ÔÒÉ ×ÏÌÞËÁ Ó 6, 8 É 10 ÇÒÁÎÑÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ. óËÏÌØËÉÍÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÇÕÔ ÏÎÉ Õ�ÁÓÔØ? �ÁÖÅ ÚÁÄÁÞÁ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ä×Á ×ÏÌÞËÁ Õ�ÁÌÉÎÁ ÓÔÏÒÏÎÕ, �ÏÍÅÞÅÎÎÕÀ �ÉÆÒÏÊ 1.14.19.(15) íÏÖÎÏ ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ ÇÒÁÎÉ ËÕÂÁ ÌÉÂÏ ×ÓÅ × ÂÅÌÙÊ�×ÅÔ, ÌÉÂÏ ×ÓÅ × Þ£ÒÎÙÊ, ÌÉÂÏ ÞÁÓÔØ × ÂÅÌÙÊ É ÞÁÓÔØ × Þ£ÒÎÙÊ.óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ Ó�ÏÓÏÂÏ× ÏËÒÁÓËÉ? (ä×Á ËÕÂÁ ÓÞÉ-ÔÁÀÔÓÑ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÎÙÍÉ ÒÁÚÌÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÎÅÌØÚÑ �ÅÒÅ�ÕÔÁÔØ, ËÁËÂÙ ÏÎÉ ÎÉ �ÅÒÅ×ÏÒÁÞÉ×ÁÌÉÓØ.)14.20.(15) óËÏÌØËÏ ÓÒÅÄÉ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 100 ÄÏ 10000 ÔÁËÉÈ, ×ÚÁ�ÉÓÉ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÔÒÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ �ÉÆÒÙ?
14.2. òÁÚÍÅÝÅÎÉÑ, �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÓÏÞÅÔÁÎÉÑðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {a1; : : : ; an}, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ n ÒÁÚÎÙÈ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ×. ÷ÙÂÏÒËÏÊ ÏÂß£ÍÁ r ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {ai1 ; : : : ; air},ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ r ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ. üÌÅÍÅÎÔÙ ×ÙÂÏÒËÉ ÍÏÇÕÔ



14. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ 187ÂÙÔØ ËÁË ÒÁÚÎÙÍÉ, ÔÁË É ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏ-ÔÒÅÔØ ×ÙÂÏÒËÕ ×ÉÄÁ {a1; : : : ; a1}).÷ÙÂÏÒËÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ É�ÏÒÑÄÏË ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÅÎ (Ô. Å. ×ÙÂÏÒËÉ ÒÁÚÎÙÅ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÒÁÚ-ÌÉÞÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ �ÏÒÑÄËÏÍ) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÒÁÚÍÅÝÅÎÉÑÍÉ Ó �Ï-×ÔÏÒÅÎÉÅÍ. þÉÓÌÏ ÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ Arn É Arn = nr. (üÔÏ ÌÅÇËÏÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ �ÒÁ×ÉÌÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ: ÎÁ �ÅÒ×ÏÍ ÍÅÓÔÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØn ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÎÁ ×ÔÏÒÏÍ | ÔÁËÖÅ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, . . . , ÎÁ r-Í |n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.)÷ÙÂÏÒËÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÒÁÚÎÙÅ, Á �ÏÒÑÄÏË �Ï-�ÒÅÖ-ÎÅÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÅÎ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÒÁÚÍÅÝÅÎÉÑÍÉ (ÂÅÚ �Ï×ÔÏÒÅÎÉÊ).éÈ ÞÉÓÌÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ Arn É Arn = n(n − 1) : : : (n − r + 1) == n!=(n− r)!.òÁÚÍÅÝÅÎÉÑ ÂÅÚ �Ï×ÔÏÒÅÎÉÑ �ÒÉ r = n ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×-ËÁÍÉ. (�ÁËÉÅ ×ÙÂÏÒËÉ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ �ÏÒÑÄËÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.)éÈ ÞÉÓÌÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ òn É òn = n · (n− 1) · : : : · 1 = n!. (0! �ÒÉÎÑÔÏÓÞÉÔÁÔØ ÒÁ×ÎÙÍ 1.)÷ÙÂÏÒËÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÒÁÚÎÙÅ, Á �ÏÒÑÄÏË ÎÅÓÕÝÅ-ÓÔ×ÅÎÅÎ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÏÞÅÔÁÎÉÑÍÉ (ÂÅÚ �Ï×ÔÏÒÅÎÉÊ) ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ× �Ï r. (�ÁËÉÅ ×ÙÂÏÒËÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÓÏÓÔÁ×ÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×,ÎÏ ÎÅ �ÏÒÑÄËÏÍ.) éÈ ÞÉÓÌÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔCrn = ArnPr = n(n− 1) : : : (n− r + 1)r! = n!r!(n− r)! :üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÏÞÅÔÁÎÉÑ ÍÏÖÎÏÓÄÅÌÁÔØ r! �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË, Á ÞÉÓÌÏ ÜÔÉÈ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ Crn É �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ r! · Crn = Arn.âÕË×Ù ÁÚÂÕËÉ íÏÒÚÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ËÁË �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏ-ÞÅË É ÔÉÒÅ. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÂÕË× ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ, ÅÓÌÉ ÉÓ-�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ËÏÄÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ 5 ÓÉÍ×ÏÌÏ×?òÅÛÅÎÉÅ. éÓÈÏÄÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈÜÌÅÍÅÎÔÏ×: ÔÏÞËÉ É ÔÉÒÅ. �ÁË ËÁË ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ �ÑÔØ ÓÉÍ×ÏÌÏ×,ÔÏ ×ÙÂÏÒËÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÑÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ �Ï×ÔÏÒÑÔØ-ÓÑ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÙÂÏÒÏË, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÂÕË×Õ, ÒÁ×ÎÏ 25 = 32 = A52.óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ × ÆÕÔÂÏÌØÎÏÊ ËÏÍÁÎÄÅ (11 ÞÅÌÏ×ÅË)ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ËÁ�ÉÔÁÎÁ É ÅÇÏ ÚÁÍÅÓÔÉÔÅÌÑ?òÅÛÅÎÉÅ. ëÁ�ÉÔÁÎÏÍ ÍÏÖÅÔ ÓÔÁÔØ ÌÀÂÏÊ ÉÚ 11 ÆÕÔÂÏÌÉÓÔÏ×.ðÏÓÌÅ ×ÙÂÏÒÁ ËÁ�ÉÔÁÎÁ ÎÁ ÒÏÌØ ÅÇÏ ÚÁÍÅÓÔÉÔÅÌÑ ÍÏÇÕÔ �ÒÅÔÅÎÄÏ-×ÁÔØ 10 ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÞÅÌÏ×ÅË. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÅÇÏ ÅÓÔØ 11 · 10 == 110 = A211 ÒÁÚÎÙÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ×ÙÂÏÒÁ.



188 ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ É ÔÅÏÒÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊóËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÌÏÖÉÔØ × ÒÑÄ ËÒÁÓÎÙÊ, Þ£Ò-ÎÙÊ, ÓÉÎÉÊ É ÚÅÌ£ÎÙÊ ÛÁÒÉËÉ?òÅÛÅÎÉÅ. îÁ �ÅÒ×ÏÅ ÍÅÓÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£ÈÛÁÒÉËÏ×, ÎÁ ×ÔÏÒÏÅ | ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÔÒ£È ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ, ÎÁ ÔÒÅÔØÅ |ÌÀÂÏÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ, Á ÎÁ ÞÅÔ×£ÒÔÏÅ | �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÏÓÔÁ×-ÛÉÊÓÑ ÛÁÒÉË. éÔÁË, ÏÔ×ÅÔ: 4! = 24 = P4.÷ ÓÔÒÁÎÅ 20 ÇÏÒÏÄÏ×, ËÁÖÄÙÅ Ä×Á ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ Á×ÉÁ-ÌÉÎÉÅÊ. óËÏÌØËÏ Á×ÉÁÌÉÎÉÊ × ÜÔÏÊ ÓÔÒÁÎÅ?òÅÛÅÎÉÅ. ëÁÖÄÁÑ Á×ÉÁÌÉÎÉÑ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ Ä×Á ÇÏÒÏÄÁ. ÷ ËÁÞÅ-ÓÔ×Å �ÅÒ×ÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÏÊ ÉÚ 20 ÇÏÒÏÄÏ× (ÇÏÒÏÄ á),Á × ËÁÞÅÓÔ×Å ×ÔÏÒÏÇÏ | ÌÀÂÏÊ ÉÚ 19 ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ (ÇÏÒÏÄ ÷). ðÅ-ÒÅÍÎÏÖÉ× ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ, �ÏÌÕÞÁÅÍ 20 · 19 = 380. ïÄÎÁËÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ�ÏÄÓÞ£ÔÅ ËÁÖÄÁÑ Á×ÉÁÌÉÎÉÑ ÕÞÔÅÎÁ Ä×ÁÖÄÙ (�ÅÒ×ÙÊ ÒÁÚ, ËÏÇÄÁ ×ËÁÞÅÓÔ×Å �ÅÒ×ÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ ÂÙÌ ×ÙÂÒÁÎ ÇÏÒÏÄ á, Á ×ÔÏÒÏÇÏ | ÇÏÒÏÄ÷, Á ×ÔÏÒÏÊ ÒÁÚ | ÎÁÏÂÏÒÏÔ). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÉÓÌÏ Á×ÉÁÌÉÎÉÊÒÁ×ÎÏ 380 : 2 = 190 = C220.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏÄÏÂÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ É × ÇÌÁ×Å �çÒÁÆÙ��ÒÉ �ÏÄÓÞ£ÔÅ ÞÉÓÌÁ Ò£ÂÅÒ �ÏÌÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ.14.21.(10) óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÒÉ ÒÁÚÎÙÅËÒÁÓËÉ ÉÚ �ÑÔÉ?14.22.(10) Á) óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÔÒ£È�×ÅÔ-ÎÙÊ �ÏÌÏÓÁÔÙÊ ÆÌÁÇ, ÅÓÌÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÍÁÔÅÒÉÁÌ �ÑÔÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �×Å-ÔÏ×? Â) á ÅÓÌÉ ÏÄÎÁ ÉÚ �ÏÌÏÓ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ËÒÁÓÎÏÊ?14.23.(10) óËÏÌØËÏ ÓÌÏ×ÁÒÅÊ ÎÁÄÏ ÉÚÄÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÍÏÖÎÏ ÂÙ-ÌÏ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ×Ù�ÏÌÎÑÔØ �ÅÒÅ×ÏÄÙ Ó ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ �ÑÔÉ ÑÚÙ-ËÏ×: ÒÕÓÓËÏÇÏ, ÁÎÇÌÉÊÓËÏÇÏ, ÆÒÁÎ�ÕÚÓËÏÇÏ, ÉÓ�ÁÎÓËÏÇÏ É ÎÅÍÅ�ËÏ-ÇÏ? (ëÁÖÄÙÊ ÓÌÏ×ÁÒØ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÔØ Ä×ÕÈÓÔÏÒÏÎÎÉÊ �Å-ÒÅ×ÏÄ.)14.24.(10) îÁ ÓËÏÌØËÏ ÂÏÌØÛÅ ÓÌÏ×ÁÒÅÊ �ÒÉÄ£ÔÓÑ ÉÚÄÁÔØ, ÅÓÌÉÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÑÚÙËÏ× ÒÁ×ÎÏ 10?14.25.(15) óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÉÚ �ÏÌÎÏÊ ËÏ-ÌÏÄÙ ËÁÒÔ (52 ÌÉÓÔÁ) �Ï ÏÄÎÏÊ ËÁÒÔÅ ËÁÖÄÏÊ ÍÁÓÔÉ? �Ï ÖÅ ÓÁÍÏÅ�ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ×ÙÎÕÔÙÈ ËÁÒÔ ÎÅÔ ÎÉ ÏÄÎÏÊ �ÁÒÙ ÏÄÉÎÁ-ËÏ×ÙÈ, ÔÏ ÅÓÔØ Ä×ÕÈ ËÏÒÏÌÅÊ, Ä×ÕÈ ÄÅÓÑÔÏË É Ô. Ä.14.26.(15) óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÉÚ �ÏÌÎÏÊ ËÏ-ÌÏÄÙ ËÁÒÔ �Ï ÏÄÎÏÊ ËÁÒÔÅ ËÁÖÄÏÊ ÍÁÓÔÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁÒÔÙ ËÒÁÓ-ÎÙÈ ÍÁÓÔÅÊ É ËÁÒÔÙ Þ£ÒÎÙÈ ÍÁÓÔÅÊ ÏÂÒÁÚÏ×Ù×ÁÌÉ �ÁÒÙ (ÎÁ�ÒÉ-ÍÅÒ, ÄÅ×ÑÔËÉ �ÉË É ÔÒÅÆ É ×ÁÌÅÔÙ ÂÕÂÅÎ É ÞÅÒ×ÅÊ)?14.27.(10) óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ 5 ÄÅ×ÕÛÅË É 3 ÀÎÏÛÉ ÍÏÇÕÔÒÁÚÂÉÔØÓÑ ÎÁ Ä×Å ËÏÍÁÎÄÙ �Ï 4 ÞÅÌÏ×ÅËÁ × ËÁÖÄÏÊ ËÏÍÁÎÄÅ, ÅÓÌÉ× ËÁÖÄÏÊ ËÏÍÁÎÄÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÀÎÏÛÅ?



14. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ 18914.28.(10) óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÌÁÔØ 6 �ÉÓÅÍ, ÅÓÌÉÄÌÑ ÉÈ �ÅÒÅÄÁÞÉ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÌÁÔØ ÔÒ£È ËÕÒØÅÒÏ× É ËÁÖÄÏÅ �ÉÓØÍÏÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ ÌÀÂÏÍÕ ÉÚ ËÕÒØÅÒÏ×?14.29.(10) óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÅÍÉÚÎÁÞÎÙÈ ÔÅÌÅ-ÆÏÎÎÙÈ ÎÏÍÅÒÏ×?14.30.(10) óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÅÌÅÆÏÎÎÙÈ ÎÏÍÅ-ÒÏ×, ÅÓÌÉ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÎÏÍÅÒ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 7 �ÉÆÒ(ÔÅÌÅÆÏÎÎÙÊ ÎÏÍÅÒ ÍÏÖÅÔ ÎÁÞÉÎÁÔØÓÑ Ó 0)?14.31.(10) ðÕÓÔØ ÂÕË×Ù ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÁÚÂÕËÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ËÁË �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË, ÔÉÒÅ É �ÒÏÂÅÌÏ×. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÂÕË×ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ, ÅÓÌÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ 5 ÓÉÍ×ÏÌÏ×?14.32.(10) óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÅÍÉÚÎÁÞÎÙÈ ÔÅÌÅ-ÆÏÎÎÙÈ ÎÏÍÅÒÏ×, ÅÓÌÉ × ËÁÖÄÏÍ ÎÏÍÅÒÅ ÎÅÔ �Ï×ÔÏÒÑÀÝÉÈÓÑ �ÉÆÒ?14.33.(10) óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÎÙÈ ÉÓÈÏÄÏ× ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁ,Ó×ÑÚÁÎÎÏÇÏ Ó n ÂÒÏÓÁÎÉÑÍÉ ÍÏÎÅÔÙ? (éÓÈÏÄÙ Ä×ÕÈ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ×ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÒÁÚÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÞÅÒ£ÄÎÏÓÔØ ×Ù�ÁÄÅÎÉÑ ÇÅÒÂÏ× × ÜÔÉÈÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÈ ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÞÅÒ£ÄÎÏÓÔØÀ ×Ù�ÁÄÅÎÉÑ �ÉÆÒ.)14.34.(10) óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÉÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÓÅÍÉ ÕÞÅ-ÎÉËÏ×, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈ ÕÞÅÎÉËÁ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÒÑÄÏÍÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ?14.35.(15) îÁ ÓÏÂÒÁÎÉÉ ÄÏÌÖÎÙ ×ÙÓÔÕ�ÉÔØ �ÑÔØ ÞÅÌÏ×ÅË: á, â,÷, ç É ä. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÔØ ÉÈ × Ó�ÉÓËÅÏÒÁÔÏÒÏ× �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, Á) ÞÔÏ â ÎÅ ÄÏÌÖÅÎ ×ÙÓÔÕ�ÁÔØ ÄÏ ÔÏÇÏ, ËÁË×ÙÓÔÕ�ÉÔ á; Â) ÞÔÏ á ÄÏÌÖÅÎ ×ÙÓÔÕ�ÉÔØ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ �ÅÒÅÄâ. 14.36.(15) Á) óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÁÄÉÔØ ÚÁ ËÒÕÇ-ÌÙÊ ÓÔÏÌ �ÑÔØ ÍÕÖÞÉÎ É �ÑÔØ ÖÅÎÝÉÎ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÉËÁËÉÅ Ä×Á ÌÉ-�Á ÏÄÎÏÇÏ �ÏÌÁ ÎÅ ÓÉÄÅÌÉ ÒÑÄÏÍ?Â) á ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÓÁÄÑÔÓÑ ÎÅ ÚÁ ÓÔÏÌ,Á ÎÁ ËÁÒÕÓÅÌØ, É Ó�ÏÓÏÂÙ, �ÅÒÅÈÏÄÑÝÉÅ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ �ÒÉ ×ÒÁÝÅÎÉÉËÁÒÕÓÅÌÉ, ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÍÉ.14.37.(15) éÚ ËÏÌÏÄÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ 52 ËÁÒÔÙ, ×ÙÎÕÌÉ 10 ËÁÒÔ.÷Ï ÓËÏÌØËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ËÁÒÔ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÔÕÚ?÷Ï ÓËÏÌØËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÔÕÚ? ÷Ï ÓËÏÌØËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÎÅ ÍÅÎÅÅÄ×ÕÈ ÔÕÚÏ×? òÏ×ÎÏ Ä×Á ÔÕÚÁ?14.38.(10) îÁ ÖÅÌÅÚÎÏÄÏÒÏÖÎÏÊ ÓÔÁÎ�ÉÉ ÉÍÅÅÔÓÑ m Ó×ÅÔÏ-ÆÏÒÏ×. óËÏÌØËÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÁÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÉÇÎÁÌÏ×, ÅÓÌÉ ËÁ-ÖÄÙÊ Ó×ÅÔÏÆÏÒ ÉÍÅÅÔ ÔÒÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ: ËÒÁÓÎÙÊ, Ö£ÌÔÙÊ É ÚÅÌ£ÎÙÊ?14.39.(10) ÷ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×Å ÎÅ ÂÙÌÏ Ä×ÕÈ ÖÉÔÅÌÅÊ ÓÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÚÕÂÏ×. ëÁËÏ×Á ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÞÉ-ÓÌÅÎÎÏÓÔØ ÎÁÓÅÌÅÎÉÑ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×Á (ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÚÕÂÏ× ÒÁ×-ÎÏ 32)?



190 ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ É ÔÅÏÒÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ14.40.(15) ÷ ËÕ�Å ÖÅÌÅÚÎÏÄÏÒÏÖÎÏÇÏ ×ÁÇÏÎÁ ÉÍÅÅÔÓÑ Ä×Á �ÒÏ-ÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÄÉ×ÁÎÁ �Ï 5 ÍÅÓÔ × ËÁÖÄÏÍ. éÚ 10 �ÁÓÓÁÖÉÒÏ× ÞÅ-Ô×ÅÒÏ ÖÅÌÁÀÔ ÓÉÄÅÔØ ÌÉ�ÏÍ Ë �ÁÒÏ×ÏÚÕ, Á ÔÒÏÅ | Ó�ÉÎÏÊ Ë �ÁÒÏ-×ÏÚÕ, ÏÓÔÁÌØÎÙÍ ÔÒÏÉÍ ÂÅÚÒÁÚÌÉÞÎÏ, ËÁË ÓÉÄÅÔØ. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�Ï-ÓÏÂÁÍÉ ÍÏÇÕÔ ÒÁÚÍÅÓÔÉÔØÓÑ �ÁÓÓÁÖÉÒÙ?14.41.(10) ÷ ÍÅÓÔËÏÍ ÉÚÂÒÁÎÙ 9 ÞÅÌÏ×ÅË. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ �ÒÅÄÓÅÄÁÔÅÌÑ, ÚÁÍÅÓÔÉÔÅÌÑ �ÒÅÄÓÅÄÁÔÅÌÑ,ÓÅËÒÅÔÁÒÑ É ËÕÌØÔÏÒÇÁ?14.42.(10) óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÉÚ ÓÏÓÔÁ×Á ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ, ÎÁËÏÔÏÒÏÊ �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ 52 ÞÅÌÏ×ÅËÁ, ÍÏÖÎÏ ÉÚÂÒÁÔØ ÄÅÌÅÇÁ�ÉÀ, ÓÏ-ÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ 5 ÞÅÌÏ×ÅË?14.43.(15) á×ÔÏÍÏÂÉÌØÎÙÅ ÎÏÍÅÒÁ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ, Ä×ÕÈ ÉÌÉÔÒ£È ÂÕË× É ÞÅÔÙÒ£È �ÉÆÒ. îÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÎÏÍÅÒÏ×, ÅÓÌÉ ÉÓ-�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ 32 ÂÕË×Ù ÒÕÓÓËÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ.14.44.(15) óËÏÌØËÉÍÉ ÒÁÚÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ30 ÔÏÍÏ× ÎÁ ËÎÉÖÎÏÊ �ÏÌËÅ, ÞÔÏÂÙ: Á) ÔÏÍÁ 1 É 2 ÓÔÏÑÌÉ ÒÑÄÏÍ;Â) ÔÏÍÁ 3 É 4 ÒÑÄÏÍ ÎÅ ÓÔÏÑÌÉ?14.45.(15) óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÁËËÏÒÄÏ× ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÎÁ 10 ×Ù-ÂÒÁÎÎÙÈ ËÌÁ×ÉÛÁÈ ÒÏÑÌÑ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÁËËÏÒÄ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÔ 3 ÄÏ 10Ú×ÕËÏ×?14.46.(15) óÏÂÒÁÎÉÅ ÉÚ 40 ÞÅÌÏ×ÅË ÉÚÂÉÒÁÅÔ �ÒÅÄÓÅÄÁÔÅÌÑ, ÓÅ-ËÒÅÔÁÒÑ É 5 ÞÌÅÎÏ× ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÍÉÓÓÉÉ. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÎÙÈ ËÏÍÉÓÓÉÊÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÏ?þÉÓÌÁ Crn ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÒÑÄÏÍ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ×. üÔÉ Ó×ÏÊ-ÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ �Ï-ÒÁÚÎÏÍÕ. éÎÏÇÄÁ ÕÄÏÂÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ Crn. ïÄÎÁËÏ ÞÁÓÔÏ ÕÄÁÅÔÓÑ �ÏÌÕÞÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍÉ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÉÄÅÑ ÓÏÓÔÏÉÔ × �ÏÄ-ÓÞÉÔÙ×ÁÎÉÉ ÞÉÓÌÁ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÉÄÁ É ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ÜÔÉÈËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ ÎÁ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ËÌÁÓÓÙ.14.47.(15) Crn = Cn−rn .14.48.(15) Crn = Cr−1n−1 + Crn−1.14.49.(15) C0n + C1n + : : :+ Cnn = 2n.14.50.(20) Cnn + : : :+ Cnn+m−1 = Cn+1n+m.14.51.(20) (C0n)2 + : : :+ (Cnn)2 = Cn2n.14.52.(15) C0n − C1n + C2n − : : :+ (−1)nCnn = 0.14.53.(20) nm−C1n(n− 1)m+C2n(n− 2)m− : : :+(−1)n−1Cn−1n ×
× (n− (n− 1))m = 0.ó ÞÉÓÌÁÍÉ Crn Ó×ÑÚÁÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ:(a+b)n = C0nan+C1nan−1b+C2nan−2b2+: : :+Cmn an−mbm+: : :+Cnnbn:14.54.(15) äÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ.



14. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ 191òÁÚÂÅÒ£Í ÅÝ£ ÚÁÄÁÞÕ, × ÒÅÛÅÎÉÉ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÞÉÓÌÁ ÓÏ-ÞÅÔÁÎÉÊ.ðÌÁÎ ÇÏÒÏÄÁ ÉÍÅÅÔ ÓÈÅÍÕ, ÉÚÏÂÒÁÖ£ÎÎÕÀ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ. îÁ ×ÓÅÈÕÌÉ�ÁÈ ××ÅÄÅÎÏ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ: ÍÏÖÎÏ ÅÈÁÔØ ÔÏÌØËÏ�×�ÒÁ×Ï� ÉÌÉ �××ÅÒÈ �. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÎÙÈ ÍÁÒÛÒÕÔÏ×, ×ÅÄÕÝÉÈ ÉÚ ÌÅ-×ÏÇÏ ÎÉÖÎÅÇÏ ÕÇÌÁ × �ÒÁ×ÙÊ ×ÅÒÈÎÉÊ?òÅÛÅÎÉÅ. äÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÎÁÚÏ×ÅÍ ÕÌÉ�ÅÊÏÔÒÅÚÏË ÉÚÏÂÒÁÖ£ÎÎÏÊ ÓÅÔËÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊÄ×Á ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÕÚÌÁ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÍÁÒÛÒÕÔÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÏ×ÎÏ 13 ÕÌÉ�, �ÒÉÞ£Í 8 ÉÚ ÎÉÈ ÒÁÓ-�ÏÌÏÖÅÎÙ �Ï ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ, Á 5 | �Ï ×ÅÒÔÉËÁ-ÌÉ. óÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÍÁÒÛÒÕÔÕ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÕË× ç É ÷ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:�ÒÉ �ÒÏÈÏÖÄÅÎÉÉ �ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ� ÕÌÉ�Ù ÍÁÒÛÒÕÔÁ ÂÕÄÅÍ ÄÏ�É-ÓÙ×ÁÔØ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÕË×Õ ç, Á �ÒÉ �ÒÏÈÏÖÄÅÎÉÉ �×ÅÒÔÉ-ËÁÌØÎÏÊ� ÕÌÉ�Ù | ÂÕË×Õ ÷. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÁÒÛÒÕÔÕ, ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÍÕÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØç÷÷ççç÷çç÷÷çç:ëÁÖÄÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ 13 ÂÕË× | 8 ÂÕË× ç É5 ÂÕË× ÷. ÷ÙÞÉÓÌÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. ðÏ-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ÉÚ 5 ÍÅÓÔ, ÎÁ ËÏ-ÔÏÒÙÈ × ÎÅÊ ÓÔÏÑÔ ÂÕË×Ù ÷ (ÉÌÉ ÎÁÂÏÒÏÍ ÉÚ 8 ÍÅÓÔ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈÓÔÏÑÔ ÂÕË×Ù ç). ðÑÔØ ÍÅÓÔ ÉÚ 13 ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ C513 Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ.ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÞÉÓÌÏ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÍÁÒÛÒÕÔÏ×, ÒÁ×ÎÏ C513.ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ × �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ m × n ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞ-ÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ �ÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÏÔ×ÅÔÕ Cmm+n (ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏÖÅ ÓÁÍÏÅ,Cnm+n).14.3. ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ É ÓÏÞÅÔÁÎÉÑÓ �Ï×ÔÏÒÅÎÉÑÍÉ. ëÏÍÂÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉòÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÉÅ ×ÙÂÏÒËÉ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁA = {a1; a2; : : : ; ak}, ×ËÏÔÏÒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔ a1 ×ÈÏÄÉÔ n1 ÒÁÚ, a2 | n2 ÒÁÚ, . . . , ak | nk ÒÁÚ.�ÏÇÄÁ ÏÂÝÉÊ ÏÂß£Í ×ÙÂÏÒËÉ ÒÁ×ÅÎm = n1 + n2 + : : :+ nk:îÁÂÏÒ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (n1; : : : ; nk) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÏÓÔÁ×ÏÍ×ÙÂÏÒËÉ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, {A;A;C;B;A;C} | ×ÙÂÏÒËÁ ÓÏÓÔÁ×Á (3; 1; 2)ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {A;B;C}.



192 ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ É ÔÅÏÒÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊþÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÙÂÏÒÏË ÏÄÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÉÚ m ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ �Ï×ÔÏÒÅÎÉÊn1; : : : ; nk. üÔÏ ÞÉÓÌÏ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ:pm(n1; : : : ; nk) = m!n1!n2! : : : nk! :þÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÏÓÔÁ×Ï× ×ÙÂÏÒËÉ ÏÂß£ÍÁ m, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÊÉÚ k ÇÒÕ�� ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÒÁ×ÎÏCmk = Cmk+m−1 = (k +m− 1)!m! (k − 1)!É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ Ó �Ï×ÔÏÒÅÎÉÑÍÉ ÉÚ m ÜÌÅÍÅÎÔÏ×�Ï k.�ÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÒÁÓ�ÉÓÁÎÉÅ ÏÔ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ �ÏÅÚÄÏ× ÎÁÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÄÎÉ ÎÅÄÅÌÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÞÔÏÂÙ ÔÒÉ ÄÎÑÏÔ�ÒÁ×ÌÑÌÉÓØ �Ï Ä×Á �ÏÅÚÄÁ × ÄÅÎØ, Ä×Á ÄÎÑ | �Ï ÏÄÎÏÍÕ �Ï-ÅÚÄÕ × ÄÅÎØ, Ä×Á ÄÎÑ | �Ï ÔÒÉ �ÏÅÚÄÁ × ÄÅÎØ. óËÏÌØËÏ ÍÏÖÎÏÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÓ�ÉÓÁÎÉÊ?òÅÛÅÎÉÅ. þÉÓÌÏ �ÏÅÚÄÏ×, ÏÔ�ÒÁ×ÌÑÅÍÙÈ × ÄÅÎØ (ÞÉÓÌÁ 1, 2,3) | ÜÔÏ ÔÒÉ ÇÒÕ��Ù ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÁ-×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÂÏÒËÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ × ÒÁÓ�ÉÓÁÎÉÉ ÎÁ ÎÅÄÅÌÀ ÞÉÓÌÏ 1 �Ï-×ÔÏÒÑÅÔÓÑ Ä×Á ÒÁÚÁ, ÞÉÓÌÏ 2 �Ï×ÔÏÒÑÅÔÓÑ ÔÒÉ ÒÁÚÁ É ÞÉÓÌÏ 3 �Ï-×ÔÏÒÑÅÔÓÑ Ä×Á ÒÁÚÁ. þÉÓÌÏ ÒÁÚÎÙÈ ÒÁÓ�ÉÓÁÎÉÊ ÒÁ×ÎÏ p(2; 3; 2) =7!=(2! 3! 2!) = 210.ûÅÓÔØ ÑÝÉËÏ× ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ 6. óËÏÌØËÉÍÉÓ�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ �Ï ÜÔÉÍ ÑÝÉËÁÍ 20 ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÛÁ-ÒÏ× ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÉ ÏÄÉÎ ÑÝÉË ÎÅ ÏËÁÚÁÌÓÑ �ÕÓÔÙÍ?òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÙÌÏÖÉÍ ÛÁÒÙ × ÒÑÄ. äÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÒÁÓËÌÁÄÁÎÁÛÉÈ ÛÁÒÏ× �Ï ÛÅÓÔÉ ÑÝÉËÁÍ ÒÁÚÄÅÌÉÍ ÒÑÄ �ÑÔØÀ �ÅÒÅÇÏÒÏÄËÁ-ÍÉ ÎÁ 6 ÇÒÕ��: �ÅÒ×ÁÑ ÇÒÕ��Á ÄÌÑ �ÅÒ×ÏÇÏ ÑÝÉËÁ, ×ÔÏÒÁÑ | ÄÌÑ×ÔÏÒÏÇÏ É Ô. Ä. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÉÓÌÏ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÒÁÓËÌÁÄËÉ ÛÁÒÏ×�Ï ÑÝÉËÁÍ ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ Ó�ÏÓÏÂÏ× ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ �ÑÔÉ �ÅÒÅÇÏÒÏÄÏË.ðÅÒÅÇÏÒÏÄËÉ ÍÏÇÕÔ ÓÔÏÑÔØ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÉÚ 19 ÍÅÓÔ (ÍÅÖÄÕ 20 ÛÁÒÁ-ÍÉ | 19 �ÒÏÍÅÖÕÔËÏ×). ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ ÉÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅ-ÎÉÊ ÒÁ×ÎÏ C519.ûÅÓÔØ ÑÝÉËÏ× ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ 6. óËÏÌØËÉÍÉÓ�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ �Ï ÜÔÉÍ ÑÝÉËÁÍ 20 ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÛÁ-ÒÏ× (ÎÁ ÜÔÏÔ ÒÁÚ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÑÝÉËÉ ÍÏÇÕÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ �ÕÓÔÙÍÉ)?òÅÛÅÎÉÅ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÑÄ ÉÚ 25 �ÒÅÄÍÅÔÏ×: 20 ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈÛÁÒÏ× É 5 ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ �ÅÒÅÇÏÒÏÄÏË, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÈ × ÌÀÂÏÍ �Ï-ÒÑÄËÅ. ëÁÖÄÙÊ ÔÁËÏÊ ÒÑÄ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ



14. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ 193Ó�ÏÓÏÂÕ ÒÁÓËÌÁÄËÉ ÛÁÒÏ× �Ï ÑÝÉËÁÍ: × �ÅÒ×ÙÊ ÑÝÉË �Ï�ÁÄÁÀÔ ÛÁ-ÒÙ, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÅ ÌÅ×ÅÅ �ÅÒ×ÏÊ �ÅÒÅÇÏÒÏÄËÉ, ×Ï ×ÔÏÒÏÊ | ÒÁÓ-�ÏÌÏÖÅÎÎÙÅ ÍÅÖÄÕ �ÅÒ×ÏÊ É ×ÔÏÒÏÊ �ÅÒÅÇÏÒÏÄËÁÍÉ É Ô. Ä. (íÅÖÄÕËÁËÉÍÉ-ÔÏ �ÅÒÅÇÏÒÏÄËÁÍÉ ÛÁÒÏ× ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÂÙÔØ.) ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉ-ÓÌÏ ÒÁÓËÌÁÄÏË ÛÁÒÏ× �Ï ÑÝÉËÁÍ ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÑÄÏ× ÉÚ20 ÛÁÒÏ× É 5 �ÅÒÅÇÏÒÏÄÏË, Ô. Å. C525 (ÒÑÄ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÅÍÉ �ÑÔØÀÍÅÓÔÁÍÉ ÉÚ 25, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÏÑÔ �ÅÒÅÇÏÒÏÄËÉ).òÅÛÅÎÉÅ 2. óÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ 20 ÛÁÒÏ× ÒÁÓ-�ÏÌÏÖÅÎÉÅ 26 ÛÁÒÏ× ÂÅÚ �ÕÓÔÙÈ ÑÝÉËÏ×, ÄÏÂÁ×É× × ËÁÖÄÙÊ ÑÝÉË�Ï ÏÄÎÏÍÕ ÛÁÒÕ. þÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÊ ×ÙÞÉÓÌÑÌÏÓØ × �ÒÅÄÙ-ÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ. ïÎÏ ÒÁ×ÎÏ C525.14.55.(10) óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ 12 �ÑÔÁËÏ× ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ�Ï �ÑÔÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ËÏÛÅÌØËÁÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÉ ÏÄÉÎ ËÏÛÅÌ£Ë ÎÅÏËÁÚÁÌÓÑ �ÕÓÔÙÍ?14.56.(10) óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ �ÅÒÅ�Ì£ÔÞÉË ÍÏÖÅÔ �ÅÒÅ�ÌÅ-ÓÔÉ 12 ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ËÎÉÇ × ËÒÁÓÎÙÊ, ÚÅÌ£ÎÙÊ ÉÌÉ ÓÉÎÉÊ �ÅÒÅ�Ì£ÔÙ?14.57.(10) óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÏÖÅÒÅÌØÅ,ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ 30 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÂÕÓÉÎ ÎÁ 8 ÞÁÓÔÅÊ (ÒÅÚÁÔØ ÍÏÖÎÏ ÔÏÌØ-ËÏ ÍÅÖÄÕ ÂÕÓÉÎÁÍÉ)?14.58.(10) 30 ÞÅÌÏ×ÅË ÇÏÌÏÓÕÀÔ �Ï 5 �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑÍ. óËÏÌØËÉÍÉÓ�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÇÕÔ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÉÔØÓÑ ÇÏÌÏÓÁ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÇÏÌÏÓÕÅÔÔÏÌØËÏ ÚÁ ÏÄÎÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÞÉÓÌÏ ÇÏÌÏÓÏ×,�ÏÄÁÎÎÙÈ ÚÁ ËÁÖÄÏÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ?14.59.(10) õ ÍÁÍÙ Á) 2 ÑÂÌÏËÁ É 3 ÇÒÕÛÉ; Â) m ÑÂÌÏË É n ÇÒÕÛ;×) 2 ÑÂÌÏËÁ, 3 ÇÒÕÛÉ É 4 Á�ÅÌØÓÉÎÁ. ëÁÖÄÙÊ ÄÅÎØ ÏÎÁ ×ÙÄÁÅÔ ÓÙÎÕ�Ï ÏÄÎÏÍÕ ÆÒÕËÔÕ. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÄÅÌÁÎÏ?14.60.(10) ÷ �ÏÞÔÏ×ÏÍ ÏÔÄÅÌÅÎÉÉ �ÒÏÄÁÀÔÓÑ ÏÔËÒÙÔËÉ 10 ÓÏÒ-ÔÏ×. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ËÕ�ÉÔØ × ÎÅÍ 12 ÏÔËÒÙÔÏË?óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ËÕ�ÉÔØ 8 ÏÔËÒÙÔÏË? á 8 ÒÁÚÎÙÈÏÔËÒÙÔÏË?14.61.(10) óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ ÂÅÌÙÅ ÆÉ-ÇÕÒÙ (Ä×Á ËÏÎÑ, Ä×Á ÓÌÏÎÁ, Ä×Å ÌÁÄØÉ, ÆÅÒÚÑ É ËÏÒÏÌÑ) ÎÁ �ÅÒ×ÏÊÌÉÎÉÉ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÉ?14.62.(10) ðÏÅÚÄ Ó n �ÁÓÓÁÖÉÒÁÍÉ ÄÅÌÁÅÔ m ÏÓÔÁÎÏ×ÏË. óËÏÌØ-ËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÇÕÔ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÉÔØÓÑ �ÁÓÓÁÖÉÒÙ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉÏÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ? �Á ÖÅ ÚÁÄÁÞÁ, ÅÓÌÉ ÕÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÞÉÓÌÏ �ÁÓÓÁ-ÖÉÒÏ×, ×ÙÛÅÄÛÉÈ ÎÁ ÄÁÎÎÏÊ ÏÓÔÁÎÏ×ËÅ.14.63.(15) óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØm+n+Ò �ÒÅÄ-ÍÅÔÏ× ÎÁ ÔÒÉ ÇÒÕ��Ù ÔÁË, ÞÔÏÂÙ × ÏÄÎÏÊ ÂÙÌÏ m, × ÄÒÕÇÏÊ | n,Á × ÔÒÅÔØÅÊ | Ò �ÒÅÄÍÅÔÏ×?



194 ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ É ÔÅÏÒÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ14.64.(15) óËÏÌØËÏ ÒÁÚÎÙÈ ÂÒÁÓÌÅÔÏ× ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÉÚ 5 ÉÚÕ-ÍÒÕÄÏ×, 6 ÒÕÂÉÎÏ× É 7 ÓÁ�ÆÉÒÏ× (×ÓÅ ËÁÍÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ×ÉÄÁ ÏÄÉÎÁËÏ-×Ù), ÅÓÌÉ × ÂÒÁÓÌÅÔ ×ÈÏÄÑÔ ×ÓÅ 18 ËÁÍÎÅÊ?14.65.(10) óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ ÂÕË× ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕ-ÞÉÔØ ÉÚ ÂÕË× ÓÌÏ×Á �íéóóéóéðé�?14.66.(15) óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× �Ï 8 �ÉÒÏÖÎÙÈ × ËÁ-ÖÄÏÍ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ 4 ÓÏÒÔÁ �ÉÒÏÖÎÙÈ?14.67.(15) ìÉÆÔ Ó 7 �ÁÓÓÁÖÉÒÁÍÉ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 10 ÜÔÁ-ÖÁÈ. îÁ ËÁÖÄÏÍ ÜÔÁÖÅ ÍÏÖÅÔ ×ÙÊÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÁÓÓÁÖÉ-ÒÏ× (ÏÔ 0 ÄÏ 7). óËÏÌØËÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ Ó�ÏÓÏÂÏ× ÏÓ×ÏÂÏ-ÖÄÅÎÉÑ ÌÉÆÔÁ? (ó�ÏÓÏÂÙ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÞÉÓÌÏÍ ÌÀÄÅÊ, ×Ù-ÛÅÄÛÉÈ ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÜÔÁÖÅ.)14.68.(15) ðÒÉ ÉÇÒÅ × ÂÒÉÄÖ ÍÅÖÄÕ ÞÅÔÙÒØÍÑ ÉÇÒÏËÁÍÉ ÒÁÓ-�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÏÌÏÄÁ ËÁÒÔ × 52 ÌÉÓÔÁ �Ï 13 ËÁÒÔ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÇÒÏËÕ.óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ Ó�ÏÓÏÂÏ× ÒÁÚÄÁÔØ ËÁÒÔÙ?14.69.(15) óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ m ÂÅÌÙÈ É n Þ£ÒÎÙÈÛÁÒÏ× (m > n) ÒÁÚÌÏÖÉÔØ × ÒÑÄ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÉËÁËÉÅ Ä×Á Þ£ÒÎÙÈÛÁÒÁ ÎÅ ÌÅÖÁÌÉ ÒÑÄÏÍ?14.70.(15) 12 ÕÞÅÎÉËÁÍ ÄÁÎÙ 2 ×ÁÒÉÁÎÔÁ ËÏÎÔÒÏÌØÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ.óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÁÄÉÔØ ÕÞÅÎÉËÏ× × Ä×Á ÒÑÄÁ ÔÁË,ÞÔÏÂÙ Õ ÓÉÄÑÝÉÈ ÒÑÄÏÍ ÂÙÌÉ ÒÁÚÎÙÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ, Á Õ ÓÉÄÑÝÉÈ ÄÒÕÇÚÁ ÄÒÕÇÏÍ ÂÙÌ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ×ÁÒÉÁÎÔ?14.71.(15) îÁ ËÎÉÖÎÏÊ �ÏÌËÅ ÓÔÏÑÔ ËÎÉÇÉ �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ É �ÏÌÏÇÉËÅ | ×ÓÅÇÏ 20 ËÎÉÇ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï×ÁÒÉÁÎÔÏ× ËÏÍ�ÌÅËÔÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ 5 ËÎÉÇ �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ É 5 ËÎÉÇ�Ï ÌÏÇÉËÅ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ËÎÉÇ ÎÁ �ÏÌËÅ �ÏËÁÖÄÏÍÕ �ÒÅÄÍÅÔÕ ÒÁ×ÎÏ 10.÷ ÕÒÎÅ m ÂÅÌÙÈ É n Þ£ÒÎÙÈ ÛÁÒÏ×. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖ-ÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÉÚ ÕÒÎÙ r ÛÁÒÏ×, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÅÌÙÈ ÂÕÄÅÔ k ÛÔÕË?(óÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÛÁÒÙ ËÁÖÄÏÇÏ �×ÅÔÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÏ-ÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ.)òÅÛÅÎÉÅ. k ÂÅÌÙÈ ÛÁÒÏ× ÉÚ m ÂÅÌÙÈ ÛÁÒÏ× ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØCkm Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ, Á ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ r − k Þ£ÒÎÙÈ ÛÁÒÏ× ÉÚ ÇÒÕ��Ù ×n ÛÔÕË | Cr−kn Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÖÄÏÍÕ Ó�ÏÓÏÂÕ ×ÙÂÏÒÁk ÂÅÌÙÈ ÛÁÒÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ Cr−kn ÒÁÚÎÙÈ Ó�ÏÓÏÂÏ× ×ÙÂÏÒÁ Þ£Ò-ÎÙÈ. úÎÁÞÉÔ, ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÎÙÈ ×ÙÂÏÒÏË | CkmCr−kn .âÕÓÙ | ÜÔÏ ËÏÌØ�Ï, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÎÉÚÁÎÙ ÂÕÓÉÎÙ. âÕÓÙ ÍÏÖ-ÎÏ �Ï×ÏÒÁÞÉ×ÁÔØ, ÎÏ ÎÅ �ÅÒÅ×ÏÒÁÞÉ×ÁÔØ. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÂÕÓÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÉÚ 13 ÒÁÚÎÏ�×ÅÔÎÙÈ ÂÕÓÉÎ?òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÅÂÅ ÎÁ ×ÒÅÍÑ, ÞÔÏ ÂÕÓÙ ÎÅÌØÚÑ �Ï×Ï-ÒÁÞÉ×ÁÔØ. �ÏÇÄÁ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ 13! ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. îÏ



14. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ 195ÌÀÂÏÅ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÂÕÓÉÎ É 12 ×ÁÒÉÁÎÔÏ×, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÉÚ ÎÅÇÏ�Ï×ÏÒÏÔÁÍÉ | ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ×ÁÒÉÁÎÔ ÂÕÓ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÏÂÝÅÅÞÉÓÌÏ Ó�ÏÓÏÂÏ× | (12!).óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÛÅÓÔÉÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, × ÚÁ�ÉÓÉ ËÏÔÏÒÙÈÅÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ Þ£ÔÎÁÑ �ÉÆÒÁ?òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ �ÏÄÓÞÉÔÙ×ÁÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÒÅ-ÂÕÅÍÙÈ 6-ÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï 6-ÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉ-ÓÅÌ, ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÎÕÖÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ. �ÁË ËÁË ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏ-ÓÔÉ ÔÅ ÞÉÓÌÁ, × ÚÁ�ÉÓÉ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÎÅÞ£ÔÎÙÅ�ÉÆÒÙ, ÔÏ ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÒÁ×ÎÏ 56 = 15 625. ÷ÓÅ-ÇÏ 6-ÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ 900 000. ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï 6-ÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉ-ÓÅÌ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÒÁ×ÎÏ 900 000 − 15 625 == 884 375.ïÓÎÏ×ÎÙÍ ÍÏÍÅÎÔÏÍ �ÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÂÙÌ �ÅÒÅÈÏÄË ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÀ: �ÏÄÓÞ£Ô �ÎÅÎÕÖÎÙÈ� ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ×ÍÅÓÔÏ �ÏÄÓÞ£ÔÁ�ÎÕÖÎÙÈ�.14.72.(10) õ ÁÎÇÌÉÞÁÎ �ÒÉÎÑÔÏ ÄÁ×ÁÔØ ÄÅÔÑÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÍ£Î.óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ ÒÅÂ£ÎËÁ, ÅÓÌÉ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏÉÍ£Î ÒÁ×ÎÏ 300, Á ÅÍÕ ÄÁÀÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÔÒ£È ÉÍ£Î?14.73.(15) îÅÓËÏÌØËÏ ÞÅÌÏ×ÅË ÓÁÄÑÔÓÑ ÚÁ ËÒÕÇÌÙÊ ÓÔÏÌ. âÕ-ÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Ä×Á Ó�ÏÓÏÂÁ ÒÁÓÓÁÄËÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊÞÅÌÏ×ÅË ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÉÈ É ÔÅÈ ÖÅ ÓÏÓÅÄÅÊ × ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ. óËÏÌØ-ËÉÍÉ ÒÁÚÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÁÄÉÔØ ÞÅÔÙÒ£È ÞÅÌÏ×ÅË? áÓÅÍØ ÞÅÌÏ×ÅË? ÷Ï ÓËÏÌØËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ Ä×Á ÄÁÎÎÙÈ ÞÅÌÏ×ÅËÁ ÉÚ ÓÅÍÉÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÏÓÅÄÑÍÉ? ÷Ï ÓËÏÌØËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÄÁÎÎÙÊ ÞÅÌÏ×ÅË (ÉÚÓÅÍÉ) ÉÍÅÅÔ Ä×ÕÈ ÄÁÎÎÙÈ ÓÏÓÅÄÅÊ?14.74.(15) éÚ ÄÅÓÑÔÉ ÒÏÚ É ×ÏÓØÍÉ ÇÅÏÒÇÉÎÏ× ÎÕÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØÂÕËÅÔ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ Ä×Å ÒÏÚÙ É ÔÒÉ ÇÅÏÒÇÉÎÁ. óËÏÌØËÏ ÍÏÖÎÏ ÓÏ-ÓÔÁ×ÉÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÂÕËÅÔÏ×?14.75.(15) ÷ ËÏÌÏÄÅ 36 ËÁÒÔ, ÉÚ ÎÉÈ ÞÅÔÙÒÅ ÔÕÚÁ. óËÏÌØËÉÍÉÓ�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ×ÙÂÏÒ ÛÅÓÔÉ ËÁÒÔ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈÂÙÌÏ Ä×Á ÔÕÚÁ?14.76.(20) éÚ ËÏÌÏÄÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ 52 ËÁÒÔÙ (ÉÚ ÎÉÈ 4 ÔÕÚÁ),×ÙÎÕÌÉ 10 ËÁÒÔ. ÷Ï ÓËÏÌØËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ËÁÒÔ ÂÕÄÅÔ ÈÏÔÑÂÙ ÏÄÉÎ ÔÕÚ?14.77.(15) ëÏÍ�ÌÅËÓÎÁÑ ÂÒÉÇÁÄÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÍÁÌÑÒÏ×, ÔÒ£ÈÛÔÕËÁÔÕÒÏ× É ÏÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÑÒÁ. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÂÒÉÇÁÄ ÍÏÖÎÏÓÏÚÄÁÔØ ÉÚ ÒÁÂÏÞÅÇÏ ËÏÌÌÅËÔÉ×Á, × ËÏÔÏÒÏÍ 15 ÍÁÌÑÒÏ×, 10 ÛÔÕËÁ-ÔÕÒÏ× É 5 ÓÔÏÌÑÒÏ×?14.78.(15) óËÏÌØËÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÞÅÒÅÚ 10 ÔÏ-ÞÅË, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÉËÁËÉÅ ÞÅÔÙÒÅ ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É



196 ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ É ÔÅÏÒÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ�ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ?14.79.(15) óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÉÚ ËÏÌÏÄÙ × 52 ËÁÒÔÙ (ÉÚ ÎÉÈ4 ÔÕÚÁ É 4 ËÏÒÏÌÑ) ÍÏÖÎÏ ×ÙÎÕÔØ 6 ËÁÒÔ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÔÕÚÁ É ËÏÒÏÌÑÏÄÎÏÊ ÍÁÓÔÉ?14.80.(15) ÷ ÔÅÎÎÉÓÎÏÍ ÔÕÒÎÉÒÅ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ 10 ÍÕÖÞÉÎ É 6 ÖÅÎ-ÝÉÎ. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÞÅÔÙÒÅ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ�ÁÒÙ?14.81.(15) õ ÏÄÎÏÇÏ ÞÅÌÏ×ÅËÁ ÅÓÔØ 7 ËÎÉÇ �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, ÁÕ ÄÒÕÇÏÇÏ | 9 ËÎÉÇ. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÏÂÍÅÎÑÔØËÎÉÇÕ ÏÄÎÏÇÏ ÎÁ ËÎÉÇÕ ÄÒÕÇÏÇÏ? �Á ÖÅ ÓÁÍÁÑ ÚÁÄÁÞÁ, ÎÏ ÍÅÎÑÀÔÓÑÄ×Å ËÎÉÇÉ ÏÄÎÏÇÏ ÎÁ Ä×Å ËÎÉÇÉ ÄÒÕÇÏÇÏ.14.82.(15) Á) õ ÏÔ�Á ÅÓÔØ 5 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÎÉÇ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÎ ÄÁÒÉÔÓ×ÏÉÍ 8 ÓÙÎÏ×ØÑÍ. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ?Â) á ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ �ÏÌÕÞÁÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ËÎÉÇÉ?14.83.(20) éÚ Ó�ÏÒÔÉ×ÎÏÇÏ ËÌÕÂÁ, ÎÁÓÞÉÔÙ×ÁÀÝÅÇÏ 30 ÞÌÅÎÏ×,ÎÁÄÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ËÏÍÁÎÄÕ ÉÚ 4 ÞÅÌÏ×ÅË ÄÌÑ ÕÞÁÓÔÉÑ × ÂÅÇÅ ÎÁ 1000Í.óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ? á ÓËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁ-ÍÉ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ËÏÍÁÎÄÕ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È ÞÅÌÏ×ÅË ÄÌÑ ÕÞÁÓÔÉÑ ×ÜÓÔÁÆÅÔÅ 100 + 200 + 400 + 800?14.84.(15) éÍÅÅÔÓÑ n ÁÂÏÎÅÎÔÏ× ÔÅÌÅÆÏÎÎÏÊ ÓÅÔÉ. óËÏÌØËÉÍÉÓ�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÔÒÉ �ÁÒÙ?14.85.(15) þÅÔ×ÅÒÏ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× ÓÄÁÀÔ ÜËÚÁÍÅÎ. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�Ï-ÓÏÂÁÍÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÉÍ ÏÔÍÅÔËÉ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏÎÉËÔÏ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ �ÏÌÕÞÉÌ ÎÅÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÔÍÅÔËÉ?14.86.(15) óËÏÌØËÏ ÏÖÅÒÅÌÉÊ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÉÚ ÓÅÍÉ ÂÕÓÉÎÏËÒÁÚÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÏ× (ÎÁÄÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ×ÓÅ 7 ÂÕÓÉÎÏË)?14.87.(15) óËÏÌØËÏ ÏÖÅÒÅÌÉÊ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÉÚ �ÑÔÉ ÏÄÉÎÁ-ËÏ×ÙÈ ÂÕÓÉÎÏË É Ä×ÕÈ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ?14.88.(20) ëÏÍ�ÁÎÉÑ ÉÚ 7 ÀÎÏÛÅÊ É 10 ÄÅ×ÕÛÅË ÔÁÎ�ÕÅÔ. åÓÌÉ ×ËÁËÏÍ-ÔÏ ÔÁÎ�Å ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ ×ÓÅ ÀÎÏÛÉ, ÔÏ ÓËÏÌØËÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ×ÁÒÉÁÎ-ÔÏ× ÕÞÁÓÔÉÑ ÄÅ×ÕÛÅË × ÜÔÏÍ ÔÁÎ�Å? óËÏÌØËÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ×ÁÒÉÁÎÔÏ×,ÅÓÌÉ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ ÌÉÛØ ÔÏ, ËÁËÉÅ ÄÅ×ÕÛËÉ ÏÓÔÁÌÉÓØ ÎÅ�ÒÉÇÌÁÛ£Î-ÎÙÍÉ? òÅÛÉÔØ ÔÅ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓÙ, ÅÓÌÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ä×ÕÈ ÄÅ×ÕÛÅËÍÏÖÎÏ Ó Õ×ÅÒÅÎÎÏÓÔØÀ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÂÕÄÕÔ �ÒÉÇÌÁÛÅÎÙ ÎÁ ÔÁ-ÎÅ�?14.89.(20) òÏÔÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 3 ÏÆÉ�ÅÒÏ×, 6 ÓÅÒÖÁÎÔÏ× É 60 ÒÑ-ÄÏ×ÙÈ. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÉÚ ÎÉÈ ÏÔÒÑÄ, ÓÏ-ÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÏÆÉ�ÅÒÁ, Ä×ÕÈ ÓÅÒÖÁÎÔÏ× É 20 ÒÑÄÏ×ÙÈ? �Á ÖÅÚÁÄÁÞÁ, ÅÓÌÉ × ÏÔÒÑÄ ÄÏÌÖÅÎ ×ÏÊÔÉ ËÏÍÁÎÄÉÒ ÒÏÔÙ É ÓÔÁÒÛÉÊ ÉÚÓÅÒÖÁÎÔÏ×.



14. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ 19714.90.(15) îÁ ÛËÏÌØÎÏÍ ×ÅÞÅÒÅ �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ 12 ÄÅ×ÕÛÅË É15 ÀÎÏÛÅÊ. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÉÚ ÎÉÈ 4 �ÁÒÙÄÌÑ ÔÁÎ�Á?14.91.(15) åÓÔØ 3 ËÕÒÉ�Ù, 4 ÕÔËÉ É 2 ÇÕÓÑ. óËÏÌØËÏ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊÄÌÑ ×ÙÂÏÒÁ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÔÉ� ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÂÙÌÉ ÉËÕÒÙ, É ÕÔËÉ, É ÇÕÓÉ?14.92.(15) óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÉÚ ÇÒÕ��Ù × 7 ÍÕÖÞÉÎ É4 ÖÅÎÝÉÎ, ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ 6 ÞÅÌÏ×ÅË ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÂÙÌÏÎÅ ÍÅÎÅÅ 2 ÖÅÎÝÉÎ?14.93.(15) óËÏÌØËÏ 4-ÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÄÅÌÑÝÉÈÓÑ ÎÁ 4, ÍÏÖÎÏ ÓÏ-ÓÔÁ×ÉÔØ ÉÚ �ÉÆÒ 1, 2, 3, 4, 5, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ �ÉÆÒÁ ÍÏÖÅÔ ×ÓÔÒÅÞÁÔØÓÑÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ?14.94.(15) óËÏÌØËÏ 4-ÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÉÚ �ÉÆÒ0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÅÔ �Ï×ÔÏÒÑÔØÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏÒÁÚ?14.95.(15) óËÏÌØËÏ 4-ÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÉÚ �ÉÆÒ0; 1; : : : ; 7 ÅÓÌÉ Á) × ËÁÖÄÏÍ ÞÉÓÌÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ �ÉÆÒÁ 1;Â) × ËÁÖÄÏÍ ÞÉÓÌÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ �ÉÆÒÁ 1 É ×ÓÅ �ÉÆÒÙ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚÌÉÞ-ÎÙ?14.96.(15) îÁ �ÏÌËÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ m+n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÎÉÇ, ÉÚ ËÏÔÏ-ÒÙÈ m × Þ£ÒÎÙÈ �ÅÒÅ�Ì£ÔÁÈ, Á n | × ËÒÁÓÎÙÈ. óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÜÔÉÈ ËÎÉÇ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ËÎÉÇÉ × Þ£ÒÎÙÈ �ÅÒÅ�Ì£-ÔÁÈ ÚÁÎÉÍÁÀÔ �ÅÒ×ÙÅ m ÍÅÓÔ? óËÏÌØËÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÊ, × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅËÎÉÇÉ × Þ£ÒÎÙÈ �ÅÒÅ�Ì£ÔÁÈ ÓÔÏÑÔ ÒÑÄÏÍ?14.97.(15) óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÉÚ 15 ÞÅÌÏ×ÅËÇÒÕ��Õ ÌÀÄÅÊ ÄÌÑ ÒÁÂÏÔÙ? ÷ ÇÒÕ��Õ ÍÏÇÕÔ ×ÈÏÄÉÔØ 1; 2; : : : ; 15 ÞÅ-ÌÏ×ÅË. �Á ÖÅ ÚÁÄÁÞÁ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ×ÙÂÏÒÁ ÉÚ n ÞÅÌÏ×ÅË.14.98.(20) ðÕÓÔØ Ò1; p2; : : : ; Òn | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ.óËÏÌØËÏ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ (×ËÌÀÞÁÑ 1 É q) ÉÍÅÅÔ ÞÉÓÌÏ q = Ò�11 : : : p�nn ,ÇÄÅ �1; : : : ; �n | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. þÅÍÕ ÒÁ×ÎÁ ÉÈÓÕÍÍÁ?14.99.(20) Á) îÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2 É 9 É ÉÍÅÅÔ(×ËÌÀÞÁÑ 1 É ÓÁÍÏ ÞÉÓÌÏ) 14 ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ. Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÚÁ-ÍÅÎÉÔØ 14 ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÁ 15, ÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÉÍÅÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ, Á�ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ 14 ÎÁ 17 ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅÔ.14.100.(15) óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ 6 ÓÌÏ× ÉÚ32 ÂÕË×, ÅÓÌÉ × ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ ÜÔÉÈ 6 ÓÌÏ× ËÁÖÄÁÑ ÂÕË×Á ÉÓ�ÏÌØÚÕ-ÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ?14.101.(15) óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ 12 ÞÅÌÏ×ÅËÉÚ 17, ÅÓÌÉ ÄÁÎÎÙÅ Ä×ÏÅ ÞÅÌÏ×ÅË ÉÚ ÜÔÉÈ 17 ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×ÙÂÒÁÎÙ×ÍÅÓÔÅ?



198 ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ É ÔÅÏÒÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ14.102.(15) óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ 20 ËÎÉÇ× ËÎÉÖÎÏÍ ÛËÁÆÕ Ó 5 �ÏÌËÁÍÉ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ �ÏÌËÁ ×ÍÅÝÁÅÔ ×ÓÅ20 ËÎÉÇ? óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÎÁÄÅÔØ 5 ÒÁÚÎÙÈ ËÏÌÅ� ÎÁ�ÁÌØ�Ù ÏÄÎÏÊ ÒÕËÉ, ÉÓËÌÀÞÁÑ ÂÏÌØÛÏÊ �ÁÌÅ�?14.103.(15) ÷ ËÏÍÎÁÔÅ ÓÔÕÄÅÎÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÝÅÖÉÔÉÑ ÖÉ×ÕÔ ÔÒÏÅÓÔÕÄÅÎÔÏ×. õ ÎÉÈ ÅÓÔØ 4 ÞÁÛËÉ, 5 ÂÌÀÄÅ� É 6 ÞÁÊÎÙÈ ÌÏÖÅË (×ÓÅÞÁÛËÉ, ÂÌÀÄ�Á É ÌÏÖËÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ). óËÏÌØËÉÍÉÓ�ÏÓÏÂÁÍÉ ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÎÁËÒÙÔØ ÓÔÏÌ ÄÌÑ ÞÁÅ�ÉÔÉÑ (ËÁÖÄÙÊ �ÏÌÕ-ÞÁÅÔ ÏÄÎÕ ÞÁÛËÕ, ÏÄÎÏ ÂÌÀÄ�Å É ÏÄÎÕ ÌÏÖËÕ)?14.104.(15) õ ÍÕÖÁ 12 ÚÎÁËÏÍÙÈ | 5 ÖÅÎÝÉÎ É 7 ÍÕÖÞÉÎ,Á Õ ÖÅÎÙ | 7 ÖÅÎÝÉÎ É 5 ÍÕÖÞÉÎ. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ËÏÍ�ÁÎÉÀ ÉÚ 6 ÍÕÖÞÉÎ É 6 ÖÅÎÝÉÎ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ 6 ÞÅÌÏ×ÅË�ÒÉÇÌÁÓÉÌ ÍÕÖ É 6 | ÖÅÎÁ?14.105.(15) îÁ ËÁÖÄÏÍ ÂÏÒÔÕ ÌÏÄËÉ ÓÉÄÑÔ �Ï 4 ÞÅÌÏ×ÅËÁ.óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ËÏÍÁÎÄÕ ÄÌÑ ÌÏÄËÉ, ÅÓÌÉÉÚ 31 ËÁÎÄÉÄÁÔÁ 10 ÈÏÔÑÔ ÓÉÄÅÔØ ÎÁ ÌÅ×ÏÍ ÂÏÒÔÕ ÌÏÄËÉ, 12 | ÎÁ�ÒÁ×ÏÍ, Á ÄÌÑ 9 ÂÅÚÒÁÚÌÉÞÎÏ, ÇÄÅ ÓÉÄÅÔØ?14.106.(15) ÷ ÕÒÎÅ ÌÅÖÁÔ ÖÅÔÏÎÙ Ó ÞÉÓÌÁÍÉ 1; 2; : : : ; 10. éÚ ÎÅ£×ÙÎÉÍÁÀÔ ÔÒÉ ÖÅÔÏÎÁ. ÷Ï ÓËÏÌØËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÓÕÍÍÁ ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÈ ÎÁÎÉÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÁ 9? îÅ ÍÅÎØÛÅ 9?14.107.(15) óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÉÚ �ÏÌÎÏÊËÏÌÏÄÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ 52 ËÁÒÔÙ, 6 ËÁÒÔ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÂÙÌÉ×ÓÅ ÞÅÔÙÒÅ ÍÁÓÔÉ?14.108.(15) óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ × ÔÅÞÅÎÉÅ ÔÒ£È ÄÎÅÊ×ÙÂÉÒÁÔØ �Ï 6 ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ÉÚ ÈÏÒÁ × 10 ÞÅÌÏ×ÅË ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÙÊÄÅÎØ ÓÏÓÔÁ× ÈÏÒÁ ÂÙÌÉ ÒÁÚÎÙÍ?14.109.(15) óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÞÅÌÏ×ÅË, ÉÍÅÀÝÉÊ 6 ÄÒÕÚÅÊÍÏÖÅÔ × ÔÅÞÅÎÉÅ 20 ÄÎÅÊ �ÒÉÇÌÁÛÁÅÔ Ë ÓÅÂÅ 3 ÉÚ ÎÉÈ ÔÁË, ÞÔÏËÏÍ�ÁÎÉÑ ÎÉ ÒÁÚÕ ÎÅ �Ï×ÔÏÒÑÅÔÓÑ?14.110.(15) �ÒÏÅ ÀÎÏÛÅÊ É Ä×Å ÄÅ×ÕÛËÉ ×ÙÂÉÒÁÀÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ-ÂÏÔÙ. ÷ ÇÏÒÏÄÅ | 3 ÚÁ×ÏÄÁ, ÇÄÅ ÎÕÖÎÙ ÒÁÂÏÞÉÅ × ÌÉÔÅÊÎÙÅ �ÅÈÁ(ÔÕÄÁ ÂÅÒÕÔ ÌÉÛØ ÍÕÖÞÉÎ), 2 ÔËÁ�ËÉÅ ÆÁÂÒÉËÉ (ÔÕÄÁ ÂÅÒÕÔ ÔÏÌØ-ËÏ ÖÅÎÝÉÎ) É 2 ÆÁÂÒÉËÉ, ÇÄÅ ÔÒÅÂÕÀÔÓÑ É ÍÕÖÞÉÎÙ, É ÖÅÎÝÉÎÙ.óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÇÕÔ ÏÎÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÉÔØÓÑ ÍÅÖÄÕ �ÒÅÄ�ÒÉ-ÑÔÉÑÍÉ?14.111.(15) óËÏÌØËÏ ÓÌÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ �Ï 5 ÂÕË× ËÁÖÄÏÅ, ÍÏÖ-ÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÉÚ 33 ÂÕË×, ÅÓÌÉ ÄÏ�ÕÓËÁÀÔÓÑ �Ï×ÔÏÒÅÎÉÑ, ÎÏ ÎÉËÁËÉÅÄ×Å ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÂÕË×Ù ÎÅ ÄÏÌÖÎÙ ÓÏ×�ÁÄÁÔØ, Ô. Å. ÔÁËÉÅ ÓÌÏ×Á, ËÁË��ÒÅÓÓ� ÉÌÉ �ÓÓÏÒÁ�, ÎÅ ÄÏ�ÕÓËÁÀÔÓÑ?14.112.(15) äÌÑ �ÒÅÍÉÊ ÎÁ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÅ ×ÙÄÅÌÅÎÏ 3 ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÁÏÄÎÏÊ ËÎÉÇÉ, 2 ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÁ ÄÒÕÇÏÊ É 1 ÜËÚÅÍ�ÌÑÒ ÔÒÅÔØÅÊ ËÎÉÇÉ.



14. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ 199óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×ÒÕÞÅÎÙ �ÒÅÍÉÉ, ÅÓÌÉ × ÏÌÉÍ-�ÉÁÄÅ ÕÞÁÓÔ×ÕÅÔ 20 ÞÅÌÏ×ÅË É ÎÉËÏÍÕ ÎÅ ÄÁÀÔ Ä×ÕÈ ËÎÉÇ ÓÒÁÚÕ? �ÁÖÅ ÚÁÄÁÞÁ, ÅÓÌÉ ÎÉËÏÍÕ ÎÅ ÄÁÀÔ Ä×ÕÈ ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÏ× ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅËÎÉÇÉ, ÎÏ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×ÒÕÞÅÎÙ Ä×Å ÉÌÉ ÔÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ËÎÉÇÉ.14.113.(20) âÅÒÕÔÓÑ ÄÏÍÉÎÏ ÏÔ (0; 0) ÄÏ (n; n). ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏÞÉÓÌÏ ÄÏÍÉÎÏ Ó ÓÕÍÍÏÊ ÏÞËÏ× n − r ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÄÏÍÉÎÏ Ó ÓÕÍÍÏÊÏÞËÏ× n+ r É ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÁ×ÎÏ (2n− 2r + 3)=4. îÁÊÔÉ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ×ÓÅÈ ÄÏÍÉÎÏ.14.114.(15) óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÁÄÉÔØ ÚÁ ËÒÕÇÌÙÊÓÔÏÌ 7 ÍÕÖÞÉÎ É 7 ÖÅÎÝÉÎ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÉËÁËÉÅ Ä×Å ÖÅÎÝÉÎÙ ÎÅÓÉÄÅÌÉ ÒÑÄÏÍ?14.115.(15) óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÉÚ 16 ÌÏÛÁ-ÄÅÊ ÛÅÓÔ£ÒËÕ ÄÌÑ ÚÁ�ÒÑÖËÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÅ£ ×ÏÛÌÉ ÔÒÉ ÌÏÛÁÄÉ ÉÚÛÅÓÔ£ÒËÉ á÷óá′÷′C ′, ÎÏ ÎÉ ÏÄÎÁ ÉÚ �ÁÒ áá′, BB′, CC ′?14.116.(15) óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÉÚ 9 ÓÏ-ÇÌÁÓÎÙÈ É 7 ÇÌÁÓÎÙÈ ÓÌÏ×Á, × ËÏÔÏÒÙÅ ×ÈÏÄÑÔ 4 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÏÇÌÁÓ-ÎÙÈ É 3 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÇÌÁÓÎÙÈ? ÷Ï ÓËÏÌØËÉÈ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÏ× ÎÉËÁËÉÅ Ä×ÅÓÏÇÌÁÓÎÙÅ ÎÅ ÓÔÏÑÔ ÒÑÄÏÍ?14.117.(20) Á) ëÏÍ�ÁÎÉÑ ÉÚ 10 ÓÕ�ÒÕÖÅÓËÉÈ �ÁÒ, ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑÎÁ 5 ÇÒÕ�� �Ï 4 ÞÅÌÏ×ÅËÁ ÄÌÑ ÌÏÄÏÞÎÏÊ �ÒÏÇÕÌËÉ. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏ-ÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÉÈ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ × ËÁÖÄÏÊ ÌÏÄËÅ ÏËÁÚÁÌÉÓØ Ä×ÏÅÍÕÖÞÉÎ É Ä×ÏÅ ÖÅÎÝÉÎ? Â) ÷Ï ÓËÏÌØËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÄÁÎÎÙÊ ÍÕÖÞÉÎÁÏËÁÖÅÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÌÏÄËÅ ÓÏ Ó×ÏÅÊ ÖÅÎÏÊ? ×) ÷Ï ÓËÏÌØËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈÄÁÎÎÙÅ Ä×ÏÅ ÍÕÖÞÉÎ ÏËÁÖÕÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÌÏÄËÅ ÓÏ Ó×ÏÉÍÉ Ö£ÎÁÍÉ?14.118.(15) óËÏÌØËÏ ÅÓÔØ ÔÁËÉÈ ÛÅÓÔÉÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÞÔÏ ÓÕÍ-ÍÁ ÔÒ£ÈÚÎÁÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ �ÅÒ×ÙÍÉ ÔÒÅÍÑ �ÉÆÒÁÍÉ,É ÔÒ£ÈÚÎÁÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ �ÏÓÌÅÄÎÉÍÉ ÔÒÅÍÑ �ÉÆÒÁÍÉ,ÍÅÎØÛÅ 1000.14.119.(15) óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ 12 ÂÅÌÙÈÉ 12 Þ£ÒÎÙÈ ÛÁÛÅË ÎÁ Þ£ÒÎÙÈ �ÏÌÑÈ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÉ?14.120.(15) óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ ÂÕË×ÙÓÌÏ×Á �à�ÉÔÅÒ� ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÇÌÁÓÎÙÅ ÛÌÉ × ÁÌÆÁ×ÉÔÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ?14.121.(15) óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ ÂÕË×ÙÓÌÏ×Á ��ÁÓÔÕÈ� ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÇÌÁÓÎÙÍÉ ÂÙÌÉ Ä×Å ÓÏ-ÇÌÁÓÎÙÅ ÂÕË×Ù?14.122.(15) óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ ÂÕË×ÙÓÌÏ×Á �ÌÏÇÁÒÉÆÍ� ÔÁË, ÞÔÏÂÙ 2-Å, 4-Å É 6-Å ÍÅÓÔÁ ÂÙÌÉ ÚÁÎÑÔÙ ÓÏ-ÇÌÁÓÎÙÍÉ ÂÕË×ÁÍÉ?14.123.(15) óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÉÚ ÓÌÏ×Á �ÌÏ-ÇÁÒÉÆÍ� Ä×Å ÓÏÇÌÁÓÎÙÅ É ÏÄÎÕ ÇÌÁÓÎÕÀ ÂÕË×Õ? á ÅÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ×Ù-ÂÒÁÎÎÙÈ ÂÕË× ÅÓÔØ ÂÕË×Á �Æ�?



200 ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ É ÔÅÏÒÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊóÌÅÄÕÀÝÉÊ �ÉËÌ ÚÁÄÁÞ Ó×ÑÚÁÎ Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ ×ËÌÀÞÅÎÉÊ É ÉÓ-ËÌÀÞÅÎÉÊ. þÅÒÅÚ á ∪ ÷ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× á É ÷,ÞÅÒÅÚ á∩÷ | �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× á É ÷, Á ÞÅÒÅÚ n(á) | ÞÉ-ÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á á. �ÏÇÄÁ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ:14.124.(10) Á) n(A ∪÷) = n(A) + n(B)− n(A ∩÷);Â) n(A ∪÷ ∪ C) = n(A) + n(B) + n(C)− n(A ∩÷)− n(A ∩ C)−
− (B ∩ C) + n(A ∩÷ ∩ C).ó �ÏÍÏÝØÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ ÎÁk ÜÌÅÍÅÎÔÏ×:n(A1 ∪ : : : ∪Ak) = n(A1) + : : :+ n(Ak)−

− n(A1 ∩A2)− n(A1 ∩A3)− : : :− n(Ak−1 ∩Ak) ++ n(A1 ∩A2 ∩A3) + n(A1 ∩A2 ∩A4) + : : :++ (−1)k−1n(A1 ∩A2 ∩ : : : ∩Ak):14.125.(10) ÷ ËÌÁÓÓÅ 35 ÕÞÅÎÉËÏ×. éÚ ÎÉÈ 20 ÚÁÎÉÍÁÀÔÓÑ × ÍÁ-ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ËÒÕÖËÅ, 11 | × ÂÉÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ É 10 ÒÅÂÑÔ ÎÅ �ÏÓÅ-ÝÁÀÔ ÜÔÉ ËÒÕÖËÉ. óËÏÌØËÏ ÂÉÏÌÏÇÏ× Õ×ÌÅËÁÅÔÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ?14.126.(10) 25% ÕÞÁÝÉÈÓÑ ÏÄÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÈÏÄÉÌÉ × �ÏÈÏÄ, Á 75%ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÂÙÌÉ ÎÁ ÜËÓËÕÒÓÉÉ, �ÒÉÞ£Í ×ÓÅ ÂÙÌÉ × �ÏÈÏÄÅ ÉÌÉ ÎÁÜËÓËÕÒÓÉÉ. óËÏÌØËÏ �ÒÏ�ÅÎÔÏ× ÕÞÁÝÉÈÓÑ ËÌÁÓÓÁ ÂÙÌÉ É × �ÏÈÏÄÅ ÉÎÁ ÜËÓËÕÒÓÉÉ?14.127.(10) îÁ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÀ ÓÏÂÒÁÌÉÓØ 100 ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×. óÒÅ-ÄÉ ÎÉÈ 85 ÞÅÌÏ×ÅË ÚÎÁÀÔ ÁÎÇÌÉÊÓËÉÊ ÑÚÙË, 80 | ÚÎÁÀÔ ÉÓ�ÁÎÓËÉÊ,75 | ÎÅÍÅ�ËÉÊ. óËÏÌØËÏ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÚÎÁ-ÀÔ ×ÓÅ ÔÒÉ ÑÚÙËÁ?14.128.(15) ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÈ × ÏÔÄÅÌÅ ÞÅÌÏ×ÅË ÚÎÁÅÔÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÎÏÓÔÒÁÎÎÙÊ ÑÚÙË: 6 ÚÎÁÀÔ ÁÎÇÌÉÊÓËÉÊ, 6 | ÎÅ-ÍÅ�ËÉÊ, 7 | ÆÒÁÎ�ÕÚÓËÉÊ; 4 ÚÎÁÀÔ ÁÎÇÌÉÊÓËÉÊ É ÎÅÍÅ�ËÉÊ, 3 |ÎÅÍÅ�ËÉÊ É ÆÒÁÎ�ÕÚÓËÉÊ, 2 | ÆÒÁÎ�ÕÚÓËÉÊ É ÁÎÇÌÉÊÓËÉÊ. ïÄÉÎÞÅÌÏ×ÅË ÚÎÁÅÔ ×ÓÅ ÔÒÉ ÑÚÙËÁ. óËÏÌØËÏ ÞÅÌÏ×ÅË ÒÁÂÏÔÁÀÔ × ÏÔÄÅÌÅ?óËÏÌØËÏ ÉÚ ÎÉÈ ÚÎÁÀÔ ÔÏÌØËÏ ÁÎÇÌÉÊÓËÉÊ ÑÚÙË? �ÏÌØËÏ ÆÒÁÎ�ÕÚ-ÓËÉÊ?14.129.(15) îÁ ÚÁÇÏÒÏÄÎÕÀ �ÒÏÇÕÌËÕ �ÏÅÈÁÌÉ 92 ÞÅÌÏ×ÅËÁ. âÕ-ÔÅÒÂÒÏÄÙ Ó ËÏÌÂÁÓÏÊ ×ÚÑÌÉ 47 ÞÅÌÏ×ÅË, Ó ÓÙÒÏÍ | 38 ÞÅÌÏ×ÅË, Ó×ÅÔÞÉÎÏÊ | 42 ÞÅÌÏ×ÅËÁ, É Ó ÓÙÒÏÍ, É Ó ËÏÌÂÁÓÏÊ | 28 ÞÅÌÏ×ÅË,É Ó ËÏÌÂÁÓÏÊ, É Ó ×ÅÔÞÉÎÏÊ | 31 ÞÅÌÏ×ÅË, É Ó ÓÙÒÏÍ, É Ó ×ÅÔÞÉ-ÎÏÊ | 26 ÞÅÌÏ×ÅË. ÷ÓÅ ÔÒÉ ×ÉÄÁ ÂÕÔÅÒÂÒÏÄÏ× ×ÚÑÌÉ 25 ÞÅÌÏ×ÅË, ÁÎÅÓËÏÌØËÏ ÞÅÌÏ×ÅË ×ÍÅÓÔÏ ÂÕÔÅÒÂÒÏÄÏ× ÚÁÈ×ÁÔÉÌÉ Ó ÓÏÂÏÊ �ÉÒÏÖ-ËÉ. óËÏÌØËÏ ÞÅÌÏ×ÅË ×ÚÑÌÉ Ó ÓÏÂÏÊ �ÉÒÏÖËÉ?



14. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ 20114.130.(15) óÒÅÄÉ ÁÂÉÔÕÒÉÅÎÔÏ×, ÓÄÁ×ÛÉÈ ×ÓÔÕ�ÉÔÅÌØÎÙÅ ÜËÚÁ-ÍÅÎÙ, Ï�ÅÎËÕ �5� �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ �ÏÌÕÞÉÌÉ 48 ÞÅÌÏ×ÅË, �Ï ÆÉÚÉËÅ |37, �Ï ÒÕÓÓËÏÍÕ ÑÚÙËÕ | 42, �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÉÌÉ ÆÉÚÉËÅ | 75,�Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÉÌÉ ÒÕÓÓËÏÍÕ ÑÚÙËÕ | 76, �Ï ÆÉÚÉËÅ ÉÌÉ ÒÕÓÓËÏ-ÍÕ ÑÚÙËÕ | 66, �Ï ×ÓÅÍ ÔÒ£Í �ÒÅÄÍÅÔÁÍ | 4. óËÏÌØËÏ ÞÅÌÏ×ÅË�ÏÌÕÞÉÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ �ÑÔ£ÒËÕ? óËÏÌØËÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ �ÏÌÕÞÉ×ÛÉÈÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ �ÑÔ£ÒËÕ?14.131.(15) óËÏÌØËÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ×, × ËÏÔÏÒÙÈ ÄÁÎÎÙÅ Ä×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁ Á É b ÎÅ ÓÔÏÑÔ ÒÑÄÏÍ? äÁÎÎÙÅÔÒÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Á, b, Ó ÎÅ ÓÔÏÑÔ ÒÑÄÏÍ (× ÌÀÂÏÍ �ÏÒÑÄËÅ)? îÉËÁËÉÅÄ×Á ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Á, b, Ó ÎÅ ÓÔÏÑÔ ÒÑÄÏÍ?14.132.(15) ÷ ËÏÍÎÁÔÅ �ÌÏÝÁÄØÀ 6 Í2 �ÏÓÔÅÌÅÎÙ ÎÁ �ÏÌÕ ÔÒÉËÏ×ÒÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ �ÌÏÝÁÄØÀ 3 Í2 ËÁÖÄÙÊ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ËÁËÉÅ-ÔÏ Ä×Á ÉÚ ÜÔÉÈ ËÏ×ÒÏ× ÎÁÌÅÇÁÀÔ ÄÒÕÇ ÎÁ ÄÒÕÇÁ �Ï �ÌÏÝÁ-ÄÉ, ÎÅ ÍÅÎØÛÅÊ 1 Í2. ëÁË ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ÏÔ×ÅÔ, ÅÓÌÉ × ÔÏÊ ÖÅ ËÏÍÎÁÔÅ�ÏÌÏÖÉÔØ 4 ËÏ×ÒÁ �ÌÏÝÁÄØÀ 2 Í2 ËÁÖÄÙÊ?÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÔÁËÏÇÏ ÔÉ�Á ÄÁÅÔÓÑ ÍÁÌÏ ÄÁÎÎÙÈ, �ÏÜÔÏÍÕÏÔ×ÅÔ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÊ: �ÏÔ� É �ÄÏ�.14.133.(15) ÷ÁÎÑ, ðÅÔÑ É ïÌÑ ÒÅÛÉÌÉ 10 ÏÌÉÍ�ÉÁÄÎÙÈ ÚÁÄÁÞ.ðÅÔÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ÚÁÄÁÞ ÒÅÛÉÌ 7, ïÌÑ | 8 ÚÁÄÁÞ, Á ÷ÁÎÑ | 9 ÚÁÄÁÞ.îÁÚÏ×ÅÍ ÚÁÄÁÞÕ Ì£ÇËÏÊ, ÅÓÌÉ Å£ ÒÅÛÉÌÉ ×ÓÅ ÔÒÏÅ. óËÏÌØËÏ Ì£ÇËÉÈÚÁÄÁÞ ÂÙÌÏ ÓÒÅÄÉ ÄÅÓÑÔÉ ÒÅÛ£ÎÎÙÈ?14.134.(15) éÚ 100 ËÕÂÉËÏ× 80 ÉÍÅÀÔ ËÒÁÓÎÕÀ ÇÒÁÎØ, 85 | ÓÉ-ÎÀÀ, 75 | ÚÅÌ£ÎÕÀ. óËÏÌØËÏ ËÕÂÉËÏ× ÉÍÅÀÔ ÇÒÁÎÉ ×ÓÅÈ ÔÒ£È �×Å-ÔÏ×?14.135.(20) îÁ �ÅÒ×ÏÍ ËÕÒÓÅ 80% ÓÔÕÄÅÎÔÏ× ÓÄÁÌÉ ÜËÚÁÍÅÎ �ÏÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, 85% | �Ï ÆÉÚÉËÅ, 90% | �Ï ÈÉÍÉÉ É 98% | �ÏÉÓÔÏÒÉÉ. ëÁËÁÑ ÞÁÓÔØ ×ÓÅÈ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× �ÅÒ×ÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÕÓ�ÅÛÎÏ ÓÄÁÌÁ×ÓÅ ÜËÚÁÍÅÎÙ?14.136.(20) (íï 81) úÁ ËÒÕÇÌÙÍ ÓÔÏÌÏÍ ÓÉÄÑÔ n ÞÅÌÏ×ÅË. òÁÚ-ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÏÉÈ ÌÀÄÅÊ, ÓÉÄÑÝÉÈ ÒÑÄÏÍ, �ÏÍÅÎÑÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ.ëÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÎÁÄÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÞÔÏÂÙ× ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÓÏÓÅÄÁ ÏÓÔÁÌÉÓØ ÂÙ ÓÏÓÅÄÑÍÉ, ÎÏ ÓÉÄÅÌÉÂÙ × ÏÂÒÁÔÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ?14.137.(20) (íï 85) äÁÎÙ 1985 ÍÎÏÖÅÓÔ×, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 45 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, �ÒÉÞ£Í ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ× ÓÏÄÅÒÖÉÔ 89 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. óËÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÂß-ÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ 1985 ÍÎÏÖÅÓÔ×?14.138.(20) (íï 86) ÷ ËÏÄÏ×ÏÍ ÚÁÍËÅ | ÒÏ×ÎÏ ÔÒÉ ËÎÏ�ËÉ ÓÎÏÍÅÒÁÍÉ 1, 2, 3. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ËÏÄ, ÏÔËÒÙ×ÁÀÝÉÊ ÚÁÍÏË, ÔÒ£ÈÚÎÁ-ÞÅÎ. ëÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ ÎÁÄÏ ÎÁÖÁÔØ ÎÁ ËÎÏ�ËÉ ÚÁÍËÁ,



202 ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ É ÔÅÏÒÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊÞÔÏÂÙ ÏÎ ÎÁ×ÅÒÎÑËÁ ÏÔËÒÙÌÓÑ? (úÁÍÏË ÏÔËÒÙ×ÁÅÔÓÑ, ËÁË ÔÏÌØËÏ�ÏÄÒÑÄ É × �ÒÁ×ÉÌØÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ ÎÁÖÁÔÙ ×ÓÅ ÔÒÉ �ÉÆÒÙ ÅÇÏ ËÏÄÁ.)14.139.(15) (ðÏÌØÛÁ 60) éÚ �ÉÆÒ 1; 2; 3; : : : ; 9 ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ ×ÓÅÞÅÔÙÒ£ÈÚÎÁÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ �Ï×ÔÏÒÑÀÝÉÈÓÑ �ÉÆÒ. îÁÊ-ÔÉ ÓÕÍÍÕ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ.14.140.(15) (ðÏÌØÛÁ 61) ì£ÛÁ ÎÁ�ÉÓÁÌ 6 �ÉÓÅÍ 6 ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÌÀÄÑÍ É ÚÁÇÏÔÏ×ÉÌ 6 ËÏÎ×ÅÒÔÏ× Ó ÉÈ ÁÄÒÅÓÁÍÉ. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�Ï-ÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÌÏÖÉÔØ �ÉÓØÍÁ × ËÏÎ×ÅÒÔ, ÞÔÏÂÙ ÎÉ ÏÄÎÏ �ÉÓØÍÏÎÅ �Ï�ÁÌÏ ÔÏÍÕ ÌÉ�Õ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÏÎÏ ÁÄÒÅÓÏ×ÁÎÏ?14.141.(20) (ðÏÌØÛÁ 62) óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏ-ÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ n �ÒÅÄÍÅÔÏ×, ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÎÁ Ä×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á?14.142.(20) (ðÏÌØÛÁ 70) óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ12 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ 6 ÍÎÏÖÅÓÔ×, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈÓÏÄÅÒÖÉÔ �Ï 2 ÜÌÅÍÅÎÔÁ?14.143.(20) (ðÏÌØÛÁ 71) äÏÓÔÕ� Ë ÓÅÊÆÕ ÉÍÅÀÔ 11 ÞÌÅÎÏ× ËÏ-ÍÉÓÓÉÉ. ëÁËÉÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÚÁÍËÏ× ÎÁÄÏ ÓÎÁÂÄÉÔØ ÓÅÊÆÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ �ÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ËÌÀÞÅÊ ÌÀÂÙÅ ÛÅÓÔØÞÌÅÎÏ× ËÏÍÉÓÓÉÉ, ÓÏÂÒÁ×ÛÉÓØ ×ÍÅÓÔÅ, ÍÏÇÌÉ ÅÇÏ ÏÔËÒÙÔØ, Á ÌÀÂÙÈ5 ÞÌÅÎÏ× ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ? õËÁÚÁÔØ, ËÁË ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÉÔØ ËÌÀÞÉÏÔ ÓÅÊÆÁ Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÚÁÍËÏ× ÍÅÖÄÕ ÞÌÅÎÁÍÉ ËÏÍÉÓÓÉÉ.14.144.(15) (þÅÈÏÓÌÏ×ÁËÉÑ 73) óËÏÌØËÏ ÒÁÚÎÙÈ �ÁÒ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁ-ÀÝÉÈÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÉÍÅÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ×?14.145.(15) (îØÀ-êÏÒË 74) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ n > kÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ Ckn; Ckn+1; : : : ; Ckn+k ÒÁ×ÅÎ 1.14.146.(15) (àÇÏÓÌÁ×ÉÑ 74) îÁÊÔÉ ×ÓÅ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉËÁËÏÍ-ÔÏ k ∈ {1; 2; : : : ; n − 1} ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 2Ckn == Ck−1n + Ck+1n .14.147.(20) (àÇÏÓÌÁ×ÉÑ 77) äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ, ÓËÏÌØ-ËÏ ÅÓÔØ ÔÒÏÅË ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÕÍÍÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ 6n.14.148.(20) (âÏÌÇÁÒÉÑ 80) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ Ó�ÏÓÏÂÏ×, ËÏ-ÔÏÒÙÍÉ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ 1; 2; : : : ; 49 ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÛÅÓÔ£ÒËÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈÞÉÓÅÌ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÈÏÔÑ Ä×Á ÉÚ ÎÉÈ ÂÙÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ, ÒÁ×ÎÏC649 − C644.14.149.(20) (á×ÓÔÒÁÌÉÑ 82) Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Cm2m ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁm+ 1. Â) îÁÊÔÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ Cn+m2n · k ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁn+m+ 1 �ÒÉ ×ÓÅÈ n > m.14.150.(15) (óûá 82) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ×ÅÒÎÏ, ÞÔÏn∑k=0 (2n)!(k!)2((n− k)!)2 = (Cn2n)2:



14. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ 20314.151.(20) (óï 99) óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÉÚ ÞÉÓÅÌ 1; 2; : : : ; 11ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÞÉÓÅÌ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÒÅÄÉ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÎÅÂÙÌÏ ÔÒ£È ÉÄÕÝÉÈ �ÏÄÒÑÄ ÞÉÓÅÌ?14.152.(20) (÷ï 64) ÷ ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ È1 : È2 : : : : : Èn ÄÌÑ ÕËÁÚÁÎÉÑ�ÏÒÑÄËÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÒÁÓÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓËÏÂËÉ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔ ××ÉÄÅ ÄÒÏÂÉ: Èi1Èi2 : : : ÈikÈj1Èj2 : : : Èjn−k(�ÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÂÕË× È1, È2; : : : ; Èn ÓÔÏÉÔ ÌÉÂÏ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÅÄÒÏÂÉ, ÌÉÂÏ × ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ). óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÏÌÕÞÉÔØ �ÒÉ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ Ó�ÏÓÏÂÁÈ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉÓËÏÂÏË?14.153.(20) (÷ï 66) îÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎ �ÒÑÍÏ-ÕÇÏÌØÎÉË ABCD, ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÌÉÎÉÑÈ ÓÅÔËÉ, �ÒÉ-Þ£Í AD × k ÒÁÚ ÂÏÌØÛÅ á÷ (k | �ÅÌÏÅ). òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ×ÓÅ�ÕÔÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ �Ï ÌÉÎÉÑÍ ÓÅÔËÉ É ËÒÁÔÞÁÊÛÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÅÄÕ-ÝÉÅ ÉÚ á × ó. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÕÔÅÊ, × ËÏÔÏÒÙÈ �ÅÒ×ÏÅ Ú×ÅÎÏ ÌÅÖÉÔÎÁ AD, × k ÒÁÚ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÔÁËÉÈ, × ËÏÔÏÒÙÈ �ÅÒ×ÏÅ Ú×ÅÎÏ ÌÅÖÉÔÎÁ á÷.14.154.(20) (÷ï 70) éÚ �ÉÆÒ 1 É 2 ÓÏÓÔÁ×ÉÌÉ �ÑÔØ n-ÚÎÁÞÎÙÈÞÉÓÅÌ ÔÁË, ÞÔÏ Õ ËÁÖÄÙÈ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ ÓÏ×�ÁÌÉ �ÉÆÒÙ ÒÏ×ÎÏ ×m ÒÁÚ-ÒÑÄÁÈ, ÎÏ ÎÉ × ÏÄÎÏÍ ÒÁÚÒÑÄÅ ÎÅ ÓÏ×�ÁÌÉ ×ÓÅ �ÑÔØ ÞÉÓÅÌ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ 2=5 6 m=n 6 3=5.14.155.(20) (÷ï 75) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ �ÉÆÒ 1 É 2 ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ-×ÉÔØ 2n+1 ÞÉÓÅÌ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ 2n-ÚÎÁÞÎÏ É ËÁÖÄÙÅ Ä×Á ÉÚËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ × 2n−1 ÒÁÚÒÑÄÁÈ.14.156.(15) (÷ï 83) ÷ ÑÚÙËÅ �ÌÅÍÅÎÉ áÂÂÁ Ä×Å ÂÕË×Ù. éÚ×ÅÓÔ-ÎÏ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÏÅ ÓÌÏ×Ï ÜÔÏÇÏ ÑÚÙËÁ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏÓÌÏ×Á. íÏÖÅÔ ÌÉ ÓÌÏ×ÁÒØ ÑÚÙËÁ ÜÔÏÇÏ �ÌÅÍÅÎÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ 3 ÞÅÔÙ-Ò£ÈÂÕË×ÅÎÎÙÈ, 10 �ÑÔÉÂÕË×ÅÎÎÙÈ, 30 ÛÅÓÔÉÂÕË×ÅÎÎÙÈ É 5 ÓÅÍÉÂÕ-Ë×ÅÎÎÙÈ ÓÌÏ×?14.157.(20) (÷ï 98) îÁÚÏ×ÅÍ ÄÅÓÑÔÉÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍ,ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 11111 É ×ÓÅ ÅÇÏ �ÉÆÒÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. óËÏÌØËÏÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ?14.158.(15) (íåï 87) ðÕÓÔØ pn(k) | ÞÉÓÌÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á ÉÚ n (n > 0) ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÉÍÅÀÝÉÈ ÒÏ×ÎÏ k ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÈÔÏÞÅË. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ pn(1) + 2pn(2) + : : :+ npn(n) = n!14.159.(15) (íåï 89) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {1; 2; : : : ; 1989}ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ-ÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× ái (i = 1; 2; : : : ; 117) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×



204 ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ É ÔÅÏÒÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊái ÓÏÄÅÒÖÉÔ 17 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, É S1 = S2 = : : : = S117, ÇÄÅ Si | ÓÕÍÍÁ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ái.14.160.(25) (íï 68) îÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 ÏÔÍÅÞÅÎÁ ÔÏÞ-ËÁ O, É ÉÚ ÎÅ£ �ÉÒËÕÌÅÍ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÚÁÓÅÞËÁ �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ ÒÁ-ÄÉÕÓÏÍ a. éÚ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÅÝ£ ÏÄÎÁ ÚÁÓÅÞËÁ, É ÔÁË�Ï×ÔÏÒÑÅÔÓÑ 1968 ÒÁÚ. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÄÕÇ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÅÔ �Ï-ÌÕÞÉÔØÓÑ? (òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÄÕÇÉ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÄÒÕÇÉÈÚÁÓÅÞÅË.)14.161.(30) (÷ï 76) äÁÎÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Á1; Á2; : : : ; Ák (k > n) ÎÁÚÏ×ÅÍ ÕÎÉ×ÅÒ-ÓÁÌØÎÏÊ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ n, ÅÓÌÉ ÉÚ ÎÅ£ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ×ÙÞ£ÒËÉ×Á-ÎÉÅÍ ÞÁÓÔÉ ÞÌÅÎÏ× ÌÀÂÕÀ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ ÞÉÓÅÌ 1; 2; : : : ; n (Ô. Å.ÌÀÂÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ n ÞÉÓÅÌ, × ËÏÔÏÒÕÀ ËÁÖÄÏÅ ÉÚÞÉÓÅÌ 1; 2; : : : ; n ×ÈÏÄÉÔ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ). îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ (1; 2; 3; 1; 2; 1; 3) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÄÌÑ n = 3, Á(1; 2; 3; 2; 1; 3; 1) ÎÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁ, ÔÁË ËÁË ÉÚ ÎÅ£ ÎÉËÁËÉÍ ×ÙÞ£Ò-ËÉ×ÁÎÉÅÍ ÎÅÌØÚÑ �ÏÌÕÞÉÔØ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ (3; 1; 2).Á) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚn2 ÞÌÅÎÏ×.Â) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚn2 − n+ 1 ÞÌÅÎÏ×.×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏ-ÓÔÏÉÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÉÚ n(n+ 1)=2 ÞÌÅÎÏ×.Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ n = 4 ÓÁÍÁÑ ËÏÒÏÔËÁÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 12 ÞÌÅÎÏ×.Ä) ðÏ�ÒÏÂÕÊÔÅ ÎÁÊÔÉ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ n ËÁË ÍÏÖÎÏ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÕÀÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.14.162.(30) (÷ï 77) éÍÅÅÔÓÑ 1000 ÂÉÌÅÔÏ× Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ 000;001; : : : ; 999 É 100 ÑÝÉËÏ× Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ 00; 01; : : : ; 99. âÉÌÅÔ ÍÏÖÎÏÏ�ÕÓÔÉÔØ × ÑÝÉË, ÅÓÌÉ ÎÏÍÅÒ ÑÝÉËÁ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÎÏÍÅÒÁÜÔÏÇÏ ÂÉÌÅÔÁ ×ÙÞ£ÒËÉ×ÁÎÉÅÍ ÏÄÎÏÊ ÉÚ �ÉÆÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ×ÓÅ ÂÉÌÅÔÙ × 50 ÑÝÉËÏ×;Â) ÎÅÌØÚÑ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ×ÓÅ ÂÉÌÅÔÙ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ × 40 ÑÝÉËÏ×;×) ÎÅÌØÚÑ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ×ÓÅ ÂÉÌÅÔÙ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ × 50 ÑÝÉËÏ×.Ç) ðÕÓÔØ ÂÉÌÅÔÙ ÉÍÅÀÔ 4-ÚÎÁÞÎÙÅ ÎÏÍÅÒÁ (ÏÔ 0000 ÄÏ 9999) ÉÂÉÌÅÔ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ Ï�ÕÓËÁÔØ × ÑÝÉË, ÎÏÍÅÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÖÎÏ �Ï-ÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÎÏÍÅÒÁ ÂÉÌÅÔÁ ×ÙÞ£ÒËÉ×ÁÎÉÅÍ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ Ä×ÕÈ �ÉÆÒ.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ 4-ÚÎÁÞÎÙÅ ÂÉÌÅÔÙ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ × 34 ÑÝÉËÁ.Ä) ëÁËÏÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÑÝÉËÏ× �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÌÑ k-ÚÎÁÞÎÙÈ ÂÉÌÅÔÏ× (k = 4; 5; : : : )?



15. üÌÅÍÅÎÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ 20515. üìåíåî�ù �åïòéé ÷åòïñ�îïó�åêëÁË É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ, ÜÔÏÔ ÒÁÚÄÅÌ ÓÅÊÞÁÓ ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ × ÛËÏÌØ-ÎÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ. ïÄÎÁËÏ ÎÁÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÒÁÚÄÅÌÙÑ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÁÖÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. ïÔ-ÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÏÎÉ ×ÈÏÄÑÔ × ÛËÏÌØÎÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ ÍÎÏÇÉÈÚÁÒÕÂÅÖÎÙÈ ÓÔÒÁÎ, Ï ÞÅÍ ÍÏÖÎÏ ÓÕÄÉÔØ �Ï �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÍ ÚÄÅÓØÚÁÄÁÞÁÍ ÉÚ ÏÌÉÍ�ÉÁÄ ÜÔÉÈ ÓÔÒÁÎ.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÒÁ×ÎÏ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÓÏÂÙÔÉÊ ÎÁÚÏ-×£Í �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÓÏ-ÂÙÔÉÑ A ÎÁÚÏ×£Í ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ÔÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ, �ÒÉËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÂÙÔÉÅ A �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ, Ë ÞÉÓÌÕ ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÁÒÎÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÓÏÂÙÔÉÅ A �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ × mÉÚ n ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÌÕÞÁÅ×, ÅÇÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ P (A) ×ÙÒÁÚÉÔÓÑ ÄÒÏÂØÀP (A) = mn :÷ ÚÁÄÁÞÁÈ, ÇÄÅ ÞÉÓÌÏ ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÏÂÙ-ÔÉÊ ËÏÎÅÞÎÏ, ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ, ÂÌÁÇÏ�ÒÉÑÔÎÙÈ ÓÏÂÙ-ÔÉÀ A, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÏ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ.÷ ËÌÁÓÓÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍ ÉÚ 20 ÕÞÅÎÉËÏ×, 15 ÞÅÌÏ×ÅË ÚÁÎÉÍÁÀÔ-ÓÑ × ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ËÒÕÖËÅ. ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ, ÞÔÏ ÎÁ-ÕÄÁÞÕ ×ÙÂÒÁÎÎÙÊ ÕÞÅÎÉË ÏËÁÖÅÔÓÑ ÞÌÅÎÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏËÒÕÖËÁ?òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÅ á ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁÕÄÁÞÕ ×Ù-ÂÒÁÎÎÙÊ ÕÞÅÎÉË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÌÅÎÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ËÒÕÖËÁ. �Ï-ÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ, ÂÌÁÇÏ�ÒÉÑÔÎÙÈ ÓÏÂÙÔÉÀ á, ÒÁ×-ÎÏ 15. þÉÓÌÏ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×ÎÏ 20.úÎÁÞÉÔ, ÉÓËÏÍÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÁ P (A) = 15=20 = 3=4.âÒÏÓÁÀÔ Ä×Å ÉÇÒÁÌØÎÙÅ ËÏÓÔÉ. þÔÏ ÂÏÌÅÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏ: ÔÏ, ÞÔÏÓÕÍÍÁ ÏÞËÏ× ÎÁ ×Ù�Á×ÛÉÈ ÇÒÁÎÑÈ ÒÁ×ÎÁ 11 ÉÌÉ ÔÏ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁÏÞËÏ× ÎÁ ×Ù�Á×ÛÉÈ ÇÒÁÎÑÈ ÒÁ×ÎÁ 4?òÅÛÅÎÉÅ. ðÏÓÔÁ×ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÉÓÈÏÄÕ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁ Õ�Ï-ÒÑÄÏÞÅÎÎÕÀ �ÁÒÕ ÞÉÓÅÌ (x; y), ÇÄÅ È | ÞÉÓÌÏ ÏÞËÏ×, ×Ù�Á×ÛÉÈ ÎÁ�ÅÒ×ÏÊ ËÏÓÔÉ, Á y | ÎÁ ×ÔÏÒÏÊ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈÓÏÂÙÔÉÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÁÒ (x; y), ÇÄÅ x É y �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑ ÏÔ 1 ÄÏ 6. þÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ �ÁÒ ÒÁ×ÎÏ 36. óÏÂÙÔÉÀA, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍÕ× ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÏÞËÏ×, ×Ù�Á×ÛÉÈ ÎÁ Ä×ÕÈ ËÏÓÔÑÈ, ÒÁ×ÎÁ 11, ÂÌÁÇÏ-�ÒÉÑÔÎÙ 2 ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÏÂÙÔÉÑ, ËÏÔÏÒÙÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ �ÁÒÙ(6; 5) É (5; 6). óÏÂÙÔÉÀ B, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍÕ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÏÞËÏ×,×Ù�Á×ÛÁÑ ÎÁ Ä×ÕÈ ËÏÓÔÑÈ, ÒÁ×ÎÁ 4, ÂÌÁÇÏ�ÒÉÑÔÎÙ 3 ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ



206 ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ É ÔÅÏÒÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊÓÏÂÙÔÉÑ, ËÏÔÏÒÙÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ �ÁÒÙ (1; 3), (3; 1), (2; 2). ÷ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔÉ ÓÏÂÙÔÉÊ á É ÷ ÒÁ×ÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ P (A) = 2=36 = 1=18 ÉP (B) = 3=36 = 1=12, É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÂÙÔÉÅ B ÂÏÌÅÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏ.15.1.(10) ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÁÕÄÁÞÕ ×ÙÒ×ÁÎÎÙÊ ÌÉ-ÓÔÏË ÉÚ ÎÏ×ÏÇÏ ËÁÌÅÎÄÁÒÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÅÒ×ÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÍÅÓÑ�Á?(çÏÄ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÎÅ×ÉÓÏËÏÓÎÙÍ.)15.2.(10) ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÁÕÄÁÞÕ ×ÙÂÒÁÎÎÏÅ ÞÉ-ÓÌÏ ÏÔ 1 ÄÏ 12 ÏËÁÖÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÞÉÓÌÁ 12? (åÄÉÎÉ�Á ÓÞÉÔÁÅÔÓÑÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.)15.3.(15) ëÁËÏ×Ù ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÁÕÄÁÞÕ ×ÙÂÒÁÎÎÏÅÄ×ÕÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3?15.4.(10) îÁÊÔÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÁÕÄÁÞÕ ×ÙÂÒÁÎÎÙÊÞÌÅÎ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Un = n2 + 1 (n = 1; 2; : : : ; 10) ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ 5.15.5.(10) ÷ ÕÒÎÅ 10 ÂÅÌÙÈ ÛÁÒÏ× É 3 ËÒÁÓÎÙÈ. ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔØ ×ÙÎÕÔØ ÉÚ ÕÒÎÙ ËÒÁÓÎÙÊ ÛÁÒ?15.6.(20) íÏÎÅÔÕ ÂÒÏÓÁÀÔ ÔÒÉ ÒÁÚÁ. ëÁËÏÅ ÉÚ ÓÏÂÙÔÉÊ ÂÏÌÅÅ×ÅÒÏÑÔÎÏ: ÓÏÂÙÔÉÅ á | ×ÓÅ ÔÒÉ ÒÁÚÁ ×Ù�ÁÌÁ �ÉÆÒÁ, ÉÌÉ ÓÏÂÙÔÉÅB | Ä×Á ÒÁÚÁ ×Ù�ÁÌÁ �ÉÆÒÁ É ÏÄÉÎ ÒÁÚ ÇÅÒÂ? ðÏÄÓÞÉÔÁÔØ ×ÅÒÏ-ÑÔÎÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ÓÏÂÙÔÉÊ.15.7.(15) âÒÏÛÅÎÙ Ä×Å ÉÇÒÁÌØÎÙÅ ËÏÓÔÉ. ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÏÞËÏ× ÎÁ ×Ù�Á×ÛÉÈ ÇÒÁÎÑÈ ÒÁ×ÎÁ 7?15.8.(15) âÒÏÛÅÎÙ Ä×Å ÉÇÒÁÌØÎÙÅ ËÏÓÔÉ. ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÏÞËÏ× ÎÁ ×Ù�Á×ÛÉÈ ÇÒÁÎÑÈ Þ£ÔÎÁÑ?15.9.(15) ðÒÉ �ÅÒÅ×ÏÚËÅ 100 ÄÅÔÁÌÅÊ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ 10 ÂÙÌÉ ÚÁ-ÂÒÁËÏ×ÁÎÙ, ÕÔÅÒÑÎÁ ÏÄÎÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÄÅÔÁÌØ. îÁÊÔÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÁÕÄÁÞÕ ÉÚ×ÌÅÞ£ÎÎÁÑ ÄÅÔÁÌØ ÏËÁÚÁÌÁÓØ Á) ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ;Â) ÂÒÁËÏ×ÁÎÎÏÊ.15.10.(20) ÷ ÓÅÍØÅ ÔÒÏÅ ÄÅÔÅÊ. ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÏÎÉÍÁÌØÞÉËÉ? (ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÒÏÖÄÅÎÉÑ ÍÁÌØÞÉËÁÉ ÄÅ×ÏÞËÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ.)÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÄÌÑ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÏÄÓÞ£ÔÁ ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔÉ ÓÏÂÙÔÉÑ ÕÄÏÂÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÉ.îÁÊÔÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÕÞÁÝÉÅÓÑ × ÇÒÕ��Å, ÓÏÓÔÏ-ÑÝÅÊ ÉÚ 40 ÞÅÌÏ×ÅË, ÒÏÄÉÌÉÓØ × ÒÁÚÎÙÅ ÄÎÉ ÇÏÄÁ. (óÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏÎÉ Õ ËÏÇÏ ÎÅ ÂÙÌÏ ÄÎ£Í ÒÏÖÄÅÎÉÑ 29 ÆÅ×ÒÁÌÑ.)òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÓÅ ÉÓÈÏÄÙ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁ | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ×ÙÂÏÒËÉ �Ï40 ÉÚ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÂß£ÍÁ 365. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÙÂÏÒËÁ ÍÏÖÅÔÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (ÔÁË ËÁË ÌÀÂÏÊ ÄÅÎØ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÄÎÅÍ ÒÏÖÄÅÎÉÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÞÅÌÏ×ÅË). úÎÁÞÉÔ, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ 40365 ÒÁÚÎÙÈ ×ÙÂÏÒÏË. âÌÁÇÏ�ÒÉ-



15. üÌÅÍÅÎÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ 207ÑÔÎÙÍ ÓÏÂÙÔÉÑÍ ÂÕÄÕÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ×ÙÂÏÒËÉ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. �ÁËÉÈ ×ÙÂÏÒÏË A40365. éÔÁË, ÉÓËÏÍÁÑ ×ÅÒÏ-ÑÔÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÁ P (A) = A40365=40365.15.11.(10) ÷ ÕÒÎÅ n ÂÅÌÙÈ É m ËÒÁÓÎÙÈ ÛÁÒÏ×. ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÁÕÄÁÞÕ ×ÚÑÔÙÅ Ä×Á ÛÁÒÁ ÏËÁÖÕÔÓÑ ËÒÁÓÎÙÍÉ?15.12.(10) îÁÂÉÒÁÑ ÎÏÍÅÒ ÔÅÌÅÆÏÎÁ, ÁÂÏÎÅÎÔ ÚÁÂÙÌ ÔÒÉ �ÏÓÌÅÄ-ÎÉÅ �ÉÆÒÙ É, �ÏÍÎÑ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÎÁÂÒÁÌ ÉÈ ÎÁÕÄÁÞÕ.ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÁÂÒÁÌ ÎÕÖÎÙÅ �ÉÆÒÙ?15.13.(15) ë ËÏÎ�Õ ÄÎÑ × ÍÁÇÁÚÉÎÅ ÏÓÔÁÌÏÓØ 60 ÁÒÂÕÚÏ×, ÉÚ ËÏ-ÔÏÒÙÈ 50 Ó�ÅÌÙÈ. ðÏËÕ�ÁÔÅÌØ ×ÙÂÉÒÁÅÔ Ä×Á ÁÒÂÕÚÁ. ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏ-ÑÔÎÏÓÔØ, ÞÔÏ ÏÂÁ ÁÒÂÕÚÁ Ó�ÅÌÙÅ?15.14.(15) ÷ ÕÒÎÅ n ÂÅÌÙÈ, m Þ£ÒÎÙÈ É k ËÒÁÓÎÙÈ ÛÁÒÏ×. îÁ-ÕÄÁÞÕ ×ÙÎÉÍÁÀÔÓÑ ÔÒÉ ÛÁÒÁ. ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÓÅÏÎÉ ÂÕÄÕÔ ÒÁÚÎÏÇÏ �×ÅÔÁ?15.15.(15) ÷ ÜËÚÁÍÅÎÁ�ÉÏÎÎÙÊ ÂÉÌÅÔ ×ÈÏÄÑÔ 4 ×Ï�ÒÏÓÁ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍÙ, ÎÁÓÞÉÔÙ×ÁÀÝÅÊ 45 ×Ï�ÒÏÓÏ×. áÂÉÔÕÒÉÅÎÔ ÎÅ ÚÎÁÅÔ 15 ×Ï-�ÒÏÓÏ× �ÒÏÇÒÁÍÍÙ. ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ×ÙÔÑÎÅÔ ÂÉÌÅÔ,ÇÄÅ ×ÓÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ÅÍÕ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ?15.16.(15) îÁ ËÁÒÔÏÞËÁÈ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 1 ÄÏ 15. îÁ-ÕÄÁÞÕ ÉÚ×ÌÅËÁÀÔÓÑ Ä×Å ËÁÒÔÏÞËÉ. ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ, ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÈ ÎÁ ÜÔÉÈ ËÁÒÔÏÞËÁÈ, ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÁ 10?15.17.(15) ÷ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÉ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ 10 ÞÅÌÏ×ÅË. �ÒÏÅ ÓÕÄÅÊÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ �ÅÒÅÎÕÍÅÒÏ×Ù×ÁÀÔ ÉÈ × �ÏÒÑÄËÅ, ÏÔÒÁ-ÖÁÀÝÅÍ ÉÈ ÕÓ�ÅÈÉ × ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÉ �Ï ÍÎÅÎÉÀ ÓÕÄÅÊ. ðÏÂÅÄÉÔÅÌÅÍÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÔÏÔ, ËÏÇÏ ÎÁÚÏ×ÕÔ �ÅÒ×ÙÍ ÈÏÔÑ ÂÙ Ä×ÏÅ ÓÕÄÅÊ. ÷ ËÁËÏÊÄÏÌÅ ÓÌÕÞÁÅ× ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÑ �ÏÂÅÄÉÔÅÌØ ÂÕÄÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌ£Î?òÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÉ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ ÞÉÓÌÁ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË Ó ÚÁ-ÄÁÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ �Ï×ÔÏÒÅÎÉÊ.15.18.(20) ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÍ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅ-ÎÉÉ × ÒÑÄ ËÕÂÉËÏ×, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ ÂÕË×Ù Á, Á, Á, Î, Î, Ó,�ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÌÏ×Ï �ÁÎÁÎÁÓ�?15.19.(20) îÁ ÒÑÄ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÓÅÍÉ ÍÅÓÔ, ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍÓÁÄÑÔÓÑ ÓÅÍØ ÕÞÅÎÉËÏ×. îÁÊÔÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÔÒÉ Ï�ÒÅÄÅ-Ì£ÎÎÙÈ ÕÞÅÎÉËÁ ÏËÁÖÕÔÓÑ ÒÑÄÏÍ.15.20.(20) îÁ �ÏÌËÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÞÅÔÙÒÅ ËÎÉÇÉ �ÏÁÌÇÅÂÒÅ É ÔÒÉ ËÎÉÇÉ �Ï ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏËÎÉÇÉ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ �ÒÅÄÍÅÔÕ ÓÔÏÑÔ ÒÑÄÏÍ?15.21.(20) îÁÊÔÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ÉÇÒÅ × ÂÒÉÄÖ (ÞÅ-ÔÙÒ£Í ÉÇÒÏËÁÍ ÉÚ ËÏÌÏÄÙ ËÁÒÔ × 52 ÌÉÓÔÁ ÒÁÚÄÁÀÔÓÑ �Ï 13 ËÁÒÔ)ËÁÖÄÙÊ ÉÇÒÏË �ÏÌÕÞÉÔ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÔÕÚÕ.



208 ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ É ÔÅÏÒÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ15.22.(20) ðÕÓÔØ �ÒÉ 10-ËÒÁÔÎÏÍ ÂÒÏÓÁÎÉÉ ÍÏÎÅÔÙ 5 ÒÁÚ ×Ù-�ÁÌÉ ÇÅÒÂÙ É 5 ÒÁÚ | �ÉÆÒÙ. ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÓÅÇÅÒÂÙ ×Ù�ÁÌÉ �ÒÉ �ÅÒ×ÙÈ 5 ÂÒÏÓÁÎÉÑÈ?éÚ 15 ÓÔÒÏÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÁÂÏÞÉÈ 10 | ÛÔÕËÁÔÕÒÙ, Á 5 | ÍÁ-ÌÑÒÙ. îÁÕÄÁÞÕ ÏÔÂÉÒÁÅÔÓÑ ÂÒÉÇÁÄÁ ÉÚ 5 ÒÁÂÏÞÉÈ. ëÁËÏ×Á ×Å-ÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÂÕÄÅÔ 2 ÍÁÌÑÒÁ É 3 ÛÔÕËÁ-ÔÕÒÁ?òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ×ÓÅÈ ×ÙÂÏÒÏË ÒÁÚÌÉÞÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á ÏÂß£ÍÁ 5 ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÂß-£ÍÁ 15. þÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ×ÙÂÏÒÏË ÒÁ×ÎÏ C515. âÌÁÇÏ�ÒÉÑÔÎÙÍ ÓÏÂÙÔÉÑÍÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ×ÙÂÏÒËÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÔÒ£È ÍÁÌÑÒÏ× É Ä×ÕÈ ÛÔÕËÁ-ÔÕÒÏ×. �Ò£È ÍÁÌÑÒÏ× ÉÚ �ÑÔÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ C35 Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ, Á Ä×ÕÈÛÔÕËÁÔÕÒÏ× (ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ×ÙÂÏÒÁ) C210Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. úÎÁÞÉÔ, ÞÉÓÌÏ ×ÙÂÏÒÏË, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÂÌÁÇÏ�ÒÉ-ÑÔÎÙÍ ÓÏÂÙÔÉÑÍ, ÒÁ×ÎÏ C35C210. éÔÁË, ÉÓËÏÍÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÁP (A) = C35C210=C515.÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÏÌÕÞÉÔØ ×ÙÂÏÒËÕ ÏÂß£ÍÁ k + r,ÇÄÅ k ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÊ ÇÒÕ��Å, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ n ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ×, Á r | ÄÒÕÇÏÊ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ m ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑÆÏÒÍÕÌÏÊ P (A) = CrmCknCr+km+n :15.23.(15) ÷ ÑÝÉËÅ ÉÍÅÀÔÓÑ 15 ÄÅÔÁÌÅÊ, 5 ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏËÒÁÛÅ-ÎÙ. éÚ×ÌÅËÁÀÔÓÑ 5 ÄÅÔÁÌÅÊ. îÁÊÔÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ 4 ÉÚ ÎÉÈÏËÒÁÛÅÎÙ, Á 1 | ÎÅÔ.15.24.(15) ÷ �ÁÒÔÉÉ ÉÚ N ÄÅÔÁÌÅÊ n ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ. îÁÕÄÁÞÕÏÔÂÉÒÁÀÔÓÑ m ÄÅÔÁÌÅÊ. îÁÊÔÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÏÔÏ-ÂÒÁÎÎÙÈ k ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ.15.25.(20) ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÇÌÁ×ÎÏÇÏ ×ÙÉÇÒÙÛÁ × �ó�ÏÒÔ-ÌÏÔÏ� (ÕÇÁÄÁÔØ 6 ÎÏÍÅÒÏ× ÉÚ 48)? ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÕÇÁÄÁÔØ 5;4; 3 ÎÏÍÅÒÁ ÉÚ 48?15.26.(20) ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÏÄÎÏÇÏ ÔÕÚÁ, ÔÕÚÁ ÉËÏÒÏÌÑ �ÒÉ ÓÄÁÞÅ 6 ËÁÒÔ ÉÚ ËÏÌÏÄÙ × 52 ÌÉÓÔÁ?15.27.(20) åÓÔØ ÛÅÓÔØ ÂÉÌÅÔÏ× × ÔÅÁÔÒ, ÞÅÔÙÒÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÍÅÓÔÁ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÑÄÁ. ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÉÚ ÔÒ£È ×Ù-ÂÒÁÎÎÙÈ ÂÉÌÅÔÏ× Ä×Á ÂÕÄÕÔ ÎÁ ÍÅÓÔÁ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÑÄÁ?15.28.(20) ÷ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÑÈ �Ï ÆÕÔÂÏÌÕ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ 20 ËÏÍÁÎÄ.óÌÕÞÁÊÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÎÉ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ Ä×Å ÇÒÕ��Ù �Ï 10 ËÏÍÁÎÄ. ëÁ-ËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Ä×Å ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÅ ËÏÍÁÎÄÙ �ÒÉÜÔÏÍ ÏËÁÖÕÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÇÒÕ��Å?



15. üÌÅÍÅÎÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ 20915.29.(15) éÇÒÁÌØÎÕÀ ËÏÓÔØ ÂÒÏÓÁÀÔ ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ÓÕÍÍÁ×Ù�Á×ÛÉÈ ÚÁ ×ÒÅÍÑ ÂÒÏÓÁÎÉÑ ÏÞËÏ× ÎÅ �ÒÅ×ÙÓÉÔ 12. ëÁËÁÑ ÏÂÝÁÑÓÕÍÍÁ ÏÞËÏ× ÂÕÄÅÔ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÊ?15.30.(20) ÷ ÓÕÍËÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÛÅÓÔØ ËÒÁÓÎÙÈ É ×ÏÓÅÍØ ÚÅÌ£ÎÙÈÍÑÞÅÊ. óÌÕÞÁÊÎÏ ×ÙÎÉÍÁÀÔ �ÑÔØ ÉÚ ÎÉÈ É �ÏÍÅÝÁÀÔ × ËÒÁÓÎÕÀËÏÒÏÂËÕ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÄÅ×ÑÔØ | × ÚÅÌ£ÎÕÀ. ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ,ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÒÁÓÎÙÈ ÍÑÞÅÊ × ÚÅÌ£ÎÏÊ ËÏÒÏÂËÅ �ÌÀÓ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÚÅÌ£ÎÙÈ ÍÑÞÅÊ × ËÒÁÓÎÏÊ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ ÞÉÓÌÏÍ?15.31.(20) ûÁÈÍÁÔÉÓÔ á × ÔÒ£È �ÁÒÔÉÑÈ Ó ÷ É ó ÄÏÌÖÅÎ ÎÅ�ÒÏÉÇÒÁÔØ × ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ Ä×ÕÈ �ÁÒÔÉÑÈ �ÏÄÒÑÄ. ðÒÉ ËÁËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÏ×: ÷, ó, ÷ ÉÌÉ ó, ÷, ó ÛÁÈÍÁÔÉÓÔ ÉÍÅÅÔÂÏÌØÛÅ ÛÁÎÓÏ× ÎÁ ÕÓ�ÅÈ, ÅÓÌÉ × ÓÒÅÄÎÅÍ ÉÚ 10 �ÁÒÔÉÊ ÏÎ �ÒÏÉÇÒÙ-×ÁÅÔ ÷ ËÁÖÄÙÅ 6 �ÁÒÔÉÊ, Á C | ËÁÖÄÙÅ 7 �ÁÒÔÉÊ.15.32.(15) (âÅÌØÇÉÑ 80) ëÁÖÄÁÑ ÉÚ Ä×ÕÈ ÕÒÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÌÙÅ ÉÞ£ÒÎÙÅ ÛÁÒÙ | ×ÓÅÇÏ 25. éÚ ËÁÖÄÏÊ ÕÒÎÙ ÎÁÕÇÁÄ ×ÙÎÉÍÁÀÔ �ÏÛÁÒÕ. úÎÁÑ, ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÂÁ ×ÙÎÕÔÙÈ ÛÁÒÁ ÏËÁÖÕÔ-ÓÑ ÂÅÌÙÍÉ, ÒÁ×ÎÁ 0;54, ÎÁÊÔÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÂÁ ×ÙÎÕÔÙÅÛÁÒÙ ÏËÁÖÕÔÓÑ Þ£ÒÎÙÍÉ.15.33.(15) (÷ÅÎÇÒÉÑ 70) ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ5 ×ÙÔÑÎÕÔÙÈ ÎÏÍÅÒÏ× ÌÏÔÏ ÉÍÅÀÔÓÑ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÎÁÊÄÕÔÓÑÄ×Á ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁ 1 ÞÉÓÌÁ?15.34.(20) (áÎÇÌÉÑ 73) õÞÉÔÅÌÀ É ÕÞÅÎÉËÁÍ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ×Ï�ÒÏÓÙ.÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÔ×ÅÔ ÕÞÉÔÅÌÑ ÂÕÄÅÔ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÍ, ÒÁ×ÎÁ �,Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÏÔ×ÅÔÁ ÕÞÅÎÉËÁ ÒÁ×ÎÁ � (ÄÌÑ ÍÁÌØÞÉ-ËÁ) É 
 (ÄÌÑ ÄÅ×ÏÞËÉ). ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÔ×ÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ×Ù-ÂÒÁÎÎÏÇÏ ÕÞÅÎÉËÁ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÔ×ÅÔÏÍ ÕÞÉÔÅÌÑ, ÒÁ×ÎÁ 1=2. îÁÊÔÉÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ÍÁÌØÞÉËÏ× Ë ÞÉÓÌÕ ÄÅ×ÏÞÅË.15.35.(20) (óûá 83) ÷ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÍ n-ÕÇÏÌØÎÉËÅ (n > 6) ÎÁÕÇÁÄ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ Ä×Å ÔÒÏÊËÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ. ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÔÏÇÏ, ÞÔÏ Ä×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÔÒÏÊËÁÈ,ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ?15.36.(20) (çÅÒÍÁÎÉÑ 78) ÷ÏËÒÕÇ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ 2n-ÕÇÏÌØÎÉËÁÏ�ÉÓÁÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. �ÒÏÊËÁ ÒÁÚÎÙÈ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÄ-ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÁÔÜÔÉ ×ÅÒÛÉÎÙ (ËÏÎ�Ù �ÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÅÊ). ëÁËÏ×Á×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ ×ÅÒÛÉÎ ÏËÁ-ÖÅÔÓÑ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ?15.37.(20) (âÒÁÚÉÌÉÑ 82, á×ÓÔÒÁÌÉÑ 83) ÷ ÕÒÎÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ n ÂÅ-ÌÙÈ Ém Þ£ÒÎÙÈ ÛÁÒÏ×, ÒÑÄÏÍ Ó ÕÒÎÏÊ | ÑÝÉË Ó ÂÏÌØÛÉÍ ËÏÌÉÞÅ-ÓÔ×ÏÍ Þ£ÒÎÙÈ ÛÁÒÏ×. ðÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ: ÉÚ ÕÒÎÙÎÁÕÇÁÄ ×ÙÎÉÍÁÅÔÓÑ �ÁÒÁ ÛÁÒÏ×; ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÏÄÎÏ�×ÅÔÎÙ, ÔÏ Þ£ÒÎÙÊ



210 ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ É ÔÅÏÒÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊÛÁÒ ÉÚ ÑÝÉËÁ �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÕÒÎÕ; ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÒÁÚÎÏ�×ÅÔÎÙ, ÔÏÂÅÌÙÊ ÛÁÒ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÕÒÎÕ É ÔÁË ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ × ÕÒÎÅ ÎÅÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÏÄÉÎ ÛÁÒ. ó ËÁËÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏÎ ÂÕÄÅÔ ÂÅÌÙÍ?15.38.(20) (á×ÓÔÒÁÌÉÑ 82) éÇÒÏË á ÂÒÏÓÁÅÔ ÍÏÎÅÔÕ n + 1 ÒÁÚ,Á ÉÇÒÏË ÷ | n ÒÁÚ. ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ × ÉÔÏÇÅ Õ á×Ù�ÁÄÅÔ ÂÏÌØÛÅ �ÏÒÌÏ×�, ÞÅÍ Õ ÷?15.39.(20) (îØÀ-êÏÒË 76) óÔÒÏËÁ (i1; : : : ; in), ÇÄÅ n > 3, ÓÏÓÔÁ-×ÌÅÎÁ ÉÚ �ÅÒ×ÙÈ n ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÈ × ÓÌÕÞÁÊ-ÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ. ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ k = 1; 2; : : : ; nÓ�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ik > k − 3?15.40.(15) (óï 00) ÷ �ÅÒÅÄÁÞÅ �ðÏÌÅ þÕÄÅÓ� ×ÅÄÕÝÉÊ ÒÁÚÙÇÒÙ-×ÁÌ �ÒÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÉÇÒÁÀÝÅÍÕ �ÏËÁÚÙ×ÁÌÉ ÔÒÉ ÛËÁ-ÔÕÌËÉ, × ÏÄÎÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÈÏÄÉÌÓÑ �ÒÉÚ. éÇÒÁÀÝÉÊ ÕËÁÚÙ×ÁÌÎÁ ÏÄÎÕ ÉÈ ÛËÁÔÕÌÏË, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ×ÅÄÕÝÉÊ ÏÔËÒÙ×ÁÌ ÏÄÎÕ ÉÚ Ä×ÕÈÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÛËÁÔÕÌÏË, ËÏÔÏÒÁÑ ÏËÁÚÙ×ÁÌÁÓØ �ÕÓÔÏÊ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏÉÇÒÁÀÝÉÊ ÍÏÇ ÌÉÂÏ ÎÁÓÔÁÉ×ÁÔØ ÎÁ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÍ ×ÙÂÏÒÅ, ÌÉ-ÂÏ ÓÍÅÎÉÔØ ÅÇÏ É ×ÙÂÒÁÔØ ÔÒÅÔØÀ ÛËÁÔÕÌËÕ. ÷ ËÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÇÏÛÁÎÓÙ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÔ? (÷ÏÚÍÏÖÎÙ ÔÒÉ ×ÁÒÉÁÎÔÁ ÏÔ×ÅÔÁ: ÏÂÅ ÛËÁÔÕÌ-ËÉ ÒÁ×ÎÏ�ÒÁ×ÎÙ, ÌÕÞÛÅ ÓÏÈÒÁÎÉÔØ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÙÊ ×ÙÂÏÒ, ÌÕÞÛÅÅÇÏ ÉÚÍÅÎÉÔØ. ïÔ×ÅÔ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÔØ.)



üìåíåî�ù áìçåâòùé íá�åíá�éþåóëïçïáîáìéúá
16. îåòá÷åîó�÷áîÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÞÁÓÔÏ ×ÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ × �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÚÁÄÁ-ÞÁÈ. óÁÍÁ �Ï ÓÅÂÅ ÜÔÁ ÔÅÍÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÛÉÒÏËÁ, ÚÄÅÓØ ÍÙ ËÏÓÎÅÍÓÑÌÉÛØ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ Å£ ÞÁÓÔÉ.16.1. þÉÓÌÏ×ÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á÷ÏÔ ÔÉ�ÉÞÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ ÉÚ ÜÔÏÊ ÓÅÒÉÉ.(÷ï 68) ëÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÂÏÌØÛÅ: 3111 ÉÌÉ 1714?òÅÛÅÎÉÅ. ÷Ù�ÉÓÁÔØ ÏÂÁ ÜÔÉÈ ÞÉÓÌÁ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÍÏÖÎÏ | × ËÁ-ÖÄÏÍ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 20 �ÉÆÒ. ïÄÎÁËÏ ÜÔÏÔ �ÕÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ ×Ï�ÒÏÓÁÏÞÅÎØ ÔÒÕÄÏ£ÍÏË É ÎÅ Õ×ÅÎÞÁÅÔÓÑ ÕÓ�ÅÈÏÍ × ÄÒÕÇÉÈ, ÂÏÌÅÅ ÔÒÕÄÎÙÈÚÁÄÁÞÁÈ. ðÏ�ÒÏÂÕÅÍ �Ï-ÄÒÕÇÏÍÕ:3111 < 3211 = (25)11 = 255 < 256 = (24)14 = 1614 < 1714:÷ÏÔ ÔÁËÁÑ �Å�ÏÞËÁ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÓÒÁÚÕ ÄÁÅÔ ÎÁÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ: 3111ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ 1714. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÂÙÌÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÌÑÒÅÛÅÎÉÑ | ÜÔÏ �ÏÄÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ 31 É 17 ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ �ÒÑÄÏÍ�ÓÏ ÓÔÅ�ÅÎÑÍÉ Ä×ÏÊËÉ.16.1. þÔÏ ÂÏÌØÛÅ Á) (10) 5300 ÉÌÉ 3500, Â) (10) 2700 ÉÌÉ 5300,×) (10) 2300 ÉÌÉ 3200, Ç) (10) 240 ÉÌÉ 328, Ä) (10) 544 ÉÌÉ 453,Å) (15) 792 ÉÌÉ 891?16.2.(10) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 2100 + 3100 < 4100.òÁÚÂÅÒ£Í ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ:äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ 479 < 2100 + 3100 < 480.òÅÛÅÎÉÅ. �ÁË ËÁË 2·3100 > 2100+3100, ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ,ÞÔÏ 480 > 2 ·3100 ÉÌÉ (44=35)20 = (256=243)20 > 2. ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ,ÞÔÏ 256=243 > 1+1=20. �ÏÇÄÁ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á âÅÒÎÕÌÌÉ (ÓÍ. 16.31)(1 + È)n > 1 + nx, ÉÍÅÅÍ(256=243)20 > (1 + 1=20)20 > 2:



212 áÌÇÅÂÒÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚäÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÔÏÒÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ 3100 >> 479. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ 480=3100 < 4. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚÔÏÇÏ, ÞÔÏ4803100 = (256243)20 < (1918)20 = (361324)10 < (98)10 == (8164)5 < (97)5 = 5904916807 < 4:ëÁË ×ÉÄÉÍ, ÍÅÔÏÄ ÓÏÓÔÏÉÔ, × Õ�ÒÏÝÅÎÉÉ �ÓÌÏÖÎÏÇÏ� ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ×ÒÏÄÅ 480=3100.16.3. ëÁËÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ ÂÏÌØÛÅ:Á) (15) 1234567 · 1234569 ÉÌÉ 12345682,Â) (15) 1975=1987 ÉÌÉ 19751976=19871988,×) (15) 1234567890=2345678901 ÉÌÉ 1234567891=2345678903?16.4.(15) þÔÏ ÂÏÌØÛÅ:1 1984
︷ ︸︸ ︷0 : : : 0 11 0 : : : 0
︸ ︷︷ ︸1985 1 ÉÌÉ 1 1985

︷ ︸︸ ︷0 : : : 0 11 0 : : : 0
︸ ︷︷ ︸1986 1 ?16.5.(15) þÔÏ ÂÏÌØÛÅ: 1234567=7654321 ÉÌÉ 1234568=7654322?16.6.(15) ëÁËÁÑ ÄÒÏÂØ ÂÏÌØÛÅ:1 1997

︷ ︸︸ ︷6 : : : 66 : : : 6
︸ ︷︷ ︸1997 4 ÉÌÉ 1 1997

︷ ︸︸ ︷9 : : : 99 : : : 9
︸ ︷︷ ︸1997 5 ?16.7. îÅ �ÏÌØÚÕÑÓØ ËÁÌØËÕÌÑÔÏÒÏÍ, ×ÙÑÓÎÉÔÅ, ËÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÂÏÌØ-ÛÅ:Á) (15) (óï 97) ∣∣∣∣ 3√5−√3∣∣−√3∣∣− 3√5 ÉÌÉ 0;01,Â) (15) √1969 +√1971 ÉÌÉ 2√1970.16.8.(15) ëÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÂÏÌØÛÅ: 100100 ÉÌÉ 5050 · 15050?16.9.(15) þÔÏ ÂÏÌØÛÅ: (1;01)1000 ÉÌÉ 1000?16.10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ:Á) (15) 1=2− 1=3 + 1=4 : : :− 1=99 + 1=100 > 1=5,Â) (15) (1 +√3) (1 + 3√3) : : : (1 + 11√3) > 1991.16.11.(15) (�ÏÞÔÉ ÛÕÔËÁ) åÓÌÉ Ë ÞÉÓÌÕ 100 �ÒÉÍÅÎÉÔØ 99 ÒÁÚÏ�ÅÒÁ�ÉÀ �ÆÁËÔÏÒÉÁÌ�, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÞÉÓÌÏ A. åÓÌÉ Ë ÞÉÓÌÕ 99�ÒÉÍÅÎÉÔØ 100 ÒÁÚ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ �ÆÁËÔÏÒÉÁÌ�, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÞÉÓÌÏ B.ëÁËÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÂÏÌØÛÅ?



16. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 21316.12.(15) ëÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÂÏÌØÛÅ:15001 + 15002 + : : :+ 15100 ÉÌÉ 149?16.13.(15) îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ 5100, 691, 790, 885.16.14.(25) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÉÓÌÏ1 · 3 · : : : · 992 · 4 · : : : · 100 :äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÏ: Á) ÍÅÎØÛÅ 1=10; Â) ÍÅÎØÛÅ 1=12; ×) ÂÏÌØÛÅ1=15.16.15.(15) (íï 84) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ sin 1 < log3√7.16.16.(10) (÷ï 75) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ log4 5+log5 6+log6 7+log7 8 >

> 4;4.16.17.(10) (÷ï 75) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 1=2− 1=3 + 1=4 : : :− 1=999 ++ 1=1000 < 2=5.16.18.(15) (÷ï 78) ëÁËÏÅ ÉÚ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ ÂÏÌØÛÅ: 19781976 ×
× 19761978 ÉÌÉ 19772·1977?16.19.(20) (÷ï 84) ëÁËÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ ÂÏÌØÛÅ: 2=201 ÉÌÉ ln(1;01)?16.20.(15) (÷ï 86) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 1=3 < sin(�=9) < 7=20.16.2. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ïÄÎÉÍ ÉÚ ÍÅÔÏÄÏ× ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÄÁÞÎÏ ×ÙÂÒÁÎ-ÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ Ó×ÏÄÉÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏË ÏÞÅ×ÉÄÎÏÍÕ ÔÉ�Á È2 > 0. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÞÁÓÔÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÍÅÔÏÄ×ÙÄÅÌÅÎÉÑ �ÏÌÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ.äÏËÁÚÁÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï: È2 + Õ2 + z2 > xy + yz + zx.òÅÛÅÎÉÅ. È2 + Õ2 + z2 − xy− yz − zx = 1=2((È− Õ)2 + (Õ− z)2 ++ (z − x)2) > 0.16.21.(10) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ Á, b, Ó ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï (Á2=4) + b2 + 
2 > ab− a
+ 2b
.16.22.(10) Á2 + b2 + 
2 + d2 − ab− 
d− b
− d+ 2=5 > 0.16.23.(15) k, l, m | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 2k+l++ 2k+m + 2l+m < 2k+l+m+1 − 1.16.24.(15) Á+ b+ Ó = 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ab+ b
+ 
a 6 0.�Å�ÅÒØ ÒÁÚÂÅÒ£Í ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÕÀ ÉÄÅÀ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÕÀ ÄÏËÁÚÙ-×ÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (ÏÎÁ ÔÁËÖÅ Ó×ÑÚÁÎÁ ÓÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ).ìÅÍÍÁ. åÓÌÉ Á > b, È > Õ, ÔÏ ÁÈ+ bÕ > ÁÕ + bÈ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÁÈ+ bÕ−ÁÕ− bÈ = (Á− b)×
× (x− y) > 0.



214 áÌÇÅÂÒÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. åÓÌÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, f | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀ-ÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÔÏ (Á − b)(f(a) − f(b)) > 0 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Á É b | ÜÔÏ�ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ.üÔÁ ÉÄÅÑ �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÔÁË:(÷ï 85) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï x6=y2 + y6=x2 > x4 + y4×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ È É Õ.òÅÛÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ È2 = Á, Õ2 = b. �ÏÇÄÁx6y2 + y6x2 − x4 − y4 = a3b + a3b − a2 − b2 = (a− b)a2b + (b− a)b2a == (a− b)(a2b − b2a ) = (a− b)(a3 − b3)ab > 0:åÝ£ ÒÁÚ �ÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ Á− b É Á3 − b3 ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎ ÚÎÁË.16.25.(15) x; y > 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ √x2=y+√y2=x >
√x+√y.16.26.(10) Á; b; Ó > 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ2(a3 + b3 + 
3) > a2b+ ab2 + a2
+ a
2 + b2
+ b
2:÷ ÚÁÄÁÞÁÈ, ÇÄÅ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n, ÞÁÓÔÏ ÉÓ�ÏÌØ-ÚÕÅÔÓÑ ÉÎÄÕË�ÉÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÅÓÌÉ × ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ, ÔÏ ÎÁÉ-ÂÏÌÅÅ Õ�ÏÔÒÅÂÉÔÅÌØÎÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÓÈÅÍÁ: �ÕÓÔØ ÄÁÎÙ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Á1, Á2; : : : É b1; b2; : : : , �ÒÉÞ£Í Á1 > b1 (ÂÁÚÁ);Ák − Ák−1 > bk − bk−1 �ÒÉ ÌÀÂÏÍ k ∈ N (�ÅÒÅÈÏÄ). �ÏÇÄÁ Án > bn�ÒÉ ×ÓÅÈ n ∈ N.óÈÅÍÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ:Án = Á1 + (Á2 − Á1) + (Á3 − Á2) + : : :+ (Án − Án−1) >

> b1 + (b2 − b1) + : : :+ (bn − bn−1) = bn:äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ n 1 + 1=√2 + : : :+ 1=√n < 2√n.òÅÛÅÎÉÅ. âÁÚÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. ðÅÒÅÈÏÄ: 1 + 1=√2 + : : : + 1=√n << 2√n− 1 + 1=√n < 2√n, ÔÁË ËÁË 1=√n < 2(√n − √n− 1) == 2=(√n+√n− 1).16.27.(10) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 1+1=√2+ : : :+1=√n > 2(√n+ 1−1).16.28.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 1=22 + 1=32 + : : :+ 1=n2 < 1.åÓÌÉ × ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ÅÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, ÔÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏ-ÇÉÞÎÁÑ ÓÈÅÍÁ:ðÕÓÔØ Á1 > b1 > 0 (ÂÁÚÁ), ak=Ák−1 > bk=bk−1 > 0 �ÒÉ ×ÓÅÈ k 6 n(�ÅÒÅÈÏÄ). �ÏÇÄÁ Án > bn �ÒÉ ×ÓÅÈ n ∈ N.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ n ×ÅÒÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï nn > (n+1)n−1.òÅÛÅÎÉÅ. Án = nn, bn = (n + 1)n−1. âÁÚÁ ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ�ÒÉ n = 1; 2. þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÉÎÄÕË�ÉÏÎÎÙÊ �ÅÒÅÈÏÄ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ



16. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 215�ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏÁk=Ák−1 = kk=(k − 1)k−1
> bk=bk−1 = (k + 1)k−1=kk−2ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, k2k−2 > (k2−1)k−1, Ô. Å. (k2)k−1 > (k2−1)k−1,ÞÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ×ÅÒÎÏ.äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:16.29. Á) (10) n! > 2n �ÒÉ n > 4; Â) (10) 2n > 2n.16.30.(15) ðÒÉ ËÁËÉÈ n ×ÅÒÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 2n > n3?16.31.(15) îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï âÅÒÎÕÌÌÉ. (1 + x)n > 1 + nx, �ÒÉn ∈ N, x > −1.÷ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÍ ×ÉÄÅ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË:(1+x)b < 1+xb, �ÒÉ 0 < b < 1, x 6= 0, x > −1; (1+x)b > 1+xb,�ÒÉ b > 1 É b < 0, x 6= 0, x > −1 (b É È | ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ).åÓÔØ É ÄÒÕÇÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á âÅÒÎÕÌÌÉ:åÓÌÉ xi > −1 É ×ÓÅ xi ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÚÎÁË, ÔÏ(1 + x1)(1 + x2) : : : (1 + xn) > 1 + x1 + x2 + : : :+ xn:÷ÁÖÎÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÉÍÅ-ÎÅÎÉÅ �ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×�. îÁÉÂÏÌÅÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ ÉÌÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ï ÓÒÅÄÎÉÈ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.ðÕÓÔØ a1; : : : ; an > 0. óÒÅÄÎÉÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍÞÉÓÅÌ Á1; : : : ; Án ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏA(a1; : : : ; an) = Á1 + : : :+ Ánn ;ÉÈ ÓÒÅÄÎÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ | ÞÉÓÌÏG(a1; : : : ; an) = n√a1 : : : an;Á ÓÒÅÄÎÉÍ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍ | ÞÉÓÌÏH(a1; : : : ; an) = n1a1 + : : :+ 1an :îÁËÏÎÅ�, ÉÈ ÓÒÅÄÎÅÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÅÓËÏÅ | ÞÉÓÌÏS2(a1; : : : ; an) =√a21 + : : :+ a2nn :�ÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ)min(a1; : : : ; an) 6 H 6 G 6 A 6 S2 6 max(a1; : : : ; an);�ÒÉÞ£Í ÅÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÓÔÒÏÇÏÅ, ÔÏ É ×ÓÅÏÎÉ ÓÔÒÏÇÉÅ.ðÒÉ×ÅÄ£Í ÅÝ£ ÒÑÄ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×.



216 áÌÇÅÂÒÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚîÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ{âÕÎÑËÏ×ÓËÏÇÏ:(a1b1 + : : :+ anbn)2 6 (a21 + : : :+ a2n)(b21 + : : :+ b2n):ïÎÏ ÉÍÅÅÔ ×ÁÖÎÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÀ: ÅÓÌÉ ~A == (a1; : : : ; an), ~B = (b1; : : : ; bn), ÔÏ ~A · ~B 6 | ~A| · | ~B|.îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï þÅÂÙÛÅ×Á: ÅÓÌÉ a1 6 a2 6 : : : 6 an É b1 6 b2 6 : : : 6

6 bn, ÔÏ a1 + : : :+ ann · b1 + : : :+ bnn 6
a1b1 + : : :+ anbnn :îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ç£ÌØÄÅÒÁ: ÅÓÌÉ p; q > 0 É 1=p+ 1=q = 1, ÔÏa1b1 + : : :+ anbn 6 (ap1 + : : :+ apn)1=p (bq1 + : : :+ bqn)1=q :îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ:

√a21 + : : :+ a2n +√b21 + : : :+ b2n >

√(a1 + b1)2 + : : :+ (an + bn)2:üÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÀ:ÅÓÌÉ −−−→XY = (a1; : : : ; an), −−→Y Z = (b1; : : : ; bn), ÔÏ |−−−→XY | + |−−→Y Z| > |−−→XZ|,�ÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.îÁÉÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï éÅÎÓÅÎÁ: �ÕÓÔØ ÎÁ [a; b℄ÚÁÄÁÎÁ ÆÕÎË�ÉÑ f(x), �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ËÏÔÏÒÏÊ f ′(x) ÎÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ(Ô. Å. f ×Ù�ÕËÌÁ ××ÅÒÈ), ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ÔÏÞÅË È1; : : : ; Èn ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ò1; : : : ; Òn Ó ÓÕÍÍÏÊ Ò1+ : : :+ Òn = 1 ×ÅÒÎÏ,ÞÔÏ f(p1x1 + : : :+ pnxn) > p1f(x1) + : : :+ pnf(xn):îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï àÎÇÁ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ È, Õ, �, �, ÇÄÅ 1=�++ 1=� = 1 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÈ�=�+ y�=� > xy:(f(x) = È�=� É g(x) = È�=� ÎÁÚÙ×ÁÀÔ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ �Ï àÎÇÕÆÕÎË�ÉÑÍÉ).16.32.(10) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ Á, b > 0, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈÁ+ b = 1, ×ÅÒÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (a+ 1=a)2 + (b+ 1=b)2 > 25=2.16.33.(10) óÕÍÍÁ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Å. íÏÖÅÔ ÌÉÓÕÍÍÁ ÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ 0;01?16.34.(10) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ Á É bn+1√abn 6
a+ nbn+ 1 :16.35.(10) ðÒÉ ÌÀÂÙÈ È1, È2, È3 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:(È1=2 + È2=3 + È3=6)2 6 È21=2 + È22=3 + x23=6:



16. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 21716.36.(15) äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÕÇÌÏ× �, �, 
, ÚÁËÌÀÞ£ÎÎÙÈ ÍÅÖÄÕ 0 É �,×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:sin�+ sin � + sin 
 6 3 sin((�+ � + 
)=3):õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ éÅÎÓÅÎÁ.16.37.(15) äÏËÁÖÉÔÅ ÄÌÑ Á; b > 0 ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï2√a+ 3 3√b > 5 5√ab:õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ àÎÇÁ.äÁÌÅÅ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÒÁÚÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ× ÄÏ-ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.16.38.(15) éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ Á, b, Ó | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ É a2 == b2 + 
2 − b
. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á+ b > Ó.16.39.(20) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÉ �ÒÉ ËÁËÉÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ Á, b, ÓÎÅ ÍÏÇÕÔ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á a(1 − b) > 1=4;b(1− 
) > 1=4; 
(1− a) > 1=4.16.40.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Á É b ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÏ(a+ b)50 < 250(a50 + b50).16.41.(20) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ È ×Ù�ÏÌÎÅÎÏÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï È12 − È9 + È4 − È+ 1 > 0.16.42.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ Á, b ×ÅÒÎÏÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Á2 + b2ab + abÁ2 + b2 >
52 :óÌÅÄÕÀÝÉÊ �ÉËÌ ÚÁÄÁÞ Ó×ÑÚÁÎ Ó ÞÉÓÌÏÍ Å.16.43.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 2 < (1 + 1=n)n < 3 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕ-ÒÁÌØÎÏÇÏ n > 1.16.44.(15) þÔÏ ÂÏÌØÛÅ Á) (1;001)1000 ÉÌÉ 2; Â) 10001000 ÉÌÉ1001999?16.45.(20) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉm > n Á) (1+1=m)m > (1+1=n)n;Â) (1 + 1=m)m+1 > (1 + 1=n)n+1.éÚ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ �ÒÅÄÅÌÁ limn→∞

(1+1=n)n == e ≈ 2;71828.16.46.(15) (ðÏÌØÛÁ 62) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ n+1√n+ 1 6 n√n, ÅÓÌÉn > 2.òÑÄ ÚÁÄÁÞ ÎÁ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÌÅÇÞÅ ÒÅÛÁÔØ× ÏÂÝÅÍ ×ÉÄÅ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ: �þÔÏ ÂÏÌØÛÅ, 100300ÉÌÉ (300!)?� | ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:16.47.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ n > 6 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï (n=3)n < n! < (n=2)n.



218 áÌÇÅÂÒÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚóÌÅÄÕÀÝÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÓÉÌÅÎÉÅÍ 16.47.16.48.(20) (n=e)n < n! < n(n=e)n �ÒÉ � > 6.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÞÁÓÔÏ�ÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á sinx < x �ÒÉ x > 0 É tg x > x �ÒÉ0 < x < �=2.16.49.(15) åÓÌÉ 0 < � < � < �=2, ÔÏ Á) � − sin� < � − sin �,Â) tg�− � < tg � − �.16.50.(20) (íï 82) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØ-ÎÙÈ Á, b, Óa4 + b4 + 
4 − 2(a2b2 + a2
2 + b2
2) + a2b
+ b2a
+ 
2ab > 0:16.51.(15) (íï 83) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ x; y > √2x4 − x3y + x2y2 − xy3 + y4 > x2 + y2:16.52.(15) (íï 83) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ È É ÎÁÔÕÒÁÌØ-ÎÏÍ n x2n − x2n−1 + x2n−2 − : : :− x3 + x2 − x+ 1 > 1=2:16.53.(20) (íï 97) ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Á, b, Ó ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏÁb
 = 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ11 + a+ b + 11 + b+ 
 + 11 + 
+ a 6 1:16.54.(20) (íï 97) äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Á1 6 Á2 6 Á3 É b1 6

6 b2 6 b3 ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ Á1+Á2+Á3 = b1+b2+b3, Á1Á2+Á2Á3+Á3Á1 == b1b2 + b2b3 + b3b1, Á1 6 b1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á3 6 b3.16.55.(10) (÷ÅÎÇÒÉÑ 13) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (n!)2 > nn �ÒÉ n > 2.16.56.(15) (÷ÅÎÇÒÉÑ 35) ðÕÓÔØ b1, b2; : : : ; bn | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ �Å-ÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a1, a2; : : : ; an. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏa1=b1 + a2=b2 + : : :+ an=bn > n.16.57.(10) (ðÏÌØÛÁ 50) åÓÌÉ Á, b, Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ É ÁbÓ = 1, ÔÏa+ b+ 
 > 3.16.58.(10) (ðÏÌØÛÁ 51) åÓÌÉ ÓÕÍÍÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ Á, b, Ó ÒÁ×ÎÁ1, ÔÏ 1=a+ 1=b+ 1=
 > 9.16.59.(15) (þÅÈÏÓÌÏ×ÁËÉÑ 59) åÓÌÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Á, b, ÓÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ Á+ b+ Ó > 0, ab+ b
+ 
a > 0, ab
 > 0,ÔÏ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ.16.60.(15) (âÅÌØÇÉÑ 79) òÁÓÓÔÁ×ÉÔØ ÞÉÓÌÁ È = (Á+b)(Ó+d), y == (a + 
)(b + d), z = (a + d)(b + 
) × �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ, ÅÓÌÉÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ a < b < 
 < d.16.61.(15) (ðÏÌØÛÁ 63) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Á, b, 
 > 0Á+ b+ 
 6
Á4 + b4 + 
4Áb
 :



16. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 21916.62.(20) (ðÏÌØÛÁ 64) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a1 < a2 < : : : < anÉ b1 < b2 < : : : < bn (n > 2), ÔÏ(a1 + a2 + : : :+ an)(b1 + b2 + : : :+ bn) < n(a1b1 + a2b2 + : : :+ anbn):16.63.(20) (îØÀ-êÏÒË 75) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÁÒÉÆ-ÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ á = (a + b)=2 É ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÷ = √abÌÀÂÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ Á 6= b Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù Ï�ÅÎËÉB < (a− b)28(A−B) < A:16.64.(20) (àÇÏÓÌÁ×ÉÑ 76) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Á, b, Ó,ÂÏÌØÛÉÈ 1: 2( logb aa+ b + log
 bb+ 
 + loga 

+ a) >
9a+ b+ 
 :16.65.(15) (á×ÓÔÒÉÑ 71) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-ÎÙÈ Á, b, Óa2(b+ 
− a) + b2(a+ 
− b) + 
2(a+ b− 
) 6 3ab
:16.66.(20) (óûá 80) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Á, b, Ó ∈ [0; 1℄Áb+ 
+ 1 + b
+ a+ 1 + 
a+ b+ 1 + (1− a)(1− b)(1− 
) 6 1:16.67.(15) (÷ï 62) a, b, 
, d | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, �ÒÏÉÚ×Å-ÄÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÏ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏa2 + b2 + 
2 + d2 + ab+ a
+ ad+ b
+ bd+ 
d > 10:16.68.(20) (÷ï 68) îÁÂÏÒÙ (a1; : : : ; an) É (b1; : : : ; bn) | �ÅÒÅ-ÓÔÁÎÏ×ËÉ ÞÉÓÅÌ 1, 1=2; : : : ; 1=n, �ÒÉ ÜÔÏÍ a1 + b1 > a2 + b2 > : : : >

> an + bn. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ am + bm 6 4=m ÄÌÑ ×ÓÅÈ m ÏÔ 1 ÄÏ n.16.69.(20) (÷ï 68) ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a1; : : : ; an ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ-ÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ: a1 = 0, |a2| = |a1+1|; : : : ; |an| = |an−1+1|.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a1 + : : :+ an)=n > −1=2.16.70.(15) (÷ï 69) Á, b, 
, d | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÏËÁÖÉ-ÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× a+b < 
+d, (a+b)(
+d) < ab+
d, (a+b)
d << ab(
+ d) ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÎÅ×ÅÒÎÏ.16.71.(15) (÷ï 73) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x1, x2; : : : ; xn | �ÏÌÏ-ÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ(È1 + È2 + È3 + È4 + È5)2 > 4(È1È2 + È2È3 + È3È4 + È4È5 + È5È1):16.72.(15) (÷ï 75) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ Á, b, ÓÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïa3 + b3 + 
3 + 3ab
 > ab(a+ b) + b
(b+ 
) + 
a(
+ a):



220 áÌÇÅÂÒÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ16.73.(20) (÷ï 78) þÉÓÌÁ x1; x2; : : : ; xn �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÔÒÅÚËÕ[a; b℄, ÇÄÅ 0 < a < b. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ(x1 + x2 + : : :+ xn)( 1x1 + 1x2 + : : :+ 1xn) 6
(a+ b)2n24ab :16.74.(20) (÷ï 78) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÉÓÌÁ a1; : : : ; an. ðÏÌÏÖÉÍ bk == (a1+a2+ : : :+ak)=k, C = (a1− b1)2+(a2− b2)2+ : : :+(an− bn)2,D = (a1− bn)2+(a2− bn)2+ : : :+(an− bn)2. äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁC 6 D 6 2C.16.75.(15) (÷ï 79) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÞÉÓÅÌ x1; : : : ; xn,�ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÏÔÒÅÚËÕ [0; 1℄, ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (x1+: : : ++ xn + 1)2 > 4(x21 + : : :+ x2n).16.76.(15) (÷ï 81) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁÈ, Õ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ x3 + y3 = x− y, ÔÏ x2 + y2 < 1.16.77.(15) (÷ï 81) ðÒÏ ÞÉÓÌÁ Á É b ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïa 
osx+ b 
os 3x > 1 ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ |b| 6 1.16.78.(15) (÷ï 82) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÊ È ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:2 12√x + 2 4√x > 2 · 2 6√x:16.79.(10) (÷ï 82) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �, � É
 ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÔÒ£È ÞÉÓÅÌ sin� 
os�, sin � 
os 
, sin 
 
os� ÎÅÂÏÌØÛÅ 1=2.16.80.(15) (÷ï 82, âÅÌØÇÉÑ 76 ÄÌÑ b É Ó) þÉÓÌÁ Á, b, Ó ÌÅÖÁÔ× ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (0;�=2) É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ: 
os a = a,sin(
os b) = b, 
os(sin 
) = 
. òÁÓ�ÏÌÏÖÉÔÅ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ × �ÏÒÑÄËÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ.16.81.(15) (÷ï 84) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØ-ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Á É b Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (a + b)2=2 + (a + b)=4 >

> a√b+ b√a.16.82.(15) (÷ï 84) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈx > 0, y > 0 É �ÒÉ ×ÓÅÈ � Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï xsin2 � · y
os2 � << x+ y.16.83.(15) (÷ï 85) õËÁÖÉÔÅ ×ÓÅ �ÁÒÙ (È; Õ), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ |sin È−
− sin y|+ sinÈ · sin y 6 0.16.84.(20) (÷ï 86) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ nÓ�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

|sin 1|+ |sin 2|+ : : :+ |sin(3n− 1)|+ |sin 3n| > 8n=5:16.85.(20) (÷ï 86) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈÞÉÓÅÌ a1, a2; : : : ; an ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï1a1 + 2a1 + a2 + : : :+ na1 + : : :+ an < 4( 1a1 + : : :+ 1an) :



16. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 22116.86.(15) (÷ï 87) ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ a, b, 
, A, B, C ÕÄÏ-×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ a + A = b + B = 
 + C = k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏaB + bC + 
A 6 k2.16.87.(20) (÷ï 87) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÉ n Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2n+ 1)n > (2n)n + (2n− 1)n.16.88.(10) (÷ï 90) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅ-ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï t4 − t+ 1=2 > 0.16.89.(10) (÷ï 91) ðÕÓÔØ Á, b, 
 | ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÁ-ËÉÅ, ÞÔÏ a+b+
 = 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (1+a)(1+b)(1+
) > 8(1−a)×
× (1− b)(1− 
).16.90.(10) (÷ï 92) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á2+Áb+ b2 > 3(a+ b−1) �ÒÉ×ÓÅÈ Á É b.16.91.(15) (÷ï 92) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ Á, b, Ó:Á4 + b4 + 
2 > 2√2ab
.16.92.(10) (÷ï 95) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Á2+b2+Áb+b
+
a < 0,ÔÏ Á2 + b2 < 
2.16.93.(15) (íåï 95) ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Á, b, Ó ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏÁb
 = 1. äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï1a3(b+ 
) + 1b3(
+ a) + 1
3(a+ b) >

32 :16.94.(30) (÷ï 69) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈÞÉÓÅÌ a1; a2; : : : ; an:a1a2 + a3 + a2a3 + a4 + : : :+ an−2an−1 + an + an−1an + a1 + ana1 + a2 > n=4:
16.3. �ÅËÓÔÏ×ÙÅ ÚÁÄÁÞÉ16.95.(10) äÁ×ÎÙÍ-ÄÁ×ÎÏ 9 ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ËÎÉÇ ÓÔÏÉÌÉ 11 ÒÕÂÌÅÊ ÓËÏ�ÅÊËÁÍÉ, Á 13 ÔÁËÉÈ ËÎÉÇ ÓÔÏÉÌÉ 15 ÒÕÂÌÅÊ Ó ËÏ�ÅÊËÁÍÉ. óËÏÌØËÏÓÔÏÉÌÁ ÏÄÎÁ ËÎÉÇÁ?16.96.(10) 9 ËÇ ÉÒÉÓÏË ÓÔÏÉÔ ÄÅÛÅ×ÌÅ 10 ÒÕÂÌÅÊ, Á 10 ËÇ ÔÅÈ ÖÅÉÒÉÓÏË ÄÏÒÏÖÅ 11 ÒÕÂÌÅÊ. óËÏÌØËÏ ÓÔÏÉÔ 1 ËÇ ÉÒÉÓÏË?16.97.(10) �ÒÉ ÍÁÌØÞÉËÁ ×ÍÅÓÔÅ ËÕ�ÉÌÉ ÍÑÞ. óÕÍÍÁ ÄÅÎÅÇ, ×ÌÏ-ÖÅÎÎÙÈ ËÁÖÄÙÍ ÉÚ ÎÉÈ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ �ÏÌÏ×ÉÎÙ ÓÕÍÍÙ, ×ÌÏÖÅÎ-ÎÏÊ Ä×ÕÍÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ. óËÏÌØËÏ ÄÅÎÅÇ ×ÌÏÖÉÌ ËÁÖÄÙÊ, ÅÓÌÉ ÍÑÞÓÔÏÉÌ 6 ÒÕÂÌÅÊ?16.98.(10) óÅÍØ ÇÒÉÂÎÉËÏ× ÓÏÂÒÁÌÉ ×ÍÅÓÔÅ 100 ÇÒÉÂÏ×, �ÒÉ-Þ£Í ×ÓÅ ÓÅÍÅÒÏ ÓÏÂÒÁÌÉ ÒÁÚÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÇÒÉÂÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÔØ3 ÇÒÉÂÎÉËÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÍÅÓÔÅ ÓÏÂÒÁÌÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 50 ÇÒÉÂÏ×.16.99.(10) óÁÛÁ, íÁÛÁ É îÁÔÁÛÁ ÓÏÂÉÒÁÌÉ ÇÒÉÂÙ. óÁÛÁ ÓÏ-ÂÒÁÌ × 3 ÒÁÚÁ ÂÏÌØÛÅ ÇÒÉÂÏ×, ÞÅÍ íÁÛÁ, É × 5 ÒÁÚ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ



222 áÌÇÅÂÒÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚîÁÔÁÛÁ. óËÏÌØËÏ ÇÒÉÂÏ× ÓÏÂÒÁÌÉ ×ÓÅ ÒÅÂÑÔÁ ×ÍÅÓÔÅ, ÅÓÌÉ × ÉÈ ÏÂ-ÝÅÊ ËÏÒÚÉÎÅ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÍÅÎØÛÅ 40 ÇÒÉÂÏ×?16.100.(15) (óÔÁÒÉÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ.) åÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÍÁÌØÞÉË ËÕ�ÉÔ�ÉÒÏÖÏË, Á ËÁÖÄÁÑ ÄÅ×ÏÞËÁ | ÂÕÌÏÞËÕ, ÔÏ ÏÎÉ �ÏÔÒÁÔÑÔ ×ÍÅÓÔÅÎÁ ÏÄÎÕ ËÏ�ÅÊËÕ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÅÓÌÉ ÂÙ ËÁÖÄÙÊ ÍÁÌØÞÉË ËÕ�ÉÌ ÂÕ-ÌÏÞËÕ, Á ËÁÖÄÁÑ ÄÅ×ÏÞËÁ | �ÉÒÏÖÏË. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÍÁÌØÞÉËÏ×ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÄÅ×ÏÞÅË. îÁ ÓËÏÌØËÏ?16.101.(15) îÁ ÄÏÓËÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ 5 �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. óÌÏÖÉ× ÉÈ �Ï-�ÁÒÎÏ, �ÏÌÕÞÉÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ 10 ÞÉÓÅÌ: 0, 2, 4, 4, 6, 8, 9, 11, 13, 15.ëÁËÉÅ �ÑÔØ ÞÉÓÅÌ ÂÙÌÉ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ ÎÁ ÄÏÓËÅ? íÏÖÎÏ ÌÉ ÔÁËÉÍ Ó�Ï-ÓÏÂÏÍ �ÏÌÕÞÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ 10 ÞÉÓÅÌ: 12, 13, 14, 15, 16, 16, 17, 17,18, 20?16.102.(15) éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÌÑ ÂÌÏÎÄÉÎÏ× ÓÒÅÄÉ ÇÏÌÕÂÏÇÌÁÚÙÈÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÄÏÌÑ ÂÌÏÎÄÉÎÏ× ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÌÀÄÅÊ. þÔÏ ÂÏÌØÛÅ | ÄÏÌÑÇÏÌÕÂÏÇÌÁÚÙÈ ÓÒÅÄÉ ÂÌÏÎÄÉÎÏ× ÉÌÉ ÄÏÌÑ ÇÏÌÕÂÏÇÌÁÚÙÈ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈÌÀÄÅÊ?16.103.(15) ÷ ÂÁÎË ËÌÁÄ£ÔÓÑ 1000 ÒÕÂ. ÷ ËÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ó�ÕÓÔÑ10 ÌÅÔ ×ËÌÁÄÞÉË �ÏÌÕÞÉÔ ÂÏÌØÛÅ ÄÅÎÅÇ: ÅÓÌÉ ÂÁÎË ÎÁÞÉÓÌÑÅÔ 5%ÏÔ ÉÍÅÀÝÅÊÓÑ ÓÕÍÍÙ ÏÄÉÎ ÒÁÚ × ÇÏÄ ÉÌÉ ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÁÞÉÓÌÑÅÔ 5=12%ÏÄÉÎ ÒÁÚ × ÍÅÓÑ�?16.104.(15) á×ÔÏÂÕÓ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ �ÅÒÅ�ÏÌÎÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ × ÎÅÍ ÅÄÅÔÂÏÌÅÅ 50 �ÁÓÓÁÖÉÒÏ×. ä×Á ÉÎÓ�ÅËÔÏÒÁ çéâää ÏÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ ËÏÌÏÎÎÕÁ×ÔÏÂÕÓÏ×. éÎÓ�ÅËÔÏÒ ðÏÄÂÅÒ£ÚÏ×ÉËÏ× �ÏÄÓÞÉÔÁÌ �ÒÏ�ÅÎÔ �ÅÒÅ-�ÏÌÎÅÎÎÙÈ Á×ÔÏÂÕÓÏ×, Á ðÏÄÏÓÉÎÏ×ÉËÏ× | �ÒÏ�ÅÎÔ �ÁÓÓÁÖÉÒÏ×,ÅÄÕÝÉÈ × �ÅÒÅ�ÏÌÎÅÎÎÙÈ Á×ÔÏÂÕÓÁÈ. õ ËÏÇÏ �ÒÏ�ÅÎÔ ÂÏÌØÛÅ?16.105.(20) ëÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× × ÍÁÔÅÍÁÔÉ-ÞÅÓËÏÍ ËÒÕÖËÅ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÄÅ×ÏÞËÉ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ × ÎÅÍ:Á) ÍÅÎØÛÅ 50%, ÎÏ ÂÏÌØÛÅ 40%; Â) ÂÏÌØÛÅ 2;9%, ÎÏ ÍÅÎØÛÅ 3;1%;×) ÍÅÎØÛÅ 44%, ÎÏ ÂÏÌØÛÅ 43%?16.106.(15) áÌÉ-âÁÂÁ �ÒÉÛ£Ì × �ÅÝÅÒÕ, ÇÄÅ ÅÓÔØ ÚÏÌÏÔÏ, ÁÌ-ÍÁÚÙ É ÓÕÎÄÕË. ðÏÌÎÙÊ ÓÕÎÄÕË ÚÏÌÏÔÁ ×ÅÓÉÔ 200 ËÇ, �ÏÌÎÙÊ ÁÌ-ÍÁÚÏ× | 40 ËÇ, Á �ÕÓÔÏÊ | ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ×ÅÓÉÔ. ëÉÌÏÇÒÁÍÍ ÚÏÌÏÔÁÓÔÏÉÔ 20 ÄÉÎÁÒÏ×, Á 1 ËÇ ÁÌÍÁÚÏ× | 60. óËÏÌØËÏ ÄÅÎÅÇ ÍÏÖÅÔ ×Ù-ÒÕÞÉÔØ áÌÉ-âÁÂÁ ÚÁ ÓÏËÒÏ×ÉÝÁ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÕÎÅÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ100 ËÇ?16.107.(20) (íï 59) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ ÛÅÓÔÉÚÎÁÞÎÏÍ ÞÉ-ÓÌÅ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ �ÉÆÒÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁ �ÅÒ×ÙÈ ÔÒ£È�ÉÆÒ ÎÏ×ÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔÌÉÞÁÌÁÓØ ÏÔ ÓÕÍÍÙ ×ÔÏÒÙÈ ÔÒ£È �ÉÆÒ ÍÅÎØ-ÛÅ, ÞÅÍ ÎÁ 10.óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ | �ÉÇÒÏ×ÏÊ� ×ÉÄ ÚÁÄÁÞÉ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ.



16. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 22316.108.(20) íÁÌÙÛ ÍÏÖÅÔ ÓßÅÓÔØ ÔÏÒÔ ÚÁ 10 ÍÉÎÕÔ, ÂÁÎËÕ ×Á-ÒÅÎØÑ | ÚÁ 13 ÍÉÎÕÔ, ×Ù�ÉÔØ ËÁÓÔÒÀÌÀ ÍÏÌÏËÁ ÚÁ 14 ÍÉÎÕÔ, ÁëÁÒÌÓÏÎ ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÚÁ 6, 6 É 7 ÍÉÎÕÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. úÁËÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ×ÒÅÍÑ ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ �ÏËÏÎÞÉÔØ Ó ÚÁ×ÔÒÁËÏÍ, ÓÏÓÔÏ-ÑÝÉÍ ÉÚ ÔÏÒÔÁ, ÂÁÎËÉ ×ÁÒÅÎØÑ É ËÁÓÔÒÀÌÉ ÍÏÌÏËÁ?16.109.(15) ðÒÉ ËÁËÉÈ n ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉ-ÓÌÁ x1; : : : ; xn, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ x1 + : : : + xn = 3,1=x1 + : : : + 1=xn = 3?16.110.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ m É n,ÂÏÌØÛÉÈ 1, ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ n√m É m√n ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 3√3.16.111.(15) îÁÊÔÉ ÔÒÉ ÞÉÓÌÁ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÏ Ë×Á-ÄÒÁÔÕ ÒÁÚÎÏÓÔÉ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ.16.112.(15) þÉÓÌÁ x1; : : : ; x5 ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ É x1+: : :+x5 = 1.îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ x1x2+x2x3+x3x4+x4x5.16.113.(15) (÷ï 65) Á) ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ x1; : : : ; xn ÍÏÖÅÔ ÎÅ-ÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 1, 0 ÉÌÉ −1. ëÁËÏÅÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �Ï�ÁÒ-ÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÜÔÉÈ n ÞÉÓÅÌ? Â) ëÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �Ï�ÁÒÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ nÞÉÓÅÌ x1; : : : ; xn, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ �Ï ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÅ ÎÅ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉ�Ù?16.114.(15) (÷ï 70, àÇÏÓÌÁ×ÉÑ 76) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÅ ÔÒ£È �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÏ 1, Á ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÓÔÒÏÇÏÂÏÌØÛÅ ÓÕÍÍÙ ÉÈ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ, ÔÏ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌÂÏÌØÛÅ 1.16.115.(20) (÷ï 72) óÕÍÍÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ x1; : : : ; xnÒÁ×ÎÁ 1. ðÕÓÔØ s | ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌx1=(1 + x1); x2=(1 + x1 + x2); : : : ; xn=(1 + x1 + x2 + : : :+ xn):îÁÊÔÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ s. ðÒÉ ËÁËÉÈ x1; : : : ; xn ÏÎÏÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ?16.116.(15) (÷ï 83) ÷ÅÌÉÞÉÎÙ � É � Ä×ÕÈ ÏÓÔÒÙÈ ÕÇÌÏ× ÕÄÏ-×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ sin2 � + sin2 � = sin(� + �). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ�+ � = �=2.16.117.(20) (÷ï 84) ðÏ ËÒÕÇÕ ÚÁ�ÉÓÁÎÙ n > 3 ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉ-ÓÅÌ ÔÁË, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÕÍÍÙ ÅÇÏ ÓÏÓÅÄÅÊ ËÎÅÍÕ | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÊ: Á) ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2n; Â) ÍÅÎØÛÅ 3n.16.118.(30) (÷ï 76) îÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ n ÄÅÊÓÔ×É-ÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÕÍÍÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. ïÄÎÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌÒÁ×ÎÏ 1.



224 áÌÇÅÂÒÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚÁ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÔØ Ä×Á ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÞÉÓÌÁ, ÒÁÚÌÉÞÁÀÝÉÈÓÑ ÎÅÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 4=n.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÅÅÓÑ ÏÔ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÁÒÉÆ-ÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ Ä×ÕÈ Ó×ÏÉÈ ÓÏÓÅÄÅÊ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 8=n2.×) ï�ÅÎËÕ, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÕÀ × �ÕÎËÔÅ Â), ÍÏÖÎÏ ÕÌÕÞÛÉÔØ. ðÏ-�ÒÏÂÕÊÔÅ ÚÁÍÅÎÉÔØ × ÎÅÊ ÞÉÓÌÏ 8 ËÁËÉÍ-ÎÉÂÕÄØ Â�ÏÌØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ n = 30 ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ, ÏÔÌÉÞÁ-ÀÝÅÅÓÑ ÏÔ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ Ä×ÕÈ Ó×ÏÉÈ ÓÏÓÅÄÅÊ ÎÅ ÍÅÎÅÅÞÅÍ ÎÁ 2=113. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÎÁÂÏÒÁ ÉÚ 30 ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏ-ÓÔÉ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÎÉ ÏÄÎÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÁÒÉÆÍÅ-ÔÉÞÅÓËÏÇÏ Ä×ÕÈ Ó×ÏÉÈ ÓÏÓÅÄÅÊ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 2=113.
17. íîïçïþìåîù, õòá÷îåîéñé óéó�åíù õòá÷îåîéê÷ ÚÁÄÁÞÁÈ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÞÁÓÔÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Áxn − yn = (x− y)(xn−1 + xn−2y + : : :+ xyn−2 + yn−1);x2m+1 + y2m+1 = (x+ y)(x2m − x2m−1y + : : :− xy2m−1 + y2m);Á ÔÁËÖÅ ÆÏÒÍÕÌÁ ÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ (ÓÍ. 14.54).÷ ÚÁÄÁÞÁÈ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ËÏÒÎÑÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ×ÁÖÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑÔÅÏÒÅÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ âÅÚÕ. ïÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ò (È) ÎÁ x−x0ÒÁ×ÅÎ ÞÉÓÌÕ ò (x0).äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-ÎÏ× ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É × ÓÌÕÞÁÅÓ ÞÉÓÌÁÍÉ. îÁËÏÎÅ�, �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ ÷ÉÅÔÁ.ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ò (x) = anxn + : : : + a1x + a0 ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÉx1; : : : ; xn. �ÏÇÄÁ x1 + : : :+ xn = −an−1=an;x1x2 + x1x3 + : : :+ xn−1xn = an−2=an;: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :x1x2 : : : xn = (−1)na0=an:17.1.(10) ÷ ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ (2− 3x+ x2)1966(2 + 3x+ x2)1997 �ÒÉ×Å-ÌÉ �ÏÄÏÂÎÙÅ ÞÌÅÎÙ. îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÕ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.



17. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ 22517.2.(10) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁò (x) = xn+ a1xn−1+ : : :+ an Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ�ÅÌÙÍÉ.17.3.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ × ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞ-ËÁÈ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÔÏ ×ÓÅ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙ.17.4.(15) îÁÊÄÅÔÓÑ ÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔÏ× ÒÁ×ÅÎ 1=1992, Á ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×Ï ×ÓÅÈ �ÅÌÙÈ ÔÏÞËÁÈ | �ÅÌÙÅ?17.5.(15) ðÕÓÔØ f(x) = x2+px+q. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÉÚ ÞÉÓÅÌ f(0), f(1), f(−1) �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÂÏÌØÛÅ 1=2.17.6.(15) õÒÁ×ÎÅÎÉÅ x3+px+q = 0 ÉÍÅÅÔ ÔÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÑ.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ò < 0.17.7.(15) ðÒÉ ËÁËÏÍ Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ x4 + ax2 + 1 É x3 + ax + 1ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ËÏÒÅÎØ?17.8.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆ-ÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ �ÒÉ ÞÅÔÙÒ£È ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ È ÚÎÁÞÅÎÉÅ 7, ÔÏÏÎ ÎÅ ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 14 ÎÉ �ÒÉ ËÁËÏÍ �ÅÌÏÍ È.17.9.(15) þÉÓÌÁ p É q ÒÁÚÌÉÞÎÙ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÄÏ-ÂÒÁÔØ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ x, ÞÔÏ x2+px+ q = 0 É x2+ qx+p = 0. îÁÊÄÉÔÅp+ q.17.10.(20) éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ïa3 + b3 + 
3 − 3ab
 = (a+ b+ 
)(a2 + b2 + 
2 − ab− a
− b
);ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÂÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑx3 + px+ q = 0.ðÒÉÍÅÞÁÎÉÅ. òÅÚÕÌØÔÁÔ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÒÅÛÉÔØ ÌÀ-ÂÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ (Ô. Å. �ÏÌÕÞÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ëÁÒÄÁÎÏ).õÒÁ×ÎÅÎÉÅ y3 + Ay2 + By + C = 0 Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉÚÁÍÅÎÏÊ y = x−A=3.17.11.(20) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p(x) Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔÁÍÉ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏÁ) Ò(0) = 19, Ò(1) = 85, Ò(2) = 1985; Â) Ò(1) = 19, Ò(19) = 85?17.12.(15) (óï 97) ðÒÉ ËÁËÏÍ Á ÇÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ f(x) = x4 ++ x3 + ax ÉÍÅÅÔ ÏÓØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÕÀ ÏÓÉ Oy?17.13.(15) (óï 97) çÒÁÆÉË Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÁ y = x2+px++ q ËÁÓÁÅÔÓÑ ÇÒÁÆÉËÁ �ÒÑÍÏÊ y = 2x+ p. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÔÁËÉÅË×ÁÄÒÁÔÎÙÅ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÙ ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ.îÁÊÄÉÔÅ ÜÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ.17.14.(15) (óï 97) éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x3+px2+q = 0, ÇÄÅq ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÉÍÅÅÔ ÔÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÅÌÙÈ ËÏÒÎÑ, ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÅ



226 áÌÇÅÂÒÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ×ÅÌÉÞÉÎÙ Ä×ÕÈ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. îÁÊÄÉÔÅËÏÒÎÉ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.17.15.(20) (óï 97) îÁÊÄÉÔÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-ÔÁÍÉ, ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ ×ÓÅÊ �ÒÑÍÏÊ ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑÁ) −√2; Â) √2.òÅÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.17.16.(15) {x3 − 3x = y3 − 3y;x1980 + y1980 = 1:
17.17.(15) (íï 37) 



x+ y + z = a;x2 + y2 + z2 = a2;x3 + y3 + z3 = a3:17.18.(15) (íï 55) {x3 + y3 = 1;x4 + y4 = 1:17.19.(15) (íï 75) x2 + y2 + z2 + t2 = x(y + z + t).17.20.(15) (íï 84) x3√4− x2 + x2 − 4 = 0.17.21.(15) (íï 85) (x− y + z)2 = x2 − y2 + z2.17.22.(15) (íï 85) √x− y + z = √x−√y +√z.17.23.(15) (íï 85) x− 4950 + x− 5049 = 49x− 50 + 50x− 49 .17.24.(15) (÷ï 83) { y2 = x3 − 3x2 + 2x;x2 = y3 − 3y2 + 2y:17.25.(20) (÷ï 92) { (1 + x)(1 + x2)(1 + x4) = 1 + y7;(1 + y)(1 + y2)(1 + y4) = 1 + x7:
17.26.(15) (óï 97) 



x− y1− xy = 1− 3x3− x ;x+ y1 + xy = 1− 2y2− y :17.27.(15) (óï 97) òÅÛÉÔÅ �ÒÉ ×ÓÅÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ a, b






a2x2 − b2y2 = 8(y4 − x4);ax− by = x4 − y4:17.28.(15) (íï 91) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) Ó �Å-ÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ �ÒÉ È = 0 É È = 1 ÎÅÞ£ÔÎÙÅÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÔÏ ÏÎ ÎÅ ÉÍÅÅÔ �ÅÌÙÈ ËÏÒÎÅÊ.



17. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ 22717.29.(20) (íï 52) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-ÎÏÍ p ÏÂÁ ËÏÒÎÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ax2 + bx + 
 + p = 0 ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙ É�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ, ÔÏ Á = 0.17.30.(20) (íï 73) äÁÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.÷ ÔÒ£È �ÅÌÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÏÎ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÉ× ËÁËÏÊ �ÅÌÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÎ ÎÅ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 3.17.31.(20) (íï 81) äÁÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ò (È) ÓÔÅ�ÅÎÉ n ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ, ÒÁ×ÎÙÍ 1. åÓÌÉ È | �ÅÌÏÅ, ÔÏ P (x) | �ÅÌÏÅ,ËÒÁÔÎÏÅ p (p | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ n! ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ p.17.32.(20) (íï 83) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 4m − 4n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3k+1 ÔÏ-ÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ m− n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3k.17.33.(20) (íï 94) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ò (È), ÞÔÏÕ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ, Á ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÌÀ-ÂÏÊ ÅÇÏ ÓÔÅ�ÅÎÉ (ò (È))n, n > 1 �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ?17.34.(20) (íï 94) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ò (È),ÓÔÅ�ÅÎØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ 1, ÍÏÖÎÏ �ÏÄÓÔÁ×ÉÔØ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎQ(x), ÞÔÏÂÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (Q(x)) ÒÁÚÌÁÇÁÌÓÑ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÏ×, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔ. (÷ÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆ-ÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.)17.35.(20) (íï 94) äÌÑ ËÁËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Q(x) ×ÅÒÎÏ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: �äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ò (È) ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ò (È) = Q(x) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÅÊ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅò (ò (È)) = Q(x) ÔÁËÖÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÅÊ�?17.36.(20) (íï 96) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (x)ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÓÔÁÒÛÉÊ ÉÚ ËÏÔÏ-ÒÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ, É ÌÀÂÏÇÏ k ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ m, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ P (m),P (m+ 1); : : : ; P (m+ k) | ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ.17.37.(25) (íï 96) îÁÊÄÉÔÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-ÔÁÍÉ Á) 4-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÉÍÅÀÝÉÊ ËÏÒÎÅÍ ÞÉÓÌÏ 4√2 +√3 + 4√2−√3;Â) 5-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÉÍÅÀÝÉÊ ËÏÒÎÅÍ ÞÉÓÌÏ 5√2 +√3+ 5√2−√3. ×) äÏ-ËÁÖÉÔÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÓÔÅ-�ÅÎÉ n, ÉÍÅÀÝÅÇÏ ËÏÒÎÅÍ ÞÉÓÌÏ n√2 +√3 + n√2−√3.17.38.(20) (íï 97) ðÕÓÔØ 1 + È+ : : :+ Èn−1 = F (x)G(x), ÇÄÅ FÉ G | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ | ÎÕÌÉ É ÅÄÉÎÉ�Ù(n > 1). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× F (x), G(x) �ÒÅÄÓÔÁ-×ÉÍ × ×ÉÄÅ (1 + È + : : : + Èk−1)T (x), ÇÄÅ T | ÔÁËÖÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ 0 É 1 (k > 1).17.39.(15) (íï 99) éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ (Á + b + Ó)Ó < 0. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ b2 > 4ÁÓ.



228 áÌÇÅÂÒÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ17.40.(15) (íï 00) ðÕÓÔØ f(x) = x2+12x+30. òÅÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÅ f(f(f(f(f(x))))) = 0:17.41.(15) (ðÏÌØÛÁ 51, ÷ï 71) îÁÊÄÉÔÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔÙ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÏ× x2 + mx + n É x2 + px + q, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÅÖÄÕËÏÒÎÑÍÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ÂÕÄÅÔ ÚÁËÌÀÞ£Î ËÏÒÅÎØ ÄÒÕÇÏÇÏ.17.42.(15) (ðÏÌØÛÁ 52) îÁÊÄÉÔÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ a, b, 
 �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x3 + ax2 + bx + 
 = 0ÉÍÅÅÔ ÔÒÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÑ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÕÀ�ÒÏÇÒÅÓÓÉÀ.17.43.(15) (ðÏÌØÛÁ 55) îÁÊÄÉÔÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ a, b, 
 �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x3+ ax2+ bx+ 
 = 0 ÉÍÅÅÔ ÔÒÉ ÒÁÚÎÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈËÏÒÎÑ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÀ.17.44.(20) (ðÏÌØÛÁ 57, ÷ÅÎÇÒÉÑ 62) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÒ£ÈÞÌÅÎax2 + bx + 
 �ÒÉÎÉÍÁÅÔ �ÅÌÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ �ÅÌÏÍ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÉ È ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ 2Á, a + b, É 
 | �ÅÌÙÅÞÉÓÌÁ.17.45.(15) (âÏÌÇÁÒÉÑ 61) îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ �ÁÒÙ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈÞÉÓÅÌ p É q, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x4 + px2 + q ÉÍÅÅÔ ÞÅÔÙ-ÒÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÑ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÕÀ �ÒÏÇ-ÒÅÓÓÉÀ.17.46.(20) (òÕÍÙÎÉÑ 62) ðÒÉ ËÁËÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÈ ÎÁ �ÅÌÙÅ ÞÉ-ÓÌÁ p É q: Á) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x2 + px + q �ÒÉÎÉÍÁÅÔ �ÒÉ ×ÓÅÈ �ÅÌÙÈ xÞ£ÔÎÙÅ (ÎÅÞ£ÔÎÙÅ) ÚÎÁÞÅÎÉÑ; Â) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x3 + px+ q �ÒÉÎÉÍÁÅÔ�ÒÉ ×ÓÅÈ �ÅÌÙÈ x ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ 3?17.47.(20) (ðÏÌØÛÁ 63) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) = x5 −
− 3x4+6x3−3x2+9x−6 ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ä×ÕÈÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÍÅÎØÛÉÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍÉÎÁÄ �ÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ: ÅÓÌÉ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÁÄ �ÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁ-ÍÉ, ÔÏ ÏÎ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ É ÎÁÄ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. ïÂÏÂÝÅÎÉ-ÅÍ 17.47 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÉÔÅÒÉÊ üÊÚÅÎÛÔÅÊÎÁ: ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ò (x) == a0xn+a1xn−1+: : :+an ÉÍÅÅÔ �ÅÌÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÔÁËÏÅ �ÒÏÓÔÏÅ p, ÞÔÏ a1; : : : ; an ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ p, a0 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p É a1ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p2, ÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÁÄ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØ-ÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ.17.48.(20) (ðÏÌØÛÁ 65) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x1 É x2 | ËÏÒÎÉÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 + px − 1 = 0, ÇÄÅ p ÎÅÞ£ÔÎÏ, ÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ �ÅÌÏÍn > 0 ÞÉÓÌÁ xn1 + xn2 É xn+11 + xn+12 | �ÅÌÙÅ É ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÅ.



17. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ 22917.49.(20) (ðÏÌØÛÁ 66) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ä×Á ËÕÂÉÞÅÓËÉÈÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÉÒÒÁ�ÉÏ-ÎÁÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ, ÔÏ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÅÝ£ ÏÄÉÎ ÏÂÝÉÊ ËÏÒÅÎØ.17.50.(15) (áÎÇÌÉÑ 67) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-ÎÁ x2 + px + 1 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁ a É b, Á ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x2 ++ qx+ 1 | ÞÉÓÌÁ 
 É d, ÔÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (a− 
)(b− 
)×
× (a+ d)(b+ d) = q2 − p2.17.51.(15) (ðÏÌØÛÁ 68) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, �ÒÉÎÉÍÁÀÝÉÊ �ÒÉ ÔÒ£È ÒÁÚÎÙÈ �ÅÌÙÈ x ÚÎÁÞÅÎÉÑ,ÒÁ×ÎÙÅ �Ï ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÅ 1, ÎÅ ÉÍÅÅÔ �ÅÌÙÈ ËÏÒÎÅÊ.17.52.(15) (çÅÒÍÁÎÉÑ 70) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ �; � 6= 0 ËÏÒ-ÎÉ x1, x2, x3 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �È3 − �È2 + �È+ � ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÀ (x1 + x2 + x3)(1=x1 + 1=x2 + 1=x3) = −1.17.53.(15) (îØÀ-êÏÒË 73, âÅÌØÇÉÑ 81) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀ-ÂÏÇÏ n ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (È+1)2�+1+Èn+2 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x2+x+1.17.54.(20) (îØÀ-êÏÒË 75) îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ò (È), ÄÌÑ ËÏ-ÔÏÒÙÈ ò (0) = 0 É ×ÅÒÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ò (È) ≡ (ò (È+1)+ò (È− 1))=2.17.55.(15) (òÕÍÙÎÉÑ 75) äÌÑ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ pÉ q ÎÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x2+px+q �ÒÉÎÉÍÁÅÔÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [−1; 1℄.17.56.(20) (óûá 77) ðÕÓÔØ a É b | Ä×Á ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È ËÏÒÎÅÊÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (x) = x4 + x3 − 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ab | ËÏÒÅÎØ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÁ Q(x) = x6 + x4 + x3 − x2 − 1.17.57.(15) (âÏÌÇÁÒÉÑ 80) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÏÒÎÅÊ x1, x2 ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÁ x2+ px+1=(2p2), ÇÄÅ p ∈ R, p 6= 0, ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïx41 + x42 > 2 +√2.17.58.(15) (÷ÅÎÇÒÉÑ 83) íÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆ-ÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ò (x) = xn+ a1xn−1 + : : :+1 ÉÍÅÅÔ n ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈËÏÒÎÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ò (2) > 3n.17.59.(15) (âÏÌÇÁÒÉÑ 84) íÎÏÇÏÞÌÅÎ axn−axn−1+
2xn−2+: : : ++ 
n−2x2 − n2bx + b ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ n �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ. äÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÏÒÎÉ ÒÁ×ÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ.17.60.(15) (óûá 85) ðÕÓÔØ p(x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �ÑÔÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ó5 ÒÁÚÎÙÍÉ �ÅÌÙÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ. ëÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ?17.61.(20) (÷ï 62) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌa, b, 
, d ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ax3+bx2+
x+d ÒÁ×ÎÏ 1 �ÒÉ x = 19É ÒÁ×ÎÏ 2 �ÒÉ x = 62.17.62.(20) (÷ï 62) x; y; z | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÒÁ×ÎÙÅ�ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (x− y)5 + (y − z)5 + (z − x)5 ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ 5(y − z)(z − x)(x− y).



230 áÌÇÅÂÒÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ17.63.(15) (÷ï 63) îÁÊÄÉÔÅ ÔÁËÉÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ a, b, p, q,ÞÔÏÂÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2x−1)20−(ax+b)20 = (x2+px+q)10 ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ�ÒÉ ÌÀÂÙÈ x.17.64.(15) (÷ï 64) ðÕÓÔØ a, b, n | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ É �ÒÉÌÀÂÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ k (k 6= b) ÞÉÓÌÏ a− kn ÄÅÌÉÔÓÑ ÂÅÚ ÏÓÔÁÔËÁ ÎÁb− k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a = bn.17.65.(20) (÷ï 69) ëÁËÏ×Ï ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Á,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒ£ÈÞÌÅÎ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔÁÍÉ É ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ Á, ÉÍÅÀÝÉÊ Ä×Á ÒÁÚÎÙÈ �Ï-ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÑ, ÍÅÎØÛÉÈ 1?17.66.(15) (÷ï 72) Á) ðÕÓÔØ a, m, n | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ,a > 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ám + 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Án + 1, ÔÏ m ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ n. Â) ðÕÓÔØ a ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÏ Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ b. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÅÓÌÉ Ám + bm ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Án + bn, ÔÏ m ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n.17.67.(15) (÷ï 73) ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒ£ÈÞÌÅÎ f(x) = ax2 + bx + 
ÔÁËÏ×, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f(x) = x ÎÅ ÉÍÅÅÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ. äÏ-ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f(f(x)) = x ÔÁËÖÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈËÏÒÎÅÊ.17.68.(20) (÷ï 73) äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ a, b, 
 ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏÄÌÑ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ x, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ −1 6 x 6 1, ×Ù�ÏÌÎÅ-ÎÏ |ax2+bx+
| 6 1.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ x ×Ù�ÏÌÎÅÎÏÔÁËÖÅ |
x2 + bx+ a| 6 2.17.69.(20) (÷ï 76) ðÏ ÔÒ£Í �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÍ ÄÏÒÏÇÁÍ Ó �ÏÓÔÏÑÎ-ÎÙÍÉ ÓËÏÒÏÓÔÑÍÉ ÉÄÕÔ ÔÒÉ �ÅÛÅÈÏÄÁ. ÷ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÏÎÉ ÎÅÎÁÈÏÄÉÌÉÓØ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ ÒÁÚ.17.70.(15) (÷ï 77) õÒÁ×ÎÅÎÉÅ x4+ax3+bx+
 = 0 ÉÍÅÅÔ ÞÅÔÙÒÅÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ab < 0.17.71.(15) (÷ï 78) ðÕÓÔØ f(x) = x2 − x+ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ m > 1 ÞÉÓÌÁ m, f(m); f(f(m)); : : : �Ï-�ÁÒÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ.17.72.(15) (÷ï 81) ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ a, b, 
 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x3 + ax2 ++ bx + 
 = 0 �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ 1980. íÏÖÅÔ ÌÉ ÜÔÏ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÔØ ËÏÒÅÎØ, ÂÏÌØÛÉÊ 1981?17.73.(15) (÷ï 81) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ È100 × ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÅ (1 + x + x2 + : : : + x100)3 �ÏÓÌÅ �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÓÅÈ �ÏÄÏÂÎÙÈÞÌÅÎÏ×.17.74.(20) (÷ï 81) Á) îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (x; y) = 4 + x2y4 + x4y2 − 3x2y2. Â) äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÅÌØÚÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x, y.



17. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ 23117.75.(20) (÷ï 82) îÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ Oxy ÎÁÒÉÓÏ×Á-ÌÉ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ y = x2. ðÏÔÏÍ ÏÓÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÓÔ£ÒÌÉ | ÏÓÔÁ-ÌÁÓØ ÔÏÌØËÏ �ÁÒÁÂÏÌÁ. ëÁË �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ �ÉÒËÕÌÑ É ÌÉÎÅÊËÉ ×ÏÓÓÔÁ-ÎÏ×ÉÔØ ÏÓÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÅÄÉÎÉ�Õ ÄÌÉÎÙ?17.76.(15) (÷ï 84) õÞÉÔÅÌØ ÎÁ�ÉÓÁÌ ÎÁ ÄÏÓËÅ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒ£È-ÞÌÅÎ x2+10x+20, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÕÞÅÎÉËÏ× Õ×Å-ÌÉÞÉÌ ÉÌÉ ÕÍÅÎØÛÉÌ ÎÁ 1 ÌÉÂÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ x, ÌÉÂÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊÞÌÅÎ, ÎÏ ÎÅ ÏÂÁ ÓÒÁÚÕ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÎÁ ÄÏÓËÅ ÏËÁÚÁÌÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊÔÒ£ÈÞÌÅÎ x2+20x+10. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ × ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÎÁ ÄÏÓËÅÂÙÌ ÎÁ�ÉÓÁÎ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒ£ÈÞÌÅÎ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ?17.77.(20) (÷ï 85) ÷ ËÁËÏÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍ ÞÉÓÌÅ �ÅÌÙÈ ÔÏÞÅË Ë×Á-ÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒ£ÈÞÌÅÎ ax2 + bx+ 
, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ a > 100, ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉ-ÍÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÅ 50?17.78.(15) (÷ï 86) îÁÊÄÉÔÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-ÔÁÍÉ, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏÂÙ ÞÉÓÌÏ � = 3√2 + 3√3 ÂÙÌÏ ÅÇÏ ËÏÒÎÅÍ.17.79.(20) (÷ï 86) íÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) ÎÁÚÏ×ÅÍ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ×ÓÅ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÒÁ×ÎÙ 0, 1, 2 ÉÌÉ 3. äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØ-ÎÏÇÏ n ÎÁÊÄÉÔÅ ÞÉÓÌÏ ×ÓÅÈ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ-ÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ P (2) = n.17.80.(15) (÷ï 88) íÎÏÇÏÞÌÅÎ ò (È) = ax3 + bx2 + 
x + d �ÒÉ-ÎÉÍÁÅÔ �ÅÌÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÒÉ È = −1; 0; 1; 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏÔÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ �ÅÌÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÒÉ ×ÓÅÈ �ÅÌÙÈ È.17.81.(15) (÷ï 89) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÉ �ÒÉ ËÁËÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ 
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ È(È2 − 1)(È2 − 10) = Ó ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ 5 �ÅÌÙÈ ËÏÒÎÅÊ.17.82.(10) (÷ï 89) ëÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2+px+q = 0, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏp+ q = 198, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. îÁÊÄÉÔÅ ÜÔÉ ËÏÒÎÉ.17.83.(15) (÷ï 91) éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ 2È3−60È2+ÁÈ �ÒÉ-ÎÉÍÁÅÔ × ÔÒ£È �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÔÒÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÙÅ �ÅÌÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. îÁÊÄÉÔÅ ÜÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.17.84.(15) (÷ï 94) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÞÉÓÌÁÈa, b, 
 ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ax2 + 2bx+ 
 = 0 Ébx2 + 2
x+ a = 0 ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ.17.85.(15) (÷ï 94) îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ �ÅÌÙÅ Á, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÅ x2 + ax+ a = 0 ÉÍÅÅÔ �ÅÌÙÊ ËÏÒÅÎØ.17.86.(15) (÷ï 94) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒ£ÈÞÌÅÎ ò (È) Ó�ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n, ×ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ ÏÄÎÉ ÅÄÉÎÉ�Ù, ÞÉÓÌÏ ò (n)ÔÁËÖÅ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍÉ ÅÄÉÎÉ�ÁÍÉ?17.87.(15) (÷ï 94) îÁÊÄÉÔÅ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ò (È)Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÍÅÎØÛÅ 1000 Éò (19) = ò (94) = 1994.



232 áÌÇÅÂÒÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ17.88.(20) (÷ï 97) óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ a, bÉ Ó ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ax2 + bx+ 
 = 0 É (a+ 1)x2 ++ (b+ 1)x+ (
+ 1) = 0 ÉÍÅÅÔ �Ï �ÁÒÅ �ÅÌÙÈ ËÏÒÎÅÊ?17.89.(20) (÷ï 97) òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÒÁÚÎÙÅ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅ ÔÒ£È-ÞÌÅÎÙ ×ÉÄÁ x2+px+q, ÇÄÅ p, q | �ÅÌÙÅ, 0 < p < 1998, 0 < q < 1998.ëÁËÉÈ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÏ× ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÂÏÌØÛÅ: ÉÍÅÀÝÉÈ �ÅÌÙÅ ËÏÒÎÉ ÉÌÉ ÎÅÉÍÅÀÝÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ?17.90.(20) (íåï 76) ðÕÓÔØ ò1(È) = È2− 2, òk(È) = ò1(òk−1(È))(k = 2; 3 : : : ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ×ÓÅ ËÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑòn(È) = È ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙ É ÒÁÚÌÉÞÎÙ.17.91.(20) (íåï 85) ðÕÓÔØ 0 6 i1 < i2 < : : : < in | �ÅÌÙÅÞÉÓÌÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (1+x)i1+(1+x)i2+: : :+(1+x)inËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ(1 + x)in .17.92.(20) (íåï 87) ðÕÓÔØ f(x) = x2+ x+ p, p ∈ N. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÅÓÌÉ f(0); f(1); : : : ; f([√p=3℄) | �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁf(0); f(1); : : : ; f(p− 2) ÔÁËÖÅ �ÒÏÓÔÙÅ.17.93.(20) (íåï 93) ðÕÓÔØ P (x) = xn + 5xn−1 + 3, ÇÄÅ n |�ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ 1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ P (x) ÎÅÌØÚÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ× ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ó�ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.17.94.(30) (÷ï 77) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ x ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ 1. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ Ä×Á ÔÁËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P ÉQ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ P (Q(x)) É Q(P (x)) ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎ-ÎÏ ÒÁ×ÎÙ (Ô. Å. �ÏÓÌÅ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË É �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ Ë ÓÔÁÎÄÁÒÔ-ÎÏÍÕ ×ÉÄÕ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ).Á) äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÉÓÌÁ � ÎÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Q ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ×ÙÛÅ ÔÒ£È, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅ Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ P (x) = x2 − �.Â) ðÕÓÔØ P | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ 2, k | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ k,ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÅÇÏ Ó P .×) îÁÊÄÉÔÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ 4 É 8, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅ Ó ÄÁÎ-ÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ P ÓÔÅ�ÅÎÉ 2.Ç) íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ R É Q ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ Ó ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÏÍ P ÓÔÅ�ÅÎÉ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÉ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ÍÅÖÄÕÓÏÂÏÊ.Ä) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× P2; P3; : : : ; Pk; : : : , ÇÄÅ Pk | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ k, ×ËÏÔÏÒÏÊ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P2 ÉÍÅ-ÅÔ ×ÉÄ P2(x) = x2 − �.



18. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ÓÕÍÍÙ 23318. ðïóìåäï÷á�åìøîïó�é é óõííù18.1.(10) äÅÄ íÏÒÏÚ �ÒÉÛ£Ì ÎÁ ÚÁÎÑÔÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏËÒÕÖËÁ Ó ÍÅÛËÏÍ ËÏÎÆÅÔ, ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÞÉ-ÓÌÁÍÉ. úÁ ÍÉÎÕÔÕ ÄÏ �ÏÌÕÎÏÞÉ ÏÎ ÄÁÅÔ ÄÅÔÑÍ ËÏÎÆÅÔÕ �1. úÁ�ÏÌÍÉÎÕÔÙ ÄÏ �ÏÌÕÎÏÞÉ ÏÎ Å£ ÚÁÂÉÒÁÅÔ É ÄÁ£Ô ÄÅÔÑÍ ËÏÎÆÅÔÙ�2 É �3. úÁ ÞÅÔ×ÅÒÔØ ÍÉÎÕÔÙ ÏÎ ÏÔÄÁ£Ô ËÏÎÆÅÔÙ ��4{7, Á�2 É �3 ÚÁÂÉÒÁÅÔ, ÚÁ 1=8 ÍÉÎÕÔÙ | ÚÁÂÉÒÁÅÔ ËÏÎÆÅÔÙ ��4{7É ÏÔÄÁ£Ô ËÏÎÆÅÔÙ ��8{15, É Ô. Ä. óËÏÌØËÏ ËÏÎÆÅÔ ÂÕÄÅÔ ÕÒÅÂÑÔ, ËÏÇÄÁ ÎÁÓÔÕ�ÉÔ �ÏÌÎÏÞØ? (îÏ×ÙÊ ÇÏÄ ÎÅÏÔ×ÒÁÔÉÍÏ ÎÁ-ÓÔÕ�ÉÔ.)18.2.(15) îÁ ËÏÎ�ÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ ÓÔÏÑÔ ÅÄÉÎÉ�Ù. îÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁ-ÇÅ ÍÅÖÄÕ ËÁÖÄÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ �ÉÛÅÔÓÑ ÉÈ ÓÕÍÍÁ.îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÕ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÔÏÑÝÉÈ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ �ÏÓÌÅ 10 ÛÁÇÏ×.18.3.(15) äÒÏÖÖÅ×ÙÅ ÇÒÉÂËÉ �ÒÉ ÂÌÁÇÏ�ÒÉÑÔÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÒÁÚ-ÍÎÏÖÁÀÔÓÑ Ó ÂÏÌØÛÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ, Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÑÓØ × ÏÂß£ÍÅ × 2 ÒÁÚÁÚÁ ËÁÖÄÕÀ ÍÉÎÕÔÕ. ÷ ËÏÌÂÕ �ÏÍÅÓÔÉÌÉ 1 ÇÒÉÂ, ËÏÔÏÒÙÊ ÚÁ�ÏÌÎÉÌÅ£ ÚÁ 30 ÍÉÎÕÔ. úÁ ÓËÏÌØËÏ ÍÉÎÕÔ ÚÁ�ÏÌÎÑÔ ËÏÌÂÕ �ÏÍÅÝ£ÎÎÙÅ ×ÎÅ£ Ä×Á ÇÒÉÂÁ?18.4.(15) âÁËÔÅÒÉÉ ÉÍÅÀÔ ÔÁËÏÊ ÚÁËÏÎ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ: ËÁÖÄÁÑ ÖÉ-×ÅÔ 1 ÞÁÓ É ËÁÖÄÙÅ �ÏÌÞÁÓÁ �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÏÄÎÕ ÎÏ×ÕÀ (×ÓÅÇÏ | 2 ÚÁÓ×ÏÀ ÖÉÚÎØ). ëÁËÏ×Ï �ÏÔÏÍÓÔ×Ï ÏÄÎÏÊ ÂÁËÔÅÒÉÉ ÞÅÒÅÚ 6 ÞÁÓÏ× �Ï-ÓÌÅ Å£ ÒÏÖÄÅÎÉÑ?18.5.(20) þÁÓÔÉ�Á ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÚÁ �ÅÒ×ÕÀ ÓÅËÕÎÄÕ ÄÅÌÉÔÓÑ �Ï�Ï-ÌÁÍ É �ÏÌÏ×ÉÎËÉ ÒÁÓÈÏÄÑÔÓÑ × �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÎÁ ÒÁÓ-ÓÔÏÑÎÉÅ 1 ÏÔ �ÒÅÖÎÅÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ. úÁ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÓÅËÕÎÄÕ ÏÂÒÁÚÏ-×Á×ÛÉÅÓÑ ÞÁÓÔÉ�Ù ÓÎÏ×Á ÄÅÌÑÔÓÑ �Ï�ÏÌÁÍ É �ÏÌÏ×ÉÎËÉ ÒÁÓÈÏÄÑÔÓÑ× �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ 1 ÏÔ �ÒÅÖÎÉÈ �ÏÌÏÖÅ-ÎÉÊ. óÔÁÌËÉ×ÁÑÓØ, ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÞÁÓÔÉ�Ù ÕÎÉÞÔÏÖÁÀÔÓÑ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,ÞÅÒÅÚ 2 ÓÅË ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÔÏÌØËÏ 2 ÞÁÓÔÉ�Ù). óËÏÌØËÏ ÞÁÓÔÉ� ÏÓÔÁ-ÎÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ 129 ÓÅËÕÎÄ?18.6.(15) îÁÊÔÉ Á1986 ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {Án}, ÚÁÄÁÎÎÏÊÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ Á1 = 2, Á2 = 3, Ák+2 = Ák+1=Ák.18.7.(15) ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {Án} ÚÁÄÁÎÁ ÔÁË: Á1 = 1, Ák+1 == 1 + 1=Ák. îÁÊÄÉÔÅ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÅÎØÛÅ ×ÓÅÈ ÞÌÅÎÏ× �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó Þ£ÔÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ É ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÂÏÌØÛÅ ×ÓÅÈ Å£ÞÌÅÎÏ× Ó ÎÅÞ£ÔÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ.18.8.(15) óËÏÌØËÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÅÓÔØ ÓÒÅÄÉ �ÅÒ×ÙÈ 100ÞÌÅÎÏ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ sin 1◦, sin 10◦, sin 100◦; : : : ?



234 áÌÇÅÂÒÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ18.9.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ1− 12 + 13 − 14 + : : :+ 1199 − 1200 = 1101 + 1102 + : : :+ 1200 :18.10.(15) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÕ11 · 2 + 12 · 3 + : : :+ 11989 · 1990É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 122 + 132 + : : :+ 119902 < 19891990 :18.11.(15) îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÕ 1=2! + 2=3! + : : :+ (n− 1)=n!.18.12.(15) óÒÅÄÉ �ÅÒ×ÙÈ 100 ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÚÑÔÙ ÔÁËÉÅ50 ÞÉÓÅÌ, ÓÕÍÍÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ 2525, É ÓÕÍÍÁ ÎÉËÁËÉÈ Ä×ÕÈ ÉÚ ÎÉÈÎÅ ÒÁ×ÎÁ 101. îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÕ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.18.13.(15) íÏÖÎÏ ÌÉ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÎÁ Ä×Á ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÌÏ ÎÉËÁËÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ?18.14.(15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÉÚ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÓÔÒÅÔÉÔÓÑ ÞÉ-ÓÌÏ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÅÓÑ �ÉÆÒÁÍÉ 10.18.15.(20) ðÕÓÔØ sin x = 3=5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 525 sin 25x | �Å-ÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ 5.18.16.(20) ëÁËÏÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÚÁÂÏ-ÒÏ× ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ × ÇÏÒÏÄÅ, ÇÄÅ n ÄÏÍÏ×, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÚÁÂÏÒÏÇÏÒÁÖÉ×ÁÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÄÏÍ É ÎÉËÁËÉÅ Ä×Á ÚÁÂÏÒÁ ÎÅ ÏÇÏÒÁÖÉ-×ÁÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÄÏÍÏ×?18.17.(20) (óï 97) âÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ �Ï-ÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÏÞÌÅÎÎÙÍ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÊ.íÏÖÅÔ ÌÉ ÏÎÁ ÎÁÞÉÎÁÔØÓÑ Ó ÔÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ: Á) 1, 1, 3, 5; Â) 1, 2, 3, 5;×) 1, 2, 3, 4?18.18.(20) (óï 97) ðÒÉ ËÁËÏÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍ n ÎÁÊÄÅÔÓÑ n ÓÅ-ÍÉÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ ÏÄÎÏÊÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ?18.19.(15) (óï 99) éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ x2 ++ ax + b = 0 É x2 + bx + a = 0 ÉÍÅÅÔ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÑ ÉÜÔÉ ÞÅÔÙÒÅ ËÏÒÎÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ �ÏÒÑÄËÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÕÀ�ÒÏÇÒÅÓÓÉÀ. îÁÊÄÉÔÅ a É b.18.20.(15) (óï 00) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅ-ÓËÉÅ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ �Ï�ÁÒÎÏ ×ÚÁ-ÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.



18. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ÓÕÍÍÙ 23518.21.(20) (íï 66) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ k, ÄÌÑ ËÏÔÏ-ÒÙÈ ÞÉÓÌÏ kk + 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 30, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÕÀ �ÒÏ-ÇÒÅÓÓÉÀ. îÁÊÔÉ Å£.18.22.(15) (íï 71) ÷ ËÏÌÂÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ n ÂÁËÔÅÒÉÊ, É × ÎÅ£ �Ï-�ÁÄÁÅÔ ×ÉÒÕÓ. ÷ 1-À ÍÉÎÕÔÕ ×ÉÒÕÓ ÕÎÉÞÔÏÖÁÅÔ 1 ÂÁËÔÅÒÉÀ, ÉÓÒÁÚÕ ÖÅ �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ É ×ÉÒÕÓ, É ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÂÁËÔÅÒÉÉ ÄÅÌÑÔÓÑ�Ï�ÏÌÁÍ. ÷Ï 2-À ÍÉÎÕÔÕ ÎÏ×ÙÅ 2 ×ÉÒÕÓÁ ÕÎÉÞÔÏÖÁÀÔ 2 ÂÁËÔÅÒÉÉ,Á ÚÁÔÅÍ É ×ÉÒÕÓÙ, É ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÂÁËÔÅÒÉÉ ÓÎÏ×Á ÄÅÌÑÔÓÑ �Ï�ÏÌÁÍ,É Ô. Ä. îÁÓÔÕ�ÉÔ ÌÉ ÔÁËÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ, ËÏÇÄÁ ÎÅ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑÎÉ ÏÄÎÏÊ ÂÁËÔÅÒÉÉ?18.23.(15) (íï 74) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÞÔÏÂÙ ÌÀÂÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ × ×ÉÄÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ?18.24.(15) (íï 77) ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÚÁ-ÄÁÎÁ ÔÁË: È1 = 2, xn+1 = [1;5xn℄. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ Á) ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ; Â) Þ£ÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.18.25.(15) (íï 77) ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÚÁ-ÄÁÎÁ ÔÁË: È1 = 2, xn+1 = [1;5xn℄. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ Õn = (−1)Èn ÎÅ�ÅÒÉÏÄÉÞÎÁ.18.26.(15) (íï 93) îÁÊÄÉÔÅ È1000, ÅÓÌÉ È1 = 4, È2 = 6, É �ÒÉÌÀÂÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ n ÞÉÓÌÏ Èn | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ,ÂÏÌØÛÅÅ 2Èn−1 − Èn−2.18.27.(15) (íï 94) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ Èn, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ 0 6 È1 6 1, Èn+1 = 1−|1− 2Èn|,�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅÓÔÁ, Á) × ÔÏÍ Â) É ÔÏÌØËÏ× ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ È1 ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏ.18.28.(25) (íï 97) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ �ÑÔ£ÒËÉ: 1, 5, 25, 125,625; : : : . ïÂÒÁÚÕÅÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÈ �ÅÒ×ÙÈ �ÉÆÒ: 1, 5, 2, 1,6; : : : . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ËÕÓÏË ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÚÁ-�ÉÓÁÎÎÙÊ × ÏÂÒÁÔÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ, ×ÓÔÒÅÔÉÔÓÑ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ�ÅÒ×ÙÈ �ÉÆÒ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ Ä×ÏÊËÉ (1, 2, 4, 8, 1, 3, 6, 1; : : : ).18.29.(20) (ðÅËÉÎ 64) ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉ-ÓÅÌ {Án} ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ Á2n < Án − Án+1. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ Ï�ÅÎËÁ Án < 1=n.18.30.(15) (÷ÅÎÇÒÉÑ 68) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ×ÓÅ ÞÌÅÎÙÒÁ×ÎÙ É ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ, ÎÁÞÉÎÁÑ ÓÏ ×ÔÏÒÏÇÏ, ÒÁ×ÅÎ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÇÁÒÍÏ-ÎÉÞÅÓËÏÍÕ �ÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ É �ÏÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÞÌÅÎÏ×. (óÒÅÄÎÉÍÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍ Á É b ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ 2Áb=(a+ b).)18.31.(10) (ëÁÎÁÄÁ 69) îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÕ 1 · 1! + : : :+ n · n!.



236 áÌÇÅÂÒÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ18.32.(15) (îØÀ-êÏÒË 74) äÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉan = 1 · 3 · : : : · (2n− 1)2 · 4 · : : : · 2nÎÁÊÔÉ limn→∞
an.18.33.(15) (àÇÏÓÌÁ×ÉÑ 76) îÁÊÄÉÔÅ a1 + : : :+ a99, ÇÄÅan = 1(n+ 1)√n+ n√n+ 1 :18.34.(15) (á×ÓÔÒÉÑ 80) ÷ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁ-ÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Á1 < Á2 < : : : ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ Á1 = 1 ÉÁn+1 6 2n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÞÌÅÎÙ ÁÒ ÉÁq ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÁÒ − Áq = n.18.35.(20) (æÉÎÌÑÎÄÉÑ 80) ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {an} ÚÁÄÁÎÁÔÁË: a0 = 1=2, Ák = Ák−1 + Á2k−1=n (k = 1; : : : ; n). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ1− 1=n < an < 1.18.36.(20) (æÉÎÌÑÎÄÉÑ 80) îÁÊÄÉÔÅ �ÉÆÒÙ, ÓÔÏÑÝÉÅ × ÒÁÚÒÑ-ÄÁÈ ÅÄÉÎÉ� É ÄÅÓÑÔÙÈ × ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÞÉÓÌÁ (√2 +√3)1980.18.37.(20) (óûá 80) äÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ n > 3 ÎÁÊÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÊ ÉÚÔÒ£È ÞÌÅÎÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×ÙÂÒÁÎÙ ÉÚ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÎÁÂÏÒÁ,ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÒÏ×ÎÏ n ÒÁÚÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.18.38.(20) (àÇÏÓÌÁ×ÉÑ 81) þÉÓÌÁ 1, 9, 8, 1 | ÞÅÔÙÒÅ �ÅÒ×ÙÈÞÌÅÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÞÌÅ-ÎÏ× ÒÁ×ÅÎ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ �ÉÆÒÅ ÓÕÍÍÙ ÞÅÔÙÒ£È �ÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÅÍÕÞÌÅÎÏ×. íÏÇÕÔ ÌÉ × ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÓÔÒÅÔÉÔØÓÑ ÞÉÓÌÁ1, 2, 3, 4, ÉÄÕÝÉÍÉ �ÏÄÒÑÄ?18.39.(15) (æÒÁÎ�ÉÑ 82) ðÕÓÔØ ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ

{Án} É {bn} | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �Á-ÒÁ ÎÏÍÅÒÏ× Ò < q, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÁÒ 6 ÁqÉ bÒ 6 bq.18.40.(15) (÷ï 61) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÒ£È ÂÅÓËÏÎÅÞ-ÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Á1, Á2; : : : ; Án; : : : ;b1; b2; : : : ; bn; : : : ; 
1; 
2; : : : ; 
n; : : : ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÎÏÍÅÒÁ Ò É q, ÞÔÏÁÒ > Áq, bÒ > bq, 
Ò > 
q.18.41.(20) (÷ï 62) äÁÎÙ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Á0, Á1; : : : ; Á100. éÚ-×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ Á1 > Á0, Á2 = 3Á1 − 2Á0, Á3 = 3Á2 − 2Á1; : : : ; Á100 == 3Á99 − 2Á98. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á100 > 299.18.42.(20) (÷ï 62) ðÒÏ ÞÉÓÌÁ Á0; Á1; : : : ; Án ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ Á0 == Án = 0 É ÞÔÏ Ák−1−2Ák+Ák+1 > 0 �ÒÉ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ k 6 n−1.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ Ák ÎÅ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ.



18. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ÓÕÍÍÙ 23718.43.(20) (÷ï 63) äÁÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏ-ÇÒÅÓÓÉÑ, ÞÌÅÎÙ ËÏÔÏÒÏÊ | �ÅÌÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ïÄÉÎÉÚ ÎÉÈ | �ÏÌÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ �ÏÌÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×.18.44.(20) (÷ï 63) ÷ ËÏÎ�ÁÈ ÄÉÁÍÅÔÒÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÓÔÏÑÔ ÅÄÉ-ÎÉ�Ù. ëÁÖÄÁÑ ÉÚ �ÏÌÕÞÉ×ÛÉÈÓÑ �ÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÄÅÌÉÔÓÑ �Ï-�ÏÌÁÍ, É × Å£ ÓÅÒÅÄÉÎÅ �ÉÛÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ, ÓÔÏÑÝÉÈ × ËÏÎ-�ÁÈ (�ÅÒ×ÙÊ ÛÁÇ). úÁÔÅÍ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È �ÏÌÕÞÉ×ÛÉÈÓÑ ÄÕÇÄÅÌÉÔÓÑ �Ï�ÏÌÁÍ, É × Å£ ÓÅÒÅÄÉÎÅ �ÉÛÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ, ÒÁ×ÎÏÅ ÓÕÍ-ÍÅ ÞÉÓÅÌ, ÓÔÏÑÝÉÈ × ËÏÎ�ÁÈ ÄÕÇÉ (×ÔÏÒÏÊ ÛÁÇ). �ÁËÁÑ Ï�ÅÒÁ-�ÉÑ �ÒÏÄÅÌÙ×ÁÅÔÓÑ n ÒÁÚ. þÅÍÕ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÚÁ�ÉÓÁÎÎÙÈÞÉÓÅÌ?18.45.(15) (÷ï 67) ëÁËÏÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÞÌÅÎÏ× ÍÏÖÅÔÉÍÅÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ ËÏÔÏ-ÒÏÊ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÔÒÅÔØÅÇÏ, ÒÁ×ÅÎ ÍÏÄÕÌÀ ÒÁÚÎÏÓÔÉ Ä×ÕÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈÉ ÌÀÂÏÊ Å£ ÞÌÅÎ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1967?18.46.(15) (÷ï 68) ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Á1; Á2; : : : ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÁ�Ï �ÒÁ×ÉÌÕ Á1 = 1, Á2 = Á1 + 1=Á1; : : : , Án = Án−1 + 1=Án−1. äÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á100 > 14.18.47.(20) (÷ï 76) îÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ È1 É È2 ÍÅÎØÛÅ 10 000.éÓÈÏÄÑ ÉÚ ÎÉÈ ÓÔÒÏÉÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ È1; È2; : : : ; Èn , ÇÄÅxk+1 = min16i;j6ki6=j |xi − xj | :(Ô. Å. ËÁÖÄÏÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁ×ÎÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍÕ ÉÚ ÍÏÄÕÌÅÊ ÒÁÚ-ÎÏÓÔÅÊ ÍÅÖÄÕ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÑÚÁÔÅÌØ-ÎÏ È21 = 0.18.48.(15) (÷ï 79) õÂÙ×ÁÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Èn �ÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ nÈ1 + È42 + È93 + : : :+ Èn2n 6 1:äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ n È1+È2=2+: : :+Èn=n 6 3.18.49.(20) (÷ï 81) îÁÊÔÉ ×ÓÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈÞÉÓÅÌ (Án) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ Án 6 1=(n√n) �ÒÉ ÌÀÂÏÍ n É �ÒÉ ÌÀÂÙÈÒÁÚÌÉÞÎÙÈ m É n Ám − Án ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ m− n.18.50.(15) (÷ï 82) ÷ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ (Án) É (bn) ËÁÖÄÙÊÞÌÅÎ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÔÒÅÔØÅÇÏ, ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ Ä×ÕÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ, �ÒÉÞ£ÍÁ1 = 1, Á2 = 2 É b1 = 2, b2 = 1. óËÏÌØËÏ ÅÓÔØ ÞÉÓÅÌ, ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÉÈÓÑËÁË × �ÅÒ×ÏÊ, ÔÁË É ×Ï ×ÔÏÒÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ?18.51.(20) (÷ï 83) âÕÄÕÔ ÌÉ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÉ (�n) É (�n), ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ �ÉÆÒ �Å-ÌÙÈ ÞÉÓÅÌ [(√10)n℄ É [(√2)n℄? (úÄÅÓØ [x℄ | �ÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ ÞÉÓÌÁ È.)



238 áÌÇÅÂÒÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ18.52.(20) (÷ï 85) ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Á1; Á2; Á3; : : : ÚÁÄÁÅÔÓÑ�ÒÁ×ÉÌÁÍÉ: Á2n = Án �ÒÉ n > 1 É Á4n+1 = 1, Á4n+3 = 0 �ÒÉ n > 0.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÉÍÅÅÔ �ÅÒÉÏÄÁ.18.53.(15) (÷ï 94) äÁÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉ-ÓÅÌ Á1; Á2; : : : , × ËÏÔÏÒÏÊ Á1 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 5 É ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ n ÉÍÅÅÔÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Án+1 = Án + bn, ÇÄÅ bn | �ÏÓÌÅÄÎÑÑ �ÉÆÒÁ ÞÉ-ÓÌÁ Án. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÎÏÇÏ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ Ä×ÏÊËÉ.18.54.(15) (÷ï 95) íÏÇÕÔ ÌÉ ÞÉÓÌÁ 1, 2 . . . , 100 ÂÙÔØ ÞÌÅÎÁÍÉÄ×ÅÎÁÄ�ÁÔÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÊ?18.55.(20) (÷ï 97) ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (Ái)ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ i 6= j îïä(Ái; Áj) = îïä(i; j). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁi = i ÄÌÑ ×ÓÅÈ i.18.56.(20) (÷ï 97) äÁÎ ÎÁÂÏÒ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ 1997 ÞÉÓÅÌ ÔÁËÉÈ,ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ × ÎÁÂÏÒÅ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÓÕÍÍÕ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ,ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÔÏÔ ÖÅ ÎÁÂÏÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ ×ÎÁÂÏÒÅ ÒÁ×ÎÏ 0.18.57.(20) (íåï 79) ðÕÓÔØ p É q | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÉÅ,ÞÔÏ 1 − 1=2 + 1=3 − 1=4 + : : : − 1=1318 + 1=1319 = p=q. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ p ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 1979.18.58.(30) (÷ï 78) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞ-ÎÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Èn, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÒÁÚÎÙÈm É k ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ
|Èm − Èk| > 1

|m− k| :



ïÔ×ÅÔÙ, ÕËÁÚÁÎÉÑ,ÒÅÛÅÎÉÑ



ìïçéþåóëéå úáäáþé
1. óàöå�îùå ìïçéþåóëéå úáäáþé(îáèïöäåîéå óïï�÷å�ó�÷éñíåöäõ íîïöåó�÷áíé)1.1. áÎÑ × ÂÅÌÏÍ �ÌÁÔØÅ, ÷ÁÌÑ | × ÇÏÌÕÂÏÍ, çÁÌÑ | × ÚÅÌ£-ÎÏÍ, îÁÄÑ | × ÒÏÚÏ×ÏÍ.1.2. ïÌÅÇ, àÒÁ, ÷ÏÌÏÄÑ, íÉÛÁ, óÁÛÁ.1.3. áÌ£ÛÁ | ÎÁ ÔÒÁÍ×ÁÅ, âÏÒÑ | ÎÁ Á×ÔÏÂÕÓÅ, ÷ÉÔÑ | ÎÁÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÅ.1.4. é×ÁÎÏ× | ÓÌÅÓÁÒØ, âÏÒÉÓÏ× | ÔÏËÁÒØ, óÅÍ£ÎÏ× | Ó×ÁÒ-ÝÉË.1.5. íÏÌÏËÏ | × ËÕ×ÛÉÎÅ, ÌÉÍÏÎÁÄ | × ÂÕÔÙÌËÅ, Ë×ÁÓ | ×ÂÁÎËÅ, ×ÏÄÁ | × ÓÔÁËÁÎÅ.1.6. âÏÒÅ 4 ÇÏÄÁ, ÷ÏÌÏÄÅ 1 ÇÏÄ, äÉÍÅ 5 ÌÅÔ.1.7. á | ÏÄÅÓÓÉÔ, â | �ÁÒÉÖÁÎÉÎ, ÷ | ËÉÅ×ÌÑÎÉÎ, ç |ÔÕÌÑË, ä | ÒÉÍÌÑÎÉÎ, å | ÍÏÓË×ÉÞ.1.8. æÁÍÉÌÉÑ ÍÁÛÉÎÉÓÔÁ | óÍÉÔ. ðÏÌÕÞÉ×ÛÁÑÓÑ ÔÁÂÌÉ�Á�ÒÉ×ÅÄÅÎÁ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ.íÁÛÉ- ëÏÎÄÕË- ëÏÞÅ- ìÏÓ- ïÍÁÈÁ þÉËÁÇÏÎÉÓÔ ÔÏÒ ÇÁÒ áÎÄÖÅÌÅÓóÍÉÔ + − − − + −äÖÏÎÓÏÎ − + − − − +òÏÂÉÎÓÏÎ − − + + − −ë 1.81.9. ñÓÎÏ, ÞÔÏ Õ ìÉÄÙ ÇÏÌÕÂÙÅ ÔÕÆÌÉ, Õ �ÁÍÁÒÙ | ËÒÁÓÎÙÅÔÕÆÌÉ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÒÁÓÎÏÅ �ÌÁÔØÅ, ÔÏÇÄÁ Õ ìÉÄÙ | ÂÅÌÏÅ�ÌÁÔØÅ, Õ ÷ÁÌÉ | ÇÏÌÕÂÏÅ.1.10. ÷ÌÁÄÉÍÉÒ �ÒÅ�ÏÄÁÅÔ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÕ × �ÕÌÅ, éÇÏÒØ | ÆÉÚÉ-ËÕ × ëÁÌÕÇÅ, óÅÒÇÅÊ | ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ × òÑÚÁÎÉ.1.11. âÏÒÉÓÏ× É ÷ÁÓÉÌØÅ× | ËÁ�ÉÔÁÎ É ÍÁÊÏÒ ÁÒÔÉÌÌÅÒÉÉ,áÌÅËÓÁÎÄÒÏ× É çÒÉÇÏÒØÅ× | ÌÅÊÔÅÎÁÎÔÙ ÔÁÎËÏ×ÙÈ ×ÏÊÓË.



1. óÀÖÅÔÎÙÅ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 241
� ÷ ì

ÂËÇ ÇËÂ�ÌÁÔØÑ ÔÕÆÌÉ
�ÏÄÒÕÇÉë 1.91.12. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ A ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �A ÓÍÏÔÒÉÔ ÔÅÌÅ×ÉÚÏÒ�, ÚÁB | �B ÓÍÏÔÒÉÔ ÔÅÌÅ×ÉÚÏÒ�, É Ô. Ä., Á ÚÁ A′, B′, É Ô. Ä. | ÉÈÏÔÒÉ�ÁÎÉÑ. �ÏÇÄÁ ÕÓÌÏ×ÉÅ 1 ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÅÔ AB′, 2 | D′E′, 3 | BCÉ B′C ′, 4 | C ′D É CD′, 5 | A′E É DE′. ðÏÄÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ A′B′CDE′. éÔÁË, ÔÅÌÅ×ÉÚÏÒ ÓÍÏÔÒÑÔ C É D.1.13. åÓÌÉ Á: ä < á, b: ä < â, Ó: ä < ÷, d: ä < ç , Á a′, b′, 
′,d′ | ÏÔÒÉ�ÁÎÉÑ ÜÔÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ, ÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÀÔÓÑ:Á′bÓ′, Á′b′Ó, bd′, Á′Ód, Ábd. ïÓÔÁÀÔÓÑ ×ÁÒÉÁÎÔÙ: Áb′Ód, Áb′Ód′, Áb′Ó′d,Áb′Ó′d′, Á′b′Ó′d, Á′b′Ó′d′. ÷Ï ×ÓÅÈ ×ÁÒÉÁÎÔÁÈ �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ b′: ä > â,Ô. Å. äÁÒØÑ ÓÔÁÒÛÅ âÅÌÌÙ.1.14. ÷ | �ÒÅÚÉÄÅÎÔ, â | ×É�Å-�ÒÅÚÉÄÅÎÔ, ä | ÓÅËÒÅÔÁÒØ.1.15. äÁ, ÓËÁÚÁÌ.1.16. äÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ B, T É M ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ �þÅÌÏ×ÅËËÕ�ÁÅÔÓÑ × ÂÁÓÓÅÊÎÅ�, �þÅÌÏ×ÅË ÉÍÅÅÔ ÔÅÌÅ×ÉÚÏÒ� É �þÅÌÏ×ÅË |ÍÁÌÑÒ�, Á ÞÅÒÅÚ B′, T ′, M ′ | ÉÈ ÏÔÒÉ�ÁÎÉÑ. �ÏÇÄÁ, �Ï �ÅÒ×ÏÍÕÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ, ÅÓÔØ ÞÅÌÏ×ÅË, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÅÒÎÏ TM ′, Á �Ï ×ÔÏÒÏ-ÍÕ | ÎÅÔ ÌÀÄÅÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÅÒÎÏ BTM ′. úÎÁÞÉÔ, ÅÓÔØ ÞÅÌÏ×ÅË,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÅÒÎÏ B′TM ′. îÏ ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÞÅÌÏ×ÅËÁ ×ÅÒÎÏB′T , Ô. Å. ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÔÅÌÅ×ÉÚÏÒ, ÎÏ ÎÅ ËÕ�ÁÅÔÓÑ × ÂÁÓÓÅÊÎÅ.1.17. þÅÔÙÒÅ: 1, 2, 4 É 6.1.18. îÉËÏÌÁÅ× | ÂÕÈÇÁÌÔÅÒ, íÉÈÁÊÌÏ× | ËÁÓÓÉÒ, ìØ×Ï× |ÓÅËÒÅÔÁÒØ.1.19. �ÒÉ ËÁÒÔÏÞËÉ (â, 4 É 5).1.20. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÚ×ÌÅÞØ ÏÄÉÎ ÛÁÒ ÉÚ ÕÒÎÙ Ó ÔÁÂÌÉÞËÏÊ � e u�.åÓÌÉ ÏÎ ÂÅÌÙÊ, ÔÏ × ÜÔÏÊ ÕÒÎÅ ÂÅÌÙÅ ÛÁÒÙ, Á Þ£ÒÎÙÅ × ÕÒÎÅ � e e�.åÓÌÉ ÏÎ Þ£ÒÎÙÊ, ÔÏ × ÜÔÏÊ ÕÒÎÅ Þ£ÒÎÙÅ ÛÁÒÙ, Á ÂÅÌÙÅ | × ÕÒÎÅ� u u�.1.21. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ ÕÒÎ Ó ÔÁÂÌÉÞËÁÍÉ É ÛÁÒÉËÁÍÉ,�ÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ Ä×ÏÅ �ÅÒ×ÙÈ ÍÏÇÌÉ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �×ÅÔ ÛÁÒÉËÏ× ÏÓÔÁ×-ÛÉÈÓÑ, Á ÔÒÅÔÉÊ ÎÅ ÍÏÇ, ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË, ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ.õ �ÅÒ×ÏÇÏ ÏÓÔÁÌÓÑ Þ£ÒÎÙÊ ÛÁÒÉË, Õ ×ÔÏÒÏÇÏ | Þ£ÒÎÙÊ, Õ ÔÒÅÔØÅ-ÇÏ | ÂÅÌÙÊ.



242 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉñÝÉË 1 2 3 4�ÁÂÌÉÞËÁ u u e u e e u u u e e eóÏÄÅÒÖÉÍÏÅ u u u u u e e e e u e eë 1.211.22. ðÕÓÔØ Õ ÍÅÎÑ ÎÁÄÅÔ ÚÅÌ£ÎÙÊ ËÏÌ�ÁË. �ÏÇÄÁ ×ÔÏÒÏÊ ÍÕ-ÄÒÅ�, ×ÉÄÑ �ÅÒÅÄ ÓÏÂÏÊ ËÒÁÓÎÙÊ É ÚÅÌ£ÎÙÊ ËÏÌ�ÁËÉ, ÄÏÌÖÅÎ ÒÁÓÓÕ-ÖÄÁÔØ ÔÁË: �åÓÌÉ Õ ÍÅÎÑ ÎÁÄÅÔ ÚÅÌ£ÎÙÊ ËÏÌ�ÁË, ÔÏ �ÅÒ×ÙÊ ÄÏÌÖÅÎÂÙÌ ×ÙÊÔÉ ÓÒÁÚÕ, ÚÎÁÞÉÔ, Õ ÍÅÎÑ ÎÁ ÇÏÌÏ×Å ËÒÁÓÎÙÊ ËÏÌ�ÁË, �ÏÜÔÏ-ÍÕ ×ÔÏÒÏÊ ÍÕÄÒÅ� ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÌ ×ÙÊÔÉ. îÏ ÔÁË ËÁË ÏÎ ÎÅ ×ÙÈÏÄÉÔ,ÚÎÁÞÉÔ, Õ ÍÅÎÑ ÎÁ ÇÏÌÏ×Å | ËÒÁÓÎÙÊ ËÏÌ�ÁË�. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÕÍÅÎÑ ËÒÁÓÎÙÊ ËÏÌ�ÁË.1.23. õ ×ÔÏÒÏÇÏ | 3, Õ �ÅÒ×ÏÇÏ | 4. ðÅÒ×ÙÊ ÍÕÄÒÅ� × �ÅÒ-×ÙÊ ÒÁÚ ÓËÁÚÁÌ: �îÅ ÚÎÁÀ� | ÔÏÇÄÁ Õ ÎÅÇÏ ÎÅ 1. (åÓÌÉ ÂÙ ÎÁ ÅÇÏËÁÒÔÏÞËÅ ÂÙÌÏ ÞÉÓÌÏ 1, ÔÏ Õ 2-ÇÏ | 2, É 1-Ê ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÌ ÓËÁÚÁÔØ:�úÎÁÀ�.) ÷ÔÏÒÏÊ ÓËÁÚÁÌ: �îÅ ÚÎÁÀ�, | ÔÏÇÄÁ Õ ÎÅÇÏ ÎÅ 2 (É ÎÅ1). ðÅÒ×ÙÊ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÒÁÚ ÓËÁÚÁÌ: �îÅ ÚÎÁÀ�, | Õ ÎÅÇÏ ÎÅ 3 (É ÎÅ2, É ÎÅ 1). ÷ÔÏÒÏÊ ÓËÁÚÁÌ: �úÎÁÀ�, | ÚÎÁÞÉÔ, ÎÁ ÅÇÏ ËÁÒÔÏÞËÅ |ÞÉÓÌÏ 3, Á ÎÁ ËÁÒÔÏÞËÅ �ÅÒ×ÏÇÏ ÍÕÄÒÅ�Á | 4.1.24. B | ÇÉÄÒÏÌÏÇ, C | ÒÁÄÉÓÔ, D | ×ÒÁÞ, E | ÂÉÏÌÏÇ,F | ÓÉÎÏ�ÔÉË, H | ÍÅÈÁÎÉË.1.25. âÏÒÉÓÏ× ÎÁÂÒÁÌ 6 ÏÞËÏ×: 1 ÌÅÝ É 1 ÏËÕÎØ, óÅÍ£ÎÏ× |5 ÏÞËÏ×: 1 ÓÕÄÁË, ìÅ×ÉÎ | 4 ÏÞËÁ: 2 ÏËÕÎÑ, ðÅÔÒÏ× | 3 ÏÞËÁ:3 ÅÒÛÁ. õ ðÅÔÒÏ×Á É âÏÒÉÓÏ×Á ÎÁ Ä×ÏÉÈ 9 ÏÞËÏ×, É Õ ðÅÔÒÏ×Á ÕÌÏ×ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ, ÚÎÁÞÉÔ, Õ ÎÅÇÏ 3 ÒÙÂÙ | ÅÒÛÁ, ÔÏÇÄÁ Õ âÏÒÉÓÏ×Á |6 ÏÞËÏ× É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ìÅ×ÉÎ É óÅÍ£ÎÏ× ÎÁÂÒÁÌÉ 5 É 4 ÏÞËÁ. îÏóÅÍ£ÎÏ× ÎÁÂÒÁÌ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 5 ÏÞËÏ× (ÏÎ �ÏÊÍÁÌ ÓÕÄÁËÁ), �ÏÜÔÏÍÕ ÕÎÅÇÏ ÒÏ×ÎÏ 5 ÏÞËÏ×, Á Õ ìÅ×ÉÎÁ | 4. ðÏÓËÏÌØËÕ âÏÒÉÓÏ× �ÏÊÍÁÌÎÅ ÂÏÌÅÅ 2 ÒÙÂ, ÔÏ Õ ÎÅÇÏ | ÌÅÝ É ÏËÕÎØ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÕÌÏ×ìÅ×ÉÎÁ | 2 ÏËÕÎÑ.1.26. 28 ÄÏÌÌÁÒÏ×. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ×ÓÅ ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ 20 ÎÁ ÔÒÉÞÁÓÔÉ. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ, ÞÔÏ ÄÏÞÅÒÅÊ 5, É ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏÏÄÉÎ ×ÁÒÉÁÎÔ ÒÁÓÈÏÄÏ× ÄÌÑ ÎÉÈ: 13 + 4 + 3, 11 + 5 + 4, 10 + 6 + 4,9 + 7 + 4, 9 + 6 + 5.1.27. ðÑÔÏÅ. åÓÌÉ Õ å ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÓÁÍÏÅ ÍÅÎØÛÅÅ 11 ÂÁÌÌÏ×,ÔÏ Õ B | 15, C | 13, D | 12. ðÏ 4-ÍÕ ×ÉÄÕ Õ A | 4, Õ E | 5,Õ C | 3, Õ D | 2, ÔÏÇÄÁ Õ B | 1.1.28. 9 ÒÅÂÕÓÏ×. ïÄÎÏÚÎÁÞÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ. óÏÓÔÁ×ÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÔÁÂÌÉ-�Õ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ ÞÉÓÌÁ ÒÅÛ£ÎÎÙÈ ÒÅÂÕÓÏ× É ÏÞËÏ×.



1. óÀÖÅÔÎÙÅ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 243òÅÂÕÓÙ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13ïÞËÉ 1 3 6 10 15 21 28 36 45 55 66 78 91ë 1.28ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÞÉÓÌÏ ÄÅ×ÕÛÅË. ÷ ÕÓÌÏ×ÉÉ Õ�ÏÍÑÎÕÔÏ ÔÒÉÉÍÅÎÉ, ÚÎÁÞÉÔ, ÉÈ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÔÒ£È.óÌÕÞÁÊ 1. äÅ×ÕÛÅË ÂÙÌÏ ÔÒÏÅ. �ÏÇÄÁ ìÅÎÁ × �ÅÒ×ÙÊ ×ÅÞÅÒ�ÏÌÕÞÉÌÁ 100− 21− 28 = 51 ÏÞËÏ, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.1. 91 + 3 + 3 + 3 19 ÒÅÂ.2. 78 + 15 + 6 + 1 21 ÒÅÂ.3. 66 + 28 + 3 + 3 22 ÒÅÂ.4. 78 + 10 + 6 + 6 22 ÒÅÂ.5. 55 + 36 + 6 + 3 23 ÒÅÂ.6. 66 + 21 + 10 + 3 23 ÒÅÂ.7. 55 + 21 + 21 + 3 24 ÒÅÂ.8. 28 + 21 + 45 + 6 25 ÒÅÂ.9. 28 + 21 + 36 + 15 26 ÒÅÂ.ë 1.28

óÌÕÞÁÊ 2. äÅ×ÕÛÅË ÂÙÌÏ �Ñ-ÔÅÒÏ. �ÏÇÄÁ ÏÞËÉ × �ÅÒ×ÙÊ ×ÅÞÅÒÍÏÇÌÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÉÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÔÁË:100 = 21 + 28 + 21 + 15 + 15, É ×ÓÅ-ÇÏ ÂÙÌÏ ÒÅÛÅÎÏ 29 ÒÅÂÕÓÏ×. ðÏÜÔÏ-ÍÕ ÂÕÄÅÔ ×ÅÞÅÒ, ÚÁ ËÏÔÏÒÙÊ ÒÅÛÁÔÎÅ ÂÏÌÅÅ 17 ÒÅÂÕÓÏ× (18 · 4 > 71 == 100 − 29), ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. äÅÊ-ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÂÕÄÕÔ ��ÅÒÅ-ÄÁ×ÁÔØ� Ó×ÏÉ ÒÅÂÕÓÙ ÔÏÍÕ, ËÔÏ ÒÅ-ÛÉÌ ÂÏÌØÛÅ ×ÓÅÈ, ÓÕÍÍÁ ÏÞËÏ× ÂÕ-ÄÅÔ ÔÏÌØËÏ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÔØÓÑ. îÏ, ËÏ-ÇÄÁ Õ Õ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ �Ï1 ÒÅÂÕÓÕ, Õ ÎÅÇÏ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 13 ÒÅÂÕÓÏ×, Ô. Å. ÏÂÝÁÑ ÓÕÍÍÁ ÏÞËÏ×ÓÔÁÎÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 91 + 1 + 1 + 1 + 1 < 100, ÈÏÔÑ ÏÎÁ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÌÁÓØ.óÌÕÞÁÊ 3. äÅ×ÕÛÅË ÂÙÌÏ ÛÅÓÔØ ÉÌÉ ÂÏÌØÛÅ. �ÏÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ×ÅÞÅÒ,× ËÏÔÏÒÙÊ ÒÅÛÅÎÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 16 ÒÅÂÕÓÏ× (17 · 6 = 102). ðÏÌØÚÕÑÓØÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅÍ Ï ��ÅÒÅÄÁÞÅ� ÒÅÂÕÓÏ×, �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÏÞËÏ× ×ÜÔÏÔ ×ÅÞÅÒ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 66 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 < 100.�ÁÎÑ 28ó×ÅÔÁ 21?ìÅÎÁ x 6ë 1.28
éÔÁË, ÄÅ×ÕÛÅË ÞÅÔÙÒÅ. óÏÓÔÁ×ÉÍÅÝ£ ÏÄÎÕ ÔÁÂÌÉ�Õ | ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÒÁÚÌÏ-ÖÅÎÉÑ 100 × ÓÕÍÍÕ ÞÅÔÙÒ£È ÞÉÓÅÌ ÉÚ�ÅÒ×ÏÊ ÔÁÂÌÉ�Ù.ðÏÓÔÒÏÉÍ ÔÁËÖÅ ÔÁÂÌÉ�Õ ÎÁÂÒÁÎ-ÎÙÈ ÚÁ ËÁÖÄÙÊ ×ÅÞÅÒ ÏÞËÏ×.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏÓËÏÌØËÕ ÂÏÌØÛÅ26 ÒÅÂÕÓÏ× ÎÉËÔÏ ÎÅ ÒÅÛÉÌ, ×ÁÒÉÁÎ-ÔÙ 1 É 2 ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÓÔÏÑÔØ ÎÉ × ÓÔÒÏËÁÈ, ÎÉ × ÓÔÏÌÂ�ÁÈ ÔÁÂÌÉ�Ù.úÎÁÞÉÔ, ÏÞËÉ ìÅÎÙ ÍÏÇÌÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÑÔØÓÑ �Ï ×ÅÞÅÒÁÍ ÔÏÌØËÏ �Ï×ÁÒÉÁÎÔÁÍ 4, 5 É 8 (ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ 6).óÌÕÞÁÊ 1. ïÞËÉ ìÅÎÙ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÙ �Ï ×ÁÒÉÁÎÔÕ 4. �ÏÇÄÁ,ÞÔÏÂÙ ×ÓÅÇÏ ÂÙÌÏ 100 ÒÅÂÕÓÏ×, × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÔÒÏËÁÈ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ



244 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ×ÁÒÉÁÎÔ 9. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÔÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å, ËÕÄÁ �Ï�ÁÌÏ ÞÉÓÌÏ 78 ÉÚ4-Ê ÓÔÒÏËÉ, ÔÏÖÅ ×ÁÒÉÁÎÔ 4 (ÄÒÕÇÉÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× Ó ÜÔÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÎÅÔ).îÏ ÔÏÇÄÁ × ÏÄÎÕ ÉÚ ÓÔÒÏË 1{3 ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á �Ï�ÁÄÁÅÔ ÞÉÓÌÏ 10,ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÔ × ×ÁÒÉÁÎÔÅ 9. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.óÌÕÞÁÊ 2. ïÞËÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÙ �Ï ×ÁÒÉÁÎÔÕ 5. �ÏÇÄÁ x = 36 (×�ÅÒ×ÏÊ ËÏÌÏÎËÅ | ×ÁÒÉÁÎÔ 8 ÉÌÉ 9, Á ÎÉ 3, ÎÉ 55 × ÜÔÉÈ ×ÁÒÉÁÎÔÁÈÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ × 1-Ê ËÏÌÏÎËÅ ×ÁÒÉÁÎÔ 9 | 26 ÒÅÂÕ-ÓÏ×, ×Ï 2-Ê É 3-Ê | ÎÅ ÂÏÌÅÅ 24 ÒÅÂÕÓÏ× (ÞÉÓÌÁ 3 É 55 ÎÅ �ÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ× ×ÁÒÉÁÎÔÁÈ Ó ÞÉÓÌÏÍ ÒÅÂÕÓÏ×, ÂÏÌØÛÉÍ 24), × 4-Ê | ÎÅ ÂÏÌÅÅ 25.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÅÇÏ ÒÅÂÕÓÏ× ÎÅ ÂÏÌÅÅ 26 + 24 + 24 + 25 = 99.éÔÁË, ÏÞËÉ ìÅÎÙ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÙ �Ï ×ÁÒÉÁÎÔÕ 8, Ô. Å. x ÒÁ×ÅÎ 21,28 ÉÌÉ 45. îÏ �ÏÓËÏÌØËÕ × �ÅÒ×ÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ×ÁÒÉÁÎÔ 8 ÉÌÉ 9, x ÒÁ-×ÅÎ 6, 15, 36 ÉÌÉ 45. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ìÅÎÁ × �ÅÒ×ÙÊ ×ÅÞÅÒ ÎÁÂÒÁÌÁ45 ÏÞËÏ×, ÒÁÚÇÁÄÁ× 9 ÒÅÂÕÓÏ×.
2. éó�éîîùå é ìïöîùå÷ùóëáúù÷áîéñ.òùãáòé, ìöåãù, èé�òåãù2.1. ðÅÒ×ÙÊ | ÄÅ×ÏÞËÁ, ×ÔÏÒÏÊ | ÍÁÌØÞÉË.2.2. 0 ÉÌÉ 1000. 2.3. äÏÂÒÙÎÑ îÉËÉÔÉÞ. 2.4. áÆÒÏÄÉÔÁ.2.5. ïÌÑ | I, íÁÒÉÑ | II, ðÏÌÑ | III, îÉÎÁ | IV.2.6. óÅÒ£ÖÁ | I ÍÅÓÔÏ, îÁÄÑ | II, ëÏÌÑ | III, ÷ÁÎÑ | IV,�ÏÌÑ | V.2.7. áÎÄÒÅÅ× �ÒÉÅÈÁÌ ÉÚ òÏÓÌÁ×ÌÑ, âÏÒÉÓÏ× | ÉÚ åÌØÎÉ, ÷Á-ÓÉÌØÅ× | ÉÚ çÁÇÁÒÉÎÁ, çÒÉÇÏÒØÅ× | ÉÚ ÷ÑÚØÍÙ, äÁÎÉÌÏ× | ÉÚñÒ�Å×Á.2.8. îÁ�ÒÉÍÅÒ, �íÅÎÑ ÚÏ×ÕÔ ëÏÌÑ�. 2.9. ìÏÖÎÏ. 2.10. ìÏÖÎÏ.2.11. �íÅÎÑ ÓßÅÓÔ ÷ÁÛ ÒÕÞÎÏÊ ÌÅ×�. üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅ ÉÓ-ÔÉÎÎÏ É ÎÅ ÌÏÖÎÏ.2.12. ÷ÏÒÏÂØ£×: ÂÉÏÌÏÇÉÑ, ÈÉÍÉÑ, ÉÓÔÏÒÉÑ. ïÒÌÏ×: ÂÉÏÌÏÇÉÑ,ÉÓÔÏÒÉÑ, ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. óÉÎÉ�ÙÎ: ÂÉÏÌÏÇÉÑ, ÈÉÍÉÑ, ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ (�Å-ÒÅÂÏÒ ×ÓÅÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ).2.13. ÷ÁÓÉÌØÅ×: 10 ÒÙÂ, �ÉÍÏÆÅÅ×: 9 ÒÙÂ, âÏÒÉÓÏ×: 7 ÒÙÂ.(÷ÎÁÞÁÌÅ �ÅÒÅÂÏÒÏÍ ×ÙÑÓÎÑÀÔÓÑ ÉÓÔÉÎÎÙÅ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÑ: �ÉÍÏ-ÆÅÅ× | 2 É 4, ÷ÁÓÉÌØÅ× É âÏÒÉÓÏ× | 2 É 3.)2.14. þ£ÒÎÙÊ �âØÀÉË�. 2.15. óÍÉÔ. 2.16. õÂÉÊ�Á | üÔØÅÎ.2.17. 6. 2.18. ðÒÅÄ�ÏÓÌÅÄÎÅÅ.2.19. 1974. ðÅÒ×ÏÅ É ×ÔÏÒÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×ÅÒ-ÎÙÍÉ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÇÄÁ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ �ÉÆÒÁ ÞÉÓÌÁ



2. éÓÔÉÎÎÙÅ É ÌÏÖÎÙÅ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÑ 245A + 51 | 2, Á Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÍÏÇÕÔ ÏËÁÎÞÉ×ÁÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÎÁ 0, 1, 4,5, 6, 9. ðÏ ÔÅÍ ÖÅ �ÒÉÞÉÎÁÍ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ×ÔÏÒÏÅ É ÔÒÅÔØÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. ðÏÜÔÏÍÕ A + 51 = p2, A − 38 = q2,ÏÔËÕÄÁ 89 = p2 − q2 = (p − q)(p + q). ðÒÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ p É q�ÏÌÕÞÁÅÍ ÌÉÛØ ÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ: p − q = 1, p + q = 89, ÉÌÉ p = 45,q = 44.2.20. ìÏÖÎÏ. �ÒÅÔØÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. a1 = 9, b1 = 2, a2 = 17,b2 = 6.2.21. 35 (×ÅÒÎÙ 1 É 4), 46 (×ÅÒÎÙ 2 É 4), 74 (×ÅÒÎÙ 3 É 4).2.22. óÏÎÑ. 2.23. �ÒÅÔÉÊ �ÏÄÓÕÄÉÍÙÊ. 2.24. îÅÔ.2.25. ìÀÂÏÊ ÞÅÌÏ×ÅË (ÌÏÇÉË, ÓÕÄØÑ É Ô. Ä.), ËÒÏÍÅ �ÅÒ×ÏÇÏ É×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÄÓÕÄÉÍÏÇÏ.2.26. ÷ÅÎÑ É öÅÎÑ.2.27. ðÅÔÒÏ× | ÓÅÒØ£ÚÅÎ, óÉÄÏÒÏ× | ÛÕÔÎÉË.2.28. Á) �ÏÎÅÄÅÌØÎÉË É ÞÅÔ×ÅÒÇ; Â) ÓÒÅÄÁ É ×ÏÓËÒÅÓÅÎØÅ; ×) �Ï-ÎÅÄÅÌØÎÉË É ÓÒÅÄÁ.2.29. ðÅÒ×ÙÊ | çÅË, ×ÔÏÒÏÊ | þÕË, ÄÅÎØ ÎÅÄÅÌÉ | ×ÔÏÒ-ÎÉË.2.30. ðÕÓÔØ ÆÉÚÉËÏ×-ÌÖÅ�Ï× L, ÔÏÇÄÁ ×ÓÅÇÏ ÌÖÅ�Ï× | 2L. éÚÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÖÅ�Ï× k, Ô. Å. k = 2L.2.31. âÏÂÞÉÎÓËÉÊ. ÷ÙÞ£ÒËÉ×ÁÑ Ä×Á ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÑ, ÍÙ ÎÅ ÍÅÎÑÅÍ Þ£ÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ×ÅÒÎÙÈ ÓÒÅÄÉ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ, Á×ÙÞ£ÒËÉ×ÁÑ Ä×Á �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÍÙ ÍÅÎÑÅÍ Þ£Ô-ÎÏÓÔØ.2.32. õ�ÙÒØ | B. 2.33. îÅ ÓÌÅÄÕÅÔ.2.34. á | ÓÕÍÁÓÛÅÄÛÉÊ ÞÅÌÏ×ÅË, B | ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ Õ�ÙÒØ.2.35. á | Õ�ÙÒØ.2.36. á | ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ Õ�ÙÒØ, B | ÓÕÍÁÓÛÅÄÛÉÊ ÞÅÌÏ×ÅË.2.37. �ñ | ÓÕÍÁÓÛÅÄÛÉÊ ÉÌÉ Ñ | Õ�ÙÒØ�.2.38. ìÀÂÏÊ ×Ï�ÒÏÓ, ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ËÏÔÏÒÙÊ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÓÏ ×ÒÅÍÅÎÅÍ,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ: �ëÏÔÏÒÙÊ ÞÁÓ?�2.39. �ëÔÏ ×Ù | ÒÙ�ÁÒØ ÉÌÉ ÌÖÅ�?�2.40. ìÀÂÏÊ ×Ï�ÒÏÓ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÊ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ.2.41. ìÖÅ�ÏÍ. 2.42. îÅÔ.2.43. �üÔÁ ÄÏÒÏÇÁ ×ÅÄ£Ô × ×ÁÛ ÇÏÒÏÄ?�2.44. �÷Ù ÖÉ×£ÔÅ × ÜÔÏÍ ÇÏÒÏÄÅ?�2.45. á | ÒÙ�ÁÒØ, B | ÌÖÅ�. 2.46. ïÄÉÎ.2.47. ïÔ×ÅÔÉÌÉ ÂÙ ÕÔ×ÅÒÄÉÔÅÌØÎÏ ÷Ù ÎÁ ×Ï�ÒÏÓ: �õ ÷ÁÓ ÄÏÍÁÅÓÔØ ÒÕÞÎÏÊ ËÒÏËÏÄÉÌ?�2.48. ë, ò | ÌÖÅ�Ù, í | ÒÙ�ÁÒØ.2.49. ò | ÒÙ�ÁÒØ. (÷ÎÁÞÁÌÅ ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ë | ÌÖÅ�.)



246 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ2.50. 4 ÞÅÌÏ×ÅËÁ, 2 ÌÖÅ�Á (1-Ê É 3-Ê).2.51. Á) 1-Ê É 2-Ê | ÒÙ�ÁÒÉ, 3-Ê É 4-Ê | ÌÖÅ�Ù. 4-Ê ÍÏÖÅÔÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ ÌÖÅ�ÏÍ (ÉÚ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó 1-Í), ÔÏÇÄÁ 1-Ê | ÒÙ�ÁÒØ.3-Ê ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÇÄÁ ÔÏÌØËÏ ÌÖÅ�ÏÍ, Á 2-Ê | ÒÙ�ÁÒÅÍ.Â) ðÒÉ n = 2k: k | ÒÙ�ÁÒÅÊ, É k | ÌÖÅ�Ï×, �ÒÉ n = 2k + 1×ÏÚÍÏÖÎÙ ÏÔ×ÅÔÙ: 1. ÚÁÄÁÞÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÑ; 2. k+1 | �ÕÔÅÛÅ-ÓÔ×ÅÎÎÉË ÉÌÉ ÈÉÔÒÅ�, ÔÏÇÄÁ �ÅÒ×ÙÅ k | ÒÙ�ÁÒÉ, �ÏÓÌÅÄÎÉÅ k |ÌÖÅ�Ù, É Ô. Ä.2.52. Á) ÷ÓÅ | ÌÖÅ�Ù. åÓÌÉ ÅÓÔØ ÒÙ�ÁÒØ, ÔÏ ÒÙ�ÁÒÉ ÓÉÄÑÔ �ÏÄ×ÏÅ, Á ÌÖÅ�Ù ÓÉÄÑÔ �Ï ÏÄÎÏÍÕ, ÍÅÖÄÕ ÒÙ�ÁÒÑÍÉ. Â) ðÒÉ n 6= 3k×ÓÅ ÌÖÅ�Ù, �ÒÉ n = 3k Ä×Á ÏÔ×ÅÔÁ: ×ÓÅ ÌÖÅ�Ù ÉÌÉ k ÌÖÅ�Ï× É 2kÒÙ�ÁÒÅÊ.2.53. Á) 5 ÒÙ�ÁÒÅÊ. Â) óÉÔÕÁ�ÉÑ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó 2.52, �. Â.2.54. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÌÖÅ�Ï× ÒÁ×ÎÏ 8. òÁÚÏ-ÂØ£Í ×ÓÅ ÍÅÓÔÁ × �ÒÅÚÉÄÉÕÍÅ ÎÁ 8 ÇÒÕ�� ÔÁË, ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉ-ÓÕÎËÅ Á. åÓÌÉ ÌÖÅ�Ï× ÍÅÎØÛÅ 8, ÔÏ × ËÁËÏÊ-ÔÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÇÒÕ�� ÓÉÄÑÔÏÄÎÉ ÒÙ�ÁÒÉ. úÎÁÞÉÔ, ÞÅÌÏ×ÅË, ÓÉÄÑÝÉÊ × ÜÔÏÊ ÇÒÕ��Å ÎÁ ÍÅÓÔÅ,�ÏÍÅÞÅÎÎÏÍ Ú×£ÚÄÏÞËÏÊ, ÌÖ£Ô, ÔÁË ËÁË ×ÓÅ ÅÇÏ ÓÏÓÅÄÉ ÒÙ�ÁÒÉ. ðÏ-ÌÕÞÅÎÎÏÅ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÖÅ�Ï× ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 8.îÁ ÒÉÓÕÎËÅ Â �ÏËÁÚÁÎÏ, ËÁË ÒÁÓÓÁÄÉÔØ × �ÒÅÚÉÄÉÕÍÅ 8 ÌÖÅ�Ï×ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÚÁÄÁÞÉ.2.55. ë | ÌÖÅ�, í | ÈÉÔÒÅ�, ò | ÒÙ�ÁÒØ. ðÕÓÔØ ë | ÈÉ-ÔÒÅ�, ÔÏÇÄÁ í | ÒÙ�ÁÒØ, ò | ÌÖÅ�, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÚÎÁÞÉÔ,ë | ÌÖÅ�.2.56. á | ÒÙ�ÁÒØ, B | ÌÖÅ�, ó | ÈÉÔÒÅ�.2.57. åÓÌÉ K ÇÏ×ÏÒÉÔ �ÒÁ×ÄÕ, ÔÏ í | �ÒÁ×ÄÏÌÀÂÅ�, �ÏÜÔÏÍÕë | ÎÅ �ÒÁ×ÄÏÌÀÂÅ�, ÎÏ ÓËÁÚÁÌ �ÒÁ×ÄÕ, �ÏÜÔÏÍÕ ÏÎ ÈÉÔÒÅ�. ðÕÓÔØë ÌÖ£Ô, ÔÏÇÄÁ í ÇÏ×ÏÒÉÔ �ÒÁ×ÄÕ É ÎÅ �ÒÁ×ÄÏÌÀÂÅ�, ÚÎÁÞÉÔ í |ÈÉÔÒÅ�.2.58. A | ÌÖÅ�, B | ÈÉÔÒÅ�, C | ÒÙ�ÁÒØ.2.59. úÁÄÁÔØ A É B ×Ï�ÒÏÓ: �éÍÅÅÔÓÑ ÓÒÅÄÉ C É D ÈÉÔÒÅ�?� åÓÌÉÏÂÁ ÏÔ×ÅÔÑÔ: �äÁ�, ÔÏ ÏÎÉ ÒÙ�ÁÒÉ É ÓÒÅÄÉ C É D ÅÓÔØ ÈÉÔÒÅ�. �ÏÇÄÁ3-Ê ×Ï�ÒÏÓ A: �ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ C ÈÉÔÒÅ�ÏÍ?� åÓÌÉ A É B ÏÔ×ÅÞÁÀÔ:�îÅÔ�, ÔÏ ÓÒÅÄÉ C É D ÎÅÔ ÈÉÔÒÅ�Á, ÔÏÇÄÁ 3-Ê ×Ï�ÒÏÓ C: �ñ×ÌÑÅÔÓÑÁ)
∗

∗
∗

∗

∗
∗

∗

∗ Â) Ì Ì
Ì Ì Ì Ì

Ì Ì
ë 2.54



2. éÓÔÉÎÎÙÅ É ÌÏÖÎÙÅ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÑ 247ÌÉ A ÈÉÔÒÅ�ÏÍ?�. îÁËÏÎÅ�, ÅÓÌÉ A É B ÄÁÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÏÔ×ÅÔÙ, ÔÏÓÒÅÄÉ C É D Ï�ÑÔØ ÎÅÔ ÈÉÔÒÅ�Á.2.60. ðÏÓÔÁ×ÉÍ ×ÓÅÈ �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÎÁ ÓÏÂÒÁÎÉÉ × ÏÄÎÕ ÛÅ-ÒÅÎÇÕ, ÚÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÉÈ É Ó�ÒÏÓÉÍ ËÁÖÄÏÇÏ Ï ÅÇÏ �ÒÁ×ÏÍ ÓÏÓÅÄÅ(ÎÁÞÉÎÁÑ Ó �ÅÒ×ÏÇÏ). ðÕÓÔØ n | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍn-Ê ÓËÁÚÁÌ Ï Ó×Ï£Í ÓÏÓÅÄÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÈÉÔÒÅ�. �ÏÇÄÁ �ÁÒÕ (n; n+1) ×Ù-×ÅÄÅÍ ÉÚ �Å�ÏÞËÉ É Ó�ÒÏÓÉÍ (n−1)-ÇÏ Ï ÅÇÏ ÎÏ×ÏÍ ÓÏÓÅÄÅ É Ô. Ä. óÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ �ÁÒ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÏÄÎÏÇÏ ÈÉÔÒÅ�Á, �ÏÜÔÏÍÕ ×�Å�ÏÞËÅ ÒÙ�ÁÒÅÊ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÈÉÔÒÅ�Ï×, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ×�Å�ÏÞËÅ ×ÓÅÇÄÁ ÒÙ�ÁÒØ. åÓÌÉ × �Å�ÏÞËÅ ÂÏÌØÛÅ ÏÄÎÏÇÏ ÞÅÌÏ×ÅËÁ, ÔÏÄ×ÏÅ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ | ÒÙ�ÁÒÉ, É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÄÁÔØ �ÏÓÌÅÄÎÅÍÕ k− 2×Ï�ÒÏÓÁ ÏÂ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ. ÷ÓÅÇÏ ×Ï�ÒÏÓÏ× ÂÕÄÅÔ k−1+k+2 = 2k−3.åÓÌÉ �Å�ÏÞËÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÞÅÌÏ×ÅËÁ, ÔÏ Ô. Ë. × ËÁÖÄÏÊ ÉÚÏÔÂÒÏÛÅÎÎÙÈ �ÁÒ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÈÉÔÒÅ�Õ (ÉÎÁÞÅ ÈÉÔÒÅ�Ï× ÂÙÌÏ ÂÙÂÏÌØÛÅ). äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÄÁÔØ ×Ï�ÒÏÓ �ÒÏ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ �ÁÒÙ, ×ÓÅÇÏ ×Ï-�ÒÏÓÏ× ÎÅ ÂÏÌØÛÅ k − 1 + k=2 = 3k=2− 1.2.61. ÷ ÄÅÒÅ×ÎÀ á.2.62. úÁ Ä×Á ×Ï�ÒÏÓÁ ÎÁÄÏ ×ÙÑÓÎÉÔØ, Ó ËÅÍ ÒÁÚÇÏ×ÁÒÉ×ÁÅÍ(ÓÍ. 2.40). úÁÔÅÍ ÅÝ£ ÚÁ Ä×Á (ÚÁ ÏÄÉÎ, ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÒÙ�ÁÒØ) ×Ï�ÒÏÓÁ |ÇÄÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ.2.63. F = 8. ðÒÉ F = 0 ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÎÁ ÌÀÂÏÇÏ ÞÅÌÏ×ÅËÁ,ÓÉÄÑÝÅÇÏ ÚÁ ÓÔÏÌÏÍ. ðÒÉ F 6= 0 ÒÁÚÏÂØ£Í ×ÓÅÈ ÓÉÄÑÝÉÈ ÚÁ ÓÔÏÌÏÍÎÁ ÎÅ�ÕÓÔÙÅ ÇÒÕ��Ù �ÏÄÒÑÄ ÓÉÄÑÝÉÈ ÒÙ�ÁÒÅÊ É �ÏÄÒÑÄ ÓÉÄÑÝÉÈÈÉÔÒÅ�Ï×; ÞÉÓÌÏ ÜÔÉÈ ÇÒÕ�� ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ 2k (k ÇÒÕ�� ÒÙ�ÁÒÅÊÉ k ÇÒÕ�� ÈÉÔÒÅ�Ï×). þÉÓÌÏ ÌÀÄÅÊ × i-Ê ÇÒÕ��Å ÒÙ�ÁÒÅÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ wi, Á × i-Ê ÇÒÕ��Å ÈÉÔÒÅ�Ï× | ÞÅÒÅÚ fi (1 ≤ i ≤ k). �ÏÇÄÁw1+ : : :+wk+f1+ : : :+fk = 30 É f1+ : : :+fk ≤ F . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÏÄÒÑÄ ÉÄÕÝÉÈ ÏÔ×ÅÔÏ× �ÒÙ�ÁÒØ� É �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏÞÅÌÏ×ÅËÁ È, �ÒÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÁË ÇÏ×ÏÒÑÔ. çÒÕ��Á ÉÚ wi ÒÙ�ÁÒÅÊ ÄÁÅÔÔÁËÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÍÅÎÅÅ wi − 1, �ÒÉ ÜÔÏÍ x |ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÒÙ�ÁÒØ. åÓÌÉ ÖÅ x | ÈÉÔÒÅ� É ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × i-ÊÇÒÕ��Å ÈÉÔÒÅ�Ï×, ÔÏ ÄÌÉÎÁ ÔÁËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÔ×ÅÔÏ× ÎÅÂÏÌÅÅ fi − 1. úÎÁÞÉÔ, �ÒÉ max(wi) > max(fi) ÍÏÖÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ,ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÞÅÌÏ×ÅË, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚ×ÁÎ ÒÙ�ÁÒÅÍ × ÓÁÍÏÊ ÄÌÉÎ-ÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÔ×ÅÔÏ× �ÒÙ�ÁÒØ�, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÒÙ�ÁÒØ.�ÁË ËÁË max(wi) > (30− f1 − : : :− fk)=k > (30− F )=k;max(fi) 6 (f1 + : : :+ fk)− k + 1 6 F − k + 1;ÔÏ ËÏÇÄÁ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (30−F )=k > F − k+1 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ ×ÓÅÈk ÏÔ 1 ÄÏ F , ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÎÁ ÒÙ�ÁÒÑ, ÓÉÄÑÝÅÇÏ ÚÁ ÓÔÏÌÏÍ. üÔÏ



248 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ k2− (F +1)k+30−F > 0. ïÎÏ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ×ÓÅÈ k, ÅÓÌÉ D = (F +1)2−4(30−F ) < 0, Ô. Å. �ÒÉ F < −3+√128 ≈
≈ 8;31. éÔÁË, F 6 8.2.64. îÅÔ. åÓÌÉ Ä×Á ÞÅÌÏ×ÅËÁ ÓÄÅÌÁÌÉ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÅ, ÔÏ ÏÎÉ ÌÉÂÏ ÏÂÁ ÌÖÅ�Ù, ÌÉÂÏ ÏÂÁ ÒÙ�ÁÒÉ. �ÁË ËÁË ÎÁ ÏÓÔÒÏ×ÅÅÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÌÖÅ� É ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÒÙ�ÁÒØ, ÔÏ ÌÉÂÏ ×ÓÅ ÒÙ�ÁÒÉÓÄÅÌÁÌÉ �ÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, Á ×ÓÅ ÌÖÅ�Ù ×ÔÏÒÏÅ, ÌÉÂÏ ÎÁÏÂÏÒÏÔ.÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ É ÒÙ�ÁÒÅÊ, É ÌÖÅ�Ï× | Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á ×Ï ×ÔÏ-ÒÏÍ É ÔÅÈ, É ÄÒÕÇÉÈ | ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. úÎÁÞÉÔ, ÞÉÓÌÏ ÁÂÏÒÉÇÅÎÏ×ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ Þ£ÔÎÏ.2.65. 1=2. ðÕÓÔØ x | ÄÏÌÑ ÒÙ�ÁÒÅÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÒÕÇÏÊ ËÒÕÇ,× ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÅ ÌÖÅ�Ù ÓÔÁÎÕÔ ÒÙ�ÁÒÉ, Á ×ÓÅ ÒÙ�ÁÒÉ | ÌÖÅ�ÁÍÉ;× ÎÅÍ ÄÏÌÑ ÒÙ�ÁÒÅÊ ÒÁ×ÎÁ 1 − x. ÷ ÜÔÏÍ ËÒÕÇÅ �ÕÔÅÛÅÓÔ×ÅÎÎÉËÕÓÌÙÛÉÔ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÔÁË ËÁË �ÒÁ×ÄÉ×ÏÓÔØ ÌÀÂÏÇÏ ÁÂÏÒÉÇÅÎÁ ÉÚ-ÍÅÎÉÌÁÓØ, ÎÏ ÉÚÍÅÎÉÌÁÓØ �ÒÁ×ÄÉ×ÏÓÔØ ÓÏÓÅÄÁ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎ ÇÏ×Ï-ÒÉÔ. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÕÔÅÛÅÓÔ×ÅÎÎÉË ÓÕÍÅÌ ÎÁÊÔÉ ÄÏÌÀ ÒÙ�ÁÒÅÊ, ÜÔÁÄÏÌÑ × ÏÂÏÉÈ ËÒÕÇÁÈ ÏÄÉÎÁËÏ×Á, Ô. Å. ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ 1=2.
3. ðåòåìé÷áîéå3.1. ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÔÁÂÌÉ�Õ �ÒÉÍÅÒÁ:3 Ì 1 1 0 3 0 3 25 Ì 5 0 1 1 4 4 5úÁ 1 ÛÁÇ ÄÏ ËÏÎ�Á �ÏÌÕÞÅÎÏ 4 Ì, Á ÎÁ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÈÏÄÕ | 2 Ì.3.2. 9 É 12 ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ 3. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊÏÂß£Í, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ ÏÔÍÅÒÉÔØ ÜÔÉÍÉ ÓÏÓÕÄÁÍÉ, ËÒÁÔÅÎ 3.3.3. 7 0 7 0 7 2 2 0 7 0 7 4 4 0 7 0 7 6 6 0 7 112 0 0 7 7 12 0 2 2 9 9 12 0 4 4 11 11 12 0 6 6 123.4. 5 0 0 5 0 3 3 58 0 8 3 3 0 8 63.5. 7 0 7 2 2 0 7 4 4 0 7 65 0 0 5 0 2 2 5 0 4 4 53.6. 3 0 3 3 45 0 0 5 59 9 6 1 03.7. 4 0 4 0 4 0 4 3 3 0 4 0 4 2 2 0 4 09 0 0 4 4 8 8 9 0 3 3 7 7 9 0 2 2 6



3. ðÅÒÅÌÉ×ÁÎÉÅ 2493.8. 3 0 3 0 3 0 3 2 2 0 3 07 0 0 3 3 6 6 7 0 2 2 510 10 7 7 4 4 1 1 8 8 5 53.9. 9 9 4 4 0 9 8 85 0 5 0 4 4 5 0a > 13 a− 9 a− 9 a− 4 a− 4 a− 13 a− 13 a− 83.10. 12 12 4 4 9 9 1 1 68 0 8 3 3 0 8 6 65 0 0 5 0 3 3 5 03.11. a > 10 a− 5 a− 5 a− 10 a− 10 a− 1 a− 1 a− 6 a− 69 0 5 5 5 9 1 1 63.12. 7 Ì 0 0 4 4 4 4 7 0 1 1 5 5 7 7 0 0 4 4 7 0 1 1 5 5 7 0 2 2 67 Ì 0 0 0 0 4 4 4 4 4 4 4 4 4 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 64 Ì 0 4 0 4 0 4 1 1 0 4 0 4 2 0 0 4 0 4 1 1 0 4 0 4 2 2 0 4 03.13. 7 × 6 3 3 7 5 56 × 4 4 6 2 2 53 × 0 3 1 1 3 03.14. (22; 14; 12) −→ (8; 28; 12) −→ (8; 16; 24) −→ (16; 16; 16).3.15. (11; 7; 6) −→ (4; 14; 6) −→ (4; 8; 12) −→ (8; 8; 8).3.16. ïÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ �ÕÓÔÉÍ ÔÅ É ÄÒÕÇÉÅ ÞÁÓÙ. ëÏÇÄÁ �ÒÏÊÄÅÔ7 ÍÉÎÕÔ, ÎÁÞÎ£Í ×ÁÒÉÔØ ÑÊ�Ï. þÅÒÅÚ 4 ÍÉÎÕÔÙ 11-ÍÉÎÕÔÎÙÅ ÞÁÓÙÏÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ. ðÅÒÅ×ÅÒÎÅÍ ÉÈ É ÂÕÄÅÍ ×ÁÒÉÔØ ÑÊ�Ï ÅÝ£ 11 ÍÉÎÕÔ.3.17. ïÄÉÎÁËÏ×Ï ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ.3.18. ïÄÉÎÁËÏ×Ï. íÏÌÏËÁ ÄÏÌÉ×ÁÌÏÓØ 12 + 13 + 16 = 1 ÓÔÁËÁÎ.3.19. îÅÌØÚÑ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ.3.20. îÅÔ. ðÏÓÌÅ n-ÇÏ ÒÁÚÂÁ×ÌÅÎÉÑ ËÏÎ�ÅÎÔÒÁ�ÉÑ ÓÉÒÏ�Á ÓÔÁÎÅÔ0;9n. îÏ 0;9n 6= 0;5 ÎÉ �ÒÉ ËÁËÏÍ n (0;97 < 0;5 < 0;96).3.21. 3=16 Ì. óÌÉ× ÏÂÅ ÂÕÔÙÌËÉ × ÏÄÎÕ ÂÏÌØÛÕÀ £ÍËÏÓÔØ, �ÏÌÕ-ÞÉÍ, ÞÔÏ × ÒÁÓÔ×ÏÒÁÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ËÏÎ�ÅÎÔÒÁ�ÉÉ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ 5=8ÞÁÓÔÅÊ ÉÚ �ÅÒ×ÏÊ ÂÕÔÙÌËÉ É 3=8 ÞÁÓÔÅÊ ÉÚ ×ÔÏÒÏÊ. îÏ 3=8 ÏÔ 0;5 |ÜÔÏ 3=16.3.22. óÏÌØ£Í ËÉÓÌÏÔÕ ÉÚ ÌÉÔÒÏ×ÏÊ É Ä×ÕÈÌÉÔÒÏ×ÏÊ ÂÁÎÏË ×ÂÁÎËÕ 3Á. �Å�ÅÒØ ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Å ÔÒ£ÈÌÉÔÒÏ×ÙÅ ÂÁÎËÉ Ó ËÉÓÌÏÔÏÊÒÁÚÎÙÈ ËÏÎ�ÅÎÔÒÁ�ÉÊ, �ÒÉÞ£Í ÅÓÌÉ ÓÍÅÛÁÔØ ÜÔÉ ËÉÓÌÏÔÙ × ÓÏ-ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ 1 : 1, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁ ËÏÎ�ÅÎÔÒÁ�ÉÑ, ËÏ-ÔÏÒÁÑ �ÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÂÙ �ÒÉ ÓÌÉ×ÁÎÉÉ ËÉÓÌÏÔÙ ÉÚ ×ÓÅÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈÂÁÎÏË. óÍÅÛÁÅÍ ËÉÓÌÏÔÙ × ÜÔÏÊ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÌØ£ÍËÉÓÌÏÔÕ ÉÚ ÂÁÎËÉ 3 × ÂÁÎËÉ 1 É 1Á. ðÅÒÅÌØ£Í ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÅ ÂÁ-ÎÏË 1 É 1Á × ÂÁÎËÉ 2 É 2Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �Å�ÅÒØ ÄÏÌØ£Í ×



250 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉÂÁÎËÉ 2 É 2Á ËÉÓÌÏÔÙ ÉÚ ÂÁÎËÉ 3Á. �Å�ÅÒØ ÔÁÍ ÒÁÓÔ×ÏÒ ÎÕÖ-ÎÏÊ ËÏÎ�ÅÎÔÒÁ�ÉÉ. óÌÉ× ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÅ ÂÁÎËÉ 3 × ÂÁÎËÕ 3Á, ÍÙÄÏÂØ£ÍÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÓÑ ËÉÓÌÏÔÁ ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÕ ËÏÎ�ÅÎÔÒÁ�ÉÀ. òÁÚÌÉ×ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÅ ÂÁÎËÉ 2 �Ï ÂÁÎËÁÍ 1Á É 3Á, ÍÙ ×Ù�ÏÌÎÉÍ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅÚÁÄÁÞÉ.3.23. ðÏ 0;5 Ì ËÏÆÅ. ðÏÓÌÅ �ÅÒÅÌÉ×ÁÎÉÑ Ó ÎÅÞ£ÔÎÙÍ ÎÏÍÅÒÏÍ ×ÓÏÓÕÄÁÈ ÂÕÄÅÔ �Ï 0;5 Ì ËÏÆÅ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ. ðÕÓÔØ�ÏÓÌÅ (2k − 1)-ÇÏ �ÅÒÅÌÉ×ÁÎÉÑ ÂÕÄÅÔ �Ï 0;5 Ì, ÔÏÇÄÁ �ÏÓÌÅ 2k-ÇÏ�ÅÒÅÌÉ×ÁÎÉÑ: 0;5+0;5=(2k+1) = (k+1)=(2k+1). ðÏÓÌÅ (2k+1)-ÇÏ�ÅÒÅÌÉ×ÁÎÉÑ: (k + 1)=(2k + 1)− (k + 1)=(2k + 1) · 1=(2k + 2) = 1=2.3.24. ðÕÓÔØ × �ÅÒ×ÏÍ ÓÏÓÕÄÅ | (2=3 + p) Ì, ÇÄÅ −2=3 6 p 6

6 1=3, ÔÏÇÄÁ ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÂÕÄÅÔ (1=3−p) Ì. ðÏÓÌÅ �ÅÒÅÌÉ×ÁÎÉÑ × ÜÔÉÈÓÏÓÕÄÁÈ ÂÕÄÅÔ (1=3 + p=2) Ì É (2=3 − p=2) Ì, Á ÚÁÔÅÍ (2=3 + p=4) ÌÉ (1=3 − p=4), É Ô. Ä. ðÏÓÌÅ 100 �ÅÒÅÌÉ×ÁÎÉÊ: (2=3 + p=450) Ì É(1=3− p=450) Ì É p=450 < 1=1000. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÅÒÅÌÉ×ÁÔØ ÎÅ1=2, Á 1=n ×ÏÄÙ, ÉÍÅÀÝÅÊÓÑ × ÓÏÓÕÄÅ, ÔÏ × ÓÏÓÕÄÁÈ �ÏÓÌÅ ÂÏÌØÛÏÇÏÞÉÓÌÁ �ÅÒÅÌÉ×ÁÎÉÊ Ó ÂÏÌØÛÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÂÕÄÅÔ ÎÁÌÉÔÏ n=(2n−1) ÌÉ (n− 1)=(2n− 1) Ì.3.25. îÅÔ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ×ÓÅÈ �ÅÒÅÌÉ×ÁÎÉÊ ÂÕÄÅÔ �ÅÒÅÌÉÔÏ a == k(2 − √2) + l√2 Ì, ÇÄÅ k É l | �ÅÌÙÅ. åÓÌÉ l − k 6= 0, Á |ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÖÅ l = k, ÔÏ a = 2k | Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Ô. Å.Á 6= 1.3.26. �ÏÌØËÏ �ÒÉ n = 2k. åÓÌÉ ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÏÄÙ 1, ÔÏ�ÅÒÅÄ �ÏÓÌÅÄÎÉÍ �ÅÒÅÌÉ×ÁÎÉÅÍ ÂÙÌÏ: (1=2; 1=2). åÓÌÉ �ÅÒÅÄ m-Í�ÅÒÅÌÉ×ÁÎÉÅÍ ÂÙÌÏ (x=2a; y=2b; : : : ; z=2
) × ÓÔÁËÁÎÁÈ, ÔÏ �ÅÒÅÄ (m−1)-Í �ÅÒÅÌÉ×ÁÎÉÅÍ | ÌÉÂÏ(x=2a+1; x=2a+1; y=2b; : : : z=2
)(×ÔÏÒÏÊ ÓÔÁËÁÎ Ï�ÕÓÔÅÌ), ÌÉÂÏ(x=2a+1; x=2a+1 + y=2b; : : : z=2
)(�ÅÒÅÌÉ×ÁÅÍ ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ × �ÅÒ×ÙÊ). �ÁË ËÁË ×ÓÅ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ ÉÍÅÀÔ×ÉÄ 2k, ÔÏ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ ÉÍÅÅÍ n = 2k.3.27. ðÕÓÔØ × ÓÏÓÕÄÁÈ A, ÷ É ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ a, b É Ó ÌÉÔÒÏ××ÏÄÙ, �ÒÉÞ£Í 0 6 a 6 b 6 
. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ �ÅÒÅÌÉ-×ÁÎÉÑÍÉ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÓÏÓÕÄÏ× ÓÔÁÎÅÔ ÍÅÎÅÅ ÁÌÉÔÒÏ× ×ÏÄÙ (�Ï×ÔÏÒÑÑ ÔÁËÕÀ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ, ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ÕÍÅÎØÛÉÔØËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÏÄÙ × ÏÄÎÏÍ ÓÏÓÕÄÅ ÄÏ 0). òÁÚÄÅÌÉÍ b ÎÁ a Ó ÏÓÔÁÔ-ËÏÍ: b = ad + r, 0 6 r < a. âÕÄÅÍ ×ÙÌÉ×ÁÔØ ×ÏÄÕ ÉÚ ÷ É ó × á(× á ÂÕÄÅÔ ÓÔÁÎÏ×ÉÔØÓÑ 2Á,22Á; : : : ; 2kÁ ÌÉÔÒÏ× ×ÏÄÙ) ÔÁË, ÞÔÏÂÙÉÚ ÷ ×ÙÌÉÔØ ËÁË ÒÁÚ da ÌÉÔÒÏ×; ÔÏÇÄÁ × ÷ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ r < a ÌÉ-ÔÒÏ×. �ÁË ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÍÏÖÎÏ | ×ÅÄØ d, ËÁË ËÁÖÄÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ



4. ÷Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅ 251ÞÉÓÌÏ, ÍÏÖÎÏ É �ÒÉÔÏÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×É-ÄÅ ÓÕÍÍÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÞÉÓÅÌ 1, 2, 22; : : : ; 2k; : : : óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ�ÏÒ�ÉÉ ×ÏÄÙ ÎÕÖÎÏ ÂÒÁÔØ ÉÚ ÷, ÏÓÔÁÌØÎÏÅ | ÉÚ ó. (ðÒÉ ÜÔÏÍÉÚ ó ×ÙÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ×ÏÄÙ, ÞÅÍ ÉÚ ÷, �ÏÜÔÏÍÕ ×ÏÄÙ × óÈ×ÁÔÉÔ.)3.28. 6=7, 5=7, 4=7, 3=7, 2=7, 1=7, 0 ÌÉÔÒÏ×. ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÕËÁ-ÚÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÓÌÕÖÁÔ ÏÔ×ÅÔÏÍ: �ÏÓÌÅ ÒÁÚÌÉ×ÁÎÉÑ ÍÏÌÏËÁ �ÅÒ×ÙÍÇÎÏÍÏÍ (�Ï 1=7 ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏ ÔÏ ÖÅÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÎÏ ÓÏ ÓÄ×ÉÇÏÍ ÎÁ ÏÄÎÏÇÏ ÇÎÏÍÁ, Á ÓÕÍÍÁ (1 + 2 +3 + : : :+ 6)=7 ÒÁ×ÎÁ ËÁË ÒÁÚ 3. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÒÕÇÉÈ ÏÔ×ÅÔÏ× ÎÅÔ.ðÕÓÔØ È | ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÏÌÏËÁ, ÏËÁÚÁ×ÛÅÅÓÑ ÚÁ×ÒÅÍÑ �ÅÒÅÌÉ×ÁÎÉÊ Õ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÇÎÏÍÁ ç , ËÏÇÄÁ �ÒÉÛÌÁ ÅÇÏ ÏÞÅ-ÒÅÄØ ÒÁÚÌÉ×ÁÔØ. �ÏÇÄÁ �ÏÓÌÅ ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ �ÉËÌÁ ÉÚ 7 �ÒÁÚÌÉ×ÁÎÉÊ�(ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÔØ, ÔÁË ÞÔÏ ç ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ�ÅÒ×ÙÍ × �ÉËÌÅ) Õ ç ÎÁËÏ�ÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ 6È=6 = È Ì; �ÒÉÞ£ÍÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÌÉÛØ ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ 6 ÄÒÕÇÉÈ ÇÎÏÍÏ× ÎÁÌÉ-×ÁÅÔ ç ÒÏ×ÎÏ �Ï È=6 Ì. éÔÁË, ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÇÎÏÍÒÁÚÌÉ×ÁÅÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï È ÍÏÌÏËÁ É �ÏÓÌÅ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ k�ÏÒ�ÉÊ Õ ÎÅÇÏ × ËÒÕÖËÅ ÎÁÌÉÔÏ kÈ=6 Ì (k = 1; 2; : : : ; 6); È ÎÁÈÏÄÉÔÓÑÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ÞÔÏ ×ÓÅÇÏ ÍÏÌÏËÁ | 3 Ì.3.29. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÁÌÉÔØ ×Ï ×ÓÅ ÓÔÁËÁÎÙ, ËÒÏÍÅ ÏÄ-ÎÏÇÏ, �Ï 100 Ç, Á × ÏÓÔÁ×ÛÉÊÓÑ | 200 Ç. ïÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÏÌÏËÁÔÏÇÄÁ ÂÕÄÅÔ 100 · 29 + 300 = 3100 Ç, É × ËÁÖÄÏÍ ÓÔÁËÁÎÅ ÄÏÌÖÎÏ�ÏÌÕÞÉÔØÓÑ 3100=30 = 310=3 Ç. îÏ �ÏÓÌÅ �ÅÒÅÌÉ×ÁÎÉÑ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ nËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÏÌÏËÁ × ËÁÖÄÏÍ ÓÔÁËÁÎÅ ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÅ ÎÁ 2n | �ÅÌÏÅÞÉÓÌÏ. úÎÁÞÉÔ, 2n · 310=3 ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ �ÅÌÙÍ, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.
4. ÷ú÷åûé÷áîéå4.1. Ç) ðÒÉ ËÁÖÄÏÍ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÉ ÍÏÎÅÔÙ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÔÒÉ ÇÒÕ�-�Ù, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ Ä×Å (ÏÄÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ) ËÌÁÄÕÔÓÑ ÎÁ ÞÁÛËÉ ×ÅÓÏ×. ÷Ú×Å-ÛÉ×ÁÎÉÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ, × ËÁËÏÊ ÉÚ ÔÒ£È ÇÒÕ�� ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÆÁÌØ-ÛÉ×ÁÑ ÍÏÎÅÔÁ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁË ×ÙÄÅÌÑÔØ ÜÔÉ ÔÒÉ ÇÒÕ��Ù,ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÍÅÎØÛÅ ÏÔÌÉÞÁÌÉÓØ �Ï ÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔÉ ÄÒÕÇ ÏÔÄÒÕÇÁ.ðÕÓÔØ m(n) | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ, ÚÁ ËÏÔÏÒÏÅÍÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ 3k−1 < n 6 3k, ÔÏm(n) = k. óÎÁÞÁÌÁ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ m(n) > k − 1, Ô. Å. k − 1 ×Ú×ÅÛÉ-×ÁÎÉÊ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ. B ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÁÖÄÏÅ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔË ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÔÒ£È ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×: ì = ð, ì < ð, ì > ð (ì É



252 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉð | ÇÒÕÚÙ ÎÁ ÌÅ×ÏÊ É �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÛËÁÈ ×ÅÓÏ×). úÁ�ÉÓÙ×ÁÑ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔÙ k − 1 ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÏÄÎÕ ÉÚ 3k−1 ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. îÏ n > 3k−1, �ÏÜÔÏÍÕ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Á ÒÁÚÎÙÈÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÆÁÌØÛÉ×ÏÊ ÍÏÎÅÔÙ, �ÒÉ×ÏÄÑÝÉÈ Ë ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ, É ÍÙ ÎÅ ÓÍÏÖÅÍ Å£×ÙÄÅÌÉÔØ.�Å�ÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕË�ÉÉ, ÞÔÏm(n) < k + 1, Ô. Å. k ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ. ðÒÉ k = 1 ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ, ÔÁË ËÁË m(2) = m(3) = 1. ðÕÓÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏ-ËÁÚÁÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ � 6 3k, É ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ n(3k+1) ÏÎÏ ÔÁË-ÖÅ ×ÅÒÎÏ, Ô. Å. m(n) < k + 2. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ n × ×ÉÄÅ n = 3n1 + r,0 6 r 6 2. åÓÌÉ r = 0, ÔÏ �ÒÉ �ÅÒ×ÏÍ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÉ �ÏÌÏÖÉÍ ÎÁÞÁÛËÉ ×ÅÓÏ× �Ï n1 ÍÏÎÅÔ. �ÏÇÄÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï m(n1) < k + 1. ðÏÓËÏÌØËÕ n1 6 3k, ÔÏ �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀÉÎÄÕË�ÉÉ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÅÒÎÏ. åÓÌÉ r = 1, ÔÏ ÓÎÏ×Á �ÏÌÏÖÉÍ ÎÁÞÁÛËÉ ×ÅÓÏ× �Ï n1 ÍÏÎÅÔ, ÔÏÇÄÁ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÛÁÇÅ ÆÁÌØÛÉ×ÕÀÍÏÎÅÔÕ ÎÕÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ×ÙÄÅÌÑÔØ ÌÉÂÏ ÉÚ n1 ÍÏÎÅÔ, ÌÉÂÏ ÉÚ n1 + 1ÍÏÎÅÔ. îÏ n = 3n1 + 1 6 3k+1, ÏÔËÕÄÁ n1 < n1 + 1 6 3k É �Ï�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ m(n1) < k + 1, m(n1 + 1) < k + 1. áÎÁ-ÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ r = 2, ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍ ÎÁ ÞÁÛËÉ ×ÅÓÏ× �Ï n1 + 1 ÍÏ-ÎÅÔ É Ï�ÑÔØ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕË�ÉÉ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÚÁËÏÎÞÅÎÏ.ðÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞÉ ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÒÏÉÞÎÕÀ ÓÉÓÔÅ-ÍÕ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÞÉÓÌÁ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÒ£È�ÉÆÒ: 0, 1 É 2. úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÍÏÎÅÔÙ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 0 ÄÏ n − 1 É ÚÁ-�ÉÛÅÍ ÉÈ ÎÏÍÅÒÁ × ÔÒÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ. ðÕÓÔØ 3k−1 < n 6 3k,ÔÏÇÄÁ × ÜÔÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ k �ÉÆÒ (ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÉÈÒÏ×ÎÏ k, ÚÁ�ÏÌÎÑÑ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÅ ÒÁÚÒÑÄÙ ÎÕÌÑÍÉ). ðÒÏ�ÅÄÕÒÕ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑ ÏÒÇÁÎÉÚÕÅÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ i-Í ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅÍ ÕÚÎÁÔØi-À �ÉÆÒÕ Ó�ÒÁ×Á × ÔÒÏÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÎÏÍÅÒÁ ÆÁÌØÛÉ×ÏÊ ÍÏ-ÎÅÔÙ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÒÁÚÂÉ× ×ÓÅ ÍÏÎÅÔÙ ÎÁ ÔÒÉ ÇÒÕ��Ù × ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÉÈ �ÅÒ×ÏÊ Ó�ÒÁ×Á �ÉÆÒÏÊ (Ô. Å. Ó ÔÅÍ, ËÁËÏÊ ÏÓÔÁ-ÔÏË ÄÁÅÔ ÉÈ ÎÏÍÅÒ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 3), ÍÙ ÏÄÎÉÍ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉ-ÅÍ ÓÍÏÖÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ËÁËÁÑ ÉÚ ÇÒÕ�� ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÆÁÌØÛÉ×ÕÀÍÏÎÅÔÕ.4.2. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÏÎÅÔÙ (É ÉÈ ×ÅÓÁ) ÞÅÒÅÚ a, b, 
, d. ðÅÒ×ÙÍ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅÍ ÓÒÁ×ÎÉÍ ×ÅÓÁ a É b. ðÕÓÔØ a 6= b (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, a < b).�ÏÇÄÁ ÍÏÎÅÔÙ 
 É d ÎÁÓÔÏÑÝÉÅ, Á ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÓÒÅÄÉ a Éb. þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ Å£, ×Ú×ÅÓÉÍ ÍÏÎÅÔÙ a É 
. åÓÌÉ a = 
 ÔÏ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑÍÏÎÅÔÁ | b, É ÏÎÁ ÂÏÌÅÅ ÔÑÖ£ÌÁÑ, ÔÁË ËÁË a < b. åÓÌÉ ÖÅ a 6= 
, ÔÏÆÁÌØÛÉ×ÁÑ ÍÏÎÅÔÁ | a, �ÒÉÞ£Í ÓÎÏ×Á ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ÌÅÇÞÅ



4. ÷Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅ 253ÏÎÁ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÉÌÉ ÔÑÖÅÌÅÅ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÏÓÔÕ�ÁÅÍ É × ÔÏÍ ÓÌÕ-ÞÁÅ, ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅ �ÅÒ×ÏÇÏ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑ a = b, Ô. Å. ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ ÍÏÎÅÔÁÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÓÒÅÄÉ 
 É d. ïÄÎÁËÏ ÔÅ�ÅÒØ ÎÁÍ ÎÅ ÕÄÁÓÔÓÑ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×Ï-ÒÑ, ×ÙÑÓÎÉÔØ, ÌÅÇÞÅ ÉÌÉ ÔÑÖÅÌÅÅ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ ÍÏÎÅÔÁ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,ÅÓÌÉ a = b, ÔÏ ÄÌÑ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÆÁÌØÛÉ×ÏÊ ÍÏÎÅÔÙ ÏÓÔÁÅÔÓÑ 4ÒÁÚÎÙÈ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË 1 ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØÌÉÛØ 3 ÒÁÚÎÙÈ ÉÓÈÏÄÁ.4.3. Á) òÁÚÏÂØ£Í ÍÏÎÅÔÙ ÎÁ ÔÒÉ ÇÒÕ��Ù �Ï ÞÅÔÙÒÅ × ËÁÖÄÏÊÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÏÎÅÔÙ (É ÉÈ ×ÅÓÁ) ÞÅÒÅÚ a1, a2, a3, a4, b1; : : : ; b4,
1; : : : ; 
4. óÒÁ×ÎÉÍ �ÅÒ×ÙÍ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅÍ ×ÅÓ a1 + a2 + a3 + a4 Éb1 + b2 + b3 + b4. ðÕÓÔØ a1 + : : :+ a4 < b1 + : : :+ b4. �ÏÇÄÁ ÆÁÌØÛÉ-×ÁÑ ÍÏÎÅÔÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÓÒÅÄÉ ÍÏÎÅÔ ÇÒÕ�� a É b, Á ÍÏÎÅÔÙ ÇÒÕ��Ù
 ÎÁÓÔÏÑÝÉÅ, �ÏÜÔÏÍÕ 
1 = 
2 = 
3 = 
4 = 
. óÒÁ×ÎÉÍ ×ÔÏÒÙÍ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅÍ ×ÅÓÁ 3
+ a1 É a2 + a3 + b1 + b2. ÷ÏÚÍÏÖÎÙ ÓÌÕÞÁÉ:óÌÕÞÁÊ 1. 3
 + a1 < a2 + a3 + b1 + b2. ïÔÓÀÄÁ ÅÓÌÉ ÆÁÌØÛÉ-×ÁÑ ÍÏÎÅÔÁ ÌÅÇÞÅ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ, ÔÏ ÜÔÏ a1, ÅÓÌÉ ÖÅ ÔÑÖÅÌÅÅ, ÔÏ ÜÔÏ b1ÉÌÉ b2 (×Ó�ÏÍÎÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÅÒ×ÏÇÏ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑ). éÔÁË, ÆÁÌØÛÉ-×ÁÑ ÍÏÎÅÔÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÓÒÅÄÉ a1; b1; b2. �ÏÇÄÁ ÔÒÅÔØÉÍ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅÍÓÒÁ×ÎÉÍ ×ÅÓÁ a1+b+1 É 2
. åÓÌÉ a1+b1 < 2
, ÔÏ, a1 | ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ.åÓÌÉ a1 + b1 < 2
, ÔÏ b1 | ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ. åÓÌÉ ÖÅ a1 + b1 = 2
, ÔÏÆÁÌØÛÉ×ÁÑ ÍÏÎÅÔÁ | ÜÔÏ b2.óÌÕÞÁÊ 2. 3
+ a1 > a2 + a3 + b1 + b2. åÓÌÉ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ ÍÏÎÅÔÁÔÑÖÅÌÅÅ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ, ÔÏ ÜÔÏ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ a1, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÔÕ �ÅÒ×ÏÇÏ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑ. åÓÌÉ ÖÅ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ ÍÏÎÅÔÁ ÌÅÇÞÅ,ÜÔÏ ÌÉÂÏ a2, ÌÉÂÏ a3. ÷ÙÄÅÌÑÅÍ ÔÒÅÔØÉÍ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅÍ ÉÚ a2 É a3ÂÏÌÅÅ Ì£ÇËÕÀ (ÆÁÌØÛÉ×ÕÀ) ÍÏÎÅÔÕ.óÌÕÞÁÊ 3. 3
+ a1 = a2+ a3+ b1+ b2. �ÏÇÄÁ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ ÍÏÎÅÔÁÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÓÒÅÄÉ a4, b3, b4, É Å£ ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ 3-Í ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅÍÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÌÕÞÁÀ 1.÷ÅÒÎ£ÍÓÑ Ë �ÅÒ×ÏÍÕ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÀ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁa1+ a2+ a3+ a4 = b1 + b2 + b3 + b4. �ÏÇÄÁ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ ÍÏÎÅÔÁ ÎÁÈÏ-ÄÉÔÓÑ ÓÒÅÄÉ ÍÏÎÅÔ 
1, 
2, 
3, 
4 É ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÚÁÄÁÞÅ ×ÙÄÅÌÅÎÉÑÆÁÌØÛÉ×ÏÊ ÍÏÎÅÔÙ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È Ä×ÕÍÑ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑÍÉ (ÓÍ. 4.2). ÷ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÒÅÛÉÍ ÉÎÁÞÅ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏÂÙ ×ÙÑÓÎÉÔØ,ÌÅÇÞÅ ÉÌÉ ÔÑÖÅÌÅÊ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ ÍÏÎÅÔÁ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ(ÓÍ. ÒÅÛÅÎÉÅ 4.2). éÍÅÎÎÏ, ÓÒÁ×ÎÉÍ ×ÅÓÁ 
1 + 
2 É a + 
3. åÓÌÉ
1 + 
2 = a + 
3, ÔÏ ÓÒÁÚÕ ÍÏÖÎÏ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ ÍÏ-ÎÅÔÁ | 
4 (�ÏÓÌÅÄÎÉÍ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅÍ ÍÏÖÎÏ ÕÚÎÁÔØ, ÌÅÇÞÅ ÌÉ ÏÎÁ,ÞÅÍ ÎÁÓÔÏÑÝÉÅ). åÓÌÉ ÖÅ 
1 + 
2 6= a + 
3, ÔÏ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ ÍÏÎÅÔÁÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÓÒÅÄÉ 
1, 
2, 
3, É ÍÙ ×ÙÄÅÌÑÅÍ Å£ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÅÄÙÄÕ-ÝÅÍÕ.



254 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉÂ) åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÍÏÎÅÔ k ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ(3n−1 − 3)=2 < k 6 (3n − 3)=2;ÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ ÒÁ×ÎÏ n.4.4. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ × �ÅÒ×ÏÍ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÉ ÎÁ ÞÁÛËÉ ×ÅÓÏ× �Ï-ÌÏÖÉÌÉ �Ï 4 ÍÏÎÅÔÙ É ÎÁÂÌÀÄÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÅ. �ÏÇÄÁ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑÍÏÎÅÔÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÓÒÅÄÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ 5 ÍÏÎÅÔ, �ÒÉÞ£Í ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØËÁË ÌÅÇÞÅ, ÔÁË É ÔÑÖÅÌÅÅ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÍÏÎÅÔÙ. ÷ÓÅÇÏ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ, ÉÍÅÅÔÓÑ 2 · 5 = 10 ×ÁÒÉÁÎÔÏ×. îÏ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ 2 ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÌÉÛØ 32 = 9 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÉÓÈÏÄÏ×. åÓÌÉ ÖÅ × �ÅÒ×ÏÍ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÉ ÎÁ ÞÁÛËÉ ×ÅÓÏ× �ÏÌÏÖÉÌÉ �Ï 5 ÍÏÎÅÔ, ÔÏ × ÓÌÕÞÁÅÎÅÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ (ì 6= ð) ÓÎÏ×Á ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ 10 ×ÁÒÉÁÎÔÏ×. äÅÊÓÔ×É-ÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ ÍÏÎÅÔÁ ÌÅÇÞÅ, ÔÏ ÏÎÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÓÒÅÄÉ 5ÍÏÎÅÔ ÎÁ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÛËÅ, ÅÓÌÉ ÔÑÖÅÌÅÅ | ÔÏ ÓÒÅÄÉ 5 ÍÏÎÅÔ ÎÁ �ÒÁ-×ÏÊ ÞÁÛËÅ.4.5. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ 13 ÍÏÎÅÔ (É ÉÈ ×ÅÓÁ) ÞÅÒÅÚ a1, a2; : : : ; a13, Á ÎÁ-ÓÔÏÑÝÕÀ ÍÏÎÅÔÕ | ÞÅÒÅÚ b. óÒÁ×ÎÉÍ �ÅÒ×ÙÍ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅÍ ×ÅÓÁì1 = a1 + a2 + a3 + a4 + a5 É ð1 = a6 + a7 + a8 + a9 + b. åÓ-ÌÉ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÏÓØ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÅ, ÔÏ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ ÍÏÎÅÔÁ | ÓÒÅÄÉ a10,a11, a12, a13. óÒÁ×ÎÉÍ ×ÔÏÒÙÍ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅÍ a10 + a11 É a12 + b.ðÕÓÔØ a10 + a11 = a12 + b, ÔÏÇÄÁ a13 | ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ, É ÏÓÔÁÅÔÓÑ 3-Í ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅÍ ÕÚÎÁÔØ, ÌÅÇÞÅ ÏÎÁ ÉÌÉ ÔÑÖÅÌÅÅ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ. åÓÌÉa10 + a11 < a12 + b, ÔÏ ÄÌÑ 3-ÇÏ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑ ×ÏÚØÍ£Í a10 É a11. �Ï-ÇÄÁ × ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ ÆÁÌØÛÉ×ÏÊ ÍÏÎÅÔÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ a12, �ÒÉÞ£ÍÏÎÁ ÔÑÖÅÌÅÅ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ. åÓÌÉ a10 < a11, ÔÏ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ ÍÏÎÅÔÁ |a10, ÅÓÌÉ ÖÅ a10 > a11 | ÔÏ ÜÔÏ a11, �ÒÉÞ£Í × ÏÂÏÉÈ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈÏÎÁ ÌÅÇÞÅ. óÌÕÞÁÊ a10 + a11 > a12 + b ÒÁÚÂÉÒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.÷ÅÒÎ£ÍÓÑ Ë �ÅÒ×ÏÍÕ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÀ. ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ ì1 > ð1. �Ï-ÇÄÁ ÄÌÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑ ×ÏÚØÍ£Í ì2 = a1+a2+a6+a7+a8 Éð2 = a9 + 4b (ÍÏÎÅÔÙ a10, a11, a12, a13 ÎÁÓÔÏÑÝÉÅ, �ÏÜÔÏÍÕ ÂÕÄÅÍÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÉÈ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï | b). äÏ�ÕÓÔÉÍ, ì2 = ð2. �ÏÇÄÁ �ÏÓÌÅÄ-ÎÉÍ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅÍ ÓÒÁ×ÎÉÍ a3 É a4. åÓÌÉ a3 = a4, ÔÏ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑÍÏÎÅÔÁ | a5, ÅÓÌÉ a3 > a4, ÔÏ ÜÔÏ a3, ÅÓÌÉ ÖÅ a3 < a4, ÔÏ ÜÔÏ a4.÷Ï ×ÓÅÈ ÔÒ£È ÓÌÕÞÁÑÈ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ ÍÏÎÅÔÁ ÔÑÖÅÌÅÅ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, × ÓÌÕÞÁÅ ì2 > ð2 ÂÅÒÅÍ ÄÌÑ ÔÒÅÔØÅÇÏ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑa1 É a2, a × ÓÌÕÞÁÅ ì2 < ð2 | a6 É a7 É, ÒÁÓÓÕÖÄÁÑ ÔÁË ÖÅ, ×Ù-ÄÅÌÑÅÍ ÆÁÌØÛÉ×ÕÀ ÍÏÎÅÔÕ. úÄÅÓØ ÓÎÏ×Á ÕÄÁÅÔÓÑ ×ÙÑÓÎÉÔØ, ÌÅÇÞÅÏÎÁ ÉÌÉ ÔÑÖÅÌÅÅ. óÌÕÞÁÊ ì1 < ð1 ÒÁÚÂÉÒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.4.6. éÍÅÅÔÓÑ (7 · 6)=2 = 21 ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÆÁÌØ-ÛÉ×ÙÈ ÍÏÎÅÔ ÎÁ 7 ÍÅÓÔÁÈ. ðÏÓËÏÌØËÕ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ Ä×ÕÈ ×Ú×ÅÛÉ-×ÁÎÉÊ ÍÏÖÅÔ �ÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÏÄÉÎ ÉÚ 9 ÉÓÈÏÄÏ×, ÔÏ Ä×ÕÈ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ



4. ÷Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅ 255ÍÏÖÅÔ ÎÅ È×ÁÔÉÔØ: 21 > 9. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÒ£È ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ. ðÏÌÏÖÉÍ ÎÁ ×ÅÓÙ 6 ÍÏÎÅÔ, �Ï 3 ÎÁ ËÁÖÄÕÀ ÞÁÛËÕ. åÓÌÉ ×Å-ÓÙ ÕÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÌÉÓØ, ÔÏ ÏÄÎÁ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ ÍÏÎÅÔÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÏÄÎÏÊÞÁÛËÅ ×ÅÓÏ×, ×ÔÏÒÁÑ | ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ. þÔÏÂÙ ×ÙÄÅÌÉÔØ �Ï ÆÁÌØÛÉ×ÏÊÍÏÎÅÔÅ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÔÒÏÊËÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ Ä×ÕÈ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ. åÓÌÉ ÖÅ�ÒÉ �ÅÒ×ÏÍ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÉ ÏÄÎÁ ÞÁÛËÁ �ÅÒÅ×ÅÓÉÌÁ, ÔÏ ÎÁ ÎÅÊ ÍÏÎÅÔÙÎÁÓÔÏÑÝÉÅ, É ÔÏÇÄÁ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ Ä×Å ÆÁÌØÛÉ×ÙÅ ÍÏÎÅÔÙÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÞÅÔÙÒ£È ÍÏÎÅÔ Ó �ÏÍÏÝØÀ Ä×ÕÈ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ.4.7. úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÍÏÎÅÔÙ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ 6. âÕÄÅÍ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØÓÌÅ×Á ÏÔ ÔÉÒÅ ÎÏÍÅÒÁ ÍÏÎÅÔ ÎÁ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÛËÅ ×ÅÓÏ×, Ó�ÒÁ×Á | ÎÁ�ÒÁ×ÏÊ.ðÅÒ×ÏÅ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅ: 1; 2; 3 | 4; 5; 6, ×ÔÏÒÏÅ: 1; 2; 4 | 3; 5; 6.åÓÌÉ �ÒÉ ËÁËÏÍ-ÔÏ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÉ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÅ ÎÁÒÕÛÉÌÏÓØ, ÔÏ ÎÁÞÁÛËÅ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÅÒÅ×ÅÓÉÌÁ, Ä×Å ÍÏÎÅÔÙ ÉÚ ÔÒ£È | ÆÁÌØÛÉ×ÙÅ,ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ ÞÁÛËÅ ×ÓÅ ÍÏÎÅÔÙ ÎÁÓÔÏÑÝÉÅ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕ-ÞÁÅ ÄÌÑ ×ÙÄÅÌÅÎÉÑ ÆÁÌØÛÉ×ÙÈ ÍÏÎÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÅÝ£ Ä×ÕÈ ×Ú×Å-ÛÉ×ÁÎÉÊ. ðÕÓÔØ ÆÁÌØÛÉ×ÙÅ ÍÏÎÅÔÙ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ, ÓËÁÖÅÍ, ÓÒÅÄÉ ÍÏ-ÎÅÔ 1; 2; 3. éÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ ÔÒÉ �ÁÒÙ: (1; 2); (2; 3); (1; 3).óÒÁ×ÎÉÍ �ÁÒÙ (1; 2) É (1; 3) Ó �ÁÒÏÊ ÎÁÓÔÏÑÝÉÈ ÍÏÎÅÔ (4; 5). ðÁ-ÒÁ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÅÒÅ×ÅÓÉÔ | �ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ�. åÓÌÉ ÖÅ × ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÅ, ÔÏ ÆÁÌØÛÉ×ÙÅ ÍÏÎÅÔÙ | 2 É 3.åÓÌÉ �ÒÉ �ÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑÈ (ÔÒÏÅË ÍÏÎÅÔ) ÒÁ×ÎÏ×Å-ÓÉÅ ÎÉ ÒÁÚÕ ÎÅ ÎÁÒÕÛÉÌÏÓØ, ÔÏ Ä×Å ÍÏÎÅÔÙ �ÆÁÌØÛÉ×ÏÊ� �ÁÒÙ �ÒÉÏÂÏÉÈ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑÈ ÎÁÈÏÄÉÌÉÓØ ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ ÞÁÛËÁÈ ×ÅÓÏ×. úÎÁ-ÞÉÔ, �ÆÁÌØÛÉ×ÙÍÉ� ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÌÉÛØ 5 �ÁÒ: (1; 5); (1; 6); (2; 5);(2; 6); (3; 4). óÒÁ×ÎÉÍ ×ÅÓ �ÁÒ (1; 5) É (2; 6), Á ÚÁÔÅÍ ×ÅÓ �ÁÒ (1; 6)É (2; 5). åÓÌÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÜÔÉÈ �ÁÒ �ÅÒÅ×ÅÓÉÔ, ÔÏ ÏÎÁ �ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ�, ×ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ �ÒÉ ÏÂÏÉÈ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑÈ ÆÁÌØÛÉ×ÙÅ ÍÏÎÅÔÙ |3 É 4.4.8. âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ×ÅÓÁ ÍÏÎÅÔ a1; : : : ; a6. ðÅÒ×ÙÍ ×Ú×ÅÛÉ-×ÁÎÉÅÍ ÓÒÁ×ÎÉÍ a1 É a2.óÌÕÞÁÊ 1. a1 = a2. �ÏÇÄÁ ÍÏÎÅÔÙ 1 É 2 ÎÁÓÔÏÑÝÉÅ. óÒÁ×ÎÉÍÍÏÎÅÔÙ 3 É 4. åÓÌÉ a3 = a4, ÆÁÌØÛÉ×ÙÅ ÍÏÎÅÔÙ | 5 É 6. åÓÌÉa3 < a4, ÏÄÎÁ ÉÚ ÆÁÌØÛÉ×ÙÈ ÍÏÎÅÔ | 3, Á ×ÔÏÒÁÑ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÓÒÅÄÉ4, 5 É 6 (ÏÎÁ ×ÙÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ a4 É a5). óÌÕÞÁÊ a3 > a4ÁÎÁÌÏÇÉÞÅÎ.óÌÕÞÁÊ 2. a1 < a2. íÏÎÅÔÁ a1 | ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ. ÷ÔÏÒÁÑ ÆÁÌØ-ÛÉ×ÁÑ ÍÏÎÅÔÁ ×ÙÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ ÍÏÎÅÔ 2 É 3 É ÍÏÎÅÔ 4 É5 (ÅÓÌÉ �ÒÉ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï | ÂÏÌÅÅ Ì£ÇËÁÑÍÏÎÅÔÁ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ, ÉÎÁÞÅ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ ÍÏÎÅÔÁ | 6).óÌÕÞÁÊ a1 > a2 ÁÎÁÌÏÇÉÞÅÎ ÓÌÕÞÁÀ 2.



256 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ4.9. ðÅÒ×ÏÅ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅ: 1; 2; 3 | 4; 5; 6, ×ÔÏÒÏÅ: 1; 2; 4 |3; 5; 6.åÓÌÉ × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÔÏ ÆÁÌØÛÉ×ÙÅ ÍÏÎÅ-ÔÙ | (1; 2) ÉÌÉ (5; 6). óÒÁ×ÎÉ× ÍÏÎÅÔÙ 1 É 2, ÎÁÈÏÄÉÍ �ÁÒÕ ÆÁÌØ-ÛÉ×ÙÈ.åÓÌÉ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, Á × ÄÒÕÇÏÍ | ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × �ÅÒ×ÏÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, Á ×Ï ×ÔÏÒÏÍ �ÅÒÅ×ÅÓÉÌÁ�ÒÁ×ÁÑ ÞÁÛËÁ), ÔÏ ÆÁÌØÛÉ×ÙÅ ÍÏÎÅÔÙ | (1; 3), (2; 3), (4; 5) ÉÌÉ(4; 6), �ÒÉÞ£Í �ÅÒ×ÁÑ ÍÏÎÅÔÁ �ÁÒÙ ÂÏÌÅÅ Ì£ÇËÁÑ. óÒÁ×ÎÉÍ ÍÏÎÅÔÙ1 É 2. åÓÌÉ ÂÕÄÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÔÏ ÂÏÌÅÅ Ì£ÇËÁÑ ÉÚ ÎÉÈ | ÆÁÌØÛÉ-×ÁÑ, Á ×ÔÏÒÁÑ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ | 3. åÓÌÉ ÖÅ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÔÏ ÏÄÎÁÉÚ ÆÁÌØÛÉ×ÙÈ | ÍÏÎÅÔÁ 4, Á ×ÔÏÒÁÑ | ÂÏÌÅÅ ÔÑÖ£ÌÁÑ ÓÒÅÄÉ 5 É6. åÓÌÉ × ÜÔÉÈ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑÈ ÂÕÄÅÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ ÚÎÁË (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,�ÒÁ×ÁÑ ÞÁÛËÁ ÏÂÁ ÒÁÚÁ �ÅÒÅ×ÅÓÉÌÁ), ÔÏ �ÁÒÁ ÆÁÌØÛÉ×ÙÈ | (1; 5),(2; 5), (1; 6) ÉÌÉ (2; 6) (�ÅÒ×ÁÑ ÍÏÎÅÔÁ �ÁÒÙ ÂÏÌÅÅ Ì£ÇËÁÑ). ÷Ú×ÅÓÉ×ÍÏÎÅÔÙ 1 É 2, ÎÁÊÄ£Í ÆÁÌØÛÉ×ÕÀ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ (ÜÔÏ ÂÏÌÅÅ Ì£ÇËÁÑ).÷ÔÏÒÁÑ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ | ÂÏÌÅÅ ÔÑÖ£ÌÁÑ ÓÒÅÄÉ 5 É 6.îÁËÏÎÅ�, ÅÓÌÉ ÚÎÁË ÂÕÄÅÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÊ, ÔÏ �ÁÒÁ ÆÁÌØÛÉ×ÙÈ ÍÏ-ÎÅÔ | (3; 4).4.10. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂÉËÅ ÏÄÎÁ ÉÚ Ä×ÕÈ ÍÏÎÅÔÆÁÌØÛÉ×ÁÑ, ÄÒÕÇÁÑ | ÎÁÓÔÏÑÝÁÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÏÎÅÔÙ × ÓÔÏÌÂÉËÁÈa1, a2, b1, b2, 
1, 
2. óÒÁ×ÎÉÍ �ÅÒ×ÙÍ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅÍ ÍÏÎÅÔÙ a1+ b1É Á2 + 
1. ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, a1 + b1 < Á2 + 
1. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏa1 < a2; b2 6 
1. óÒÁ×ÎÉÍ ×ÔÏÒÙÍ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅÍ a1 + b2 É b1 + 
1.÷ÏÚÍÏÖÎÙ ÓÌÕÞÁÉ:1) a1+b2 < b1+
1. �ÁË ËÁË a1 | ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ ÍÏÎÅÔÁ, ÔÏ b1 < b2,Á �ÏÓËÏÌØËÕ b2 6 
1, ÔÏ 
1 | ÎÁÓÔÏÑÝÁÑ ÍÏÎÅÔÁ, 
2 | ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ.2) a1 + b2 > b1 + 
1. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ b2 | ÎÁÓÔÏÑÝÁÑ, Á b1 |ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ. îÏ ÔÏÇÄÁ 
1 | ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ.3) a1+ b2 = b1+ 
1. úÄÅÓØ b1 | ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ, Á b2 É 
1 | ÎÁÓÔÏ-ÑÝÉÅ. åÓÌÉ ÖÅ �ÒÉ �ÅÒ×ÏÍ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÉ ÏËÁÚÁÌÏÓØ a1+b1 = Á2+
1,ÔÏ a1 = 
1 = b2 É b1 = Á2 = 
2. ÷Ú×ÅÛÉ×ÁÑ ÚÁÔÅÍ ÍÏÎÅÔÙ a1 É a2,×ÙÄÅÌÑÅÍ ÆÁÌØÛÉ×ÕÀ, Ô. Å. ÎÁÈÏÄÉÍ ×ÓÅ ÔÒÉ ÆÁÌØÛÉ×ÙÅ ÍÏÎÅÔÙ.4.11. úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÍÅÛËÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ 10. ÷ÏÚØÍ£Í ÉÚ ÍÅÛËÁ�1 ÏÄÎÕ ÍÏÎÅÔÕ, ÉÚ �2 | Ä×Å, . . . , ÉÚ �10 | ÄÅÓÑÔØ, É Ï�ÒÅÄÅÌÉÍÉÈ ÏÂÝÉÊ ×ÅÓ. ðÕÓÔØ ÏÎ ÒÁ×ÅÎ ò . åÓÌÉ ×ÓÅ ÍÏÎÅÔÙ | ÎÁÓÔÏÑÝÉÅ,ÔÏ ÏÎÉ ×ÅÓÑÔ 10+ 20+ : : :+100 = 550 Ç. éÚÂÙÔÏË P − 550 ÓÏ×�ÁÄÁ-ÅÔ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, Ó ÎÏÍÅÒÏÍ ÍÅÛËÁ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÆÁÌØÛÉ×ÙÅÍÏÎÅÔÙ.



4. ÷Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅ 2574.12. óÎÏ×Á ÚÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÍÅÛËÉ É ×ÏÚØÍ£Í ÏÄÎÕ ÍÏÎÅÔÕ ÉÚ ÍÅÛ-ËÁ �1, Ä×Å ÍÏÎÅÔÙ | ÉÚ �2, ÞÅÔÙÒÅ | ÉÚ �3, . . . , 29 ÍÏÎÅÔ |ÉÚ ÍÅÛËÁ �10 É ÎÁÊÄÅÍ ÉÈ ÏÂÝÉÊ ×ÅÓ ò . åÓÌÉ ÂÙ ×ÓÅ ÍÏÎÅÔÙ ÂÙÌÉÎÁÓÔÏÑÝÉÅ, ÔÏ ÏÎÉ ×ÅÓÉÌÉ ÂÙ 10(1 + 2 + : : : + 29) = 10(210 − 1) == 10230 Ç. ðÏ ÉÚÂÙÔËÕ ×ÅÓÁ d = ò − 10230 ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ÉÚËÁËÉÈ ÍÅÛËÏ× ×ÚÑÔÙ ÆÁÌØÛÉ×ÙÅ ÍÏÎÅÔÙ: ÉÚÂÙÔÏË d, ÒÁ×ÅÎ ÞÉÓÌÕÆÁÌØÛÉ×ÙÈ (ÂÏÌÅÅ ÔÑÖ£ÌÙÈ) ÍÏÎÅÔ. úÁ�ÉÛÅÍ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ × Ä×ÏÉÞ-ÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ. ä×ÏÉÞÎÙÅ ÒÁÚÒÑÄÙ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÏÑÔ 1, ÕËÁÚÙ×ÁÀÔ,ËÁËÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÞÉÓÌÁ 2 × ÓÕÍÍÅ ÄÁÀÔ d, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ | × ËÁËÉÈÍÅÛËÁÈ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÆÁÌØÛÉ×ÙÅ ÍÏÎÅÔÙ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ d = 59, ÔÏ× Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ d ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ 111011. úÎÁÞÉÔ, ÆÁÌØÛÉ×ÙÅ ÍÏÎÅÔÙÌÅÖÁÔ × ÍÅÛËÁÈ ��1, 2, 4, 5, 6.4.13. îÕÖÎÏ ×Ú×ÅÓÉÔØ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ 20 ÍÏÎÅÔ; ÅÓÌÉ ×ÅÓÙ �ÏËÁÖÕÔÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÇÒÁÍÍ, ÔÏ ×ÚÑÔÁÑ ÍÏÎÅÔÁ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ, Á ÅÓÌÉ ÎÅÞ£Ô-ÎÏÅ, ÔÏ ÎÁÓÔÏÑÝÁÑ. åÓÌÉ ÍÁÓÓÁ ÆÁÌØÛÉ×ÏÊ ÍÏÎÅÔÙ Á, ÔÏ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ×ÅÓÑÔ �ÒÉ ×ÚÑÔÏÊ ÆÁÌØÛÉ×ÏÊ ÍÏÎÅÔÅ 10Á+ 10(Á+ 1), Á �ÒÉ ×ÚÑÔÏÊÎÁÓÔÏÑÝÅÊ: 11Á+ 9(Á+ 1) = 20Á+ 9.4.14. úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÍÅÛËÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ 11. ðÒÉ �ÅÒ×ÏÍ ×Ú×Å-ÛÉ×ÁÎÉÉ �ÏÌÏÖÉÍ ÎÁ ÌÅ×ÕÀ ÞÁÛËÕ ×ÅÓÏ× �Ï ÏÄÎÏÊ ÍÏÎÅÔÅ ÉÚ �ÅÒ-×ÙÈ 10 ÍÅÛËÏ×, Á ÎÁ �ÒÁ×ÕÀ | 10 ÍÏÎÅÔ ÉÚ 11-ÇÏ ÍÅÛËÁ. ðÕÓÔØÍÁÓÓÁ ÏÄÎÏÇÏ ÇÒÕÚÁ ÂÏÌØÛÅ ÍÁÓÓÙ ÄÒÕÇÏÇÏ ÇÒÕÚÁ ÎÁ d Ç. ðÒÉ ×ÔÏ-ÒÏÍ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÉ ÎÁ ÌÅ×ÕÀ ÞÁÛËÕ �ÏÌÏÖÉÍ ÏÄÎÕ ÍÏÎÅÔÕ ÉÚ ÍÅÛËÁ�1, 2 | ÉÚ �2, . . . , 10 | ÉÚ �10 | ×ÓÅÇÏ 55 ÍÏÎÅÔ. îÁ �ÒÁ×ÕÀÞÁÛËÕ �ÏÌÏÖÉÍ 55 ÍÏÎÅÔ ÉÚ ÍÅÛËÁ �11. ðÕÓÔØ ÍÁÓÓÁ ÏÄÎÏÇÏ ÇÒÕÚÁÂÏÌØÛÅ ÍÁÓÓÙ ÄÒÕÇÏÇÏ ÎÁ m Ç. åÓÌÉ ÆÁÌØÛÉ×ÙÅ ÍÏÎÅÔÙ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ× ÏÄÎÏÍ ÉÚ �ÅÒ×ÙÈ 10 ÍÅÛËÏ×, ÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, m = Nd, ÇÄÅ N |ÎÏÍÅÒ ÍÅÛËÁ Ó ÆÁÌØÛÉ×ÙÍÉ ÍÏÎÅÔÁÍÉ. åÓÌÉ ÖÅ ÆÁÌØÛÉ×ÙÅ ÍÏÎÅ-ÔÙ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÍÅÛËÅ �11, ÔÏ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ ÍÏÎÅÔÁ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÎÁ d=10 Ç É m = 55d=10 = 5;5d. éÔÁË, ÅÓÌÉ N = m=d |ÞÉÓÌÏ �ÅÌÏÅ, ÔÏ N | ÎÏÍÅÒ ÍÅÛËÁ Ó ÆÁÌØÛÉ×ÙÍÉ ÍÏÎÅÔÁÍÉ; ÅÓÌÉÖÅ m=d = 5;5, ÔÏ ÆÁÌØÛÉ×ÙÅ ÍÏÎÅÔÙ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÍÅÛËÅ �11.4.15. ä×Á ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÉ n = 3k, n = 3k+1,n = 3k + 2. ÷ �ÅÒ×ÏÍ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁÚÏÂØ£Í ÍÏÎÅÔÙ ÎÁ 3 ËÕÞËÉ �Ï kÍÏÎÅÔ × ËÁÖÄÏÊ. åÓÌÉ �ÒÉ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÉ Ä×ÕÈ ËÕÞÅË ×ÅÓÙ ÂÕÄÕÔ× ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÉ, ÔÏ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ | × ÔÒÅÔØÅÊ ËÕÞËÅ. �ÏÇÄÁ ×Ú×ÅÛÉ-×ÁÑ ÔÒÅÔØÀ ËÕÞËÕ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ Ä×ÕÈ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÔÑÖÅÌÅÅ ÉÌÉ ÌÅÇÞÅÆÁÌØÛÉ×ÁÑ. á ÅÓÌÉ �ÒÉ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÉ Ä×ÕÈ ËÕÞÅË ×ÅÓÙ ÎÅ ÂÕÄÕÔ ×ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÉ, ÔÏ ×ÓÅ ÍÏÎÅÔÙ × ÔÒÅÔØÅÊ ËÕÞËÅ ÎÁÓÔÏÑÝÉÅ. äÁÌÅÅ ÓÒÁ×-ÎÉ×ÁÅÍ ÏÄÎÕ ÉÚ ËÕÞÅË Ó ÔÒÅÔØÅÊ, × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ÍÏÎÅÔÙ ÎÁÓÔÏÑÝÉÅ.÷ ÓÌÕÞÁÅ n = 3k + 1 ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍ ÎÁ ËÕÞËÉ k, k É k + 1 ÍÏÎÅÔ, Á ×ÓÌÕÞÁÅ n = 3k+2 ÎÁ ËÕÞËÉ k, k+1 É k+1 ÍÏÎÅÔ. äÁÌÅÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ



258 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ�ÅÒ×ÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ Ä×ÕÍÑ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑÍÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍ ÌÅÇÞÅ ÉÌÉ ÔÑ-ÖÅÌÅÅ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ ÍÏÎÅÔÁ.4.16. äÁ. ÷Ú×ÅÓÉÍ Ä×Å ÇÒÕ��Ù �Ï 500 ÍÏÎÅÔ. ÷ÏÚÍÏÖÎÙ 2 ÓÌÕ-ÞÁÑ:1) ïÄÎÁ ÉÚ ÞÁÛÅË �ÅÒÅ×ÅÓÉÌÁ. úÎÁÞÉÔ, ÆÁÌØÛÉ×ÙÅ ÅÓÔØ É ×ÓÅÏÎÉ × ÏÄÎÏÊ ÞÁÛËÅ. òÁÚÏÂØ£Í, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÂÏÌÅÅ ÔÑÖ£ÌÕÀ ÇÒÕ��Õ ÎÁÄ×Å �Ï 250 ÍÏÎÅÔ É ÓÒÁ×ÎÉÍ ÉÈ (×ÔÏÒÏÅ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅ). åÓÌÉ ÏÄÎÁÉÚ ÞÁÛÅË �ÅÒÅ×ÅÓÉÌÁ, ÔÏ ÆÁÌØÛÉ×ÙÅ ÍÏÎÅÔÙ ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ 500, É,ÚÎÁÞÉÔ, ÔÑÖÅÌÅÅ. åÓÌÉ ÞÁÛËÉ × ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÉ, ÔÏ ÌÉÂÏ ÆÁÌØÛÉ×ÙÅÓÒÅÄÉ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ 500 (É ÌÅÇÞÅ ÎÁÓÔÏÑÝÉÈ), ÌÉÂÏ ÏÎÉ ÒÁÚÄÅÌÉÌÉÓØ.�ÏÇÄÁ ÏÄÎÕ ÉÚ ÇÒÕ�� × 250 ÍÏÎÅÔ ÄÅÌÉÍ �Ï�ÏÌÁÍ É ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÅÍ ÉÈ(ÔÒÅÔØÅ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅ). åÓÌÉ ×ÅÓÙ × ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÉ, ÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ�ÅÒ×ÙÊ ÓÌÕÞÁÊ, ÅÓÌÉ ÎÅÔ | ×ÔÏÒÏÊ.2) ðÒÉ �ÅÒ×ÏÍ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÉ ÞÁÛËÉ × ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÉ. úÎÁÞÉÔ ÆÁÌØ-ÛÉ×ÙÈ ÍÏÎÅÔ 0 ÉÌÉ 2. òÁÚÂÉ×ÁÅÍ ÏÄÎÕ ÉÚ ÇÒÕ�� ÎÁ Ä×Å �Ï 250.åÓÌÉ ÞÁÛËÉ Ï�ÑÔØ × ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÉ, ÔÏ ÎÁ ÞÁÛËÁÈ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÆÁÌØ-ÛÉ×ÙÈ, Á ÔÁË ËÁË ÉÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ, ÔÏ ÉÈ ÎÅÔ ×Ï×ÓÅ. åÓÌÉ ÖÅ ÏÄÎÁÉÚ ÞÁÛÅË �ÅÒÅ×ÅÓÉÌÁ, ÔÏ ÆÁÌØÛÉ×ÙÈ ÍÏÎÅÔ 2 É ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ÌÅÖÉÔÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÞÁÛÅË. òÁÚÄÅÌÉ× ÏÄÎÕ ÉÚ ÇÒÕ�� �Ï�ÏÌÁÍ, ÍÙ ÔÒÅÔØÉÍ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅÍ ÕÚÎÁÅÍ, ÔÑÖÅÌÅÅ ÉÌÉ ÌÅÇÞÅ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ ÍÏÎÅÔÁ.4.17. ðÅÒ×ÙÍ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅÍ ÜËÓ�ÅÒÔ, ×Ú×ÅÛÉ×ÁÑ ÍÏÎÅÔÙ �1 É�8, ÕÂÅÖÄÁÅÔ ÓÕÄ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÏÎÅÔÁ �1 | ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ, Á �8 |ÎÁÓÔÏÑÝÁÑ. ÷ÔÏÒÙÍ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅÍ ÏÎ ËÌÁÄ£Ô ÜÔÉ ÍÏÎÅÔÙ ÎÁ ÌÅ×ÕÀÞÁÛËÕ ×ÅÓÏ×, Á ÎÁ �ÒÁ×ÕÀ | �2 É �3. ìÅ×ÁÑ ÞÁÛËÁ �ÅÒÅ×ÅÓÉÔ, ÉÜÔÏ ÕÂÅÄÉÔ ÓÕÄ × ÔÏÍ, ÞÔÏ �2 É �3 | ÆÁÌØÛÉ×ÙÅ. äÁÌÅÅ ÜËÓ�ÅÒÔ�ÏÌÏÖÉÔ ÎÁ ÌÅ×ÕÀ ÞÁÛËÕ ÍÏÎÅÔÙ �1, 2, 3, 8, Á ÎÁ �ÒÁ×ÕÀ | �4, 5,6, 7 É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÖÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÎÅÔÙ Ó 4-Ê �Ï 7-À ÔÁËÖÅ ÆÁÌØÛÉ-×ÙÅ. þÔÏÂÙ ÉÄÅÎÔÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÔØ É ÎÁÓÔÏÑÝÉÅ ÍÏÎÅÔÙ ÔÏÖÅ, ÜËÓ�ÅÒÔÄÏÌÖÅÎ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÔÏÎËÏ. éÍÅÎÎÏ, �ÒÉ ×ÔÏÒÏÍ ×Ú×ÅÛÉ×Á-ÎÉÉ ÅÍÕ ÓÌÅÄÕÅÔ �ÏÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÌÅ×ÕÀ ÞÁÛËÕ ÍÏÎÅÔÙ �8, 2, 3, Á ÎÁ�ÒÁ×ÕÀ | �1, 9, 10. ðÒÁ×ÁÑ ÞÁÛËÁ �ÅÒÅ×ÅÓÉÔ, É ÜÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ,ÞÔÏ ÍÏÎÅÔÙ �2, 3 | ÆÁÌØÛÉ×ÙÅ, Á �9, 10 | ÎÁÓÔÏÑÝÉÅ. úÁÔÅÍÎÁ ÌÅ×ÕÀ ÞÁÛËÕ ÎÕÖÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ �8, 9, 10, 4, 5, 6, 7, Á ÎÁ �ÒÁ×ÕÀ |�1, 2, 3, 11, 12, 13, 14 É ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.4.18. õÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÍ ÇÒÕÚ ÇÉÒÑÍÉ. úÁÔÅÍ ÇÒÕÚ ÕÂÅÒÅÍ, ÏÓÔÁ×É×ÇÉÒÉ ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ ÞÁÛËÅ ×ÅÓÏ×, É ÚÁÍÅÎÉÍ ÇÒÕÚ ÔÁËÉÍ ÎÏ×ÙÍ ÎÁÂÏ-ÒÏÍ ÇÉÒØ, ÞÔÏÂÙ ÓÎÏ×Á ×ÅÓÙ ÏËÁÚÁÌÉÓØ × ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÉ. çÒÕÚ ×ÅÓÉÔÓÔÏÌØËÏ, ÓËÏÌØËÏ ×ÅÓÉÔ ÜÔÏÔ ÎÁÂÏÒ.4.19. Á) ÷Ú×ÅÛÉ×ÁÅÍ 1 É 2, 3 É 4 ËÁÍÎÉ. úÁÔÅÍ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÅÍ ÍÁÓ-ÓÙ Ä×ÕÈ ÂÏÌÅÅ Ì£ÇËÉÈ É Ä×ÕÈ ÂÏÌÅÅ ÔÑÖ£ÌÙÈ ËÁÍÎÅÊ Ä×ÕÍÑ ×Ú×ÅÛÉ-×ÁÎÉÑÍÉ. ÷ÓÅÇÏ 4 ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑ. Â) 7 ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ. ×) ïÔÄÅÌÑÅÍ n



4. ÷Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅ 259×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑÍÉ n ÂÏÌÅÅ Ì£ÇËÉÈ É n ÂÏÌÅÅ ÔÑÖ£ÌÙÈ ËÁÍÎÅÊ. úÁÔÅÍÚÁ n−1 ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅ × �Ì£ÇËÏÊ� ÇÒÕ��Å Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍ ÓÁÍÙÊ Ì£ÇËÉÊ, Á× �ÔÑÖ£ÌÏÊ� | ÓÁÍÙÊ ÔÑÖ£ÌÙÊ ËÁÍÅÎØ. ÷ÓÅÇÏ n+2(n−1) = 3n−2×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑ.4.20. úÁ 63 ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑ ÎÁÊÄÅÍ ÓÁÍÙÊ ÔÑÖ£ÌÙÊ ËÁÍÅÎØ. éÚ6 ËÁÍÎÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÌÉÓØ Ó ÓÁÍÙÍ ÔÑÖ£ÌÙÍ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍ ÚÁ5 ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ ÓÁÍÙÊ ÔÑÖ£ÌÙÊ.4.21. îÅ ×ÓÅÇÄÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÚÎÙÈ ÉÓÈÏÄÏ× ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑ |2 · 2 = 4 (ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ, �ÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ �ÁËÅÔÙ ÉÍÅ-ÀÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÊ ×ÅÓ), Á ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÉÈ �Ï ×ÅÓÕ |3! = 6.4.22. úÁ ÞÅÔÙÒÅ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍ ÓÁÍÙÊ Ì£ÇËÉÊ É ÓÁ-ÍÙÊ ÔÑÖ£ÌÙÊ (ÓÍ. 4.19, �. Á), Á ÚÁÔÅÍ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÅÍ Ä×Á ÓÒÅÄÎÉÈ �Á-ËÅÔÁ.4.24. ÷Ú×ÅÓÉÍ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ Ä×Á ÛÁÒÁ, Á ÚÁÔÅÍ | ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÁÓÓÁ �ÁÒÙ ÛÁÒÏ× Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÏÓÔÁ× �ÁÒÙ, ÔÏ ÍÁÓÓÙ ×ÓÅÈ ÛÁÒÏ× ÂÕÄÕÔ ÎÁÊÄÅÎÙ.4.25. úÎÁÑ ÓÕÍÍÕ ÍÁÓÓ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÇÉÒØ, ÌÅÇËÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÍÁÓ-ÓÕ ËÁÖÄÏÊ ÇÉÒÉ × ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ, ×ÙÂÉÒÁÑ ÌÀÂÙÅ Ä×Å �ÁÒÙÇÉÒØ, ×Ú×ÅÛÉ×ÁÅÍ ËÁÖÄÕÀ �ÁÒÕ.4.26. ðÒÏ×ÅÒËÉ ÎÕÖÎÏ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÔØ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ×ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ËÁÖÄÏÊ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÞÉÓÌÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ×ÁÒÉÁÎ-ÔÏ× ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÒÁÄÉÏÁËÔÉ×ÎÙÈ ÛÁÒÏ× ÕÍÅÎØÛÁÌÏÓØ �ÒÉÍÅÒÎÏ×Ä×ÏÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÛÁÒÙ x1, x2; : : : ; x10. ÷ÎÁÞÁÌÅ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ×ÁÒÉ-ÁÎÔÏ×, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÒÁ×ÎÏ 10 · 9=2 = 45. ðÏÓËÏÌØËÕ 25 < 45 6 26, ÔÏÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÛÅÓÔØÀ �ÒÏ×ÅÒËÁÍÉ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÎÅÌØÚÑ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ 6�ÒÏ×ÅÒÏË ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ.äÌÑ �ÅÒ×ÏÊ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÚÑÔØ ÛÁÒÙ x1, x2, x3 (Á ÎÅx1; : : : ; x5, ËÁË ÍÏÇÌÏ ÂÙ �ÏËÁÚÁÔØÓÑ). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÜÔÁ �ÒÏ-×ÅÒËÁ ÄÁÓÔ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÔÏ ÏÂÁ ÒÁÄÉÏÁËÔÉ×ÎÙÈ ÛÁÒÁÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÓÒÅÄÉ ÛÁÒÏ× x4, x5; : : : ; È10, É ÔÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÓÏËÒÁÝÁÅÔÓÑ ÄÏ 7 · 6=2 = 21, ÞÔÏ ÂÌÉÚËÏ Ë �ÏÌÏ×ÉÎÅ ÏÔ45. äÏ�ÕÓÔÉÍ, �ÅÒ×ÁÑ �ÒÏ×ÅÒËÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ x1, x2, x3ÅÓÔØ ÒÁÄÉÏÁËÔÉ×ÎÙÊ ÛÁÒ. �ÏÇÄÁ �ÒÏ×ÅÒÉÍ ÛÁÒ x1 (× ÓÌÕÞÁÅ ÏÔÒÉ-�ÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÞÉÓÌÏ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ ÄÏ 15). åÓÌÉÛÁÒ x1 ÒÁÄÉÏÁËÔÉ×ÅÎ, ÔÏ ÄÒÕÇÏÊ ÒÁÄÉÏÁËÔÉ×ÎÙÊ ÛÁÒ ÍÙ ÓÍÏÖÅÍÎÁÊÔÉ �ÄÅÌÅÎÉÅÍ �Ï�ÏÌÁÍ� ÓÒÅÄÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÛÁÒÏ× ÚÁ 4 �ÒÏ×ÅÒËÉ(9 < 24). åÓÌÉ ÖÅ ÛÁÒ x1 ÎÅ ÒÁÄÉÏÁËÔÉ×ÅÎ, ÔÏ �ÒÏ×ÅÒÉÍ ÛÁÒ x2, ÉÄÁÌØÎÅÊÛÉÊ ÈÏÄ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÑÓÅÎ.åÓÌÉ ÉÚ �ÅÒ×ÏÊ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÓÒÅÄÉ x1, x2, x3 ÎÅÔ ÒÁÄÉÏÁËÔÉ×ÎÏÇÏÛÁÒÁ, ÔÏ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ Ä×Á ÒÁÄÉÏÁËÔÉ×ÎÙÈ ÛÁÒÁ ÉÚ ÛÁÒÏ×



260 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉx4; : : : ; È10 Ó �ÏÍÏÝØÀ 5 �ÒÏ×ÅÒÏË. òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÂÅÒÅÍÄÌÑ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÛÁÒÙ x4 É x5, É Ô. Ä.4.27. úÁ ÔÒÉ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ, ÉÍÅÑ ×ÅÒÎÙÅ ×ÅÓÙ,ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁ ÏÄÎÏ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅ ÎÁÊÔÉ ÂÏÌÅÅ Ì£ÇËÕÀ ÆÁÌØÛÉ×ÕÀÍÏÎÅÔÕ ÓÒÅÄÉ ÔÒ£È ÎÁÓÔÏÑÝÉÈ. úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÍÏÎÅÔÙ ÏÔ 1 ÄÏ 9.óÒÁ×ÎÉÍ ÎÁ �ÅÒ×ÙÈ ×ÅÓÁÈ ËÕÞËÉ ÉÚ ÍÏÎÅÔ 1, 2, 3, 4 É 5, 6, 7, 8.åÓÌÉ ×ÅÓÙ ÎÅ × ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÉ, ÔÏ ÎÁÊÄÅÎÙ ×ÅÒÎÙÅ ×ÅÓÙ. úÎÁÑ, ËÁËÉÅ×ÅÓÙ ×ÅÒÎÙÅ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÁÌØÛÉ×ÕÀ ÍÏÎÅÔÕ ÚÁ Ä×Á ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑ.åÓÌÉ ×ÅÓÙ × ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÉ, ÔÏ ÓÒÁ×ÎÉÍ ÎÁ ×ÔÏÒÙÈ ×ÅÓÁÈ ËÕÞËÉ ÉÚ ÍÏ-ÎÅÔ 1{3 É 5{7. åÓÌÉ ×ÅÓÙ ÎÅ × ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÉ, ÔÏ ÎÁÊÄÅÎÙ ×ÅÒÎÙÅ ×ÅÓÙÉ ÔÒÉ ÍÏÎÅÔÙ, ÓÒÅÄÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ. úÁ ÏÄÎÏ ×Ú×ÅÛÉ×Á-ÎÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÜÔÕ ÍÏÎÅÔÕ. åÓÌÉ ×ÅÓÙ × ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÉ, ÔÏ ÉÌÉ �ÅÒ×ÙÅ×ÅÓÙ ×ÅÒÎÙÅ É 9-Ñ ÍÏÎÅÔÁ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ, ÉÌÉ ×ÔÏÒÙÅ ×ÅÓÙ ×ÅÒÎÙÅ ÉÆÁÌØÛÉ×ÁÑ ÓÒÅÄÉ 4, 8, 9.óÒÁ×ÎÉÍ ÎÁ ×ÔÏÒÙÈ ×ÅÓÁÈ 4-À É 8-À. åÓÌÉ ×ÅÓÙ ÎÅ × ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÉ,ÔÏ ÍÙ ÎÁÛÌÉ ÆÁÌØÛÉ×ÕÀ ÍÏÎÅÔÕ. éÎÁÞÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙ ×ÁÒÉÁÎÔÙ: ×ÔÏ-ÒÙÅ ×ÅÓÙ ×ÅÒÎÙÅ | ÔÏÇÄÁ 4-Ñ É 8-Ñ ÎÁÓÔÏÑÝÉÅ, Á 9-Ñ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ;�ÅÒ×ÙÅ ×ÅÓÙ ×ÅÒÎÙÅ, ÔÏÇÄÁ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ 9-Ñ. éÔÁË, × ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅÆÁÌØÛÉ×ÁÑ 9-Ñ.äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÁÌØÛÉ×ÕÀ ÍÏÎÅÔÕ ÎÅÌØÚÑ ÎÁÊÔÉ ÚÁ Ä×Á ×Ú×ÅÛÉ-×ÁÎÉÑ. ðÕÓÔØ ÍÙ ÓÄÅÌÁÌÉ Ä×Á ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÍÙ ËÌÁÌÉ ÎÁ ÌÅ×ÕÀ É �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÛËÉ ×ÅÓÏ× ÍÏÎÅÔ �ÏÒÏ×-ÎÕ (ÉÎÁÞÅ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅ ÂÅÓÓÍÙÓÌÅÎÎÏ). ðÕÓÔØ ÏÂÁ ÒÁÚÁ ×ÅÓÙ ÂÙÌÉ ×ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÉ. åÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÒÁÚ ÍÙ ËÌÁÌÉ ÎÁ ×ÅÓÙ ÍÅÎØÛÅ 8 ÍÏ-ÎÅÔ, ÔÏ ÌÀÂÁÑ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÍÏÎÅÔ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÆÁÌØÛÉ×ÏÊ. úÎÁ-ÞÉÔ, ÏÂÁ ÒÁÚÁ ÎÁÄÏ ËÌÁÓÔØ �Ï 4 ÍÏÎÅÔÙ ÎÁ ËÁÖÄÕÀ ÞÁÛËÕ. ðÕÓÔØÏÄÎÉ ÉÚ ×ÅÓÏ× ÎÅ × ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÉ. �ÏÇÄÁ ÌÀÂÁÑ ÉÚ 4 ÍÏÎÅÔ ÎÁ ÂÏÌÅÅÌ£ÇËÏÊ ÞÁÛËÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÆÁÌØÛÉ×ÏÊ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.4.28. òÅÛÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÕÀ ÚÁÄÁÞÕ. ðÕÓÔØ ÂÁÎËÉÒ ÒÁÚ-ÒÅÛÁÅÔ ËÌÁÓÔØ ÎÁ ×ÅÓÙ ÍÏÎÅÔÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÁ. éÚ ËÁËÏÇÏÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÍÏÎÅÔ ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÂÏÌÅÅ Ì£ÇËÕÀ ÚÁ k ×Ú×Å-ÛÉ×ÁÎÉÊ? åÓÌÉ �ÒÉ ËÁËÏÍ-ÔÏ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÉ ÎÁ ÞÁÛÅ ×ÅÓÏ× ÂÕÄÅÔÂÏÌØÛÅ ÏÄÎÏÊ ÍÏÎÅÔÙ, ÔÏ ÉÚ ÎÉÈ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÆÁÌØÛÉ×ÕÀ ÎÅ ÕÄÁÓÔ-ÓÑ (×ÔÏÒÏÊ ÒÁÚ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÔØ ÍÏÎÅÔÕ ÎÅÌØÚÑ!). ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÉ ÎÁ ÞÁÛÉ ËÌÁÄ£ÔÓÑ �Ï ÏÄÎÏÊ ÍÏÎÅÔÅ. åÓÌÉ ×ÅÓÙ ÎÅ ×ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÉ, ÔÏ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. á ÅÓÌÉ × ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÉ, ÔÏ ËÏ-ÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÏÄÏÚÒÉÔÅÌØÎÙÈ ÍÏÎÅÔ ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ ÎÁ 2. úÎÁÞÉÔ, �ÒÉk ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑÈ ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÆÁÌØÛÉ×ÕÀ ÉÚ 2k + 1 ÍÏÎÅÔ.÷ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ, �ÕÓÔØ �ÒÉ �ÅÒ×ÏÍ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÉ ÎÁ ÞÁÛÁÈÌÅÖÁÔ �Ï s ÍÏÎÅÔ. åÓÌÉ ×ÅÓÙ ÎÅ × ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÉ, ÔÏ, ËÁË ÂÙÌÏ �Ï-ËÁÚÁÎÏ, s 6 2(� − 1) + 1 = 2n − 1. åÓÌÉ ×ÅÓÙ × ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÉ, ÔÏ



4. ÷Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅ 261� ×Ú×. | 1 2 | 3 | 4 | 5 | 6 7 | 8 |I ÆÌ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 17 17 34 34 85II ÆÌ 0 1 1 2 2 4 4 8 8 17 17 17 0 34 0III ÆÌ 0 0 1 0 2 0 4 0 8 0 0 17 17 17 0ë 4.30�ÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ ÍÏÎÅÔ, ÎÅ �Ï�Á×ÛÉÈ ÎÁ ×ÅÓÙ, Én − 1 ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ f(n) ÏÔ×ÅÔÉÓÈÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÔÏ f(n) = f(n − 1) + 2(2n − 1). úÎÁÞÉÔ, f(n) == 2(2�− 1) + : : :+ 2 · 3 + f(1), Á f(1) = 3, ÏÔËÕÄÁ f(n) = 2n2 + 1.4.29. ïÔÌÏÖÉÍ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÕÀ ÎÁÓ ÍÏÎÅÔÕ É �ÏÌÏÖÉÍ ÎÁ ÞÁÛÉ×ÅÓÏ× ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ 98 ÍÏÎÅÔ, ÒÁÚÄÅÌÉ× ÉÈ ÎÁ Ä×Å ÇÒÕ��Ù, �Ï 49 ÍÏ-ÎÅÔ × ËÁÖÄÏÊ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÔÒÅÌËÁ �ÏËÁÖÅÔ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏÇÒÁÍÍÏ×, ÔÏ ÏÔÌÏÖÅÎÎÁÑ ÍÏÎÅÔÁ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ, Á ÅÓÌÉ Þ£ÔÎÏÅ, ÔÏ ÎÁ-ÓÔÏÑÝÁÑ. ÷ÙÞÔÅÍ ÉÚ ×ÅÓÁ ËÁÖÄÏÊ ÍÏÎÅÔÙ ×ÅÓ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÍÏÎÅÔÙ.ðÏÌÕÞÉÍ 99 �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÉÂÏ ÒÁ×ÎÏ 0, ÌÉÂÏÎÅÞ£ÔÎÏ. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ×ÅÓ ×ÓÅÈ ÄÁÎÎÙÈ ÍÏÎÅÔÒÁ×ÅÎ ×ÅÓÕ 99 ÎÁÓÔÏÑÝÉÈ ÍÏÎÅÔ, �ÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ �ÏÌÕÞÉ×ÛÉÈ-ÓÑ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÁ 0, Ô. Å. ÉÈ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,ÞÉÓÌÏ ÆÁÌØÛÉ×ÙÈ ÍÏÎÅÔ Þ£ÔÎÏ.åÓÌÉ ÏÔÌÏÖÅÎÎÁÑ ÍÏÎÅÔÁ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ, ÔÏ ÎÁ ÞÁÛÁÈ ×ÅÓÏ× ÎÁÈÏ-ÄÉÔÓÑ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÆÁÌØÛÉ×ÙÈ ÍÏÎÅÔ É, ÚÎÁÞÉÔ, ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÞÁÛÅ×ÅÓÏ× ÌÅÖÉÔ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÆÁÌØÛÉ×ÙÈ ÍÏÎÅÔ, Á ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ |Þ£ÔÎÏÅ. úÎÁÞÉÔ, ×ÅÓ ÏÄÎÏÊ ÞÁÛÉ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ×ÅÓÁ ÞÁÛÉ Ó 49 ÎÁ-ÓÔÏÑÝÉÍÉ ÍÏÎÅÔÁÍÉ ÎÁ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÇÒÁÍÍÏ×, Á ×ÅÓ ÄÒÕÇÏÊ |ÎÁ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. éÔÁË, ×ÅÓÁ ÇÒÕÚÏ×, �ÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ÎÁ ÞÁÛÉ, ÏÔÌÉ-ÞÁÀÔÓÑ ÎÁ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÇÒÁÍÍÏ×, É, ÚÎÁÞÉÔ, ÓÔÒÅÌËÁ �ÏËÁÖÅÔÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÇÒÁÍÍÏ×. åÓÌÉ ÏÔÌÏÖÅÎÎÁÑ ÍÏÎÅÔÁ ÎÁÓÔÏÑÝÁÑ, ÔÏÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÔÒÅÌËÁ �ÏËÁÖÅÔ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.4.30. óÎÁÞÁÌÁ ÚÁ �ÑÔØ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ �ÏÌÕÞÉÍ × ÏÄÎÏÊ ÆÌÑÇÅ 17 ÌÍÏÌÏËÁ, Á Ä×Å ÄÒÕÇÉÅ ÓÄÅÌÁÅÍ �ÕÓÔÙÍÉ. úÁÔÅÍ ÚÁ Ä×Á ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑÎÁ�ÏÌÎÉÍ 17 ÌÉÔÒÁÍÉ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ �ÕÓÔÙÅ ÆÌÑÇÉ, �ÏÌÕÞÉÍ ÓÌÉ×Á-ÎÉÅÍ 34 Ì (ÂÅÚ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑ), ×ÏÓØÍÙÍ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅÍ ÅÝ£ 34 Ì É,ÎÁËÏÎÅ�, ÓÏÌØ£Í ×ÍÅÓÔÅ 34 Ì, 34 Ì É 17 Ì. üÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁ-�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ ÔÁÂÌÉ�Ù.4.31. 1, 3, 9, 27 ËÇ (ÔÒÏÉÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ).4.32. ÷ÏÚØÍ£Í ÏÂÙÞÎÙÅ ×ÅÓÙ ÓÏ ÓÔÒÅÌËÏÊ É ÂÕÄÅÍ ËÌÁÓÔØ ÎÁÎÉÈ ÎÁÛÉ ÇÉÒÉ �Ï ÏÄÎÏÊ, �ÏËÁ ÓÔÒÅÌËÁ ×�ÅÒ×ÙÅ ÎÅ �ÏËÁÖÅÔ ×ÅÓ,ÂÏÌØÛÉÊ 500 Ç. �ÁË ËÁË �ÏÓÌÅÄÎÑÑ �ÏÌÏÖÅÎÎÁÑ ÎÁÍÉ ÇÉÒÑ ×ÅÓÉÔ ÎÅÂÏÌØÛÅ 500 Ç, ÔÏ ÎÁ ×ÅÓÁÈ ÂÕÄÅÔ ÌÅÖÁÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 1 ËÇ. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ



262 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÇÉÒÉ ×ÅÓÑÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 500 Ç. úÎÁÞÉÔ, ÏÂÝÉÊ ×ÅÓ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓ-ÈÏÄÉÔ 1500 Ç. �ÒÉ ÇÉÒÉ �Ï 500 Ç, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀÚÁÄÁÞÉ.4.33. 1, 2, 4, 8, 16, 32. ðÕÓÔØ x1 6 x2 6 : : : 6 È6 | ÍÁÓÓÙ ÇÉÒØ.ñÓÎÏ, ÞÔÏ x1 = 1, x2 = 2, x3 = 4. åÓÌÉ Èk = 2k−1 �ÒÉ ×ÓÅÈ k 6 m, ÔÏÈm+1 = 2m, ÔÁË ËÁË ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÍÁÓÓÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ×Ú×ÅÓÉÔØ Ó�ÏÍÏÝØÀ ÇÉÒØ 1, 2; : : : ; 2m−1, ÒÁ×ÎÁ 2m − 1.4.34. íÏÖÎÏ. òÁÚÏÂØ£Í ÇÉÒØËÉ ÎÁ �ÁÒÙ: 18 �ÁÒ ÇÉÒÅË �ÅÒ×Ï-ÇÏ ÔÉ�Á, ÓÕÍÍÁ ÍÁÓÓ × ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÅ ÒÁ×ÎÁ 38 Ç É 32 �ÁÒÙ ÇÉÒÅË×ÔÏÒÏÇÏ ÔÉ�Á, ÓÕÍÍÁ ÍÁÓÓ ÇÉÒÅË × ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÅ ÒÁ×ÎÁ 139 Ç.4.35. Á) óÕÍÍÁ ÇÉÒØ Ó Þ£ÔÎÙÍ É ÎÅÞ£ÔÎÙÍ ×ÅÓÏÍ ÒÁ×ÎÁ 10 100.Â) òÁÚÏÂØ£Í ÇÉÒØËÉ ÎÁ �ÁÒÙ: (1; 2), (3; 4); : : : ; (197; 198), (200; 201).÷ ÏÄÎÕ ÇÒÕ��Õ ×ÏÚØÍ£Í ÇÉÒÉ ×ÅÓÏÍ 1, 4, 5, 8; : : : , Á × ÄÒÕÇÕÀ |�ÁÒÎÙÅ ÉÍ ÇÉÒÉ: 2, 3, 6, 7; : : : . (÷ �ÏÌÏ×ÉÎÅ �ÁÒ ÂÏÌÅÅ Ì£ÇËÉÅ ÇÉÒÉ×ÏÊÄÕÔ × �ÅÒ×ÕÀ ÇÒÕ��Õ, Á × ÄÒÕÇÏÊ �ÏÌÏ×ÉÎÅ ÔÕÄÁ ×ÏÊÄÕÔ ÂÏÌÅÅÔÑÖ£ÌÙÅ.)4.36.íÏÖÎÏ. ä×Å ÇÉÒØËÉ, ÓÕÍÍÁ ÍÁÓÓ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ 31 Ç, ÎÁÚÏ-×ÅÍ �ÁÒÏÊ. îÁÛ ÎÁÂÏÒ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ 15 �ÁÒ É ÏÄÎÕ ÇÉÒÀ ÍÁÓÓÏÊ31 Ç. �ÁË ËÁË ÕÂÒÁÌÉ ÔÏÌØËÏ 10 ÇÉÒÅË, ÎÅ ÍÅÎÅÅ 5 �ÁÒ ÏÓÔÁÌÉÓØÎÅÔÒÏÎÕÔÙÍÉ. ÷ÏÚØÍ£Í 5 ÎÅÔÒÏÎÕÔÙÈ �ÁÒ É �ÏÌÏÖÉÍ ÉÈ ÎÁ ÏÄÎÕÞÁÛËÕ ×ÅÓÏ×. ïÎÉ ×ÅÓÑÔ 5 · 31 = 155 Ç, Á �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÝÁÑ ÍÁÓ-ÓÁ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÇÉÒØ ÒÁ×ÎÁ 2=3 · (1 + : : : + 30) = 310 Ç, ÔÏ, �ÏÌÏÖÉ×ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÇÉÒÉ ÎÁ ÄÒÕÇÕÀ ÞÁÛËÕ ×ÅÓÏ×, �ÏÌÕÞÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, Ô. Ë.ÉÈ ÍÁÓÓÁ ÒÁ×ÎÁ 310− 155 = 155 Ç.4.37. åÓÔØ k ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ×ÙÒÁÖÁÀÝÉÈ ÍÁÓÓÙ k ÇÉÒÅËÎÁÛÅÇÏ ÎÁÂÏÒÁ. åÓÌÉ ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÕÂÒÁÔØ, ÔÏ ÓÕÍÍÁ ÏÓÔÁÌØ-ÎÙÈ ÂÕÄÅÔ Þ£ÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ. ïÔÓÀÄÁ ×ÓÅ k ÞÉÓÅÌ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀÞ£ÔÎÏÓÔØ. åÓÌÉ ×ÓÅ ÏÎÉ ÎÅÞ£ÔÎÙ, ÔÏ k ÎÅÞ£ÔÎÏ. åÓÌÉ ×ÓÅ k ÞÉÓÅÌÞ£ÔÎÙ, ÓÏËÒÁÔÉÍ ÉÈ ÎÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ×ÏÚÍÏÖÎÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ Ä×ÏÊËÉ É,�Ï×ÔÏÒÉ× �ÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÎÏ×ÏÇÏ ÎÁÂÏ-ÒÁ, �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ Ï�ÑÔØ k | ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.4.38. óÎÁÞÁÌÁ �ÏÌÏÖÉÍ ÎÁ ÞÁÛËÉ ×ÅÓÏ× �Ï ÏÄÎÏÍÕ ËÕÂÉËÕ. åÓÌÉÜÔÉ ËÕÂÉËÉ ÉÍÅÀÔ ÎÅÒÁ×ÎÕÀ ÍÁÓÓÕ, ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍ ÉÈ ÎÁ ÏÄÎÕ ÞÁÛËÕ×ÅÓÏ×. �ÏÇÄÁ �ÒÏ ËÁÖÄÕÀ �ÁÒÕ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ 18, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ,�ÏÌÏÖÉ× Å£ ÎÁ ÄÒÕÇÕÀ ÞÁÛËÕ ×ÅÓÏ×, ÓËÏÌØËÏ × ÎÅÊ ÄÀÒÁÌÅ×ÙÈ ËÕ-ÂÉËÏ×.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ × �ÅÒ×ÏÍ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÉ ÂÙÌÏ �ÏÌÕÞÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.ðÏÌÏÖÉÍ ÜÔÉ ËÕÂÉËÉ ÎÁ ÌÅ×ÕÀ ÞÁÛËÕ ×ÅÓÏ×, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÂÕÄÅÍ�Ï�ÁÒÎÏ ËÌÁÓÔØ ÎÁ �ÒÁ×ÕÀ. åÓÌÉ ×ÅÓÙ �ÒÉ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÉ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ× ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÉ, ÔÏ ËÕÂÉËÉ ÎÁ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÛËÅ ÔÁËÉÅ ÖÅ, ËÁËÉÅ É ÎÁÌÅ×ÏÊ. ðÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÉ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ, Ô. Ë. ÎÅ



4. ÷Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅ 263×ÓÅ ËÕÂÉËÉ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù. ðÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ ÜÔÏÇÏ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑ ÍÏÖÎÏÓÒÁÚÕ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÉ� ×ÓÅÈ ÒÁÎÅÅ ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÈ ËÕÂÉËÏ× (ÅÓÌÉ �Å-ÒÅ×ÅÓÉÌÁ ÞÁÛËÁ Ó ÎÏ×ÙÍÉ ËÕÂÉËÁÍÉ, ÔÏ ÏÎÉ ÁÌÀÍÉÎÉÅ×ÙÅ, ÅÓÌÉÎÅÔ | ÄÀÒÁÌÅ×ÙÅ). �Å�ÅÒØ �ÏÓÔÒÏÉÍ �ÁÒÕ, × ËÏÔÏÒÏÊ ËÕÂÉËÉ ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÏÚØÍ£Í ËÕÂÉËÉ Ó �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÛËÉ É ÓÒÁ×ÎÉÍ ÉÈÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ. åÓÌÉ ÏÎÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ, ÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ É ÌÀÂÏÊ ËÕ-ÂÉË ÉÚ �ÅÒ×ÏÊ �ÁÒÙ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ �ÁÒÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÕÂÉËÏ×, Á ÅÓÌÉÒÁÚÎÙÅ | ÏÎÉ ÓÁÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÁËÕÀ �ÁÒÕ. �Å�ÅÒØ ÍÏÖÎÏ �ÏÄÓÞÉ-ÔÁÔØ ÞÉÓÌÏ ÄÀÒÁÌÅ×ÙÈ ËÕÂÉËÏ× ÓÒÅÄÉ ÅÝ£ ÎÅ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÈ ÔÁË, ËÁË× �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×ÎÏ 11.4.39. äÏËÁÚÁÔØ ×ÎÁÞÁÌÅ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÁÓÓ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÇÉÒØÞ£ÔÎÁ, Á ÚÁÔÅÍ | ÞÔÏ ÏÎÁ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ Ä×ÏÊËÉ.4.40. n = 3k, n = 3k+2 (k > 1). ÷ÅÓ ×ÓÅÈ n ÇÉÒØ ÒÁ×ÅÎ n(n+1)=2.þÔÏÂÙ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÔÒÉ ËÕÞÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ ×ÅÓÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉ-ÍÏ n = 3k ÉÌÉ n = 3k + 2. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔÉÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÍ �ÒÉ n = 3; 5; 6; 8. ïÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ Ó×Ï-ÄÉÔÓÑ Ë ÜÔÉÍ, ÔÁË ËÁË 6 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÌÅÇËÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ3 �ÁÒÙ ÔÁË, ÞÔÏ ÓÕÍÍÙ ÞÉÓÅÌ × ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÅ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù.4.41. îÁÂÏÒ ÇÉÒØ 26, 25, 24, 22, 19 É 11 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ.åÓÌÉ ×ÙÂÒÁÎÏ 7 ÇÉÒØ, ÔÏ ÓÕÍÍÁ ÍÁÓÓ ÌÀÂÙÈ ÞÅÔÙÒ£È ÇÉÒØ ÉÚ ÜÔÉÈÓÅÍÉ ÂÕÄÅÔ ÍÅÎØÛÅ 98 (ÂÒÁÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÇÉÒÉ 26, 25, 24 É 23ÎÅÌØÚÑ). îÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ 98 ÒÁÚÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ ÓÅÍÉ ÇÉÒØ �Ï 1, 2, 3É 4 ÇÉÒÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÁÓÓÙ ËÁËÉÈ-ÔÏ Ä×ÕÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÂÕÄÕÔ ÓÏ×�ÁÄÁÔØ.�Å�ÅÒØ ÕÄÁÌÉ× ÉÚ ÜÔÉÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÏÂÝÉÅ ÇÉÒÉ, �ÏÌÕÞÉÍ Ä×Á ÒÁÚÎÙÈÎÁÂÏÒÁ ÏÄÎÏÊ ÍÁÓÓÙ.4.42. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ËÌÁÓÔØ ÇÉÒÉ �ÁÒÁÍÉ, �ÒÉÞ£Í ÂÏÌÅÅ Ì£ÇËÕÀÇÉÒÀ ÎÁ �ÅÒÅ×ÅÛÉ×ÁÀÝÕÀ ÞÁÛËÕ.4.43. ðÒÉ k = 1 ÉÌÉ k = 2. åÓÌÉ ÎÁ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÛËÅ ÌÅÖÁÔ ÇÉÒÉa1; : : : ; ak ÏÂÝÅÊ ÍÁÓÓÙ ò , Á ÎÁ �ÒÁ×ÏÊ ÇÉÒÉ b1; : : : ; bk ÏÂÝÅÊ ÍÁÓÓÏÊS, ÔÏ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ 0 < P − S 6 2(Ái − bi) �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ i.óËÌÁÄÙ×ÁÑ k ÔÁËÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×, �ÏÌÕÞÁÅÍ k(P −S) 6 2(P −S), Ô. Å.k 6 2.4.44. îÁÚÏ×ÅÍ ÇÉÒÀ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ, ÕÂÒÁ× Å£, ÍÏÖÎÏ ÒÁÚ-ÂÉÔØ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÎÁ k ÒÁ×ÎÙÈ �Ï ÍÁÓÓÅ ÇÒÕ��. ðÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈÇÉÒØ ÍÅÎØÛÅ k. äÏËÁÖÅÍ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ k ÍÁÓÓÁ ÎÅÓÕ-ÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÉÒÉ ËÒÁÔÎÁ kn, Ô. Å. ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÏÅÞÉÓÌÏ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÒÁ×ÎÁ 0. äÌÑ n = 1 ÍÁÓÓÁ ×ÓÅÈ ÇÉÒØ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ kÉ ÂÅÚ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÉÒÉ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ k, ÚÎÁÞÉÔ, ÍÁÓÓÁ ÕÂÒÁÎÎÏÊÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÉÒÉ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ k. ðÕÓÔØ ÍÁÓÓÁ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊÇÉÒÉ ËÒÁÔÎÁ kn. �ÏÇÄÁ, ÔÁË ËÁË ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÇÉÒØ ÍÅÎØÛÅ k, ÔÏ



264 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉÅÓÔØ ÇÒÕ��Á, ×ÓÅ ÇÉÒÉ × ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ (ÉÎÁÞÅ ÎÅÓÕÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÇÉÒØ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÇÒÕ��). íÁÓÓÁ ÇÒÕ�� ÉÚ ÎÅ-ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÇÉÒØ ËÒÁÔÎÁ kn, ×ÓÅÇÏ ÇÒÕ�� k, Á ÍÁÓÓÁ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈÔÁËÉÈ ÇÒÕ�� ÏÄÉÎÁËÏ×Á. úÎÁÞÉÔ, ÍÁÓÓÁ ×ÓÅÈ ÇÉÒØ ËÒÁÔÎÁ kn+1 ËÁËÄÏ ÔÏÇÏ, ËÁË ÕÂÒÁÎÁ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÇÉÒÑ, ÔÁË É �ÏÓÌÅ. óÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, ÍÁÓÓÁ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÉÒÉ ËÒÁÔÎÁ kn+1.4.45. ðÕÓÔØ mi | ÍÁÓÓÙ ÇÉÒÅË, xi | ÍÁÓÓÙ ÛÁÒÉËÏ×. �ÏÇÄÁ(m1−m2)+(m2−m3)+: : :+(m9−m10)+(m10−m1) = 0. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ×ÅÌÉÞÉÎÙ × ÓËÏÂËÁÈ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÒÁ×ÎÙ ÍÁÓÓÁÍ ÛÁÒÉËÏ×. ðÅÒÅÎÅÓÅÍ×ÓÅ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ × �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ Ó �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÍÚÎÁËÏÍ, �ÏÌÕÞÉÍ: xi1 + : : :+ xik = xik+1 + : : :+ xi10 .4.46. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÁÓÓÙ ËÕÓÏÞËÏ× × �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ: m1,m2; : : : ;m9. îÁÌÅ×Ï �ÏÌÏÖÉÍ 1-Ê, 3-Ê, 5-Ê É 7-Ê ËÕÓÏÞËÉ, Á ÎÁ�ÒÁ-×Ï | 2-Ê, 4-Ê, 6-Ê É 8-Ê. �ÏÇÄÁm1 +m3 +m5 +m7 6 m2 +m4 +m6 +m8:á ÅÓÌÉ ÎÁÌÅ×Ï ÄÏÂÁ×ÉÔØ 9-Ê ËÕÓÏÞÅË, ÔÏm1 +m3 +m5 +m7 +m9 > m2 +m4 +m6 +m8:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ 9-Ê ËÕÓÏÞÅË.4.47. âÒÏÎÚÏ×ÙÅ ÇÉÒØËÉ ×ÅÓÑÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ 1 + 2+ : : :+ 9 == 45 Ç, Á ÖÅÌÅÚÎÙÅ | ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ 11+12+: : :+19 = 135 Ç. åÓÌÉÂÙ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÂÙÌÏ ÓÔÒÏÇÉÍ, ÔÏ ×ÅÓ ÖÅÌÅÚ-ÎÙÈ ÇÉÒÅË �ÒÅ×ÙÛÁÌ ÂÙ ×ÅÓ ÂÒÏÎÚÏ×ÙÈ ÇÉÒÅË ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 90 Ç.úÎÁÞÉÔ, ÂÒÏÎÚÏ×ÙÅ ÇÉÒØËÉ ×ÅÓÑÔ 45 Ç, Á ÖÅÌÅÚÎÙÅ | 135 Ç, Á ÜÔÏ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÄÅ×ÑÔØ ÓÁÍÙÈ Ì£ÇËÉÈ ÇÉÒÅË | ÂÒÏÎÚÏ×ÙÅ,Á ÄÅ×ÑÔØ ÓÁÍÙÈ ÔÑÖ£ÌÙÈ | ÖÅÌÅÚÎÙÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÚÏÌÏÔÁÑ ÇÉÒØËÁ×ÅÓÉÔ 10 Ç.4.48. âÕÄÅÍ ÒÁÎÅÅ ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÊ ÓÁÈÁÒ ÓÙ�ÁÔØ ÎÁ ÞÁÛËÕ ÷, ÏÔ-ÍÅÒÑÅÍÙÊ ÓÁÈÁÒ ÓÙ�ÁÔØ ÎÁ ÞÁÛËÕ á, Á ÇÉÒØËÕ ç ÉÎÏÇÄÁ ËÌÁÓÔØ ÎÁÞÁÛËÕ ÷. �ÏÇÄÁ �ÏÌÕÞÉÍ ÔÁËÕÀ ÓÈÅÍÕ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ:� 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10A 1 2 4 8 16 31 63 125 250 500B ç 1 + ç 3 + ç 7 + ç 15 + ç 31 62 + ç 125 250 500íÏÖÎÏ ÄÁÔØ ÄÒÕÇÕÀ ÓÈÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÏ×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ, ÅÓÌÉ ËÌÁÓÔØ ÇÉ-ÒÀ É ÎÁ ÞÁÛËÕ A. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÄÅÓÑÔØÀ ÕÒÁ×ÎÏ-×ÅÛÉ×ÁÎÉÑÍÉ, ÏÂÏÊÔÉÓØ ÎÅÌØÚÑ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÚÁ ÏÄÎÏ ÕÒÁ×ÎÏ×Å-ÛÉ×ÁÎÉÅ ×ÅÓ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÏÔÍÅÒÅÎÎÏÇÏ ÓÁÈÁÒÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÁÍÏÅÂÏÌØÛÅÅ ÒÁ×ÅÎ ×ÅÓÕ ÓÁÈÁÒÁ, ÏÔÍÅÒÅÎÎÏÇÏ ÒÁÎÅÅ, �ÌÀÓ 1 ÇÒÁÍÍ.�ÏÇÄÁ ÚÁ 9 ÕÒÁ×ÎÏ×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÏÔÍÅÒÉÔØ ÓÁÍÏÅ ÂÏÌØÛÅÅ511 Ç.



4. ÷Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅ 2654.49. ðÕÓÔØ k | ÍÁÓÓÁ ÓÁÍÏÊ ÔÑÖ£ÌÏÊ ÇÉÒÉ, Á m | ÞÉÓÌÏÇÉÒØ ÍÁÓÓÙ 1. �ÏÇÄÁ m > k. ÷ ÌÀÂÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ÍÁÓÓÙ ÇÉÒØ ÎÁ Ä×ÕÈÞÁÛËÁÈ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ k. ðÏÜÔÏÍÕ, �ÏÓÌÅ ÔÏÇÏ ËÁËÂÕÄÕÔ �ÏÌÏÖÅÎÙ ÎÁ ×ÅÓÙ ×ÓÅ ÇÉÒÉ ÍÁÓÓÙ, ÂÏÌØÛÅÊ 1, ÞÁÛËÉ ÍÏÖÎÏÕÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÔØ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÇÉÒØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÓÓÙ.4.50. íÏÖÎÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ n, ÄÅÓÑÔØÇÉÒØ ÍÁÓÓÁÍÉ n + 1 Ç, n + 2 Ç, : : : , n + 10 Ç ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÎÁ�ÑÔØ ÇÒÕ�� ÔÁË, ÞÔÏÂÙ × ËÁÖÄÕÀ ÇÒÕ��Õ �Ï�ÁÌÉ Ä×Å ÇÉÒÉ ÏÂÝÅÊÍÁÓÓÏÊ 2n+ 11 ÇÒÁÍÍÏ×:I II III IV Vn+ 1 n+ 2 n+ 3 n+ 4 n+ 5n+ 10 n+ 9 n+ 8 n+ 7 n+ 6òÁÓ�ÒÅÄÅÌÉÍ ÔÁË ÓÎÁÞÁÌÁ �Ï �ÑÔÉ ÇÒÕ��ÁÍ ÔÁË, ËÁË ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ×ÕÓÌÏ×ÉÉ ÚÁÄÁÞÉ, ÇÉÒÉ ÏÔ 16 Ç ÄÏ 25 Ç (ÜÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÁÓÓ �ÏÌÕÞÁÀÔ-ÓÑ �ÒÉ � = 15). úÁÔÅÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÉÍ ÇÉÒÉ ÍÁÓÓÁÍÉ 26{35 Ç (n = 25),36{45 Ç (� = 35), : : : , 1976{1985 Ç (n = 1975). ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÏÓÔÁ×-ÛÉÅÓÑ ÇÉÒÉ ÍÁÓÓÁÍÉ ÏÔ 1 Ç ÄÏ 15 Ç ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÉÍ �Ï ÉÍÅÀÝÉÍÓÑÇÒÕ��ÁÍ ÔÁË, ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ × ÔÁÂÌÉ�Å:I II III IV V1 2 3 4 510 7 9 6 813 15 12 14 114.51. ÷ÏÓÅÍØ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉ-ÓÅÌ | x2; (x + 1)2; : : : ; (x + 7)2 ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ Ä×Å ÇÒÕ��Ù, �Ï4 ÞÉÓÌÁ × ËÁÖÄÏÊ, ÔÁË, ÞÔÏ ÓÕÍÍÙ ÞÉÓÅÌ × ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕ��Å ÂÕÄÕÔÒÁ×ÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÏÂÒÁÚÏÍ: x2, (x+3)2, (x+5)2, (x+6)2 É (x+1)2, (x+2)2, (x+4)2,(x + 7)2. ðÏÌÁÇÁÑ È = 8k + 1, ÇÄÅ k = 0; 1; : : : ; 124 ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍÞÅÔ×£ÒËÉ ÇÉÒØ ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ É ÄÌÑ ÄÒÕÇÏÊ ÇÒÕ��Ù.4.52. ðÒÉ n = 8. îÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ ÓÅÍÉ ÇÉ-ÒÅË Ó ×ÅÓÁÍÉ 1 Ç, 2 Ç, 3 Ç, 5 Ç, 8 Ç, 13 Ç É 21 Ç ÎÅÌØÚÑ ×ÙÄÅÌÉÔØ Ä×Å�ÁÒÙ ÇÉÒÅË, ÕÒÁ×ÎÏ×ÅÛÉ×ÁÀÝÉÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÉÚ 8 ÇÉÒÅË ÔÁËÉÅ �ÁÒÙ ÎÁÊÄÕÔ-ÓÑ. éÚ 8 ÇÉÒÅË ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ 8 · 7=2 = 28 ÒÁÚÎÙÈ �ÁÒ (�ÁÒÙÒÁÚÎÙÅ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÇÉÒØËÕ, ÎÅ ÓÏ-ÄÅÒÖÁÝÕÀÓÑ × ÄÒÕÇÏÊ �ÁÒÅ), Á ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÎÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÁÚ-ÎÏÓÔÅÊ ×ÅÓÏ× ÇÉÒÅË ÎÅ ÂÏÌÅÅ 20 (ÔÁË ËÁË ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁ×ÎÁ1, Á ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ | 20). éÔÁË, �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ 8 ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ �Ï-×ÔÏÒÑÀÔÓÑ. ïÄÎÁËÏ ÞÁÓÔØ ÉÚ ÜÔÉÈ �Ï×ÔÏÒÑÀÝÉÈÓÑ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ �Ï-ÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ ×ÉÄÁ a − b = b − 
, ÇÄÅ Á > b > Ó |



266 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ×ÅÓÁ ÇÉÒÅË. �ÁËÉÅ ÔÒÏÊËÉ (a; b; Ó) ÓÏ ÓÒÅÄÎÉÍ ÞÌÅÎÏÍ b ÎÁÚÏ×ÅÍ�ÌÏÈÉÍÉ. åÓÌÉ ÅÓÔØ Ä×Å �ÌÏÈÉÅ ÔÒÏÊËÉ Ó ÏÂÝÉÍ ÞÌÅÎÏÍ (a1; b; 
1)É (a2; b; 
2), ÔÏ a1 + 
1 = a2 + 
2. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÌÏÈÉÈ ÔÒÏÅËÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÒÅÄÎÉÈ ÞÌÅÎÏ×, Á �ÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÉÂÏÌØ-ÛÅÅ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÉÍÉ, ÔÏ ÔÁËÉÈ ÔÒÏÅË ÎÅÂÏÌÅÅ 6. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ Ä×ÕÈ �Ï×ÔÏÒÑÀÝÉÈÓÑ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ. åÓ-ÌÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ �ÏÒÏÖÄÅÎÁ �ÌÏÈÏÊ ÔÒÏÊËÏÊ, ÎÅ ×ÏÛÅÄÛÅÊ × ÞÉÓÌÏÒÁÎÅÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ, ÔÏ Å£ ÓÒÅÄÎÉÊ ÞÌÅÎ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÒÅÄÎÉÍÞÌÅÎÏÍ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÉÈ, Ô. Å. a1 − b = b − 
1 É a2 − b = b − 
2, ÏÔ-ËÕÄÁ a1 + 
1 = a2 + 
2. åÓÌÉ ÖÅ ÎÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊÎÅ �ÏÒÏÖÄÅÎÁ �ÌÏÈÏÊ ÔÒÏÊËÏÊ, ÔÏ ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÍ ÒÁÚÎÏÓÔÑÍ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ Ä×Å ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÂÝÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ �ÁÒÙ ÇÉÒÅË. �ÏÇÄÁp− q = r − s É p+ s = q + r.4.53. úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÑÂÌÏËÉ × �ÏÒÑÄËÅ ÎÅÕÂÙ×ÁÎÉÑ ×ÅÓÏ× É �Ï-ÌÏÖÉÍ × k-Ê �ÁËÅÔ ÑÂÌÏËÉ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ k É 301 − k. äÌÑ ÌÀÂÙÈÄ×ÕÈ �ÁËÅÔÏ× �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÎÉÈ | ÑÂÌÏËÉ Ó ×ÅÓÁÍÉa É b, × ÄÒÕÇÏÍ | Ó ×ÅÓÁÍÉ Ó É d, ÇÄÅ Á 6 b 6 Ó 6 d. éÍÅÅÍ:a + d 6 
 + 2b 6 1;5
 + 1;5b É b + 
 6 d + 2a 6 1;5a + 1;5d ÞÔÏ ÉÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.4.54. îÅÔ. ðÕÓÔØ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÇÉÒÉ A, B, C, D, E. ÷ÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ5! = 120 ÒÁÚÎÙÈ Ó�ÏÓÏÂÏ× Õ�ÏÒÑÄÏÞÉ×ÁÎÉÑ ÜÔÉÈ ÇÉÒØ. á �ÒÉ ÕÓÌÏ-×ÉÉ m(A) < m(B) < m(C) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ 5!=3! = 20 ÒÁÚÎÙÈ Ó�ÏÓÏÂÏ×Õ�ÏÒÑÄÏÞÉ×ÁÎÉÑ ×ÅÓÏ×. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ÎÁ ËÁËÏÊ-ÔÏ ×Ï�ÒÏÓ �ÏÌÕÞÅÎÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ, ÔÏ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ ÍÏÖÅÔ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÎÅ ÂÏ-ÌÅÅ 20 ×ÁÒÉÁÎÔÏ×. úÎÁÞÉÔ, �ÅÒ×ÙÅ �ÑÔØ ×Ï�ÒÏÓÏ× ÍÏÇÕÔ ÉÓËÌÀÞÉÔØÎÅ ÂÏÌÅÅ 20 · 5 = 100 ×ÁÒÉÁÎÔÏ×. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÞÅÔÙÒ£È×Ï�ÒÏÓÏ× ÍÏÖÅÔ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ �ÏÌÏ×ÉÎÙ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ×Á-ÒÉÁÎÔÏ×. �Ï ÅÓÔØ, �ÏÓÌÅ ÛÅÓÔÏÇÏ ×Ï�ÒÏÓÁ ÍÏÖÅÔ ÏÓÔÁÔØÓÑ ÎÅ ÍÅ-ÎÅÅ 10 ×ÁÒÉÁÎÔÏ×, : : : , �ÏÓÌÅ ÄÅ×ÑÔÏÇÏ ×Ï�ÒÏÓÁ ÍÏÖÅÔ ÏÓÔÁÔØÓÑ �ÏËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ä×Á ×ÁÒÉÁÎÔÁ. éÔÁË, �ÒÉ ÌÀÂÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉÉÚ ÄÅ×ÑÔÉ ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÈ ×Ï�ÒÏÓÏ× ÎÁÊÄÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÔ-×ÅÔÏ×, ËÏÔÏÒÏÊ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ä×Á ×ÁÒÉÁÎÔÁ Õ�Ï-ÒÑÄÏÞÉ×ÁÎÉÑ ×ÅÓÏ× ÇÉÒØ.4.55. ðÕÓÔØ ÍÁÓÓÙ ÇÉÒØ m1 < m2 < : : : < mn. Á) âÕÄÅÍ ÓÔÁ×ÉÔØÇÉÒÉ ÔÁË: ÎÁ ÌÅ×ÕÀ ÞÁÛËÕ m1, ÚÁÔÅÍ ÎÁ �ÒÁ×ÕÀ m2, ÎÁ ÌÅ×ÕÀ m3,ÎÁ �ÒÁ×ÕÀ m4 É Ô. Ä. ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ××Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ ÂÕÄÅÔ ÔÁËÏÊ: LRLRLR : : : üÔÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÁËÏÇÏ�ÒÏÓÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.ìÅÍÍÁ. åÓÌÉ 0 < m1 < : : : < mk, ÔÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÕÍÍm1+m3+ : : :É m2 + m4 + : : : (ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ×ÓÅ k ÄÁÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ) ÂÏÌØÛÅ ÔÁ, ×ËÏÔÏÒÕÀ �Ï�ÁÄÁÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ mk.



5. ðÒÉÎ�É� äÉÒÉÈÌÅ 267äÌÑ Å£ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÁÄÏ �ÒÉ Þ£ÔÎÏÍ k ÓÌÏÖÉÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ám1 < m2;m3 < m4; : : : ;mk−1 < mk;Á �ÒÉ ÎÅÞ£ÔÎÏÍ k |m1 > 0;m3 > m2; : : : ;mk > mk−1:üÔÁ ÖÅ ÌÅÍÍÁ, ÎÏ × �ÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë ÏÔÒÅÚËÕ ml < ml+1 < : : : << mk−1 < mk, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍÕ ÉÚ k−l+1 ÞÉÓÅÌ, �ÒÉÇÏÄÉÔÓÑ × ÒÅÛÅÎÉÉ�ÕÎËÔÁ Â).Â) õÄÏÂÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ �ÏÒÑÄÏË ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ ÇÉÒØ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÉÊ ÄÁÎÎÏÍÕ ÓÌÏ×Õ ÉÚ ÂÕË× L É R, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ËÏÎ�Á ÓÌÏ×Á. ðÏÓÔÁ×ÉÍ×ÓÅ ÇÉÒÉ Ó Þ£ÔÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÎÁ ÏÄÎÕ ÞÁÛËÕ, Ó ÎÅÞ£ÔÎÙÍÉ | ÎÁÄÒÕÇÕÀ, �ÒÉÞ£Í ÓÁÍÕÀ ÔÑÖ£ÌÕÀ ÇÉÒÀ mn �ÏÓÔÁ×ÉÍ ÎÁ ÌÅ×ÕÀ ÉÌÉ�ÒÁ×ÕÀ ÞÁÛËÕ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÂÕË×ÏÊ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á;ÚÁÔÅÍ, �ÅÒÅÈÏÄÑ ÏÔ ËÁÖÄÏÊ ÂÕË×Ù ÓÌÏ×Á Ë �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ, ÂÕÄÅÍ ÓÎÉ-ÍÁÔØ ÓÁÍÕÀ ÔÑÖ£ÌÕÀ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÇÉÒØ, ÅÓÌÉ ÄÏÌÖÎÁ �ÒÏÉÚÏÊÔÉÓÍÅÎÁ ÂÕË×Ù (L ÎÁ R ÉÌÉ R ÎÁ L), É ÓÁÍÕÀ Ì£ÇËÕÀ | ÅÓÌÉ ÎÅÄÏÌÖÎÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚÏË ÉÚ (ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎ-ÎÙÈ �ÏÄÒÑÄ) ÇÉÒØ, ËÏÔÏÒÙÅ, ÞÅÒÅÄÕÑÓØ, ÓÔÏÑÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ É ÄÒÕÇÏÊÞÁÛËÅ; Ë ÎÅÍÕ �ÒÉÍÅÎÉÍÁ ÌÅÍÍÁ.
5. ðòéîãéð äéòéèìå5.1. ÷ ÒÕÓÓËÏÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÅ 33 ÂÕË×Ù. 5.5. 367.5.9. ðÕÓÔØ ÑÂÌÏË ËÁÖÄÏÇÏ ÓÏÒÔÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 26, ÔÏÇÄÁ ×ÓÅÇÏ ÑÂÌÏË× ÑÝÉËÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 26 · 4 = 104, Á �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ ÉÈ 105. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.5.10. ÷ÅÒÎÏ. 5.12. 7. 5.13. Á) 3; Â) 5; ×) 5; Ç) 3. 5.14. 75.5.15. ðÕÓÔØ �ÒÉ ÏËÒÁÓËÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÏ n 6 9 ÒÁÚÎÙÈ �×ÅÔÏ×,ÔÏÇÄÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ 82 > 9 · 9 > n · 9, �Ï ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏÍÕ �ÒÉÎ�É�ÕäÉÒÉÈÌÅ ÎÁÊÄÕÔÓÑ 10 ËÕÂÉËÏ× ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ.5.16. åÓÌÉ ×Ï ×ÓÅÈ ÛËÏÌÁÈ ÂÕÄÅÔ ÒÁÚÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÏ×, ÔÏ×ÓÅÇÏ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÏ× ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ 0+ 1+ : : :+ 6 = 21 > 20.5.18. îÅÌØÚÑ. 5.19. ÷ÅÒÎÏ.5.20. íÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ n, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ 200 < n(n − 1)=2, ÌÅÇËÏÎÁÊÔÉ: n = 21.5.21. 14. 5.22. 15 · 14=2 = 105 > 100.5.1. ðÒÉÎ�É� äÉÒÉÈÌÅ É ÄÅÌÉÍÏÓÔØ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ5.23. ðÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ n ×ÓÅÇÏ ÍÏÖÅÔ �ÏÌÕÞÉÔØÓÑ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈÏÓÔÁÔËÏ×: 0; 1; : : : ; n− 1.



268 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ5.24. åÓÌÉ Õ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ (�ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁn), ÔÏ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n.5.25. óÒÅÄÉ ÔÒ£È ÞÉÓÅÌ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Á ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ Þ£ÔÎÏÓÔÉ.5.26. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ.5.27. ä×ÕÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ �ÉÆÒÁÍÉ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 11.5.28. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ 1999 ÞÉÓÅÌ:1; 11; : : : ; 11 : : : 11
︸ ︷︷ ︸1999 :óÒÅÄÉ ÎÉÈ ÅÓÔØ Ä×Á Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ ÏÓÔÁÔËÁÍÉ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 1998.éÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ | ÉÓËÏÍÏÅ ÞÉÓÌÏ.5.29. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ 5.28, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ ×ÉÄÁ 11 : : : 1 · 10k, ÄÅ-ÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ 1997, ÎÏ 10k É 1997 ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ.5.30. óÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ 1996, 19961996, . . . , 19961996 : : : 1996(1998 �Ï×ÔÏÒÅÎÉÊ) ÅÓÔØ Ä×Á Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ ÏÓÔÁÔËÁÍÉ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉÎÁ 1997. äÁÌÅÅ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÍ ËÁË × 5.28.5.31. íÏÖÎÏ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ä×Å ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ 4,ÄÁÀÝÉÅ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 10, 100 ÉÌÉ 1000.5.32.íÏÖÎÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ 104 ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ÞÉÓÌÁ 3: 3; : : : ; 3104 . òÁÚ-ÎÙÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÏÓÔÁÔËÏ× �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 104 ÂÕÄÅÔ 104 − 1, Á ÞÉ-ÓÅÌ | 104. úÎÁÞÉÔ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ m É n (m > n), ÞÔÏ 3m−3nÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 104. 3m − 3n = 3n(3m−n − 1). �ÁË ËÁË 3n É 104 ×ÚÁ-ÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ, ÔÏ 3m−n − 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 104, Ô. Å. 3m−n − 1 = 104k,3m−n = 104k + 1, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.5.33. ðÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 3 ÅÓÔØ ÔÒÉ ÏÓÔÁÔËÁ: 0, 1, 2. �ÁË ËÁË 7 == 3 · 2 + 1, ÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÒÉ ÞÉÓÌÁ, ÄÁÀÝÉÅ ÏÄÉÎ ÏÓÔÁÔÏË.5.34. ×) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ n ÓÕÍÍ: Á1, Á1 + Á2; : : : ; Á1 + Á2 + : : :+ Án.îÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÏÓÔÁÔËÏ× n− 1, �ÏÜÔÏÍÕ ÎÁÊÄÕÔÓÑ 2 ÓÕÍÍÙ Ó ÏÄÉÎÁËÏ-×ÙÍ ÏÓÔÁÔËÏÍ. éÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ | ÔÏÖÅ ÓÕÍÍÁ.5.35. óÒÅÄÉ n+1 ÞÉÓÅÌ m, m2; : : : ;mn+1 ÅÓÔØ Ä×Á Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÏÓÔÁÔËÏÍ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ n. éÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ ml −mt = mt(ml−t − 1)ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n, ÚÎÁÞÉÔ, ml−t − 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n, Ô. Ë. m É n ×ÚÁÉÍÎÏ�ÒÏÓÔÙ.5.36. ìÀÂÙÅ Ä×Á ÉÚ ÄÅ×ÑÔÉ ÞÉÓÅÌ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ8, ÚÎÁÞÉÔ, ÉÈ ÏÂÝÉÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ 2, 3,5, 7. óÒÅÄÉ 9 ÞÉÓÅÌ 4 ÉÌÉ 5 Þ£ÔÎÙÅ, Á ÉÚ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÎÁ 3 ÄÅÌÉÔÓÑÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ. åÓÌÉ Þ£ÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ 4 ÉÌÉ ÓÒÅÄÉ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÌÉÛØÏÄÎÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3, Ô. Å. ÏÄÎÏ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ, ÎÅ ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ 3, 5, 7,Ô. Å. ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÏÅ Ó ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ. åÓÌÉ Þ£ÔÎÙÈ | 5 (1-Å, 3-Å,5-Å, 7-Å, 9-Å) É ÓÒÅÄÉ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ 2 ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 3 (2-Å É 8-Å), ÔÏ 4-Å



5. ðÒÉÎ�É� äÉÒÉÈÌÅ 269ÉÌÉ 6-Å ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 5. üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÎÁ 2 É 3, Á ÏÔÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 5.5.37. äÌÑ ÒÁ×ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÓÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÕÓÔØ Á1 6= Á. òÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ 100 ÞÉÓÅÌ: Á1, Á2, Á1+Á2, Á1 + Á2 + Á3; : : : ; Á1 + : : :+ Á99. ïÄÎÏÉÚ ÎÉÈ ÉÌÉ ÖÅ ÒÁÚÎÏÓÔØ Ä×ÕÈ ÉÚ ÎÉÈ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 100, Ô. Ë. ÜÔÏ ÞÉÓÌÏÂÏÌØÛÅ 0 É ÍÅÎØÛÅ 200, ÏÎÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÏ 100.5.38. óÒÅÄÉ �ÅÒ×ÙÈ Ä×ÁÄ�ÁÔÉ ÉÚ ÄÁÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Á,Õ ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ �ÉÆÒÁ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÒÁ×ÎÁ 0. èÏÔÑÂÙ Õ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ �ÅÒÅÄ 0 ÓÔÏÉÔ �ÉÆÒÁ, ÎÅ ÒÁ×ÎÁÑ9. ðÕÓÔØ N | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ, s | ÓÕÍÍÁ ÅÇÏ �ÉÆÒ. �ÏÇÄÁ ÞÉÓÌÁ N ,N + 1; : : : ; N + 9, N + 19 ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ÓÒÅÄÉ ÄÁÎÎÙÈ 39 É ÉÍÅÀÔÓÕÍÍÙ �ÉÆÒ s, s + 1,. . . , s + 10. îÏ ÓÒÅÄÉ 11 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈÞÉÓÅÌ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 11.5.2. ðÒÉÎ�É� äÉÒÉÈÌÅ É ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ5.39. åÓÌÉ ÂÙ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÇ ËÕ�ÉÔØ ÍÁÇÎÉÔÏÆÏÎ, ÔÏ × ÓÕÍÍÅÂÙÌÏ ÂÙ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 5 · 320 = 1600 ÄÏÌÌÁÒÏ×.5.40. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ ×Ï ×ÓÅÈ ÇÒÕ��ÁÈ 9! > 713 .5.41. ïÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ. �ÏÇÄÁ ÎÁ 5 �ÏÌËÁÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 3+4·39 = 159.5.42. ÷ÅÒÎÏ.5.43. 29 = 35− 1− 2− 3 = 7 · 4 + 1.5.44. òÁÚÏÂØ£Í ÞÉÓÌÁ ÏÔ 10 ÄÏ 99 ÎÁ �ÁÒÙ (10; 89); : : : ; (49; 51)ÔÁË, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × �ÁÒÅ ÂÙÌÁ ÒÁ×ÎÁ 100. åÓÔØ 10 ÞÉÓÅÌ ÂÅÚ�ÁÒÙ: 50, 91; : : : ; 99 É 40 �ÁÒ, Ô. Å. ×ÓÅÇÏ 50 ËÌÅÔÏË.5.45. òÁÚÏÂØ£Í ×ÓÅÈ ÌÀÄÅÊ ÎÁ 50 �ÁÒ, ÓÉÄÑÝÉÈ ÄÒÕÇ ÎÁ�ÒÏÔÉ×ÄÒÕÇÁ.5.46. 30− 1 = 29 = 2 · 14 + 1.5.47. äÌÑ ÏÄÎÏËÌÁÓÓÎÉËÏ× ðÅÔÉ ÅÓÔØ 29 ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÞÉÓÌÁ ÄÒÕ-ÚÅÊ: ÏÔ 0 ÄÏ 28. îÏ, ÅÓÌÉ ËÔÏ-ÔÏ ÄÒÕÖÉÔ ÓÏ ×ÓÅÍÉ, ÔÏ Õ ×ÓÅÈ ÎÅÍÅÎØÛÅ ÏÄÎÏÇÏ ÄÒÕÇÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÌÉÂÏ ÅÓÔØ ÔÁËÏÊ, ËÔÏ ÄÒÕÖÉÔ ÓÏ×ÓÅÍÉ, ÌÉÂÏ ÅÓÔØ ÔÁËÏÊ, ËÔÏ ÎÅ ÄÒÕÖÉÔ ÎÉ Ó ËÅÍ. ÷ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈÏÓÔÁÅÔÓÑ 28 ×ÁÒÉÁÎÔÏ×: ÌÉÂÏ ÏÔ 1 ÄÏ 28, ÌÉÂÏ ÏÔ 0 ÄÏ 27. óÁÍÙÊÄÒÕÖÅÌÀÂÎÙÊ ÄÒÕÖÉÔ Ó ðÅÔÅÊ, Á ÓÁÍÙÊ ÎÅÄÒÕÖÅÌÀÂÎÙÊ | ÎÅÔ.ðÏÓÌÅ �ÅÒÅ×ÏÄÁ ÜÔÉÈ Ä×ÏÉÈ × ÄÒÕÇÏÊ ËÌÁÓÓ Õ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÏÄÎÏËÌÁÓÓ-ÎÉËÏ× ÂÕÄÅÔ ÒÁÚÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÒÕÚÅÊ. ðÏ×ÔÏÒÑÑ ÜÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ 14ÒÁÚ, �ÅÒÅ×ÅÄÅÍ × ÄÒÕÇÏÊ ËÌÁÓÓ 14 �ÁÒ, × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÄÉÎðÅÔÉÎ ÄÒÕÇ. éÔÁË, ÄÒÕÚÅÊ Õ ðÅÔÉ 14.5.48. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ 20 ÓÁÍÙÈ ÓÔÁÒÛÉÈ ÒÅÂÑÔ. åÓÌÉ ÓÁÍÏÍÕ ÍÌÁÄ-ÛÅÍÕ ÉÓ�ÏÌÎÉÌÏÓØ 14 ÌÅÔ, ÔÏ ÉÍ ×ÓÅÍ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 14 · 20 = 280. åÓÌÉ



270 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉÓÁÍÏÍÕ ÍÌÁÄÛÅÍÕ ÍÅÎØÛÅ 14 ÌÅÔ, ÔÏ 11 ÏÓÔÁ×ÛÉÍÓÑ ×ÍÅÓÔÅ ÍÅÎØ-ÛÅ 154, ÔÏÇÄÁ ÎÁ ÄÏÌÀ 20 ÓÔÁÒÛÉÈ ÒÅÂÑÔ �ÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ434− 154 = 280.5.49. 3. �ÁË ËÁË 253 : 23 = 11, ÔÏ ÒÅÂÑÔ �Ï 12 É 13 ÌÅÔ ÄÏÌÖ-ÎÏ ÂÙÔØ ÍÁÌÏ. íÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï 3 É 2 ÞÅÌÏ×ÅËÁ, ÔÏÇÄÁ10-ÌÅÔÎÉÈ | 18, Á 11-ÌÅÔÎÉÈ | 11.5.50. 8. ðÕÓÔØ ÎÁ �ÅÒ×ÏÍ ËÕÒÓÅ x ÜËÚÁÍÅÎÏ×, ÔÏÇÄÁ ÎÁ ×ÔÏÒÏÍ |ÎÅ ÍÅÎØÛÅ È+1, ÎÁ ÔÒÅÔØÅÍ | ÎÅ ÍÅÎØÛÅ x+2, ÎÁ ÞÅÔ×£ÒÔÏÍ |ÎÅ ÍÅÎØÛÅ x + 3. îÁ �ÑÔÏÍ | 3È, ÔÏÇÄÁ ÎÁ ÞÅÔ×£ÒÔÏÍ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ3È−1 É Ô. Ä. �ÏÇÄÁ 7È+6 6 31 6 13È−6, ÏÔËÕÄÁ È = 3. úÎÁÞÉÔ, ÎÁ4-Í ËÕÒÓÅ ÏÔ x+ 3 = 6 ÄÏ 3x− 1 = 8 ÜËÚÁÍÅÎÏ×. ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ,ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÜËÚÁÍÅÎÏ× 6 ÉÌÉ 7, ÉÈ ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÅÎØÛÅ 31.5.51. óÕÍÍÙ ÞÉÓÅÌ ÍÏÇÕÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ ÏÔ −6 ÄÏ +6, Ô. Å. ×ÓÅÇÏ 13ÚÎÁÞÅÎÉÊ. óÔÒÏË × Ë×ÁÄÒÁÔÅ 6, ÓÔÏÌÂ�Ï× 6, ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ 2. ÷ÓÅÇÏ 14.5.52. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÁÂÏÒÏ× (ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ) ÉÚ ÔÒ£È Ï�ÅÎÏË ÒÁ×ÎÏ43 = 64.5.53. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÒÕÖÏË, ËÁÖÄÙÊ ÞÅÌÏ×ÅË ËÏÔÏ-ÒÏÇÏ �ÏÓÅÝÁÅÔ ÅÝ£ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ËÒÕÖÏË. åÓÌÉ ÂÙ ÔÁËÏÇÏ ËÒÕÖËÁÎÅ ÂÙÌÏ, Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌ ÕÞÅÎÉË × ÌÀÂÏÍ ËÒÕÖËÅ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ�ÏÓÅÝÁÅÔ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ËÒÕÖËÁ, ÔÏ ÕÞÅÎÉËÏ× ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍËÒÕÖËÏ×. îÏ ËÒÕÖËÏ× 33, Á ÕÞÅÎÉËÏ× 32. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. úÎÁÞÉÔ,ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÒÕÖÏË, ËÁÖÄÙÊ ÕÞÅÎÉË ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÓÅÝÁÅÔ ÅÝ£ ÈÏÔÑÂÙ ÏÄÉÎ ËÒÕÖÏË. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÔÏÔ ËÒÕÖÏË. ïÎ Ó ÄÒÕÇÉÍÉ ËÒÕÖ-ËÁÍÉ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÌÉÂÏ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÕÞÅÎÉËÕ Ó ÔÒÅÍÑ ËÒÕÖËÁÍÉ, ÌÉÂÏ�Ï Ä×ÕÍ ÕÞÅÎÉËÁÍ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ËÒÕÖËÏ× É �Ï ÏÄÎÏÍÕÕÞÅÎÉËÕ Ó ÄÒÕÇÉÍ ËÒÕÖËÏÍ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÊËÒÕÖÏË, ËÏÔÏÒÙÊ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÍÉ ÒÏ×ÎÏ �Ï ÏÄÎÏ-ÍÕ ÕÞÅÎÉËÕ.5.54. 26. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ �Ï 2, 3, 4 É 5 ÚÁÄÁÞ ÍÏÇ �ÒÉÄÕÍÁÔØ ÔÏÌØËÏÏÄÉÎ ÞÅÌÏ×ÅË.5.55. 29. éÚ �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÒÑÄÏ× ÎÅ ÂÏÌÅÅ 29, ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ |ÎÅ ÍÅÎÅÅ 29.5.56. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×ÕÈ ÕÞÅÎÉËÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÄÒÕÖÁÔ ÍÅÖÄÕÓÏÂÏÊ. �ÏÇÄÁ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ 23 ÕÞÅÎÉËÏ× ËÁÖÄÙÊ ÄÒÕÖÉÔ Ó ËÅÍ-ÔÏÉÚ ÎÉÈ.5.57. åÓÌÉ ÍÅÎÅÅ 15 ÕÞÅÎÉËÏ× ÕÞÉÔÓÑ × ÏÄÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ, ÔÏ ×ÏÚ-ÍÏÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÔÏÇÄÁ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 5. ÷ÙÂÉÒÁÑ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÌÉÂÏ�Ï Ä×ÏÅ, ÌÉÂÏ �Ï ÏÄÎÏÍÕ, ÎÁÊÄÅÍ 10 ÞÅÌÏ×ÅË ÎÅ × ÏÄÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ.5.58. îÁÚÏ×ÅÍ ÕÒÏ×ÎÅÍ ÌÀÄÏÅÄÁ ÞÉÓÌÏ ÌÀÄÏÅÄÏ×, × ÖÅÌÕÄËÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÎ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÌÀÄÏÅÄÏ× ÏÄÎÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ ÎÅÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÏÌÅÅ 9. ðÕÓÔØ × ÌÀÂÏÊ �ÍÁÔÒ£ÛËÅ� ÎÅ ÂÏÌÅÅ 11



5. ðÒÉÎ�É� äÉÒÉÈÌÅ 271ÌÀÄÏÅÄÏ×, ÔÏÇÄÁ ×ÓÅÇÏ ÌÀÄÏÅÄÏ× ÎÅ ÂÏÌÅÅ 9 · 11 = 99 (�Ï �ÒÉÎ-�É�Õ äÉÒÉÈÌÅ).5.59. úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ËÒÕÖËÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ 5 É ×ÍÅÓÔÏ ËÁÖÄÏÇÏ�ÉÏÎÅÒÁ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÔ ÎÁÂÏÒ ËÒÕÖËÏ× (�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á {1; 2; 3; 4; 5}) ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ �ÏÓÅÝÁÅÍÙÈ ÉÍ ËÒÕÖ-ËÏ×. ïÓÔÁÌÏÓØ ÒÁÚÂÉÔØ 32 �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁ10 ÎÁÂÏÒÏ× ÔÁË, ÞÔÏÂÙ × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ× ÜÔÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÏÄÎÏ ÓÏÄÅÒÖÁÌÏÓØ × ÄÒÕÇÏÍ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÁËÉÈÎÁÂÏÒÏ× ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ:[∅; {1}; {1; 2}; {1; 2; 3}; {1; 2; 3; 4}; {1; 2; 3; 4; 5}℄, [{5}; {1; 5}; {1; 3; 5}℄,[{2}; {2; 5}; {1; 2; 5}; {1; 2; 3; 5}℄, [{2; 3}; {2; 3; 4}℄, [{3; 4}; {3; 4; 5}℄,[{3}; {1; 3}; {1; 3; 4}; {1; 3; 4; 5}℄, [{3; 5}; {2; 3; 5}℄, [{4; 5}; {1; 4; 5}℄,[{4}; {1; 4}; {1; 2; 4}; {1; 2; 4; 5}℄ É [{2; 4}; {2; 4; 5}; {2; 3; 4; 5}℄.5.60. óÌÏÖÉ× 10 ÓÕÍÍ, �ÏÌÕÞÉÍ 2(1 + 2 + : : : + 10) = 110. åÓÌÉÂÙ �ÏÓÌÅÄÎÉÅ �ÉÆÒÙ Õ ÄÅÓÑÔÉ ÓÕÍÍ ÂÙÌÉ ×ÓÅ ÒÁÚÎÙÅ, ÔÏ �ÒÉ ÉÈÓÌÏÖÅÎÉÉ �ÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÂÙ ÞÉÓÌÏ, ÏËÁÎÞÉ×ÁÀÝÅÅÓÑ ÎÁ 5.5.61. ÷ÁÒÉÁÎÔÏ× ÞÉÓÌÁ ÚÎÁËÏÍÙÈ ×ÓÅÇÏ 10: ÏÔ 0 ÄÏ 9. îÏ 9 É 0ÚÎÁËÏÍÙÈ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÇÕÔ.5.62. þÉÓÌÏ ÍÁÔÞÅÊ ËÁÖÄÏÊ ËÏÍÁÎÄÙ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÔ 0 ÄÏ 9. îÏ0 É 9 ÍÁÔÞÅÊ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ.5.63. ðÕÓÔØ × �ÅÒ×ÙÊ ÄÅÎØ ÕÞÅÎÉË ÒÅÛÉÌ Á1 ÚÁÄÁÞ, ÚÁ �ÅÒ×ÙÅÄ×Á | Á2, ÚÁ �ÅÒ×ÙÅ 77 ÄÎÅÊ (11 ÎÅÄÅÌØ) Á77 ÚÁÄÁÞ. (Á77 6 12 ·11 == 132). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ 154 ÞÉÓÌÁ: Á1; : : : ; Á77, Á1+20; : : : ; Á77+20. üÔÉÞÉÓÌÁ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ 132 + 20 = 152, ÚÎÁÞÉÔ, ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÅÓÔØ Ä×ÁÒÁ×ÎÙÈ. �ÁË ËÁË a1; : : : ; a77 ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ l É k, ÞÔÏÁk = Ál + 20 ÉÌÉ Ák − Ál = 20.5.64. k+1 Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ k+1, . . . , 2k+1. ðÕÓÔØ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ(k + r) ËÁÒÔÏÞÅË Ó r > 1 É n | ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÁ�ÉÓÁÎÎÏÅÎÁ ÜÔÉÈ ËÁÒÔÏÞËÁÈ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ n É ÏÓÔÁÌØÎÙ-ÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. üÔÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ (k + r − 1) É �Ï ÎÉÍ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØÎÁ�ÉÓÁÎÙ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ 2k + 1 − (k + r) ËÁÒÔÏÞËÁÈ, Ô. Å.k + r − 1 6 2k + 1− k − r = k − r + 1, ÉÌÉ r 6 1.5.65. òÁÚÄÅÌÉÍ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ 101 ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØÄ×ÏÊËÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÜÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ðÏÌÕÞÉÍ 101 ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. óÒÅÄÉ ÎÉÈ ÅÓÔØ Ä×Á ÒÁ×-ÎÙÈ. �ÏÇÄÁ ÉÚ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÞÉÓÅÌ ÂÏÌØÛÅÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÍÅÎØ-ÛÅÅ, Ô. Ë. ÏÎÉ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÓÔÅ�ÅÎØÀ Ä×ÏÊËÉ.5.66. ÷ÓÅÇÏ 6 ÄÒÕÚÅÊ ÍÏÇÕÔ �ÏÓÅÔÉÔØ 22 ÓÅÁÎÓÁ. åÓÌÉ × ÏÄÎÏÍËÉÎÏÔÅÁÔÒÅ ÏÎÉ �ÏÂÙ×ÁÌÉ ÎÁ ×ÓÅÈ ÓÅÁÎÓÁÈ (Ô. Å. ÎÁ 11), ÔÏ × ÏÓÔÁÌØ-ÎÙÈ ËÉÎÏÔÅÁÔÒÁÈ �ÏÓÅÔÉÌÉ ÔÏÖÅ 11 ÓÅÁÎÓÏ×, ÚÎÁÞÉÔ, ÈÏÔÑ ÂÙ ×



272 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉÏÄÎÏÍ ËÉÎÏÔÅÁÔÒÅ �ÏÂÙ×ÁÌÉ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÓÅÁÎÓÅ, Ô. Å. ËÔÏ-ÔÏÉÚ ÎÉÈ × ÜÔÏÍ ËÉÎÏÔÅÁÔÒÅ ÎÅ ÂÙÌ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.5.67. îÁÊÄÕÔÓÑ 6 ÄÅÓÑÔËÏ×, ÞÔÏ × ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ �Ï�ÁÄ£Ô ÇÒÕ��ÁÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÉÚ 6 ÞÉÓÅÌ, × ÄÒÕÇÏÊ | ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÉÚ 5 É Ô. Ä. ÷ËÁËÏÊ-ÔÏ ÄÅÓÑÔÏË �Ï�ÁÄ£Ô ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ãÉÆÒÙÅÄÉÎÉ� Õ ÞÉÓÅÌ ÏÄÎÏÇÏ ÄÅÓÑÔËÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, �ÏÜÔÏÍÕ, ×ÚÑ× ÞÉÓÌÏ ÉÚ�ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÇÒÕ��Ù, ÚÁÔÅÍ ÉÚ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ (Ó ÄÒÕÇÏÊ �ÉÆÒÏÊ ÅÄÉÎÉ�)É Ô. Ä., �ÏÌÕÞÉÍ ÉÓËÏÍÙÅ 6 ÞÉÓÅÌ.5.68. îÅ×ÅÒÎÏ. íÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÄÁÖÅ 33 ÞÉÓÌÁ Ó ÄÁÎÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ.5.69. ðÕÓÔØ Á1 < a2 < : : : < an+1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ n ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ:Á2 − Á1; Á3 − Á1; : : : ; Án+1 − Á1. ïÎÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ É ÍÅÎØÛÅ 2n. óÒÅÄÉ2n + 1 ÞÉÓÅÌ: a1; : : : ; Án+1; Á2 − Á1; : : : ; Án+1 − Á1 ÅÓÔØ Ä×Á ÒÁ×ÎÙÈ.�ÁË ËÁË ÞÉÓÌÁ ÒÁÚÎÙÅ, ÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ l É k ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ Ák = Ál − Á1ÉÌÉ Á1 + Ák = Ál.5.70. 366 · 100 · 270 = 9 882 000.5.71. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ n-Ê ÚÎÁË, �ÏÓÌÅ ËÏ-ÔÏÒÏÇÏ Ä×Å ÄÒÏÂÉ ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÎÉ × ÏÄÎÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ. îÏ �ÉÆÒ 10,Á ÄÒÏÂÅÊ | 11. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.5.72. òÁÚÏÂØ£Í �ÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌ [0; 1) ÎÁ m �ÒÏÍÅÖÕÔËÏ× ÄÌÉÎÏÊ1=m. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÉÓÌÁ {k�} (k = 0; : : : ;m), ÇÄÅ {x} | ÄÒÏÂÎÁÑÞÁÓÔØ x. �ÏÇÄÁ �Ï �ÒÉÎ�É�Õ äÉÒÉÈÌÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ �ÒÏÍÅ-ÖÕÔËÏ× �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ä×Á ÎÁÛÉÈ ÞÉÓÌÁ {k1�} É
{k2�}. �ÏÇÄÁ1=m > |{k1�} − {k2�}| = |k1�− [k1�℄− k2�+ [k2�℄| == |(k1 − k2)�− ([k1�℄ + [k2�℄)|:ïÓÔÁÌÏÓØ �ÏÌÏÖÉÔØ q = k1 − k2, p = [k1�℄− [k2�℄ (k1 > k2).5.73. îÁÍÏÔÁÅÍ �ÒÑÍÕÀ ÎÁ ÂÁÒÁÂÁÎ, ÄÌÉÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ËÏÔÏ-ÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÁ 1. �ÏÇÄÁ ×ÓÅ ÑÍÙ ÓÏ×ÍÅÓÔÑÔÓÑ, Á �ÒÙÖÏË ÂÕÄÅÔ ÉÚÏÂÒÁ-ÖÁÔØÓÑ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÄÕÇÏÊ ÄÌÉÎÙ √2. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑk É l ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÙ k-ÇÏ É (k + l)-ÇÏ �ÒÙÖËÁ ÕÄÁÌÅÎÙ ÄÒÕÇ ÏÔÄÒÕÇÁ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 0;01. òÁÚÄÅÌÉÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÎÁ 101 ÒÁ×ÎÙÅ ÄÕ-ÇÉ, ÔÏÇÄÁ ÄÌÉÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÍÅÎØÛÅ 0;01. åÓÌÉ ÍÙ ×ÏÚØÍ£Í 102 �ÒÙÖ-ËÁ, ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ × ÏÄÎÕ ÉÚ ÄÕÇ �Ï�ÁÄÁÅÔ 2 �ÒÙÖËÁ: k-Ê É (k + l)-Ê.ðÏÓÌÅ l �ÒÙÖËÏ× ÎÏ×ÙÊ, (k+2l)-Ê, ÓÌÅÄ ÂÌÏÈÉ ÓÄ×ÉÎÅÔÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏ-ÑÎÉÅ ÍÅÎØÛÅ 0;01. ñÓÎÏ, ÞÔÏ, ÓÄÅÌÁ× ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ �Ï l ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ�ÒÙÖËÏ×, ÂÌÏÈÁ �Ï�ÁÄÅÔ × ÑÍÕ (Ô. Ë. �ÅÒÅÍÅÝÁÑÓØ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ,ÍÅÎØÛÅÅ 0;01, ÎÅÌØÚÑ �ÅÒÅ�ÒÙÇÎÕÔØ ÑÍÕ ÛÉÒÉÎÏÊ 0;01).5.74. Á) îÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ n É k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ 999 ·10k < 2n < 10k+3,ÉÌÉ k + lg 999 < n lg 2 < k + 3. úÁÄÁÞÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë 5.73 
 ÄÌÉÎÏÊ�ÒÙÖËÁ lg 2 É ÛÉÒÉÎÏÊ ÑÍÙ 3 − lg 999. ïÓÔÁÌÏÓØ ÌÉÛØ �ÏËÁÚÁÔØ,



5. ðÒÉÎ�É� äÉÒÉÈÌÅ 273ÞÔÏ lg 2 | ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. åÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÔÏ lg 2 = m=n,Ô. Å. 10m = 2n. óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÞÉÓÌÏ Ä×ÏÅË É �ÑÔ£ÒÏË × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÎÁ�ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÎÁÈÏÄÉÍ m = n = 0. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.5.75. è×ÁÓÔÁÅÔ. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {Án} ðÏÓÔÒÏÉÍÎÏ×ÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ �ÒÁ×ÉÌÁÍ: b1 = 1, bn+1 == abn . ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ {bn} ÒÁÚÌÉÞÎÙ. åÓÌÉ bk = bl, (k > l > 1),ÔÏ abk−1 = abl−1 , ÔÏÇÄÁ bk−1 = bl−1 (ÔÁË ËÁË ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {an} ÒÁÚÌÉÞÎÙ). ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÄÁÌÅÅ, × ËÏÎ�Å �ÏÌÕÞÉÍbk−l+1 = b1, Ô. Å. abk−l = 1. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. úÎÁÞÉÔ, ÅÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÎÏÇÏ k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ bk+1 > bk (ÉÎÁÞÅ ÏÎÁ ÕÂÙ×ÁÌÁ ÂÙ, ÎÁÞÉÎÁÑ ÓÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅÓÔÁ, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ) ÉÌÉ abk > bk.5.76. ðÕÓÔØ Á1 < a2 < : : : < a70 É ÔÁËÉÈ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅÔ. �ÏÇÄÁÔÒÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {Á1; : : : ; a70}; {Á1+4; : : : ; a70+4} É {Á1+9; : : : ; a70+9}ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. íÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ 210 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅ �ÒÅ×ÙÛÁ-ÀÝÉÈ 200 + 9 = 209.5.77. îÅÔ. åÓÌÉ ÕÄÁÓÔÓÑ Õ×ÅÚÔÉ ËÁÍÎÉ ÎÁ 7 ÔÒ£ÈÔÏÎËÁÈ, ÔÏ ÈÏÔÑÂÙ ÎÁ ÏÄÎÕ �ÒÉÄ£ÔÓÑ ÎÁÇÒÕÚÉÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 8 ËÁÍÎÅÊ (7 · 7 = 49 << 50). îÏ ÄÁÖÅ 8 ÓÁÍÙÈ Ì£ÇËÉÈ ËÁÍÎÅÊ ÎÅÌØÚÑ �ÏÇÒÕÚÉÔØ ÎÁ ÍÁÛÉ-ÎÕ, ÉÂÏ 370 + 372 + : : :+ 384 = 3016 > 3000.5.78. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÇÒÕ�� ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÞÉÓÌÏÍÓÏÇÌÁÓÎÙÈ É ÞÉÓÌÏÍ ÇÌÁÓÎÙÈ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1.5.79. ðÕÓÔØ Õ ×ÓÅÈ 20 ÄÅÔÅÊ ÎÅÔ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÄÁ (× �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕ-ÞÁÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ). äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Õ ÕÞÅ-ÎÉËÏ× ÅÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÔÒ£È ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÄÅÄÏ×. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÕÓÔØÕ ÏÄÎÏÇÏ ÕÞÅÎÉËÁ ÄÅÄÙ á É â, Á Õ ÄÒÕÇÏÇÏ | á É ÷. �ÏÇÄÁ ÅÓÌÉËÁËÏÊ-ÔÏ ÕÞÅÎÉË ÉÍÅÅÔ ÄÅÄÁ ç, ÔÏ ×ÔÏÒÙÍ ÅÇÏ ÄÅÄÏÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÔÏÌØËÏ á. úÎÁÞÉÔ, Õ ×ÓÅÈ ÕÞÅÎÉËÏ× ÅÓÔØ ÏÂÝÉÊ ÄÅÄ.äÁÌÅÅ, ÎÁÊÄ£ÔÓÑ �ÁÒÁ ÄÅÄÏ×, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÉÈ ÏÂÝÉÈ×ÎÕËÏ× ÎÅ ÂÏÌÅÅ 6 (ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÔÒ£È �ÁÒ ÉÍÅÅÔ�Ï ÍÅÎØÛÅÊ ÍÅÒÅ 7 ×ÎÕËÏ×, É ×ÓÅÇÏ ÉÈ �Ï ÍÅÎØÛÅÊ ÍÅÒÅ 21). �ÏÇÄÁÔÒÅÔÉÊ ÄÅÄ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 20− 6 = 14 ×ÎÕËÏ×.5.80. òÁÚÏÂØ£Í ÏÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 100 ÎÁ ÇÒÕ��Ù: {0},
{1; 99}; : : : ; {49; 51}, {50}. �ÏÇÄÁ ÇÒÕ�� 51, Á ÞÉÓÅÌ 52. úÎÁÞÉÔ, Ä×ÁÞÉÓÌÁ �Ï�ÁÄÕÔ × ÏÄÎÕ ÇÒÕ��Õ. ïÎÉ É ÂÕÄÕÔ ÉÓËÏÍÙÍÉ.5.81. æÉËÓÉÒÕÑ Á1 ∈ è = {a1; : : : ; an}, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÄÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ a1. éÈ ÞÉÓÌÏ ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á {a2; : : : ; an}, Ô. Å. 2n−1. úÎÁÞÉÔ, k > 2n−1. åÓÌÉ ÖÅ ×ÙÂÒÁÎÏÂÏÌÅÅ 2n−1 �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× è, ÔÏ ÒÁÚÏÂØ£Í �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á è ÎÁ 2n−1�ÁÒ, ÏÂßÅÄÉÎÑÑ × �ÁÒÕ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï É ÅÇÏ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ. ðÏ �ÒÉÎ-�É�Õ äÉÒÉÈÌÅ ÈÏÔÑ ÂÙ Ä×Á ÔÁËÉÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ �ÁÒÕÉ �ÏÔÏÍÕ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, Ô. Å. k = 2n−1.



274 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ5.82. åÓÌÉ n | ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × è É ËÁÖÄÏÅ ÉÚ á1; : : : ; á50ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÏÌÅÅ n=2 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÜÔÉÈ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×ÁÈ �ÒÅ×ÙÛÁÅÔ 50(n=2) = 25n. ðÏ �ÒÉÎ�É�Õ äÉÒÉÈÌÅ ÅÓÔØÜÌÅÍÅÎÔ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÊ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÞÅÍ 26 ×ÙÂÒÁÎÎÙÍ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×ÁÍ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ k < 50 ÓÒÅ-ÄÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ai1 ; : : : ; Aik ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÎÅ ÍÅÎÅÅ [k=2℄ + 1 ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÏÂÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. ÷ÏÚØÍ£Í ÜÌÅÍÅÎÔ, �ÒÉÎÁÄÌÅ-ÖÁÝÉÊ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ 26 ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ. ÷ÙÂÒÏÓÉÍ ÜÔÉ 26 ÍÎÏÖÅÓÔ×ÉÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ. îÁÊÄ£ÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÊ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 13ÉÚ 24 ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×. ÷ÙÂÒÏÓÉÍ É ÜÔÉ 13 ÉÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ.îÁÊÄ£ÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÊ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 6 ÉÚ 13 ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ.äÌÑ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ 5 ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÊ �ÏËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÔÒ£Í ÉÚ ÎÉÈ. îÁËÏÎÅ�, ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ, �ÒÉÎÁÄÌÅ-ÖÁÝÉÊ �ÏÓÌÅÄÎÉÍ Ä×ÕÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ. éÔÁË, 5 ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÁÊÄÅÎÏ.5.83. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ 19 ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ Á20−Á19; : : : ; Á2−Á1. åÓÌÉ ÓÒÅÄÉÎÉÈ ÎÅÔ ÞÅÔÙÒ£È ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÔÏ ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÂÕÄÅÔ ÂÏÌØÛÅ 70.5.84. ðÕÓÔØ X = A ∪ B É 5 ∈ A. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÔ �ÒÏÔÉ×-ÎÏÇÏ. �ÏÇÄÁ 3 ∈ B, 7 ∈ B. ïÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ 4 É 6 �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ B.òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ 4 ∈ B, �ÏÌÕÞÉÍ 8 ∈ B, 2; 6; 9 ∈ A É 1 ÎÅ ÍÏÖÅÔ�ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔØ ÎÉ A, ÎÉ B. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-×ÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊ 6 ∈ B.5.85. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÉÚ ÄÁÎÎÙÈ 1978 ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×. ïÎÏ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ËÁÖÄÙÍ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ 1977 ÍÎÏÖÅÓÔ×,�ÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ A, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÊ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 50ÉÚ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×. (åÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ 40 ÜÌÅÍÅÎÔÏ× A �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ 49 ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ, ÔÏ ×ÓÅÇÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 40 · 49 = 1960ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ A.) äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ a, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÊ A,A1; : : : ; A50 �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ É ÌÀÂÏÍÕ B ÉÚ ÄÁÎÎÙÈ 1978 ÍÎÏÖÅÓÔ×.ðÕÓÔØ a =∈ B. �ÏÇÄÁ B ÉÍÅÅÔ Ó ËÁÖÄÙÍ ÉÚ A, á1; : : : ; A50 ÏÂÝÉÅ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ Á, É, ÚÎÁÞÉÔ, ÒÁÚÌÉÞÎÙ (Ô. Ë. ÌÀÂÙÅ2 ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× A, A1; : : : ; A50 �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ �Ï a). ðÏÜÔÏÍÕB ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 51 ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÚÎÁÞÉÔ a ∈ B.5.86. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ 2n ÞÉÓÅÌ: Á1, Á2; : : : ; Án, k − a1; : : : ; k − an.�ÁË ËÁË 2n > m, ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ Ä×Á ÉÚ ÎÉÈ ÄÁÀÔ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ mÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ. �ÁË ËÁË Ál ÄÁÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ, ÔÏ É k− alÄÁÄÕÔ ÒÁÚÎÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ, �ÏÜÔÏÍÕ ÜÔÉ Ä×Á ÞÉÓÌÁ ÂÕÄÕÔ ×ÉÄÁ Ái; k−aj .�ÏÇÄÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ ai + aj − k ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ m.5.87. èÏÔÑ ÂÙ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ 7 �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÅ ÍÅÎÅÅ 15 ÞÉÓÅÌ(7 · 14 = 98 < 100). äÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÙ Á > b ÉÚ ÜÔÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÎÏÓÔØ Á − b. �ÏÇÄÁ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ ×ÓÅÇÏ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 15 ×
× 14=2 = 105, É ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ (ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÏÖÅÔ



5. ðÒÉÎ�É� äÉÒÉÈÌÅ 275�ÒÉÎÉÍÁÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 99 ÚÎÁÞÅÎÉÊ 1, 2; : : : ; 99). ðÕÓÔØ ÄÌÑ Ä×ÕÈ �ÁÒÁ > b, 
 > d ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ a− b = 
− d, a+ d = b+ 
. ðÒÉ a = d (b = 
)ÉÍÅÅÍ 2a = b+ 
 (a+ d = 2b).5.88. 655 ÞÉÓÅÌ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÞÉÓÌÁ ×ÉÄÁ 3k + 1, k = 0; : : : ; 654(ÒÁÚÎÏÓÔØ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÉÚ ÎÉÈ ËÒÁÔÎÁ 3, Á ÓÕÍÍÁ | ÎÅÔ). âÏÌØÛÅ-ÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÞÉÓÅÌ ×ÙÂÒÁÔØ ÎÅÌØÚÑ, ÉÎÁÞÅ ÎÁÛÌÉÓØ ÂÙ Ä×Á ÞÉÓÌÁ,ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ 1 ÉÌÉ ÎÁ 2, É ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÄÅÌÉÌÁÓØ ÂÙ ÎÁ ÉÈ ÒÁÚ-ÎÏÓÔØ.5.89. 50 ÞÉÓÅÌ (2; : : : ; 2) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ. á49 ÞÉÓÅÌ (ÉÌÉ ÍÅÎØÛÅ) ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ 7 ÇÒÕ�� �Ï 7 ÞÉÓÅÌ,ÓÕÍÍÁ ËÁÖÄÏÊ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 14, Á ÏÂÝÁÑ ÓÕÍÍÁ s 6 7 · 14 = 98.5.90. ÷ ËÁÖÄÏÍ ÒÁÚÍÅÒÅ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÓÁ�ÏÇ ÍÅÎØÛÅ: �ÒÁ×ÙÈ ÉÌÉÌÅ×ÙÈ. ÷Ù�ÉÛÅÍ ÜÔÉ ÔÉ�Ù ÓÁ�ÏÇ �Ï ÒÁÚÍÅÒÁÍ. ëÁËÏÊ-ÔÏ ÔÉ�, ÎÁ-�ÒÉÍÅÒ, ÌÅ×ÙÊ, �Ï×ÔÏÒÉÔÓÑ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ä×ÁÖÄÙ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ×41 É 42 ÒÁÚÍÅÒÁÈ. îÏ ÔÁË ËÁË ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÌÅ×ÙÈ ÓÁ�ÏÇ × ÜÔÉÈ ÒÁÚ-ÍÅÒÁÈ ÓÕÍÍÁÒÎÏ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 100, ÔÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 100 ÇÏÄÎÙÈ�ÁÒ ÏÂÕ×É × ÜÔÉÈ ÒÁÚÍÅÒÁÈ.5.91. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. ïÔÍÅÔÉÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÙ ÍÁÌØÞÉËÏ×(×ÓÅÇÏ 21 �ÁÒÁ) ÍÏÍÅÎÔ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ×ÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ: t1 < t2 < : : : < t21(ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÔÒÏÇÉÅ, ÔÁË ËÁË ÔÒÏÅ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÎÅ ×ÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ).ë ÍÏÍÅÎÔÕ t1 Ë ËÉÏÓËÕ ÄÏÌÖÎÙ Ñ×ÉÔØÓÑ Ä×ÏÅ, × ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (t1; t2) |ÅÝ£ ÏÄÉÎ É Ô. Ä. üÔÏ × ÓÕÍÍÅ ÄÁÅÔ 22 �ÒÉÈÏÄÁ ÍÁÌØÞÉËÏ× Ë ËÉÏÓËÕ,Á ÉÈ ×ÓÅÇÏ 3 · 7 = 21.5.92. Á) òÅÛÅÎÉÅ 1. ëÁÖÄÁÑ �ÁÒÁ ÞÌÅÎÏ× ËÏÍÉÓÓÉÉ ÍÏÇÌÁ×ÓÔÒÅÔÉÔØÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÚÁÓÅÄÁÎÉÉ. îÁ ËÁÖÄÏÍ ÚÁ-ÓÅÄÁÎÉÉ ÂÙÌÏ C210 = 45 �ÁÒ. �ÁË ËÁË ÂÙÌÏ 40 ÚÁÓÅÄÁÎÉÊ, ÔÏ ÉÚÞÌÅÎÏ× ËÏÍÉÓÓÉÉ ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1800 = 45 · 40�ÁÒ. îÏ ÉÚ 60 (ÉÌÉ ÍÅÎØÛÅ) ÞÅÌÏ×ÅË ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅó260 = 60 · 59=2 < 1800 �ÁÒ.òÅÛÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ N ÞÌÅÎÏ× ËÏÍÉÓÓÉÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 60.�ÏÇÄÁ, ÔÁË ËÁË 10 · 40=N > 6, ÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÞÅÌÏ×ÅË, �ÏÂÙ×Á×ÛÉÊ�Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÎÁ ÓÅÍÉ ÚÁÓÅÄÁÎÉÑÈ. ÷ÓÅ ÌÀÄÉ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÏÎ×ÓÔÒÅÞÁÌÓÑ | ÒÁÚÎÙÅ É ÉÈ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ 7 · 9 > 59.5.93. 43 ÞÉÓÌÁ: 2{44. åÓÌÉ ×ÙÞÅÒËÎÕÔØ ÍÅÎØÛÅ 43 ÞÉÓÅÌ, ÔÏ ÈÏÔÑÂÙ ÏÄÎÁ ÔÒÏÊËÁ (k; 89 − k; k(89 − k)), ÇÄÅ 2 6 k 6 43, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚÎÅ×ÙÞÅÒËÎÕÔÙÈ ÞÉÓÅÌ.5.94. éÎÄÕË�ÉÑ �Ï m: �ÒÉm = 1 ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ. ðÕÓÔØ ÏÎÏ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ m = k − 1 (k > 2). äÏËÁÖÅÍ ÅÇÏ ÄÌÑ m = k. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ 2k+1 ÞÉÓÅÌ, ÎÅ ÂÏÌØÛÉÈ 2k−1 �ÏÍÏÄÕÌÀ. åÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÎÁÊÄÕÔÓÑ 2k− 1 ÞÉÓÅÌ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÈ�Ï ÍÏÄÕÌÀ 2k−3, ÔÏ ×Ó£ ÑÓÎÏ. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ × A ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ



276 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉÈÏÔÑ ÂÙ ÔÒÉ ÉÚ ÞÉÓÅÌ 2k − 1, 2k − 2, −2k + 1, −2k + 2, �ÏÜÔÏÍÕ× A ×ÈÏÄÑÔ ÌÉÂÏ ÞÉÓÌÁ 2k − 1 É −2k + 1, ÌÉÂÏ 2k − 2 É −2k + 2 ÉÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ ±(2k− 1) (�ÕÓÔØ ÜÔÏ 2k− 1, ÉÎÁÞÅ �ÅÒÅÊÄ£Í Ë�ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÖÎÙÍ). ÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ 2k �ÁÒ(1; 2k − 2); (2; 2k − 3); : : : ; (k − 1; k) É(0;−2k + 1); (−1;−2k + 2); : : : ; (−k + 1;−k):èÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ �ÁÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÞÉÓÅÌ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × A. ïÎÁ ×ÍÅÓÔÅÓ −2k + 1 (ÄÌÑ �ÁÒ �ÅÒ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù) ÉÌÉ 2k − 1 (×ÔÏÒÏÊ) ÏÂÒÁÚÕÀÔÉÓËÏÍÕÀ ÔÒÏÊËÕ.÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ 2k − 1 �ÁÒ(0; 2k − 2); (1; 2k − 3); : : : ; (k − 2; k) É(−1;−2k − 2); (−2;−2k + 3); : : : ; (−k;−k + 1):üÔÉ �ÁÒÙ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× A (k− 1 É 2k− 1),�ÏÓËÏÌØËÕ −2k + 1 ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ × A. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ �ÁÒÁ, ÓÏÓÔÏ-ÑÝÁÑ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× A.5.95. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Ni, i = 1; 2; : : : ; 9, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÏÍÅÒÏ×,ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÈÓÑ Ó �ÉÆÒÙ i. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÍ k ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏNk > 11. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ-×ÅÒÎÏ, Ô. Å.Ni 6 11 �ÒÉ ×ÓÅÈ i = 1; 2; : : : ; 9. �ÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁN1+: : :+N9ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 99, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÔÁË ËÁË ÏÂÝÅÅ ËÏ-ÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÏÍÅÒÏ× ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ Ó�ÏÒÔÓÍÅÎÏ×, Ô. Å. ÒÁ×ÎÏ 100.1 2 3 4 56 7 8 9 1011 12 13 14 1516 17 18 19 2021 22 23 24 2526 27 28 29 30ë 5.96

5.96. õÞÅÎÉËÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÞÁÔÓÑ ÌÕÞÛÅÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á Ó×ÏÉÈ ÄÒÕÚÅÊ, ÎÁÚÏ×ÅÍ ÈÏÒÏ-ÛÉÍÉ. ðÕÓÔØ x | ÞÉÓÌÏ ÈÏÒÏÛÉÈ ÕÞÅÎÉ-ËÏ×, k | ÞÉÓÌÏ ÄÒÕÚÅÊ Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÕÞÅÎÉ-ËÁ. ìÕÞÛÉÊ ÕÞÅÎÉË ËÌÁÓÓÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÕÞ-ÛÉÍ × k �ÁÒÁÈ ÄÒÕÚÅÊ, Á ÌÀÂÏÊ ÄÒÕ-ÇÏÊ ÈÏÒÏÛÉÊ ÕÞÅÎÉË | ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ×[k=2℄ + 1 > (k + 1)=2 �ÁÒÁÈ (Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅÓËÏÂËÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ �ÅÌÕÀ ÞÁÓÔØ ÞÉÓÌÁ).ðÏÜÔÏÍÕ ÈÏÒÏÛÉÅ ÕÞÅÎÉËÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÕÞ-ÛÉÍÉ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ k+ (x− 1)(k+1)=2 �ÁÒÁÈ. üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ�ÒÅ×ÙÛÁÔØ ÞÉÓÌÁ ×ÓÅÈ �ÁÒ ÄÒÕÚÅÊ × ËÌÁÓÓÅ, ÒÁ×ÎÏÇÏ 30k=2 = 15k.ïÔÓÀÄÁ k+(È−1)(k+1)=2 6 15k, ÉÌÉ x 6 1+28k=(k+1). úÁÍÅÔÉÍÄÁÌÅÅ, ÞÔÏ (k+1)=2 6 30−x (ÞÉÓÌÏ ÕÞÅÎÉËÏ×, ÌÕÞÛÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÞÉÔ-ÓÑ ÎÁÉÈÕÄÛÉÊ ÉÚ ÈÏÒÏÛÉÈ, ÎÅ �ÒÅ×ÙÛÁÅÔ 30− x) ÉÌÉ k 6 59− 2x.éÚ ÜÔÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ x 6 1 + 28(59− 2x)=(60− 2x),ÉÌÉ x2 − 59È + 856 > 0. îÁÉÂÏÌØÛÉÍ �ÅÌÙÍ È, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÍÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ É ÕÓÌÏ×ÉÀ È 6 30, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ È = 25. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ È



5. ðÒÉÎ�É� äÉÒÉÈÌÅ 277ÍÏÖÅÔ ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ 25. úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÕÞÅÎÉËÏ× ÏÔ 1 ÄÏ 30 × �ÏÒÑÄËÅÕÈÕÄÛÅÎÉÑ ÕÓ�Å×ÁÅÍÏÓÔÉ É ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÍ ÎÏÍÅÒÁ × ÔÁÂÌÉ�Å 6 × 5,ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ. ðÕÓÔØ Ä×Á ÕÞÅÎÉËÁ | ÄÒÕÚØÑ, ÅÓÌÉ ÉÈÎÏÍÅÒÁ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ÌÉÂÏ × ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÓÔÒÏËÁÈ É × ÒÁÚÎÙÈ ÓÔÏÌÂ�ÁÈ;ÌÉÂÏ × ÏÄÎÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å, �ÒÉÞ£Í ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÏÍÅÒÏ× ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÎÉÖÎÅÊÓÔÒÏËÅ; ÌÉÂÏ × ×ÅÒÈÎÅÊ ÓÔÒÏËÅ.5.97. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÓÅÇÏ 2m Ó�ÏÓÏÂÏ× �ÒÉÓ×ÏÅÎÉÑÎÁÚ×ÁÎÉÊ ÕÌÉ�ÁÍ. îÁÚÏ×ÅÍ ÉÈ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÒÁÓËÒÁÓËÁÍÉ. ï�Å-ÎÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÓËÒÁÓÏË, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ�ÅÒÅÉÍÅÎÏ×ÁÎÉÊ ÉÚ ÒÁÓËÒÁÓËÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ÕÌÉ�Ù ËÒÁÓÎÙÅ.òÁÓËÒÁÓËÁ, �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ �ÏÓÌÅ ÓÅÒÉÉ �ÅÒÅÉÍÅÎÏ×ÁÎÉÊ, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ�ÏÒÑÄËÁ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÜÔÉ �ÅÒÅÉÍÅÎÏ×ÁÎÉÑ ÂÙÌÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÙ. ëÒÏÍÅÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ Ä×Á ÒÁÚÁ �ÅÒÅÉÍÅÎÏ×ÁÔØ ÕÌÉ�Ù, ×ÙÈÏÄÑÝÉÅ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÉÔÏÊ ÖÅ �ÌÏÝÁÄÉ, ÔÏ ×ÓÅ ÕÌÉ�Ù ÓÏÈÒÁÎÑÔ Ó×ÏÉ �ÒÅÖÎÉÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÑ.îÁËÏÎÅ�, ÅÓÌÉ �ÒÏ×ÅÓÔÉ n �ÅÒÅÉÍÅÎÏ×ÁÎÉÊ, �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ�ÌÏÝÁÄÉ, ÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÕÌÉ�Á ÂÕÄÅÔ �ÅÒÅÉÍÅÎÏ×ÁÎÁ Ä×Á ÒÁÚÁ É �Ï-ÜÔÏÍÕ ÓÏÈÒÁÎÉÔ Ó×Ï£ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ. úÎÁÞÉÔ, ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ2n − 1 ÒÁÓËÒÁÓÏË. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÕÌÉ�Ù ÂÙÌÉ ÓÉÎÉÍÉ, ÔÏ Ó�ÏÍÏÝØÀ �ÅÒÅÉÍÅÎÏ×ÁÎÉÊ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2n−1 ÒÁÓËÒÁ-ÓÏË. ÷ ÓÕÍÍÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2(2n−1) < 2n+1 6 2m ÒÁÓËÒÁÓÏË,ÚÎÁÞÉÔ, ËÁËÕÀ-ÔÏ ÒÁÓËÒÁÓËÕ ÎÅÌØÚÑ �ÏÌÕÞÉÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÅÒÅÉÍÅ-ÎÏ×ÁÎÉÊ ÉÚ ÒÁÓËÒÁÓËÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ÕÌÉ�Ù ÎÁÚ×ÁÎÙ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï.5.98. ïÂßÅÄÉÎÉÍ ÕÞÅÎÉËÏ× × ÇÒÕ��Ù �Ï ÆÁÍÉÌÉÑÍ É × ÇÒÕ��Ù�Ï ÉÍÅÎÁÍ (×ÏÚÍÏÖÎÙ ÇÒÕ��Ù, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÞÅÌÏ×ÅËÁ |ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÕÞÅÎÉË ÂÅÚ ÏÄÎÏÆÁÍÉÌØ�Å×). ëÁÖÄÙÊ ×ÏÊÄ£Ô × Ä×Å ÇÒÕ�-�Ù | �Ï ÆÁÍÉÌÉÉ É �Ï ÉÍÅÎÉ. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ËÌÁÓÓÅ ÒÏ×ÎÏ 11 ÇÒÕ��. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÔØ ÇÒÕ��Ù, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ1, 2; : : : ; 11 ÞÅÌÏ×ÅË, �ÏÜÔÏÍÕ ÇÒÕ�� ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 11, ÎÏ 1+2+: : :+11 == 66 = 2 · 33, Ô. Å. ÍÙ ÕÖÅ ÓÏÓÞÉÔÁÌÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÕÞÅÎÉËÁ Ä×ÁÖÄÙ,ÚÎÁÞÉÔ, ÂÏÌØÛÅ ÇÒÕ�� ÎÅÔ.5.99. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÓËÏÍÏÅ ÞÉÓÌÏ ÞÅÒÅÚ kn. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ×ÍÎÏÖÅÓÔ×Å è ×ÙÂÒÁÎÙ kn ÔÒ£ÈÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×, ÌÀÂÙÅÄ×Á ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÀÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÏÂÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. ÷ÏÚÍÏÖÎÙ ÔÒÉÓÌÕÞÁÑ.óÌÕÞÁÊ 1. îÉËÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á è ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ ÂÏÌÅÅÞÅÍ × Ä×Á ÔÒ£ÈÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ðÕÓÔØ ÏÄÎÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÓÔØ {Á; b; Ó}. �ÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ ÓÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ {Á; b; Ó}, �ÒÉÞ£Í ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÅÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔ a, ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ |ÜÌÅÍÅÎÔ b É ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ | ÜÌÅÍÅÎÔ 
. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÎÅ ÂÏÌÅÅ 1 + 3 · 1 = 4, Ô. Å. kn 6 4.



278 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉóÌÕÞÁÊ 2. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X, ×ÈÏÄÑÝÉÊ × ÔÒÉÔÒ£ÈÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÎÏ ÎÉËÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á è ÎÅ×ÈÏÄÉÔ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × ÔÒÉ ÔÒ£ÈÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. �ÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ
{Á; b; Ó} | ÏÄÎÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÔÏ ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×�ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÎÉÍ, �ÒÉÞ£Í ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ ÉÚ ÜÔÉÈ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ× ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔ Á, ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ | ÜÌÅÍÅÎÔ b É ÎÅ ÂÏÌÅÅÄ×ÕÈ | ÜÌÅÍÅÎÔ 
. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÅ ÂÏÌÅÅ 1 + 3 · 2 = 7,Ô. Å. kn 6 7.óÌÕÞÁÊ 3. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁ-ÝÉÊ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÞÅÔÙÒ£Í ÔÒ£ÈÜÌÅÍÅÎÔÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ. �Ï-ÇÄÁ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÉÈ ÞÅÔÙÒ£È ÍÎÏÖÅÓÔ× ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÁÌÀÂÏÅ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÔÁËÖÅ ÄÏÌÖÎÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁ (ÉÎÁÞÅ ÔÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÍÅÌÏ ÂÙ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÌÉÞÎÏÍÕ ÏÂÝÅ-ÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ Ó ËÁÖÄÙÍ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È ÍÎÏÖÅÓÔ×, Ô. Å. ÓÏÄÅÒÖÁÌÏ ÂÙ�Ï ÍÅÎØÛÅÊ ÍÅÒÅ 4 ÜÌÅÍÅÎÔÁ). éÔÁË, ÉÍÅÅÍ 1 + 2 · kn 6 n, Ô. Å.kn 6 [(n− 1)=2℄.äÌÑ n = 1; 2; 3; 4; 5 ÉÍÅÅÍ k1 = k2 = 0, k3 = k4 = 1, k5 = 2.ðÕÓÔØ n = 6. �ÏÇÄÁ ÎÉ ÏÄÉÎ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÓÒÁÚÕ ÔÒ£ÍÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ, ÉÎÁÞÅ ÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÑÌÏ ÂÙ ÉÚ 7 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.ðÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÕÞÁÊ 1, É k6 6 4. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÉÍÅÒ ÞÅÔÙÒ£È ÍÎÏÖÅÓÔ×: ÅÓÌÉ è = {Á; b; Ó; d; Å; f}, ÔÏÔÒ£ÈÜÌÅÍÅÎÔÎÙÍÉ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ {a; b; 
}, {
; d; e},
{Å; f ; a}, {b; d; f}. éÔÁË, k6 = 4. ðÕÓÔØ n ∈ {7; 8; : : : ; 16}. �ÏÇÄÁ ×ÓÌÕÞÁÅ 3 ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ [(16 − 1)=2℄ = 7;ÅÓÌÉ ÖÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÕÞÁÊ 1 ÉÌÉ 2, ÔÏ ÜÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÁË-ÖÅ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 7. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï èÓÒÅÄÉ Ó×ÏÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÏÄÅÒÖÉÔ 7 ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Á, b, Ó, d, Å, f , g,ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÉÍÅÒ 7 ÔÒ£ÈÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×: {Á; b; Ó},
{Ó; d; Å}, {Å; f ; Á}, {b; d; f}, {Á; g; d}, {b; g; Å}, {Ó; g; f}. éÔÁË, kn == 7 �ÒÉ n = 7; 8; : : : ; 16. îÁËÏÎÅ�, ÅÓÌÉ n > 17, ÔÏ × ÌÀÂÏÍ ÉÚÓÌÕÞÁÅ× 1, 2, 3 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á Ï�ÅÎËÁ kn 6 [(n − 1)=2℄, �ÒÉÞ£ÍÜÔÁ Ï�ÅÎËÁ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ �ÒÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ×ÙÂÏÒÅ ÔÒ£ÈÜÌÅÍÅÎÔ-ÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×: ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍ ÄÌÑ ×ÓÅÈÍÎÏÖÅÓÔ×, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (ËÒÏÍÅ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÏÄÎÏÇÏ× ÓÌÕÞÁÅ Þ£ÔÎÏÇÏ n) ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ �ÁÒÙ É ÏÂÒÁÚÕÀÔ Ó ÏÂÝÉÍÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á. éÔÁË, kn = [(n − 1)=2℄ �ÒÉn > 17.5.100. üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ, �Ï ×ÎÅÛÎÅÍÕ ×ÉÄÕ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ, ÉÍÅ-ÅÔ ÞÉÓÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÅ ÎÁ �ÒÉÎ�É�Å äÉ-ÒÉÈÌÅ. óÎÁÞÁÌÁ ÎÁÊÄÅÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ(Õ1; : : : ; Õq) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ 0 6 Õi 6 q ÄÌÑ ×ÓÅÈ i ∈ {1; : : : ; q}. �ÁË ËÁË



5. ðÒÉÎ�É� äÉÒÉÈÌÅ 279ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ q + 1 ÚÎÁÞÅÎÉÅ, Á ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÏq, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (q + 1)q ÔÁËÉÈ ÎÁÂÏÒÏ×. �Å�ÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÂÏÒÙÞÉÓÅÌ (b1; : : : ; bp), ÇÄÅ bj = aj1y1 + : : :+ ajqyq É ÎÁÊÄÅÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ �ÒÉ 0 6 Õi 6 q.ðÕÓÔØ rj | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×, ÒÁ×ÎÙÈ 1, ÓÒÅÄÉ ÞÉ-ÓÅÌ aij × j-Í ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ. �ÏÇÄÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×, ÒÁ×ÎÙÈ(−1), ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ q − rj , ÚÎÁÞÉÔ, (rj − q)q 6 bj 6 rjq ÉËÁÖÄÏÅ bj , ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ q2+1 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÊ, Ô. Å. ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ (q2 + 1)p. �ÁËËÁË(q + 1)q = (2p+ 1)2p = (4p2 + 4p+ 1)p > (4p2 + 1)p = (q2 + 1)p;ÔÏ ËÁËÉÍ-ÔÏ Ä×ÕÍ ÎÁÂÏÒÁÍ (Õ1; : : : ; Õq) É (z1; : : : ; zq) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÅÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ (b1; : : : ; bp) (ÓÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÉÎ�É�Õ äÉ-ÒÉÈÌÅ), Ô. Å. ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïai1y1 + : : :+ aiqyq = ai1z1 + : : :+ aiqzq = bi (i = 1; : : : ; p):òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ (Õ1; : : : ; Õq), ÇÄÅ ÞÉÓÌÁ Èj == Õj−zj . ïÎ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÚÁÄÁÎÎÏÊ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅ-ÍÅ: ÎÅ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ Èj ÒÁ×ÎÙ 0, ÔÁË ËÁË ×ÙÂÒÁÎÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙ,É ×ÓÅ Èj ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ |Èj | 6 q.5.101. ðÕÓÔØ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏÏÄÎÁ ÉÚ ÓÔÒÁÎ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ × ÏÂÝÅÓÔ×Å ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ 330 ÞÌÅÎÁÍÉ:ÅÓÌÉ ÂÙ ËÁÖÄÁÑ ÄÅÌÅÇÁ�ÉÑ ÓÏÓÔÏÑÌÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÉÚ 329 ÞÌÅÎÏ×, ÔÏ×ÓÅÇÏ × ÏÂÝÅÓÔ×Å ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ 329 ·6 = 1974 ÞÌÅÎÁ (× ÓÉ-ÌÕ �ÒÉÎ�É�Á äÉÒÉÈÌÅ). òÁÓ�ÏÌÏÖÉÍ ÎÏÍÅÒÁ ÕÞ£ÎÙÈ ÜÔÏÊ ÓÔÒÁÎÙ× �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ: Á1, Á2; : : : ; Á330; : : : . óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÄÅÌÁÎÎÏÍÕ�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÕÞ£ÎÙÅ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ Á2 − Á1; Á3 − Á1; : : : ; Á330 − Á1�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ 5 ÓÔÒÁÎ. óÒÅÄÉ ÎÉÈ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 66 �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÏÄÎÕ ÓÔÒÁÎÕ; �ÕÓÔØ ÜÔÏ ÕÞ£ÎÙÅ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ b1; : : : ; b66.�ÏÇÄÁ ÕÞ£ÎÙÅ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ b2 − b1; : : : ; b66 − b1 �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÏÓÔÁ×-ÛÉÅÓÑ 4 ÓÔÒÁÎÙ. óÒÅÄÉ ÎÉÈ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 17 ÕÞ£ÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÏÄÎÕ ÓÔÒÁÎÕ: �ÕÓÔØ ÉÈ ÎÏÍÅÒÁ 
1; : : : ; 
17. �ÏÇÄÁ ÕÞ£ÎÙÅ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ
2 − 
1; : : : ; 
17 − 
1 �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÔÒÉ ÓÔÒÁÎÙ. éÚ ÎÉÈÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÎÁÊÄÅÍ 5 ÕÞ£ÎÙÈ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ Ä×Å ÓÔÒÁÎÙ, Á ÚÁÔÅÍÄ×ÕÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÁÎÙ, ÒÁÚÎÏÓÔØ ÎÏÍÅÒÏ× ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÏÍÅÒÏÍ ÕÞ£ÎÏÇÏ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÒÁÎ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.5.102. n = 217. ðÕÓÔØ áp | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ ÉÚ S, ÄÅÌÑÝÉÈ-ÓÑ Îa p, Ô. e. Ap = S ∩ pN , É á = á2 ∪ á3 ∪ á5 ∪ á7. ìÅÇËÏ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ |á2| = 140, |á3| = 93, |á5| = 56, |á7| = 40. áÎÁ-ÌÏÇÉÞÎÏ, |á6| = |á2 ∩á3| = 46, |á10| = |á2 ∩á5| = 28, |á14| == |á2 ∩á7| = 20, |á15| = |á3 ∩á5| = 18, |á21| = |á3 ∩á7| = 13,



280 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ
|á35| = |á5 ∩á7| = 8; |á2 ∩á3 ∩á5| = 9, |á2 ∩á3 ∩á7| = 6,
|á2 ∩á5 ∩á7| = 4, |á3 ∩á5 ∩á7| = 2, |á2 ∩á3 ∩á5 ∩á7| = 1.óÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÊ-ÉÓËÌÀÞÅÎÉÊ
|á| = |á2 ∪á3 ∪á5 ∪á7| = 140 + 93 + 56 + 40−

− 46− 28− 20− 18− 13− 8 + 9 + 6 + 4 + 2− 1 = 216:÷ ÓÉÌÕ �ÒÉÎ�É�Á äÉÒÉÈÌÅ ÓÒÅÄÉ ÌÀÂÙÈ 5 ÞÉÓÅÌ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á áÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Á ÞÉÓÌÁ, ËÏÔÏÒÙÅ �Ï�ÁÄÁÀÔ × ÏÄÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ap (Ò == 2; 3; 5; 7). üÔÉ Ä×Á ÞÉÓÌÁ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ. úÎÁÞÉÔ,n > 216. íÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÓÏÄÅÒÖÉÔ 4 �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÌÁ {2; 3; 5; 7} É 212ÓÏÓÔÁ×ÎÙÈ. éÚ ÞÉÓÅÌ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S, ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ A, ÓÏÓÔÁ×-ÎÙÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ×ÏÓÅÍØ: 112, 11 · 13, 11 · 17, 11 · 19, 11 · 23,132, 13 · 17, 13 · 19. éÔÁË, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S ÓÏÄÅÒÖÉÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ 220ÓÏÓÔÁ×ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É 60 ÎÅÓÏÓÔÁ×ÎÙÈ (×ËÌÀÞÁÑ 1 É 59 �ÒÏÓÔÙÈ).ðÕÓÔØ � | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈÕÓÌÏ×ÉÑÍ � ⊂ S, |� | = 217. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × � ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÊ-Ä£ÔÓÑ 5 �Ï�ÁÒÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. �ÏÇÄÁ� ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÁËÓÉÍÕÍ 4 ÎÅÓÏÓÔÁ×ÎÙÈ ÞÉÓÌÁ (1 É ÔÒÉ �ÒÏÓÔÙÈ),ÉÎÁÞÅ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÉÓËÏÍÕÀ �ÑÔ£ÒËÕ. �ÏÇÄÁÍÎÏÖÅÓÔ×Ï � ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÉÎÉÍÕÍ 217 − 4 = 213 ÓÏÓÔÁ×ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ,Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S \ T | ÍÁËÓÉÍÕÍ 220 − 213 = 7 ÓÏÓÔÁ×ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.úÎÁÞÉÔ, � ÏÂÑÚÁÎÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ �ÅÌÉËÏÍ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÉÚ 8 �ÅÒÅÞÉ-ÓÌÅÎÎÙÈ ÎÉÖÅ �ÑÔ£ÒÏË, × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ �Ï�ÁÒÎÏ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ:
{2 · 23; 3 · 19; 5 · 17; 7 · 13; 11 · 11}; {2 · 29; 3 · 23; 5 · 19; 7 · 17; 11 · 13};
{2 · 31; 3 · 29; 5 · 23; 7 · 19; 11 · 17}; {2 · 37; 3 · 31; 5 · 29; 7 · 23; 11 · 19};
{2 · 41; 3 · 37; 5 · 31; 7 · 29; 11 · 23}; {2 · 43; 3 · 41; 5 · 37; 7 · 31; 13 · 17};
{2 · 47; 3 · 43; 5 · 41; 7 · 37; 13 · 19}; {22; 32; 52; 72; 132}:5.3. ðÒÉÎ�É� äÉÒÉÈÌÅ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ5.103. ÷ÏÚØÍ£Í ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ É �ÒÏ×ÅÄÅÍÞÅÒÅÚ ÎÅ£ �ÒÑÍÙÅ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÄÁÎÎÙÍ. ïÎÉ ÒÁÚÄÅÌÑÔ �ÌÏÓËÏÓÔØÎÁ 2n ÕÇÌÏ×, × ÓÕÍÍÅ ÄÁÀÝÉÈ 360◦. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÔÉÈ ÕÇÌÏ× ÎÅ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 180◦=n.5.104. åÓÌÉ ×ÓÅ ÕÇÌÙ ÍÅÎØÛÅ 51◦, ÔÏ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÕÇÌÏ× ÍÅÎØÛÅ7 · 51◦ = 357◦.5.105. õ×ÅÌÉÞÉÔØ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÒÁÚ-ÒÅÚÁ× ÅÇÏ ÎÁ (n + 1)-ÕÇÏÌØÎÉË É ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË (ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÒÅÚÄÏÌÖÅÎ �ÒÏÈÏÄÉÔØ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ ÎÁ Ä×ÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ Ò£ÂÒÁÈ). ðÏÜÔÏ-ÍÕ ÔÁËÉÈ ÒÁÚÒÅÚÏ× ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 99 (ÉÎÁÞÅ �ÏÑ×ÉÔÓÑ



5. ðÒÉÎ�É� äÉÒÉÈÌÅ 281100 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×), Ô. Å. ÎÅÌØÚÑ �ÏÌÕÞÉÔØ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË Ó ÂÏÌÅÅÞÅÍ 103 ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ. úÎÁÞÉÔ, ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÆÉÇÕÒ ÎÅ ÍÏÖÅÔ �ÒÅ×Ù-ÓÉÔØ 99 ·101 = 9999 (�Ï 99 ÛÔÕË 3; 4; 5; : : : ; 103-ÕÇÏÌØÎÉËÏ×). ðÏÜÔÏ-ÍÕ �ÏÓÌÅ 9999 ÒÁÚÒÅÚÏ× ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÂÕÄÅÔ 100 ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÆÉÇÕÒ.5.106. îÅÌØÚÑ. ãÉÆÒÁ Á ÏÂÒÁÚÕÅÔ 9 �ÁÒ (Ó ËÁÖÄÏÊ ÉÚ 9 ÏÓÔÁÌØ-ÎÙÈ �ÉÆÒ). þÔÏÂÙ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ �ÁÒ ÎÁÛÌÁÓØ ÓÔÏÒÏÎÁ 45-ÕÇÏÌØÎÉ-ËÁ, ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ �ÉÆÒÁÍÉ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ �Ï-ÓÔÁ×ÉÔØ a �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ × �ÑÔÉ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÁÈ. �ÁË ËÁË �ÉÆÒ ×ÓÅ-ÇÏ 10, ÔÏ ÄÌÑ ÉÈ ÒÁÚÍÅÝÅÎÉÑ ÎÕÖÎÏ 50 ÍÅÓÔ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ Þ£Ô-ÎÏÍ n, ÞÉÓÌÁ 0; : : : ; n ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ (n+1)(n+2)=2-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÙ ÎÁÛÌÁÓØ ÓÔÏÒÏÎÁ Ó ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÎÁ ËÏÎ�ÁÈ.
�ÏÞËÉ5.107. òÁÚÒÅÖÅÍ Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÁ 16 Ë×ÁÄÒÁÔÏ× 1×1. ë×ÁÄÒÁÔÏ× 16,Á ÄÙÒÏË 15.5.108. Á) òÁÚÒÅÖÅÍ ËÏ×£Ò ÎÁ 100 ÒÁÚÍÅÒÏÍ 1 Í ÎÁ 1 Í. Â) òÁÚ-ÒÅÖÅÍ ËÏ×£Ò ÎÁ 81 Ë×ÁÄÒÁÔ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1;1 Í (É ÏÓÔÁÔÏË). èÏÔÑÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÂÕÄÅÔ �ÒÏÅÄÅÎ ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ. ïÔÒÅÚÁ×ÏÔ ÔÁËÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ËÁ£ÍËÕ ÛÉÒÉÎÏÊ 0;05 Í, �ÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊËÏ×ÒÉË.5.109. óÒÅÄÉ �ÑÔÉ ÔÏÞÅË ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÒÉ, ÁÂÓ�ÉÓÓÙ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅÌÉÂÏ Þ£ÔÎÙ, ÌÉÂÏ ÎÅÞ£ÔÎÙ. (åÓÌÉ Ä×Å Þ£ÔÎÙ É Ä×Å ÎÅÞ£ÔÎÙ, ÔÏ×ÓÅÇÏ ÔÏÞÅË ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÔÙÒ£È.) óÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×ÅÓ ÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ Þ£ÔÎÏÓÔÉ.5.110. òÁÚÄÅÌÉÍ ÇÁÚÏÎ ÎÁ 9 ÒÁ×ÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ1 Í.5.111. òÁÚÄÅÌÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÁ 25 Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ× ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1 ÓÍ,Á ËÁÖÄÙÊ ÔÁËÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉË ÍÏÖÎÏ ÚÁËÌÀÞÉÔØ × ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 ÓÍ.5.112. òÁÚÄÅÌÉÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ 4 ÒÁ×ÎÙÈ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 0;5 Í.5.113. óÒÅÄÎÉÅ ÌÉÎÉÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ1 ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔ ÅÇÏ ÎÁ ÞÅÔÙÒÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ0;5. ðÏÜÔÏÍÕ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÎÉÈ ÌÅÖÁÔ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ä×Å ÄÁÎÎÙÅÔÏÞËÉ, �ÒÉÞ£Í ÜÔÉ ÔÏÞËÉ ÎÅ ÍÏÇÕÔ �Ï�ÁÓÔØ × ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉËÁ. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÍÅÎØÛÅ 0;5.5.114. ðÕÓÔØ × ÒÏÝÅ n ÄÅÒÅ×ØÅ×. ï�ÉÛÅÍ ×ÏËÒÕÇ ËÁÖÄÏÇÏ ÄÅ-ÒÅ×Á ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ 5 Í. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÜÔÉ ËÒÕÇÉ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÉÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ × ËÒÕÇÅ ÒÁÄÉÕÓÁ 215 + 5 = 220 Í. úÎÁÞÉÔ, �ÌÏÝÁÄØ



282 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉÂÏÌØÛÏÇÏ ËÒÕÇÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ �ÌÏÝÁÄÉ ÍÁÌÅÎØËÉÈ. òÅÛÉ×ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 2202� > �52n, �ÏÌÕÞÁÅÍ n 6 442 = 1936.5.115. îÁ ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÏÔÌÏÖÉÍ 48 ÏÔÒÅÚËÏ× ÄÌÉÎÏÊ20 Í ËÁÖÄÙÊ, �ÒÉÞ£Í ÍÅÖÄÕ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ ÏÓÔÁ×ÉÍ �ÒÏÍÅ-ÖÕÔÏË × 0;6 Í, É Ä×Á ËÒÁÊÎÉÈ ÏÔÒÅÚËÁ �Ï 5;9 Í ËÁÖÄÙÊ. îÁ ×ÔÏÒÏÊÓÔÏÒÏÎÅ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÏÔÌÏÖÉÍ 95 ÏÔÒÅÚËÏ× ÄÌÉÎÙ 10 Í ËÁÖÄÙÊ, ÒÁÚ-ÄÅÌ£ÎÎÙÈ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁÍÉ ÄÌÉÎÙ, ÂÏÌØÛÅÊ 0;5 Í ËÁÖÄÙÊ. �ÏÇÄÁ ÎÁÕÞÁÓÔËÅ ÏËÁÖÅÔÓÑ 48 · 95 = 4560 �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÒÁÚÄÅÌ£ÎÎÙÈ�ÏÌÏÓÁÍÉ, ÛÉÒÉÎÏÊ, ÂÏÌØÛÅÊ 0;5. �ÁË ËÁË ÄÅÒÅ×ØÅ× ×ÓÅÇÏ 4500 ÉÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÄÅÒÅ×ØÅ× ÎÅ ÍÏÖÅÔ �Ï�ÁÓÔØ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ × ÏÄÉÎ �ÒÑÍÏ-ÕÇÏÌØÎÉË, ÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ (ÄÁÖÅ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 60), ÎÁËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÔ ÄÅÒÅ×ØÅ×.
ë 5.116

5.116. òÁÚÒÅÖÅÍ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ �ÑÔØ ÆÉÇÕÒ,ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ. ðÏ �ÒÉÎ�É�Õ äÉÒÉÈÌÅ ×ÏÄÎÕ ÉÚ ÎÉÈ �Ï�ÁÄÕÔ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ä×Å ÔÏÞËÉ, ÁÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÔÏÞËÁÍÉ ËÁÖÄÏÊ ÉÚÜÔÉÈ ÆÉÇÕÒ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ √5.5.117. ðÕÓÔØ A | ÏÄÎÁ ÉÚ ÄÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË. åÓÌÉ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÌÅÖÁÔ × ËÒÕÇÅ S1 ÒÁÄÉÕÓÁ 1 Ó�ÅÎÔÒÏÍ A, ÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÂÏÌØÛÅ ÎÅÞÅÇÏ. ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ B | ÄÁÎ-ÎÁÑ ÔÏÞËÁ, ÌÅÖÁÝÁÑ ×ÎÅ ËÒÕÇÁ S1, Ô. Å. AB > 1. ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÒÕÇS2 ÒÁÄÉÕÓÁ 1 Ó �ÅÎÔÒÏÍ B. óÒÅÄÉ ÔÏÞÅË A, B É C, ÇÄÅ C | ÌÀÂÁÑÉÚ ÄÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Å ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÍÅÎØÛÅ 1, �ÒÉÞ£ÍÜÔÏ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÔÏÞËÉ A É B. ðÏÜÔÏÍÕ ËÒÕÇÉ S1 É S2, ÓÏÄÅÒÖÁÔ×ÓÅ ÄÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ, Ô. Å. ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 13 ÔÏÞÅË.5.118. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ×Ù�ÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË,×ÎÕÔÒÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ, É �ÕÓÔØ A | ÌÀÂÁÑ×ÅÒÛÉÎÕ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ. óÏÅÄÉÎÉÍ Å£ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ÏÓÔÁ×ÛÉÍÉÓÑÔÏÞËÁÍÉ. åÓÌÉ ÕÇÌÙ ÂÏÌØÛÅ 30◦, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÍ 4 ÕÇÌÁ, ÂÏÌØÛÉÈ 30◦,ÏÔËÕÄÁ ÕÇÏÌ A ÂÏÌØÛÅ 120◦. îÏ ÕÇÌÙ �ÒÉ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ×Ù�ÕËÌÏÇÏÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 120◦.5.119. òÁÚÒÅÖÅÍ ÄÁÎÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÁ 25 ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉËÏ× ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 0;2. ÷ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ �Ï�ÁÄÁÅÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÔÒ£ÈÔÏÞÅË. òÁÄÉÕÓ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 0;2ÒÁ×ÅÎ 1=(5√2) < 1=7, �ÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁËÒÙÔØ ËÒÕÇÏÍ ÒÁÄÉÕÓÁ1=7.5.120. òÁÚÏÂØ£Í ËÒÕÇ ÎÁ 6 ÒÁ×ÎÙÈ ÓÅËÔÏÒÏ× (Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ × �ÅÎ-ÔÒÅ ËÒÕÇÁ). �ÏÇÄÁ × ËÁÖÄÙÊ ÓÅËÔÏÒ �Ï�ÁÄ£Ô ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ �ÏÔÏÞËÅ (ÉÂÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÏÄÎÏÇÏ ÓÅË-ÔÏÒÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1). åÓÌÉ ÂÙ × ËÁÖÄÙÊ ÓÅËÔÏÒ �Ï�ÁÌÏ ÂÙ �Ï ÔÏÞËÅ,ÔÏ ÎÁÛÌÉÓØ ÂÙ Ä×Å ÔÏÞËÉ, ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒÁÍÉ ËÏÔÏÒÙÈ



5. ðÒÉÎ�É� äÉÒÉÈÌÅ 283ÂÙÌ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 60◦ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÎÅÂÏÌØÛÅ 1. éÔÁË, ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ 5 ÔÏÞÅË.5.121. òÁÚÏÂØ£Í ÄÅÒÅ×ØÑ ÎÁ 2500 ÞÅÔ×£ÒÏË, ÏÂßÅÄÉÎÉ× ËÁÖÄÕÀÞÅÔ×£ÒËÕ × Ë×ÁÄÒÁÔ. ÷ ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ ÞÅÔ×£ÒËÅ ÎÅÌØÚÑ ÓÒÕÂÉÔØ ÂÏ-ÌÅÅ 1 ÄÅÒÅ×Á. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÏÖÎÏ ÓÒÕÂÉÔØ ×ÓÅ ÄÅÒÅ×ØÑ, ÒÁ-ÓÔÕÝÉÅ × ÌÅ×ÙÈ ×ÅÒÈÎÉÈ ÕÇÌÁÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÁÛÉÍÉÞÅÔ×£ÒËÁÍÉ ÄÅÒÅ×ØÅ×. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÄÅÒÅ×ØÅ×, ËÏÔÏ-ÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÓÒÕÂÉÔØ, ÒÁ×ÎÏ 2500.5.122. óÒÅÄÉ �ÑÔÉ ÔÏÞÅË ÅÓÔØ Ä×Å (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈ A É B), ÞÔÏÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ C1, C2, C3 ÌÅÖÁÔ �Ï ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ �ÒÑÍÏÊAB. ðÕÓÔØ ∠AC1B < ∠AC2B < ∠AC3B. �ÏÇÄÁ C1 ÌÅÖÉÔ ×ÎÅÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A, B É C2, Á ÔÏÞËÁ C3 |×ÎÕÔÒÉ ÎÅ£.5.123. ðÒÏ×ÅÄÑ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒ Ë×ÁÄÒÁÔÁ �ÒÑÍÙÅ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍ, ÒÁÚÏÂØ£Í Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÁ ÞÅÔÙÒÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÁ. ëÁËÉÅ-ÔÏ Ä×Å ÉÚ �ÑÔÉ ÔÏÞÅË ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ×, ÉÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÄÌÉÎÙ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÜÔÏÇÏË×ÁÄÒÁÔÉËÁ.ïÔÒÅÚËÉ, �ÒÑÍÙÅ5.124. ðÕÓÔØ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÎÅÌØÚÑ, ÔÏÇÄÁ ÅÓÔØ 2 ÏÔÒÅÚËÁ ÄÌÉÎÏÊ ÎÅÍÅÎÅÅ 0;1 Í, 3-Ê ÏÔÒÅÚÏË ÄÌÉÎÏÊ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 0;2 Í, 4-Ê | ÎÅ ÍÅÎÅÅ0;3 Í, 5-Ê | ÎÅ ÍÅÎÅÅ 0;5 Í, 6-Ê | ÎÅ ÍÅÎÅÅ 0;8 Í É 7-Ê ÎÅ ÍÅÎÅÅ0;5 + 0;8 = 1;3 Í. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.5.125. ðÕÓÔØ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ (ËÁËÕÀ-ÔÏ) �ÒÏÈÏÄÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 10 �ÒÑ-ÍÙÈ. �ÏÇÄÁ ÎÁ ÎÉÈ ÌÅÖÉÔ 100 ÔÏÞÅË, É ÅÓÔØ �ÒÑÍÁÑ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑÎÅ ÍÅÎÅÅ 10 ÔÏÞÅË, É ×ÍÅÓÔÅ Ó ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ | 11 ÔÏÞÅË. ìÀÂÁÑ ÔÏÞ-ËÁ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁ ÜÔÏÊ �ÒÑÍÏÊ, ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÜÔÏÊ�ÒÑÍÏÊ, É �ÒÑÍÙÈ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 11.5.126. ðÕÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÄÌÉÎ ÈÏÒÄ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÄÉÁÍÅÔÒ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÊ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ k + 1 ÈÏÒÄÕ.�ÁË ËÁË ÄÌÉÎÁ ÄÕÇÉ, ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÏÊ ÈÏÒÄÏÊ, ÂÏÌØÛÅ ÄÌÉÎÙ ÜÔÏÊ ÈÏÒ-ÄÙ, ÔÏ ÓÕÍÍÁ ÄÌÉÎ ÄÕÇ, ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÙÈ ÄÁÎÎÙÍÉ ÈÏÒÄÁÍÉ, ÂÏÌØÛÅ k.åÓÌÉ Ë ÜÔÉÍ ÄÕÇÁÍ ÄÏÂÁ×ÉÍ ÄÕÇÉ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÉÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏ �ÅÎÔÒÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÓÕÍÍÁ ÄÌÉÎ ×ÓÅÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÄÕÇÂÕÄÅÔ ÂÏÌØÛÅ 2k. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÏÞËÁ, ËÏÔÏÒÕÀ �ÏËÒÙ×ÁÅÔ �ÏËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ k + 1 ÉÚ ÜÔÉÈ ÄÕÇ. äÉÁÍÅÔÒ, �ÒÏ×ÅÄ£ÎÎÙÊ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕÔÏÞËÕ, �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ k + 1 ÈÏÒÄÕ.5.127. ðÕÓÔØ l1 | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁÑ l.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÄÌÉÎÙ �ÒÏÅË�ÉÊ i-ÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÎÁ �ÒÑÍÙÅ l É l1 ÞÅÒÅÚ



284 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉai É bi ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÁË ËÁË ÄÌÉÎÁ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÒÁ×ÎÁ 1 ÔÏai + bi > 1. ðÏÜÔÏÍÕ(a1 + : : :+ a4n) + (b1 + : : :+ b4n) > 4n:ðÕÓÔØ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔÉ a1 + : : : + a4n > b1 + : : : + b4n. �ÏÇÄÁa1 + : : : + a4n > 2n. ÷ÓÅ ÄÁÎÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ �ÒÏÅ�ÉÒÕÀÔÓÑ ÎÁ ÏÔÒÅ-ÚÏË ÄÌÉÎÙ 2n ÎÁ �ÒÑÍÏÊ l. åÓÌÉ ÂÙ �ÒÏÅË�ÉÉ ÏÔÒÅÚËÏ× ÎÁ ÜÔÕ�ÒÑÍÕÀ ÎÅ ÉÍÅÌÉ ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË, ÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ ÂÙ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïa1+ : : :+a4n < 2n. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ lÅÓÔØ ÔÏÞËÁ, × ËÏÔÏÒÕÀ �ÒÏÅ�ÉÒÕÀÔÓÑ ÔÏÞËÉ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ä×ÕÈÏÔÒÅÚËÏ×. �ÏÇÄÁ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒ Ë ÎÅÊ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑÉÓËÏÍÏÊ �ÒÑÍÏÊ.5.128. óÏ×ÍÅÓÔÉÍ ÄÁÎÎÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É �ÏÓÁÄÉÍ × ÆÉËÓÉÒÏ-×ÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÍÁÌÑÒÁ. âÕÄÅÍ ×ÒÁÝÁÔØ ÜÔÕ ÏËÒÕÖ-ÎÏÓÔØ É �ÏÒÕÞÉÍ ÍÁÌÑÒÕ ËÒÁÓÉÔØ ÔÕ ÔÏÞËÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÍÉÍÏËÏÔÏÒÏÊ ÏÎ �ÒÏÅÚÖÁÅÔ, ×ÓÑËÉÊ ÒÁÚ, ËÏÇÄÁ ËÁËÁÑ-ÌÉÂÏ ÏÔÍÅÞÅÎ-ÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÄÕÇÅ. îÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �Ï-ÓÌÅ �ÏÌÎÏÇÏ ÏÂÏÒÏÔÁ ÞÁÓÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÎÅÏËÒÁÛÅÎ-ÎÏÊ. ëÏÎÅÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ ÍÁÌÑÒÁ ÂÕÄÅÔ ÔÁËÏÊ ÖÅ, ËÁËÅÓÌÉ ÂÙ ÅÍÕ �ÏÒÕÞÉÌÉ ÎÁ i-Í ÏÂÏÒÏÔÅ ËÒÁÓÉÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ËÏ-ÇÄÁ i-Ñ ÏÔÍÅÞÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÄÕÇ,É ÓÄÅÌÁÌÉ ÂÙ 100 ÏÂÏÒÏÔÏ×. �ÁË ËÁË × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÉ ËÁÖÄÏÍÏÂÏÒÏÔÅ ÏËÒÁÛÉ×ÁÅÔÓÑ ÍÅÎØÛÅ 1 ÓÍ, �ÏÓÌÅ 100 ÏÂÏÒÏÔÏ× ÂÕÄÅÔÏËÒÁÛÅÎÏ ÍÅÎØÛÅ 100 ÓÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÞÁÓÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑÎÅÏËÒÁÛÅÎÎÏÊ.5.129. ðÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÉÚ ËÌÅÔËÉ × ÓÏÓÅÄÎÀÀ �ÒÑÍÁÑ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÌÉÂÏ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÕÀ, ÌÉÂÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÕÀ ÌÉÎÉÀ ÓÅÔËÉ. (ä×ÁÖÄÙÜÔÉ ÌÉÎÉÉ ÏÎÁ �ÅÒÅÓÅÞØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ.) ÷ÎÕÔÒÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ 19 ++ 29 = 48 ÌÉÎÉÊ ÓÅÔËÉ. úÎÁÞÉÔ, �ÒÑÍÁÑ ÎÅ ÍÏÖÅÔ �ÅÒÅÓÅÞØ ÂÏÌÅÅ49 ËÌÅÔÏË.5.130. ó�ÒÏÅ�ÉÒÕÅÍ ×ÓÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÕ AB Ë×ÁÄÒÁÔÁABCD. ðÒÏÅË�ÉÅÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ l Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚÏË ÄÌÉÎÏÊl=�. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ ÄÌÉÎ �ÒÏÅË�ÉÊ ×ÓÅÈ ÄÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÒÁ×-ÎÁ 10=�. �ÁË ËÁË 10=� > 3 = 3AB, ÔÏ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ AB ÅÓÔØ ÔÏÞ-ËÁ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑÍ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÞÅÔÙÒ£È ÏËÒÕÖ-ÎÏÓÔÅÊ. ðÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒ Ë AB, �ÒÏ×ÅÄ£ÎÎÙÊ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ, �ÅÒÅ-ÓÅËÁÅÔ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÞÅÔÙÒÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.5.131. 2n-ÕÇÏÌØÎÉË ÉÍÅÅÔ 2n(2n − 3)=2 = n(2n − 3) ÄÉÁ-ÇÏÎÁÌÅÊ. ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÄÁÎ-ÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ, ÎÅ ÂÏÌÅÅ n − 2. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅÇÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ, �ÁÒÁÌ-ÌÅÌØÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎÁÍ, ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2n(n − 2). á ÔÁË ËÁË 2n(n − 2) <



5. ðÒÉÎ�É� äÉÒÉÈÌÅ 285< n(2n− 3), ÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ, ÎÅ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚÓÔÏÒÏÎ.5.132. ë ËÒÁÀ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÉ 8 × 8 �ÒÉÌÅÇÁÅÔ 28 �ÏÌÅÊ.ðÒÏ×ÅÄÅÍ 28 ÏÔÒÅÚËÏ×, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ �ÅÎÔÒÙ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ËÒÁÊÎÉÈ�ÏÌÅÊ. ëÁÖÄÁÑ �ÒÑÍÁÑ ÍÏÖÅÔ �ÅÒÅÓÅËÁÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ ÔÁËÉÈÏÔÒÅÚËÏ×, �ÏÜÔÏÍÕ 13 �ÒÑÍÙÈ ÍÏÇÕÔ �ÅÒÅÓÅËÁÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 26 ÏÔ-ÒÅÚËÏ×, Ô. Å. ÎÁÊÄÕÔÓÑ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ä×Á ÏÔÒÅÚËÁ, ÎÅ �ÅÒÅ-ÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÎÉ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ 13 �ÒÏ×ÅÄ£ÎÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ. ðÏÜÔÏÍÕ13 �ÒÑÍÙÍÉ ÎÅÌØÚÑ ÒÁÚÂÉÔØ ÛÁÈÍÁÔÎÕÀ ÄÏÓËÕ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ × ËÁ-ÖÄÏÊ ÞÁÓÔÉ ÌÅÖÁÌÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÔÁË ËÁËÏÂÁ ËÏÎ�Á ÏÔÒÅÚËÁ, ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÇÏÓÑ Ó �ÒÑÍÙÍÉ, ÌÅÖÁÔ × ÏÄ-ÎÏÊ ÞÁÓÔÉ.
· · ·0;90;8

0;10
1;00;9
0;20;1

ë 5.133

5.133. òÁÚÒÅÖÅÍ ÏÔÒÅÚÏË ÎÁ 10 ÏÔ-ÒÅÚËÏ× ÄÌÉÎÏÊ 0;1 É, ÓÌÏÖÉ× ÉÈ ÓÔÏ-�ÏÞËÏÊ, Ó�ÒÏÅ�ÉÒÕÅÍ ÎÁ ÔÁËÏÊ ÖÅ ÏÔ-ÒÅÚÏË (ÓÍ. ÒÉÓ.). �ÁË ËÁË ÒÁÓÓÔÏÑ-ÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÏËÒÁÛÅÎ-ÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÎÅ ÒÁ×ÎÏ 0;1, ÔÏ ÏËÒÁ-ÛÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÎÅÍÏÇÕÔ �ÒÏÅ�ÉÒÏ×ÁÔØÓÑ × ÏÄÎÕ ÔÏÞ-ËÕ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÉ × ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ ÎÅ ÍÏ-ÇÕÔ �ÒÏÅ�ÉÒÏ×ÁÔØÓÑ ÏËÒÁÛÅÎÎÙÅ ÔÏÞ-ËÉ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ �ÑÔÉ ÏÔÒÅÚËÏ×. úÎÁÞÉÔ, ÓÕÍÍÁ ÄÌÉÎ �ÒÏÅË�ÉÊÏËÒÁÛÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× (ÒÁ×ÎÁÑ ÓÕÍÍÅ ÉÈ ÄÌÉÎ) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ5 · 0;1 = 0;5.5.134. Á) íÏÖÎÏ. ðÕÓÔØ O | �ÅÎÔÒ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ �ÑÔÉÕÇÏÌØ-ÎÉËÁ ABCDE. �ÏÇÄÁ ËÒÕÇÉ, ×�ÉÓÁÎÎÙÅ × ÕÇÌÙ AOC, BOD, COE,DOA É EOB, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÓËÏÍÙÍÉ.Â) îÅÌØÚÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È ËÒÕÇÏ× ÕÇÏÌ,ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ Ë ÎÅÍÕ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÍÉ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ O.�ÁË ËÁË ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÕÇÌÏ× ÍÅÎØÛÅ 180◦, × ÓÕÍÍÅ ÏÎÉ ÄÁÀÔÍÅÎØÛÅ 2 · 360◦. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÏÞËÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÏËÒÙÔÁÑ ÎÅÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÕÇÌÏ×. ìÕÞ, �ÒÏ×ÅÄ£ÎÎÙÊ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ,�ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ.5.135. äÁÎÎÙÅ �ÒÑÍÙÅ ÎÅ ÍÏÇÕÔ �ÅÒÅÓÅËÁÔØ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÓÔÏÒÏÎÙË×ÁÄÒÁÔÁ ABCD, ÔÁË ËÁË ÉÎÁÞÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ÎÅ Ä×Á ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØ-ÎÉËÁ, Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË É �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË. ðÕÓÔØ �ÒÑÍÁÑ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÔÏÒÏÎÙ BC É AD × ÔÏÞËÁÈ M É N . �ÒÁ�Å�ÉÉ ABMN É CDNMÉÍÅÀÔ ÒÁ×ÎÙÅ ×ÙÓÏÔÙ, �ÏÜÔÏÍÕ ÉÈ �ÌÏÝÁÄÉ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ËÁË ÓÒÅÄÎÉÅÌÉÎÉÉ, Ô. Å.MN ÄÅÌÉÔ ÏÔÒÅÚÏË, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ ABÉ CD, × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ 2 : 3. �ÏÞÅË, ÄÅÌÑÝÉÈ ÓÒÅÄÎÉÅ ÌÉÎÉÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ



286 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ× ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ 2 : 3, ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ 4. �ÁË ËÁË ÄÁÎÎÙÅ 9 �ÒÑÍÙÈ�ÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÜÔÉ 4 ÔÏÞËÉ, ÔÏ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ ÉÚ ÔÏÞÅË �ÒÏÈÏÄÑÔ �ÏËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÔÒÉ �ÒÑÍÙÅ.5.136. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ É ËÁÖÄÏÍÓÔÏÌÂ�Å ÓÔÏÉÔ ÒÏ×ÎÏ �Ï ÏÄÎÏÊ ÌÁÄØÅ. åÓÌÉ × ËÁËÏÍ-ÌÉÂÏ Ë×Á-ÄÒÁÔÅ n × n ÌÁÄØÉ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ, ÔÏ × ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÓÔÒÏËÁÈ ÓÔÏ-ÑÔ ÒÏ×ÎÏ � − 1 ÌÁÄÅÊ É × ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÓÔÏÌÂ�ÁÈ ÔÁËÖÅ ÒÏ×ÎÏ� − 1 ÌÁÄÅÊ. úÎÁÞÉÔ, ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÌÁÄÅÊ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2n − 2.ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.ëÒÕÇÉ, ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ, �ÌÏÝÁÄØ5.137. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÍÅÎØÛÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÎÁËÒÙ-×ÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.
ë 5.138

5.138. íÏÖÅÔ (ÓÍ. ÒÉÓ.).5.139. ðÕÓÔØ S | �ÌÏÝÁÄØ ÞÁÓÔÉ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �Ï-ËÒÙÔÏÊ 7 ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ, M1 | ÓÕÍÍÁ �ÌÏÝÁÄÅÊÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×, M2 | ÓÕÍÍÁ �ÌÏÝÁÄÅÊ ×ÓÅÈ �ÅÒÅÓÅ-ÞÅÎÉÊ Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×. �ÏÇÄÁ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÆÏÒ-ÍÕÌÙ ×ËÌÀÞÅÎÉÊ É ÉÓËÌÀÞÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏS > M1 −M2, Ô. Å. 4 > 7−M2, ÏÔËÕÄÁ M2 > 3. �ÁË ËÁËÉÚ 7 ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ 7·6=2 = 21 �ÁÒÕ, �ÌÏÝÁÄØÏÂÝÅÊ ÞÁÓÔÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ �ÁÒ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ M2=21 > 1=7.

ë 5.140

5.140. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÒÅÓÔÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ 1=(2√2) 
 �ÅÎÔÒÏÍ × �ÅÎÔÒÅËÒÅÓÔÁ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑÄ×Á ÔÁËÉÈ ËÒÕÇÁ, ÔÏ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ É ÓÁÍÉËÒÅÓÔÙ. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ �ÅÎÔÒÁÍÉ �ÅÒÅ-ÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÒÁ×ÎÙÈ ËÒÕÇÏ× ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔÉÈ ÕÄ×ÏÅÎÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ, �ÏÜÔÏÍÕ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍÅÖÄÕ �ÅÎÔÒÁÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÉÍ ËÒÅ-ÓÔÏ× ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1=√2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÑ-ÍÏÕÇÏÌØÎÉË, ÚÁÄÁÎÎÙÊ �ÅÒÅËÌÁÄÉÎÁÍÉ �ÅÒ-×ÏÇÏ ËÒÅÓÔÁ É �ÅÎÔÒÏÍ ×ÔÏÒÏÇÏ (ÓÍ. ÒÉÓ.).ïÄÎÁ ÉÚ �ÅÒÅËÌÁÄÉÎ ×ÔÏÒÏÇÏ ËÒÅÓÔÁ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÜÔÏÔ �ÒÑÍÏ-ÕÇÏÌØÎÉË, �ÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ ËÒÅÓÔ, ÔÁË ËÁË ÄÌÉÎÁ�ÅÒÅËÌÁÄÉÎÙ ÒÁ×ÎÁ 1=√2, Á ÄÌÉÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1=√2. ÷ ËÒÕÇÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÍÅÓÔÉÔØÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ËÒÕÇÏ× ÒÁÄÉÕÓÁ 1=(2√2).5.141. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÉÇÕÒÕ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË, ÕÄÁ-Ì£ÎÎÙÈ ÏÔ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1 ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1



5. ðÒÉÎ�É� äÉÒÉÈÌÅ 287(ÓÍ. ÒÉÓ.). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ 1, �ÅÎÔÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎ×ÎÅ ÜÔÏÊ ÆÉÇÕÒÙ, ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏÍ. ðÌÏÝÁÄØ ÔÁËÏÊÆÉÇÕÒÙ ÒÁ×ÎÁ � + 5. ãÅÎÔÒ ÎÕÖÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ ÄÏÌÖÅÎ ÔÁËÖÅ ÎÁÈÏ-ÄÉÔØÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÂÏÌØÛÅ 1 ÏÔ ÓÔÏÒÏÎ ÂÏÌØÛÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ,Ô. Å. ×ÎÕÔÒÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 13. ñÓÎÏ, ÞÔÏ 20 ÆÉÇÕÒ �ÌÏ-ÝÁÄØÀ � + 5 ÎÅ ÍÏÇÕÔ �ÏËÒÙÔØ Ë×ÁÄÒÁÔ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 13, ÔÁË ËÁË20(� + 5) < 132. ëÒÕÇ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÅ�ÏËÒÙÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔÔÒÅÂÕÅÍÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ.

ë 5.141

5.142. úÁÍÅÔÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ X �ÒÉÎÁÄ-ÌÅÖÉÔ ËÏÌØ�Õ Ó �ÅÎÔÒÏÍ O ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ O �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÔÁËÏÍÕ ÖÅ ËÏÌØ�Õ Ó�ÅÎÔÒÏÍ X. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓ-ÌÉ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ËÏÌØ�Á Ó �ÅÎÔÒÁÍÉ × ÄÁÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ,ÔÏ ÏÄÎÕ ÉÚ ÔÏÞÅË ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ËÒÕÇÁ �ÏËÒÏÅÔÎÅ ÍÅÎÅÅ 10 ËÏÌÅ�. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ËÏÌØ�Á ÌÅÖÁÔ×ÎÕÔÒÉ ËÒÕÇÁ ÒÁÄÉÕÓÁ 16 + 3 = 19, �ÌÏÝÁÄØ ËÏÔÏ-ÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÁ 361�. îÏ 9 · 361� = 3249�, Á ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ�ÌÏÝÁÄØ ËÏÌÅ� ÒÁ×ÎÁ 650 · 5� = 3250�.5.143. îÅÔ. ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ ÂÏÌØÛÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �Ï-ËÒÙÔÙ ÏÄÎÉÍ ÍÁÌÅÎØËÉÍ, ÔÁË ËÁË ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1;5, Á ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÅÄÉÎÉÞ-ÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÒÁ×ÎÏ ÄÌÉÎÅ ÅÇÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, Ô. Å. √2 < 1;5. ðÏÜÔÏÍÕÄÌÑ �ÏËÒÙÔÉÑ ÂÏÌØÛÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÞÅÔÙÒ£ÈÅÄÉÎÉÞÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× (�Ï ÞÉÓÌÕ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ).5.144. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ×Ù�ÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË, ÓÏ-ÄÅÒÖÁÝÉÊ ÄÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ. ðÕÓÔØ ÏÎ ÉÍÅÅÔ k ×ÅÒÛÉÎ. åÓÌÉ k = 102,ÔÏ ÜÔÏÔ 102-ÕÇÏÌØÎÉË ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ 100 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÄÉÁÇÏ-ÎÁÌÑÍÉ, ×ÙÈÏÄÑÝÉÍÉ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ.åÓÌÉ ÖÅ k < 102, ÔÏ ×ÎÕÔÒÉ k-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÌÅÖÉÔ 102 − k ÔÏÞÅË.óÏÅÄÉÎÉÍ ÏÄÎÕ ÉÚ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞÅË Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ k-ÕÇÏÌØÎÉËÁ.ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÌÕÞÉÍ k ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×. ó ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉ-ÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ �ÒÏÄÅÌÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ. åÓÌÉ ÜÔÁ ÔÏÞËÁÌÅÖÉÔ ÓÔÒÏÇÏ ×ÎÕÔÒÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÒÁÎÅÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉ-ËÏ×, ÔÏ ÓÏÅÄÉÎÉÍ Å£ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. åÓÌÉ ÔÏÞ-ËÁ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÂÝÅÊ ÓÔÏÒÏÎÅ Ä×ÕÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÔÏ ÓÏÅÄÉÎÉÍÅ£ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÜÔÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, �ÒÏÔÉ×ÏÌÅÖÁÝÉÍÉ ÏÂÝÅÊÓÔÏÒÏÎÅ. ðÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ × ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÞÉÓÌÏÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 2. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ×ÓÅÇÏ �ÏÌÕ-ÞÉÔÓÑ k + 2(102 − k − 1) = 204 − k − 2 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×. �ÁË ËÁËk < 102, ÔÏ 204 − k − 1 > 102 − 2 = 100. óÕÍÍÁ �ÌÏÝÁÄÅÊÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÍÅÎØÛÅ 1, Á ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÅ ÍÅÎØÛÅ



288 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ100, �ÏÜÔÏÍÕ �ÌÏÝÁÄØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ1=100.5.145. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÂÏÌØÛÅ 1, ÉÏÎ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎ × ËÒÕÇÅ ÒÁÄÉÕÓÁ 1, ÔÏ ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÅÎÔÒ ËÒÕÇÁ. ðÏ-ÓËÏÌØËÕ �ÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÂÏÌØÛÅ 1, Á ÓÔÏÒÏÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2(2 | ÄÉÁÍÅÔÒ ËÒÕÇÁ), ÔÏ ×ÓÅ ÅÇÏ ×ÙÓÏÔÙ ÂÏÌØÛÅ 1. îÏ ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉË | �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÔÒ£È �ÏÌÏÓ, ËÒÁÑ ËÏÔÏÒÙÈ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ÓÔÏ-ÒÏÎÁÍ, Á ÛÉÒÉÎÁ ÒÁ×ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ×ÙÓÏÔÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, Á�ÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÁ ËÒÁÑ ËÁÖÄÏÊ �ÏÌÏÓÙ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔ ËÒÕÇ É Å£ ÛÉÒÉÎÁÂÏÌØÛÅ 1, ÏÎÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÅÎÔÒ ËÒÕÇÁ (×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÏÊ). �ÏÇÄÁ ÉÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÅÎÔÒ ËÒÕÇÁ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ Ä×Á ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó �ÌÏÝÁÄØÀ, ÂÏÌØÛÅÊ 1, ÌÅÖÁÔ × ËÒÕÇÅ, ÔÏ ÏÎÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔ�ÅÎÔÒ ËÒÕÇÁ, Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ.
ë 5.146

5.146. ãÅÎÔÒ ËÒÕÇÁ ÄÉÁÍÅÔÒÁ 1, �ÅÌÉËÏÍ �ÏÍÅÝÁÀ-ÝÅÇÏÓÑ ×ÎÕÔÒÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÒÁÓ�ÏÌÏ-ÖÅÎ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ, ÂÏÌØÛÅÍ 1=2, ÏÔ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ�ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, Ô. Å. ×ÎÕÔÒÉ �ÒÁÍËÉ�. ðÌÏÝÁÄØ �ÒÁÍ-ËÉ� ÒÁ×ÎÁ 19 · 24 = 456. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �ÅÎÔÒ ËÒÕÇÁ ÄÏÌ-ÖÅÎ ÂÙÔØ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ, ÂÏÌØÛÅÍ 1=2, ÏÔËÏÎÔÕÒÁ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, Ô. Å. ×ÎÅ ÆÉÇÕÒËÉ, �ÏËÁ-ÚÁÎÎÏÊ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ. ïÎÁ ÉÍÅÅÔ �ÌÏÝÁÄØ 3+�=4, �ÏÜÔÏÍÕÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÜÔÉ ÆÉÇÕÒËÉ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ É ÎÅ ÚÁÄÅ×ÁÀÔ ÒÁÍËÕ, ÉÈÓÕÍÍÁÒÎÁÑ �ÌÏÝÁÄØ ÒÁ×ÎÁ 120(3+�=4) = 360+30� < 360+30·3;2 == 456. éÔÁË, ÜÔÉÍÉ ÆÉÇÕÒËÁÍÉ �ÏËÒÙÔØ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË �ÌÏÝÁÄÉ456 ÎÅÌØÚÑ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ËÒÕÇ ÄÉÁÍÅÔÒÁ 1, ÎÅ �ÅÒÅÓÅ-ËÁÀÝÉÊÓÑ ÎÉ Ó ÏÄÎÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ.5.147. òÅÛÉÍ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ �ÌÏÝÁÄÉ S É �ÅÒÉÍÅÔÒÁ P . ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÓÔÏÒÏÎÙ ÜÔÏÇÏÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ Á1; : : : ; Án (Á1 + : : :+ Án = ò ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÑÍÏ-ÕÇÏÌØÎÉË �ÌÏÝÁÄÉ S Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ P , ×ÙÓÏÔÁ ÅÇÏ ÒÁ×ÎÁ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏS=P . òÁÚÒÅÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÜÔÏÔ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍÉ ÏÔÒÅÚ-ËÁÍÉ ÎÁ n �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ Á1; : : : ; Án É �ÒÉÌÏÖÉÍËÁÖÄÙÊ ÉÚ �ÏÌÕÞÉ×ÛÉÈÓÑ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ë ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊÓÔÏÒÏÎÅ ×ÎÕÔÒÉ. îÅËÏÔÏÒÙÅ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ ÂÕÄÕÔ ÎÁÌÅÚÁÔØ ÄÒÕÇÎÁ ÄÒÕÇÁ, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÕÔ �×ÙÌÅÚÁÔØ� ÚÁ �ÒÅÄÅÌÙ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏ-ÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, É �ÏÜÔÏÍÕ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÉÈ ÏÂÝÁÑ �ÌÏÝÁÄØ ÒÁ×ÎÁ S, Á�ÌÏÝÁÄØ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÔÏÖÅ S, ÎÅ �ÏËÒÏÀÔ ÅÇÏ �ÅÌÉËÏÍ. ìÀ-ÂÁÑ ÎÅ�ÏËÒÙÔÁÑ ÔÏÞËÁ ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ �ÅÎÔÒÏÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÇÏ ËÒÕÇÁÒÁÄÉÕÓÁ S=P .5.148. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÄÁÎÎÙÅ ÆÉÇÕÒÙ ÞÅÒÅÚ �1; : : : ;�1975, ÆÉÇÕÒÙ,ÄÏ�ÏÌÎÑÀÝÉÅ ÉÈ ÄÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÞÅÒÅÚ �′1; : : : ;�′1975.



5. ðÒÉÎ�É� äÉÒÉÈÌÅ 289ðÕÓÔØ Si É S′i | �ÌÏÝÁÄÉ ÆÉÇÕÒ �i É �′i (i = 1; : : : ; 1975), ÔÏÇÄÁSi + S′i = S. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ S1 + : : :+ S1975 > 1974S, �ÏÜÔÏÍÕS′1 + : : :+ S′1975 = (S − S1) + (S − S2) + : : :+ (S − S1975) == 1975S − (S1 + : : :+ S1975) < 1975S − 1974S = S:éÔÁË, ÓÕÍÍÁ �ÌÏÝÁÄÅÊ ÄÏ�ÏÌÎÑÀÝÉÈ ÆÉÇÕÒ ÍÅÎØÛÅ �ÌÏÝÁÄÉË×ÁÄÒÁÔÁ É, ÚÎÁÞÉÔ, ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÏÞËÁ M Ë×ÁÄÒÁÔÁ, ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁ-ÝÁÑ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÆÉÇÕÒ. �ÏÇÄÁ ÔÏÞËÁí �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÁÖÄÏÊÉÚ ÆÉÇÕÒ �i, Ô. Å. Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÓËÏÍÏÊ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × Ë×ÁÄÒÁÔÅ �ÌÏÝÁÄØÀ S ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÔØ 1975ÆÉÇÕÒ �1; : : : ;�1975, ÓÕÍÍÁ �ÌÏÝÁÄÅÊ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ 1974S É ÔÁ-ËÉÈ, ÞÔÏ Õ ÜÔÉÈ ÆÉÇÕÒ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÏÂÝÅÊ ÔÏÞËÉ. ÷ ÓÁÍÏÍÄÅÌÅ, ÉÚ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ, �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÈ × ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÆÉÇÕÒÙ �′1; : : : ;�′1975 ÓÕÍÍÁ �ÌÏÝÁÄÅÊ ËÏÔÏÒÙÈÒÁ×ÎÁ S, �ÏÌÎÏÓÔØÀ �ÏËÒÙ×ÁÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÁËÉÈ ÆÉÇÕÒÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÆÉÇÕÒÙ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ Ë×Á-ÄÒÁÔÁ ÎÁ 1975 ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÆÉÇÕÒ. éÈ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ | ÆÉÇÕ-ÒÙ �1; : : : ;�1975 | É ÂÕÄÕÔ ÉÓËÏÍÙÍÉ ÆÉÇÕÒÁÍÉ.
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5.149. ðÕÓÔØ O | �ÅÎÔÒ ÄÁÎÎÏÇÏËÒÕÇÁ ÒÁÄÉÕÓÁ 2. ÷�ÉÛÅÍ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ,Ñ×ÌÑÀÝÕÀÓÑ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ, �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË ABCDEF (
Í. ÒÉÓ.).åÇÏ ÓÔÏÒÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ 2. ó �ÅÎÔÒÁÍÉ ×ÓÅÒÅÄÉÎÁÈ ÓÔÏÒÏÎ ÜÔÏÇÏ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉ-ËÁ �ÏÓÔÒÏÉÍ ÛÅÓÔØ ËÒÕÇÏ× ÒÁÄÉÕÓÏÍ1. ïËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÇÒÁÎÉ�Á-ÍÉ ÜÔÉÈ ËÒÕÇÏ×, �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞ-ËÁÈ A, B, C, D, E, F , Á ÔÁËÖÅ × ÔÏÞ-ËÁÈ A1, B1, C1,D1, E1, F1 | ×ÅÒÛÉÎÁÈ�ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏ-ÎÏÊ 1. ûÅÓÔØ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ËÒÕÇÏ× �Ï-ËÒÏÀÔ ÌÉÛØ ÞÁÓÔØ ËÒÕÇÁ ÒÁÄÉÕÓÁ 2: ÆÉ-ÇÕÒÁ, ÚÁËÒÁÛÅÎÎÁÑ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ, ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÎÅ�ÏËÒÙÔÏÊ. îÏ Å£, ËÁËÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÍÏÖÎÏ �ÏËÒÙÔØ ËÒÕÇÏÍ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞ-ËÅ O. éÔÁË, ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ 2 ÍÏÖÎÏ �ÏÌÎÏÓÔØÀ �ÏËÒÙÔØ ÓÅÍØÀ ËÒÕ-ÇÁÍÉ ÒÁÄÉÕÓÁ 1.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÛÅÓÔØÀ ËÒÕÇÁÍÉ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ 2 ÎÅÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏËÒÙÔ. �ÁË ËÁË ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 ÍÏÖÅÔ �ÏËÒÙÔØ ÎÅÂÏÌØÛÅ 1=6 ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ 2, ÔÏ ×ÓÑ ÜÔÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔÂÙÔØ �ÏËÒÙÔÁ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÛÅÓÔØÀ ËÒÕÇÁÍÉ ÒÁÄÉÕÓÁ 1. ðÒÉ ÜÔÏÍÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏËÒÙÔÁ ÉÍÉ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ



290 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉÕËÁÚÁÎ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ. îÏ ÔÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ O ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÎÅ�ÏËÒÙÔÏÊ, ÔÁËÞÔÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÅÝ£ ÏÄÉÎ, ÓÅÄØÍÏÊ, ËÒÕÇ.
óÆÅÒÙ, ËÕÂÙ É Ô. Ä.5.150. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï-�ÏÌÏÖÎÕÀ ÅÊ. �ÁË ËÁË ÓÕÛÁ ÚÁÎÉÍÁÅÔ ÂÏÌÅÅ �ÏÌÏ×ÉÎÙ �ÌÏÝÁÄÉ �ÌÁ-ÎÅÔÙ, ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Å ÔÁËÉÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÓÕÛÅ.5.151. óÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ 1{6 ÅÓÔØ 5 �ÁÒ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÞÉÓÅÌ: (1; 2); : : : ;(5; 6). ëÁÖÄÁÑ ÔÁËÁÑ �ÁÒÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁ�ÉÓÁÎÁ ÌÉÂÏ ÎÁ Ä×ÕÈ ÓÏ-ÓÅÄÎÉÈ ÇÒÁÎÑÈ ËÕÂÁ, ÌÉÂÏ ÎÁ Ä×ÕÈ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ. îÏ �ÁÒ �ÒÏ-ÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ Õ ËÕÂÁ 3. úÎÁÞÉÔ, �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ä×Å ÔÁËÉÅ�ÁÒÙ ÚÁÎÉÍÁÀÔ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÇÒÁÎÉ. ì£ÛÁ �ÒÁ×.5.152. óÕÍÍÙ ÎÏÍÅÒÏ× ÎÁ ËÏÎ�ÁÈ Ò£ÂÅÒ ÍÏÇÕÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑ ÏÔ 1 + 2 = 3 ÄÏ 7 + 8 = 15 | ×ÓÅÇÏ 13 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÓÕÍÍ 3, 4, 5 É 6 ÏÄÎÁ �ÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÎÅ ÍÏÖÅÔ. äÏ�Õ-ÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÓÕÍÍ ÅÓÔØ ÔÁËÉÅ: 1+2 = 3, 1+3 = 4, 1+4 = 5. �ÏÇÄÁ6 �ÏÌÕÞÉÔØ ÎÅÌØÚÑ, ÔÁË ËÁË ÞÉÓÌÁ 1 É 5, 2 É 4 ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ÒÁÚÎÙÈÒ£ÂÒÁÈ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÉÚ ÓÕÍÍ 12, 13, 14 É 15 ÏÄÎÁ �ÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÎÅÍÏÖÅÔ.5.153. åÓÌÉ Õ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ n ÇÒÁÎÅÊ, ÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÅÇÏ ÇÒÁÎØÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÏÔ 3 ÄÏ n − 1 ÓÔÏÒÏÎ, Á, ÚÎÁÞÉÔ, ÍÅÎÅÅ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈÓÔÏÒÏÎ.5.154. íÏÖÎÏ. òÁÚÏÂØ£Í ËÕÂ ÎÁ 133 = 2197 ËÕÂÉËÏ× Ó ÒÅÂÒÏÍ 1.5.155. ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒ �ÌÁÎÅÔÙ É ÌÀÂÕÀ �ÁÒÕ ÁÓÔÅÒÏÉ-ÄÏ× �ÌÏÓËÏÓÔØ �. ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÏÓØ �ÌÁÎÅÔÙ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÕÀ �ÌÏÓ-ËÏÓÔÉ �. ïÎÁ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏÓØ �ÌÁÎÅÔÙ × ��ÏÌÀÓÁÈ� A É B. �ÏÇÄÁÎÁÂÌÀÄÁÔÅÌÉ × A É B ×ÉÄÑÔ ×ÍÅÓÔÅ ÌÉÛØ 37 − 2 = 35 ÁÓÔÅÒÏÉÄÏ×(ÉÌÉ ÍÅÎØÛÅ, ÅÓÌÉ ÎÁ � ÅÓÔØ ÅÝ£ ÁÓÔÅÒÏÉÄÙ), Á �ÏÔÏÍÕ ÏÄÉÎ ÉÚÎÉÈ ×ÉÄÉÔ ÍÅÎÅÅ 18 ÁÓÔÅÒÏÉÄÏ×.
5.4. ïËÒÁÓËÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É Å£ ÞÁÓÔÅÊ. �ÁÂÌÉ�Ù5.156. ÷ÏÚØÍ£Í ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊÄÌÉÎÙ 1. éÚ ÔÒ£È ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ �Ï ÍÅÎØÛÅÊ ÍÅÒÅ Ä×Å | ÏÄÎÏÇÏ�×ÅÔÁ.5.157. ÷ÏÚØÍ£Í ÌÀÂÙÅ ÔÏÞËÉ A É B ÒÁÚÎÏÇÏ �×ÅÔÁ. åÓÌÉAB < 1, ÔÏ ×ÏÚØÍ£Í ÔÏÞËÕ C, ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 1 ÏÔ A É ÏÔ B.�ÏÇÄÁ Ä×Å ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË ÒÁÚÎÏÇÏ �×ÅÔÁ. åÓÌÉ AB > 1, ÔÏ ÎÁ ÏÔ-ÒÅÚËÅ AB ÏÔ ÔÏÞËÉ A ÂÕÄÅÍ ÏÔËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÏÔÒÅÚËÉ AM1, M1M2,



5. ðÒÉÎ�É� äÉÒÉÈÌÅ 291É Ô. Ä. ÄÌÉÎÙ 1. �ÏÇÄÁ ÌÉÂÏ ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Å ÒÁÚÎÏÇÏ�×ÅÔÁ, ÌÉÂÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÏÞËÁ Mn ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ MnB 6 1.5.158. 8, 8 É 8. ðÒÉ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ 8 ×ÅÒÛÉÎ �Ï 3 Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÒÁÚÎÙÈ�×ÅÔÏ×.5.159. ÷ÏÚØÍ£Í �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË. éÚ �ÑÔÉ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÈÏÔÑ ÂÙ ÔÒÉ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ, �ÒÉÞ£Í ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË.5.160. õ ÓÅÍÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ×ÓÅÇÄÁ ÅÓÔØ Ä×Å ÓÏÓÅÄÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ (ÎÁ-�ÒÉÍÅÒ, 1 É 2) ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ. åÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ×ÅÒÛÉÎ 3, 5 É 7 ÅÓÔØ ×ÅÒÛÉ-ÎÁ ÔÏÇÏ ÖÅ �×ÅÔÁ, ÔÏ ÏÎÁ Ó ÜÔÉÍÉ Ä×ÕÍÑ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË. ÷ ÄÒÕÇÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÓÅ ÏÎÉ (3, 5 É 7) ÄÒÕÇÏÇÏ �×ÅÔÁ.äÌÑ ×ÏÓØÍÉÕÇÏÌØÎÉËÁ | ÎÅ×ÅÒÎÏ (× Þ£ÒÎÙÊ �×ÅÔ ÎÁÄÏ �ÏËÒÁÓÉÔØ×ÅÒÛÉÎÙ 1, 2, 5 É 6).5.161. äÏ�ÕÓÔÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉË ABC, ×ÓÅ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÒÁÚÎÏÇÏ �×ÅÔÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞ-ËÕ A1, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÔÏÞËÅ A ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑÍÏÊ BC. �ÏÇÄÁ A1ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ Ó A É ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó �ÅÎÔÒÏÍ A É ÒÁÄÉÕÓÁ AA1 ÄÏÌÖ-ÎÁ ÂÙÔØ ÏËÒÁÛÅÎÁ × ÔÏÔ ÖÅ �×ÅÔ. îÁ ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÁÊÄÕÔÓÑÄ×Å ÔÏÞËÉ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÒÁ×ÎÏ 1.
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5.162. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÔ �ÒÑ-ÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ. òÁÚÄÅÌÉÍ ËÁÖÄÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ�ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ä×ÕÍÑ ÔÏÞËÁ-ÍÉ ÎÁ ÔÒÉ ÒÁ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÉ. üÔÉ ÔÏÞËÉ ÏÂÒÁ-ÚÕÀÔ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË. åÓÌÉÄ×Å ÅÇÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÏÄ-ÎÏÇÏ �×ÅÔÁ, ÔÏ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙÂÕÄÕÔ ×ÔÏÒÏÇÏ �×ÅÔÁ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÅÓÔØ �ÒÑ-ÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ×ÔÏÒÏÇÏ �×ÅÔÁ. úÎÁÞÉÔ, �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖ-ÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁÚÎÏ�×ÅÔÎÙÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÊÄÕÔÓÑÄ×Å ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÒÁÚÎÏ�×ÅÔÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ; �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ÉÍ ×ÅÒÛÉ-ÎÙ ÔÏÖÅ ÒÁÚÎÏ�×ÅÔÎÙÅ. ïÄÎÁ ÉÚ ÜÔÉÈ �ÁÒ ÒÁÚÎÏ�×ÅÔÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎÌÅÖÉÔ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. �ÏÞËÉ ÜÔÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÔÌÉÞÎÙÅÏÔ ×ÅÒÛÉÎ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÉ �ÅÒ×ÏÇÏ, ÎÉ ×ÔÏÒÏ-ÇÏ �×ÅÔÁ. ðÏÌÕÞÅÎÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.5.163. òÁÓËÒÁÓËÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÂÌÏË ÉÚ ÓÅÍÉ �ÒÁ×ÉÌØ-ÎÙÈ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 0;45, ÒÁÓËÒÁÛÅÎÎÙÈ × �×ÅÔÁ 1{7(ÓÍ. ÒÉÓ.), �Ï×ÔÏÒÑÅÔÓÑ ×Ï ×ÓÅ ÓÔÏÒÏÎÙ. îÅÔÒÕÄÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÄÎÏ�×ÅÔÎÙÈ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØ-ÎÉËÏ× �ÒÉ ÔÁËÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÅ ÂÏÌØÛÅ 1. (ïÎÏ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 0;45√7.)



292 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ5.164. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Å ÔÏÞËÉ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ X É Y . ðÕÓÔØ Y1ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ è | ÓÅÒÅÄÉÎÁ Y Y1, ÁX1 | ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ Y | ÓÅÒÅÄÉÎÁXX1, O | ÓÅÒÅÄÉÎÁ XY . åÓÌÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÒ£È ÔÏÞÅË ÏÄÎÏÇÏ�×ÅÔÁ Ó è É Y , ÔÏ ÏÎÁ ×ÍÅÓÔÅ Ó è É Y ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÉÓËÏÍÕÀ ÔÒÏÊËÕ.åÓÌÉ Y1, ï É è1 ÄÒÕÇÏÇÏ �×ÅÔÁ, ÔÏ ÏÎÉ ÂÕÄÕÔ ÉÓËÏÍÏÊ ÔÒÏÊËÏÊ.5.165. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÔÅÔÒÁÜÄÒ Ó ÒÅÂÒÏÍ 1 ÓÍ, ÒÁÓ�Ï-ÌÏÖÅÎÎÙÊ �ÅÌÉËÏÍ ×ÎÕÔÒÉ ÂÕÌËÉ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ ÅÓÔØÏÄÎÁ ÉÚ ÔÒ£È ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ | ÌÉÂÏ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ×ÎÕÔÒÉ ÉÚÀÍÉÎÙÏÄÎÏÇÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÏÒÔÏ×, ÌÉÂÏ ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔØ ÎÉËÁËÏÊ ÉÚÀÍÉÎÅ.÷ÅÒÛÉÎ | 4, Á ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ | 3.5.166. ÷ÏÚØÍ£Í ÔÒÉ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ �ÒÑÍÙÅ É ÄÅ×ÑÔØ ÇÏÒÉÚÏÎ-ÔÁÌØÎÙÈ. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ�ÒÑÍÙÈ. �ÁË ËÁË ÉÍÅÅÔÓÑ ÌÉÛØ 8 ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÒÁÓËÒÁÓËÉ ÔÒ£È ÔÏÞÅË× Ä×Á �×ÅÔÁ, ÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Å ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ �ÒÑÍÙÅ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈÌÅÖÁÔ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÒÁÓËÒÁÛÅÎÎÙÅ ÔÒÏÊËÉ ÔÏÞÅË. óÒÅÄÉ ÔÒ£È ÔÏÞÅË,ÒÁÓËÒÁÛÅÎÎÙÈ × Ä×Á �×ÅÔÁ, ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Å ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÒÁÓËÒÁÛÅÎ-ÎÙÅ ÔÏÞËÉ. ÷ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ �ÒÑÍÙÅ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ,×ÍÅÓÔÅ Ó ÒÁÎÅÅ ×ÙÂÒÁÎÎÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÓ-ËÏÍÙÍÉ.5.167. ðÕÓÔØ ÎÅÔ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÇÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉËÁ Ó ËÁÔÅÔÁÍÉ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ËÌÅÔÏË, É ×ÅÒÛÉÎÁÍÉÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÙ ÎÅ ÕÚÌÙ, Á ËÌÅÔËÉ.òÁÚÏÂØ£Í ÌÉÓÔ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 4; ÔÏÇÄÁ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉËÁÖÄÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÎÁÊÄÕÔÓÑ 2 ËÌÅÔËÉ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ. ðÕÓÔØÞÉÓÌÏ n ÂÏÌØÛÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÓËÒÁÓÏË Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓÏ ÓÔÏ-ÒÏÎÏÊ 4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ n2 Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÓÏ ÓÔÏ-ÒÏÎÏÊ 4. îÁ ÅÇÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Á ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÒÁÓËÒÁÛÅÎÎÙÈË×ÁÄÒÁÔÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 4. ÷ÏÚØÍ£Í, Ë×ÁÄÒÁÔ K, ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ËÏÔÏ-ÒÏÇÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Á ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÒÁÓËÒÁÛÅÎÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ4n. òÁÓÓÍÏÔÒÅ× Ë×ÁÄÒÁÔ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 4n É × ÎÅÍ Ä×Á ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÒÁÓ-ËÒÁÛÅÎÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 4, �ÏÌÕÞÉÍ ÞÅÔÙÒÅ ËÌÅÔËÉ ÏÄÎÏ-ÇÏ �×ÅÔÁ, Ä×Å ËÌÅÔËÉ ×ÔÏÒÏÇÏ �×ÅÔÁ É ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ ÔÒÅÔØÅÇÏ �×ÅÔÁ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅ× Ë×ÁÄÒÁÔ K, �ÏÌÕÞÉÍ ËÌÅÔËÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÉ �ÅÒ×ÏÇÏ, ÎÉ ×ÔÏÒÏÇÏ, ÎÉ ÔÒÅÔØÅÇÏ �×ÅÔÁ.5.168. Á) , Â) 32 �ÏÌÑ. òÁÚÂÅÊÔÅ ÄÏÓËÕ ÎÁ 16 Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ× 2× 2.5.169. 32.5.170. îÅ ÍÏÖÅÔ. ÷ÓÅ 22 ÓÕÍÍÙ ÌÅÖÁÔ ÍÅÖÄÕ 1 + : : :+ 1
︸ ︷︷ ︸10 = 10 É3 + : : :+ 3

︸ ︷︷ ︸10 = 30 | ×ÓÅÇÏ 21 ÞÉÓÌÏ.5.171. ÷ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÅÓÔØ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÔÒ£È ËÌÅÔÏË, ÏËÒÁÛÅÎÎÙÈ× ÏÄÉÎ �×ÅÔ. �ÁË ËÁË ÓÔÒÏË �ÑÔØ, ÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÒÉ, × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ



5. ðÒÉÎ�É� äÉÒÉÈÌÅ 293ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÔÒ£È ËÌÅÔÏË ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Å ÉÚÜÔÉÈ ÔÒ£È ÓÔÒÏË. åÓÌÉ × ÎÉÈ ÎÅÔ Ä×ÕÈ ÓÔÏÌÂ�Ï× ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ, Ô. Å.ÏÄÉÎ ÓÔÏÌÂÅ� ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ, Á × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÞÅÔÙÒ£È ÓÔÏÌÂ�ÁÈ �ÏÏÄÎÏÊ ËÌÅÔËÅ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÄÏÂÁ×ÌÑÑ ÔÒÅÔØÀ ÓÔÒÏÞËÕ,ÍÙ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ × ÚÁÄÁÞÅ.5.172. ÷ÏÚØÍ£Í ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÕÀ �ÏÌÏÓÕ ÛÉÒÉÎÏÊ 7 ËÌÅÔÏË. �ÁËËÁË ÞÉÓÌÏ Ó�ÏÓÏÂÏ× ÏËÒÁÓËÉ ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Á ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÏËÒÁÛÅÎÎÙÈ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÓÔÏÌÂÉËÁ. ÷ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÉÈ 7 ËÌÅÔÏË,ÏËÒÁÛÅÎÎÙÈ × 6 �×ÅÔÏ×, �ÏÜÔÏÍÕ �Ï �ÒÉÎ�É�Õ äÉÒÉÈÌÅ × ËÁÖÄÏÍÓÔÏÌÂÉËÅ ÎÁÊÄÕÔÓÑ 2 ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÏËÒÁÛÅÎÎÙÅ ËÌÅÔËÉ, ÎÁÈÏÄÑÝÉÅÓÑÎÁ ÏÄÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ.5.173. �ÁË ËÁË ÏÔ ÌÀÂÏÊ ËÌÅÔËÉ ÄÏ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÍÏÖÎÏ ÄÏ-ÂÒÁÔØÓÑ, ÎÅ ÂÏÌÅÅ 19 ÒÁÚ ÓÄ×ÉÎÕ×ÛÉÓØ × ÓÏÓÅÄÎÀÀ ËÌÅÔËÕ, ÔÏ ×ÓÅÞÉÓÌÁ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÍÅÖÄÕ Á É Á+95, ÇÄÅ Á | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÚ×ÓÅÈ ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. úÎÁÞÉÔ, ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 96ÒÁÚÎÙÈ.5.174. ÷ÓÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ 9 ÇÒÕ�� �Ï ÔÏ-ÍÕ, ÎÁ ËÁËÏÊ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÉÈ ÌÅ×ÁÑ ÎÉÖÎÑÑ ËÌÅÔËÁ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÕ ÇÒÕ��Õ, ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �Ï ÍÅÎØÛÅÊ ÍÅ-ÒÅ 7 Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ×. òÁÚÄÅÌÉÍ ÜÔÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÉ ÎÁ ÔÒÉ �ÏÄÇÒÕ�-�Ù: Ó ÌÅ×ÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ËÌÅÔËÏÊ ÎÁ 1{3-Ê, 4{6-Ê É 7{9-Ê ×ÅÒÔÉËÁÌÑÈ.èÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ÜÔÉÈ �ÏÄÇÒÕ�� ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÒÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÁ, ÔÏ-ÇÄÁ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÕÂÒÁÔØ, Ô. Ë. ÏÎ �ÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑËÒÁÊÎÉÍÉ.5.175. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Å ËÌÅÔËÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÏÑÔ ÞÉÓÌÁ 1 É81, É ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÉÈ �Å�ÏÞËÏÊ ÉÚ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ËÌÅÔÏË. åÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙÏÄÎÁ ÉÚ ËÌÅÔÏË | ÎÅ ÕÇÌÏ×ÁÑ, ÔÏ �Å�ÏÞËÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 16ËÌÅÔÏË, × ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÏÑÔ ÞÉÓÌÁ Á1 = 1, Á2; : : : ; Án = 81. �ÏÇÄÁ(Án − Án−1) + : : : + (Á2 − Á1) = Án − Á1 = 81 − 1 = 80. òÁÚÎÏÓÔÅÊ× ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 15, É ÅÓÌÉ ÂÙ ËÁÖÄÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÂÙÌÁÍÅÎØÛÅ 6, ÔÏ ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÂÙÌÁ ÂÙ ÍÅÎØÛÅ 15 · 5 = 75. éÔÁË, ÓÒÅÄÉÒÁÚÎÏÓÔÅÊ ÅÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÉÅ 6.þÉÓÌÁ 1 É 81 ÓÔÏÑÔ × ÕÇÌÏ×ÙÈ ËÌÅÔËÁÈ, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÄÉÁ-ÇÏÎÁÌÉ; ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÉÈ Ä×ÕÍÑ �Å�ÏÞËÁÍÉ ÄÌÉÎÏÊ × 17 ËÌÅÔÏË ËÁÖÄÁÑÉ ÓÏÓÔÁ×ÉÍ 16 ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ. éÍÅÅÍ:80 = (81− Á16) + : : :+ (Á2 − 1) = (81− b16) + : : :+ (b2 − 1);�ÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ × �ÅÒ×ÏÊ �Å�ÏÞËÅ ÎÅÔ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ, ÂÏÌØÛÉÈ 5, ÔÏ, �Ï-ÓËÏÌØËÕ ÓÕÍÍÁ 16 ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ ÒÁ×ÎÁ 80, ËÁÖÄÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÁ 5,ÚÎÁÞÉÔ, × ËÌÅÔËÁÈ ÜÔÏÊ �Å�ÏÞËÉ ÓÔÏÑÔ ÞÉÓÌÁ 1, 6, 11; : : : ; 81, �ÏÜÔÏ-ÍÕ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ (ËÒÏÍÅ 1 É 81) ÎÅÔ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ �Å�ÏÞËÅ, Ô. Å. ÎÅ ÍÏÇÕÔ



294 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉÁ) Â) ×)
ë 5.176×ÓÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ×ÔÏÒÏÊ �Å�ÏÞËÉ ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ 5, Á ÅÓÌÉ ËÁËÁÑ-ÔÏ ÉÚ ÎÉÈÍÅÎØÛÅ 5, ÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ, ÂÏÌØÛÁÑ 5.5.176. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ × ÎÁÛÅÍ Ë×ÁÄÒÁÔÅ ÎÅÔ ÚÁËÒÁÛÅÎÎÙÈ ÕÇÏÌ-ËÏ×. �ÏÇÄÁ × ÌÀÂÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÅ 2×2 ÎÅ ÍÅÎÅÅ Ä×ÕÈ ÞÉÓÔÙÈ ËÌÅÔÏË.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁËÒÁÛÅÎÎÙÊ ÎÁ ÒÉÓ. Á Ë×ÁÄÒÁÔ ë. �ÁË ËÁË ÏÎ ÒÁÚ-ÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 4 Ë×ÁÄÒÁÔÁ 2× 2, ÔÏ × ÎÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 8 ÞÉÓÔÙÈ ËÌÅÔÏË,ÚÎÁÞÉÔ, ×ÎÅ ÎÅÇÏ | ÍÁËÓÉÍÕÍ ÏÄÎÁ ÞÉÓÔÁÑ ËÌÅÔËÁ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ×ÎÅ Ë×ÁÄÒÁÔÁ M (ÒÉÓ. Â) ÔÁËÖÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ÞÉ-ÓÔÏÊ ËÌÅÔËÉ. äÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ ÄÏ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× K É M ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ �ÇÒÁ-ÎÉÞÎÙÊ �ÏÑÓ� L (ÒÉÓ. ×), × ËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ ÞÉÓÔÙÈËÌÅÔÏË. îÏ L ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÞÅÔÙÒÅ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÕÇÏÌËÁ, ÚÎÁÞÉÔ,ÎÅ ÍÅÎØÛÅ Ä×ÕÈ ÉÚ ÎÉÈ ÚÁËÒÁÛÅÎÙ �ÏÌÎÏÓÔØÀ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.5.177. éÚ 41 ÓÔÏÌÂ�Á ÎÁÊÄ£ÔÓÑ 21, × ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÔÒ£È ËÌÅ-ÔÏË ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Þ£ÒÎÏÇÏ. �ÁË ËÁË ×ÓÅÇÏ 10 ×ÁÒÉÁÎÔÏ×ÒÁÓËÒÁÓËÉ × Þ£ÒÎÙÊ �×ÅÔ ÓÔÏÌÂ�Á É 21 = 2 ·10+1, ÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÒÉÓÔÏÌÂ�Á Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ Þ£ÒÎÏÊ ÏËÒÁÓËÏÊ.5.178. óÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ A1 < A2 < : : : < An. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÎÏÍÅÒ i, ÄÌÑËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÒÅÄÉ ÔÏÞÅË A1; : : : ; Ai ÅÓÔØ ÔÏÞËÉ ×ÓÅÈ ÞÅÔÙÒ£È �×ÅÔÏ×.�ÏÇÄÁ �×ÅÔ Ai ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ �×ÅÔÏ× A1; : : : ; Ai−1. �Å�ÅÒØ ×ÙÂÅÒÅÍÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÎÏÍÅÒ j < i, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÒÅÄÉ ÔÏÞÅË Aj ; : : : ; Ai ÅÓÔØÔÏÞËÉ ×ÓÅÈ ÞÅÔÙÒ£È �×ÅÔÏ×. ïÔÒÅÚÏË [Aj ; Ai℄ | ÉÓËÏÍÙÊ.5.179. îÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ ×ÙÂÅÒÅÍ 7 ÔÏÞÅË. éÈ ÎÉÈ �ÏÍÅÎØÛÅÊ ÍÅÒÅ 4 ÏËÒÁÛÅÎÙ × ÏÄÉÎ �×ÅÔ, ÓËÁÖÅÍ, × ËÒÁÓÎÙÊ. ïÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÉÈ ò1, ò2, ò3, ò4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÝ£ Ä×Å �ÒÑÍÙÅ, �ÁÒÁÌ-ÌÅÌØÎÙÅ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÊ É Ä×Å ÞÅÔ×£ÒËÉ ÔÏÞÅË (Q1; Q2; Q3; Q4) É(R1; R2; R3; R4), �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ �ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ ÞÅÔ×£Ò-ËÉ ÎÁ ÜÔÉ �ÒÑÍÙÅ. åÓÌÉ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÅÔ×£ÒÏË ÅÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙÄ×Å ËÒÁÓÎÙÅ ÔÏÞËÉ, ÔÏ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ× ÎÉÈ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÞÅÔ×£ÒËÉ Pi | ËÒÁÓÎÙÅ. ÷ �ÒÏ-ÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÒÉ (ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ) ÔÏÞÅË ÉÚ Qi É ÔÒÉ (ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ) ÔÏÞÅËÉÚ Ri ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÇÏÌÕÂÙÍÉ. îÏ ÜÔÉ ÔÒÏÊËÉ ÇÏÌÕÂÙÈ ÔÏÞÅË ÒÁÓ-�ÏÌÏÖÅÎÙ ÔÁË, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ �Ï �ÁÒÅ ÔÏÞÅË,ÌÅÖÁÝÉÈ ÏÄÎÁ �ÏÄ ÄÒÕÇÏÊ É, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÇÏÌÕÂÏÊ�ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË.
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5.180. Á) ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÓÔÏÌÂÅ� ÉÚ ËÌÅÔÏËÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Þ£ÒÎÏÇÏ), ÔÏ × ÏÓÔÁÌØÎÙÈÓÔÏÌÂ�ÁÈ ÅÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ËÌÅÔËÉ Þ£ÒÎÏÇÏ �×Å-ÔÁ. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Ä×Á ÔÁËÉÈ ÓÔÏÌÂ�Á ÏÂÒÁÚÕÀÔÂÅÌÙÊ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË.äÁÌÅÅ, �ÕÓÔØ ÅÓÔØ ÓÔÏÌÂÅ� Ó ÔÒÅÍÑ Þ£ÒÎÙÍÉËÌÅÔËÁÍÉ. �ÏÇÄÁ × ÜÔÉÈ ÔÒ£È ÓÔÒÏËÁÈ ÄÒÕÇÉÈ ÓÔÏÌÂ�Ï× ÎÅ ÂÏÌÅÅÏÄÎÏÊ Þ£ÒÎÏÊ ËÌÅÔËÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÈ ÛÅÓÔØ, Á ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÌÉÛØ ÞÅ-ÔÙÒÅ (ÂÅÚ Þ£ÒÎÏÊ ËÌÅÔËÉ É Ó ÎÅÊ × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÔÒÏË), ÔÏ ÂÕÄÕÔÄ×Á ÓÔÏÌÂ�Á Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ ËÌÅÔËÁÍÉ × ÜÔÉÈ ÓÔÒÏËÁÈ. ïÎÉ ÚÁÄÁÀÔÂÅÌÙÊ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË.îÁËÏÎÅ�, �ÕÓÔØ × ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ÒÏ×ÎÏ Ä×Å Þ£ÒÎÙÅ ËÌÅÔËÉ.�ÏÇÄÁ, Ô. Ë. ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÉÈ ÒÁÚÍÅÝÅÎÉÑ × ÓÔÏÌÂ�Å ÌÉÛØ 6, Á ÓÔÏÌÂ-�Ï× 7, × Ä×ÕÈ ÓÔÏÌÂ�ÁÈ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓÏ×�ÁÄÕÔ, É ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÒÑ-ÍÏÕÇÏÌØÎÉË. Â) óÍ. ÒÉÓ.
∗

∗
∗

∗

∗

∗
∗

ë 5.181
5.181. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ 7 Ú×£ÚÄÏÞÅË, �ÏËÁ-ÚÁÎÎÏÅ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ. åÓ-ÌÉ ÖÅ Ú×£ÚÄÏÞÅË 6 ÉÌÉ ÍÅÎØÛÅ, ÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Á ÓÔÏÌÂ�Á,× ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÏÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ Ú×£ÚÄÏÞ-ËÉ. ÷ÙÞÅÒËÎÅÍ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ Ä×Á ÓÔÏÌÂ�Á. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ Ä×ÕÈ Ú×£ÚÄÏÞÅË, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ×ÙÞÅÒËÎÕÔØ ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ ÓÔÒÏËÁÍÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÉ ÓÔÏÑÔ.5.182. úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÓÔÒÏËÉ É ÓÔÏÌÂ�Ù ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ËÌÅÔÞÁ-ÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÒÉÓ×ÏÉÍ ÎÏÍÅÒ 1 ÓÁÍÏÍÕ ÌÅ×ÏÍÕÉÚ ÓÔÏÌÂ�Ï×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ Þ£ÒÎÙÅ ËÌÅÔËÉ. óÔÏÌÂ�ÁÍ ×�ÒÁ×Ï ÏÔ ÎÅ-ÇÏ �ÒÉÓ×ÏÉÍ ÎÏÍÅÒÁ 2, 3; : : : . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÉÓ×ÏÉÍ ÎÏÍÅÒ 1 ÓÁÍÏÊÎÉÖÎÅÊ ÉÚ ÓÔÒÏË, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ Þ£ÒÎÙÅ ËÌÅÔËÉ, É ÎÏÍÅÒÁ 2, 3; : : :ÓÔÒÏËÁÍ ÎÁÄ ÓÔÒÏËÏÊ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ 1. ä×Å Þ£ÒÎÙÅ ËÌÅÔËÉ ÉÍÅÀÔ ÈÏ-ÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÏÂÝÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÏÍÅÒÁÓÔÒÏË É ÎÏÍÅÒÁ ÓÔÏÌÂ�Ï×, × ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ÜÔÉ ËÌÅÔËÉ, ÏÔ-ÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 1.

ë 5.182òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ 4 ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Þ£ÒÎÙÈ ËÌÅÔÏË M(Þ; Î), M(Î; Þ),M(Þ; Þ), M(Î; Î), ÇÄÅ M(Þ; Î) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ Þ£ÒÎÙÈ ËÌÅÔÏË,ÓÔÏÑÝÉÈ × ÓÔÒÏËÁÈ Ó Þ£ÔÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ É × ÓÔÏÌÂ�ÁÈ Ó ÎÅÞ£ÔÎÙÍÉ



296 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉÎÏÍÅÒÁÍÉ, É Ô. �. ëÁÖÄÁÑ Þ£ÒÎÁÑ ËÌÅÔËÁ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ-ÍÕ ÉÚ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×. �ÁË ËÁË ×ÓÅÇÏ Þ£ÒÎÙÈ ËÌÅÔÏË 25, ÔÏ × ÏÄÎÏÍÉÚ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ í0) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ7 ËÌÅÔÏË.ìÀÂÙÅ Ä×Å ÒÁÚÎÙÅ ËÌÅÔËÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M0 ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ×ÅÒ-ÛÉÎ, ÔÁË ËÁË ÎÏÍÅÒÁ ÉÈ ÓÔÒÏË (ÎÏÍÅÒÁ ÉÈ ÓÔÏÌÂ�Ï×) ÉÍÅÀÔ ÏÄÉ-ÎÁËÏ×ÕÀ Þ£ÔÎÏÓÔØ, É, ÚÎÁÞÉÔ, ÌÉÂÏ ÎÏÍÅÒÁ ÓÔÒÏË ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÎÁ Ä×Á, ÌÉÂÏ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÎÁ Ä×Á ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÏÍÅÒÁÓÔÏÌÂ�Ï×. éÔÁË, �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÎÙÈ ËÌÅÔÏËÎÁÊÄÕÔÓÑ 7 ÉÚ ÎÉÈ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÂÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎ É �ÏÜÔÏÍÕ k > 7.äÌÑ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ, ÂÏÌÅÅ 7 ËÌÅÔÏË, �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ ÉÍÅÀ-ÝÉÈ ÏÂÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎ, ×ÙÂÒÁÔØ ÎÅÌØÚÑ, �ÏÜÔÏÍÕ k 6 7. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏ, k = 7.5.183. üÔÉ ÓÕÍÍÙ ÍÏÇÕÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÌÉÛØ 7 ÒÁÚÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ:ÏÔ (−3) ÄÏ 3.
A BC

D
E
ë 5.184

5.184. Á) ÷ÏÚØÍ£Í ÏÔÒÅÚÏË AB ÄÌÉÎÏÊ 2 ÓÒÁÚÎÏ�×ÅÔÎÙÍÉ ËÏÎ�ÁÍÉ. �ÁËÏÊ ÏÔÒÅÚÏË ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ: × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÏËÒÕÖ-ÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ 2 Ó �ÅÎÔÒÏÍ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞ-ËÅ O ÂÙÌÉ ÂÙ ÏËÒÁÛÅÎÙ × ÔÏÔ ÖÅ �×ÅÔ, ÞÔÏ ÉÔÏÞËÁ O, Á ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ2 Ó �ÅÎÔÒÏÍ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÚÁ�ÏÌÎÉÌÉ ÂÙ ËÒÕÇÒÁÄÉÕÓÁ 4 Ó �ÅÎÔÒÏÍ O, ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ËÏÔÏÒÏÇÏÂÙÌÉ ÂÙ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. ðÕÓÔØ�×ÅÔ ÔÏÞËÉ C | ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÁ AB | ÓÏ-×�ÁÄÁÅÔ Ó �×ÅÔÏÍ ÔÏÞËÉ á. ðÏÓÔÒÏÉÍ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉACD É ACE �Ï ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ �ÒÑÍÏÊ AB (ÓÍ. ÒÉÓ.). ðÏÕÓÌÏ×ÉÀ ÔÏÞËÉ D É å ÏËÒÁÛÅÎÙ × ÔÏÔ ÖÅ �×ÅÔ, ÞÔÏ É ÔÏÞËÁ B,�ÏÜÔÏÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË BDE ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÙÍ.Â) òÁÚÏÂØ£Í �ÌÏÓËÏÓÔØ ÎÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ �ÏÌÏÓÙ ÛÉÒÉÎÏÊ√3=2, ×ËÌÀÞÁÀÝÉÅ Ó×ÏÉ ×ÅÒÈÎÉÅ ÇÒÁÎÉ�Ù, ÎÏ ÎÅ ×ËÌÀÞÁÀÝÉÅÎÉÖÎÉÅ ÇÒÁÎÉ�Ù, É ÒÁÓËÒÁÓÉÍ ÉÈ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÉÍÅÌÉ ÒÁÚ-ÎÙÊ �×ÅÔ.5.185. ÷ÙÄÅÌÉÍ ÎÁ ÌÉÓÔÅ ÂÕÍÁÇÉ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÕÀ �ÏÌÏÓÕ ÛÉ-ÒÉÎÏÊ × n+1 ËÌÅÔËÕ. ëÁÖÄÙÊ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÊ ÓÔÏÌÂÉË ÜÔÏÊ �ÏÌÏÓÙÓÏÄÅÒÖÉÔ n + 1 ËÌÅÔÏË, ËÏÔÏÒÙÅ ÏËÒÁÛÅÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × n �×Å-ÔÏ×. úÎÁÞÉÔ, × ËÁÖÄÏÍ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÍ ÓÔÏÌÂÉËÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅÄ×ÕÈ ËÌÅÔÏË ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ. þÉÓÌÏ ÓÔÏÌÂÉËÏ× × ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÊ �ÏÌÏÓÅÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, Á ÞÉÓÌÏ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ Ó�ÏÓÏÂÏ× ÒÁÓËÒÁÓËÉ ËÌÅÔÏË ×ÓÔÏÌÂÉËÅ ËÏÎÅÞÎÏ (ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏ nn+1). ðÏÜÔÏÍÕ × ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÊ ÂÅÓËÏ-ÎÅÞÎÏÊ �ÏÌÏÓÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Á ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÒÁÓËÒÁÛÅÎÎÙÈ
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ë 5.188ÓÔÏÌÂÉËÁ, Á × ÎÉÈ | 4 ËÌÅÔËÉ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ (�Ï Ä×Å × ËÁÖÄÏÍÓÔÏÌÂÉËÅ), Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÕÇÌÏ×ÙÍÉ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ ÓÏÓÔÏÒÏÎÁÍÉ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ �ÒÑÍÙÍ ÌÉÎÉÑÍ ÎÁ ÂÕÍÁÇÅ. õËÁÚÁÎÎÙÅÞÅÔÙÒÅ ËÌÅÔËÉ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÓËÏÍÙÍÉ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÞÅÔÙÒÅ ËÌÅÔËÉ ÏÄÎÏÇÏ�×ÅÔÁ, �ÅÎÔÒÙ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÒÑÍÏ-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁÍ ÕÇÌÏ× ËÌÅ-ÔÏË.5.186. Á) 11 ÆÉÇÕÒ. ÷ ËÁÖÄÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÅ 2 × 2 ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ�ÏËÒÙÔÏ ÎÅ ÍÅÎÅÅ Ä×ÕÈ ËÌÅÔÏË. Â) õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÄÌÑË×ÁÄÒÁÔÁ 7×7. åÓÌÉ ÏÎÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÄÌÑ ÄÏÓËÉ (6n+1)× (6n+1),ÔÏ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÕÇÌÏ× Ë×ÁÄÒÁÔÁ (6n+7)× (6n+7) �ÏÍÅÓÔÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔ(6n+1)×(6n+1), ÚÁËÒÙ×ÁÀÝÉÊ ×ÙÒÅÚÁÎÎÕÀ ËÌÅÔËÕ, Á ÏÓÔÁ×ÛÕÀÓÑÞÁÓÔØ ÒÁÚÒÅÖÅÍ ÎÁ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ 2× 3.5.187. äÏ�ÕÓÔÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ. �ÏÇÄÁ × ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÓÔÒÏËÁÈ ÒÁÚ-ÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÌÅÔÏË ËÒÁÓÎÏÇÏ �×ÅÔÁ, É ×ÓÅÇÏ ÉÈ × ÔÁÂÌÉ�Å ÎÅÍÅÎÅÅ 0+1+: : :+13+14 = 105. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÓÉÎÉÈ É ÚÅÌ£ÎÙÈ ËÌÅ-ÔÏË. �ÏÇÄÁ ×ÓÅÇÏ × ÔÁÂÌÉ�Å ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 3 ·105 = 315 ËÌÅ-ÔÏË, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ×ÓÅÇÏ × ÎÅÊ 15 · 15 = 225 ËÌÅÔÏË. úÎÁÞÉÔ,ÎÁÊÄÕÔÓÑ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ä×Å ÓÔÒÏËÉ Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍËÌÅÔÏË ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ �×ÅÔÁ.5.188. n = 33. ìÅÇËÏ �ÏÄÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ 9 ÔÏÞÅË ÓÏÅÄÉÎÑÀÔÓÑ36 ÏÔÒÅÚËÁÍÉ. åÓÌÉ ÚÁËÒÁÛÅÎÏ 33 ÏÔÒÅÚËÁ, ÔÏ ÔÒÉ ÏÔÒÅÚËÁ ÏÓÔÁÀÔ-ÓÑ ÎÅÚÁËÒÁÛÅÎÎÙÍÉ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÔÁËÉÅ 3 ÔÏÞËÉ ÉÚ 9, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÌÕÖÁÔËÏÎ�ÁÍÉ ÔÒ£È ÎÅÚÁËÒÁÛÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×. �ÏÇÄÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ 6 ÔÏÞÅËÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÚÁËÒÁÛÅÎÎÙÍÉ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÏÄÎÏ�×ÅÔÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÌÀÂÕÀ ÉÚÕËÁÚÁÎÎÙÈ 6 ÔÏÞÅË. éÚ ÎÅ£ ÉÓÈÏÄÑÔ 5 ÏÔÒÅÚËÏ× Ë 5 ÄÒÕÇÉÍ ÔÏÞËÁÍ.óÒÅÄÉ ÎÉÈ ÎÁÊÄÕÔÓÑ 3 ÏÔÒÅÚËÁ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ (
Í. ÒÉÓ. Á), ÎÁ�ÒÉÍÅÒAB, AC, AD. �ÏÇÄÁ ÏÄÉÎ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È �ÏÌÕÞÉ×ÛÉÈÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×(ABC, ACD, ABD É BCD) ÉÍÅÅÔ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ.
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∗ ∗ ∗ ∗
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∗ ∗ ∗ ∗

ë 5.189ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÔØ �ÒÉÍÅÒ ÒÁÓËÒÁÛÉ×ÁÎÉÑ 32 ÏÔÒÅÚËÏ×(
Í. ÒÉÓ. Â, ÇÄÅ Ó�ÌÏÛÎÙÅ ÌÉÎÉÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÓÉÎÉÊ �×ÅÔ, Á �ÕÎË-ÔÉÒÎÙÅ | ËÒÁÓÎÙÊ). úÎÁÞÉÔ, ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ n ÏÔÒÅÚËÏ×, ÔÁ-ËÏÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÒÁÓËÒÁÛÉ×ÁÎÉÉ ÉÈ × Ä×Á �×ÅÔÁ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÏÄÎÏ-�×ÅÔÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÒÁ×ÎÏ 33.5.189. Á) k = 21; Â) k = 52. ï�ÅÎÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË, ËÏÔÏÒÏÅÍÏÖÎÏ ÎÕÖÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÚÍÅÓÔÉÔØ × Ë×ÁÄÒÁÔÅm×m. ðÕÓÔØ xi |ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË × ÓÔÒÏËÅ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ i É È1+ : : :+ Èm = k. åÓÌÉ × ÎÅËÏ-ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÏÔÍÅÞÅÎÙ ËÁËÉÅ-ÔÏ Ä×Å ËÌÅÔËÉ, ÔÏ ÎÉ × ËÁËÏÊ ÄÒÕÇÏÊÓÔÒÏËÅ ÔÁËÁÑ ÖÅ �ÁÒÁ ËÌÅÔÏË ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÔÍÅÞÅÎÁ. ÷ÓÅÇÏ × i-ÊÓÔÒÏËÅ ÏÔÍÅÞÅÎÏ 12Èi(Èi − 1) �ÁÒ ËÌÅÔÏË. �ÁË ËÁË ×ÓÅ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ�ÁÒÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÔÏ ÉÈ ÓÕÍÍÁÒÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÏÂÝÅÇÏ ÞÉÓÌÁ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÁÒ, Ô. Å.12È1(È1 − 1) + : : :+ 12Èm(Èm − 1) 6
12m(m− 1):ïÔÓÀÄÁ È21+: : :+È2m 6 m(m−1)+È1+: : :+Èm = m(m−1)+k ÔÁË ËÁËÈ21+ : : :+È2m > (È1+ : : :+Èm)2=m = k2=m, ÔÏ k2=m 6 m(m−1)+k.ïÔÓÀÄÁ k 6 12 (m+m√4m− 3). ðÒÉ m = 7 É m = 13 �ÏÌÕÞÁÅÍ 21É 52.õËÁÖÅÍ Ó�ÏÓÏÂ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ �ÒÉÍÅÒÏ×, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ ÔÏÞÎÕÀÏ�ÅÎËÕ. ÷ �ÕÎËÔÅ Á) × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÎÏÍÅÒÏ×� ÓÔÒÏË (Á ÔÁËÖÅ ÓÔÏÌÂ-�Ï×) ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÔÒÏÊËÉ ÉÚ ÞÉÓÅÌ 0 É 1, ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ (0; 0; 0). éÈ ËÁËÒÁÚ ÓÅÍØ: (1; 1; 1), (1; 1; 0), (1; 0; 1), (0; 1; 1), (1; 0; 0), (0; 1; 0), (0; 0; 1).ëÌÅÔËÕ ÎÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÓÔÒÏËÉ (Á1; Á2; Á3) É ÓÔÏÌÂ�Á (È1; È2; È3)ÏÔÍÅÞÁÅÍ, ÅÓÌÉ Á1È1 + Á2È2 + Á3È3 Þ£ÔÎÏ. ÷ �ÒÉÍÅÒÅ Â) × ËÁÞÅÓÔ×Å�ÎÏÍÅÒÏ×� ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂ�Ï× ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÔÒÏÊËÉ ÉÚ ÞÉÓÅÌ 0, 1 É −1,ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ (0; 0; 0), �ÒÉÞ£Í ÉÚ Ä×ÕÈ ÔÒÏÅË, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÏÄÎÁ



5. ðÒÉÎ�É� äÉÒÉÈÌÅ 299ÉÚ ÄÒÕÇÏÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ −1, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÏÄÎÁ. éÈ ËÁË ÒÁÚ13: (1; 1; 1), ÔÒÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ (1; 1; 0), ÔÒÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ (1; 1;−1),ÔÒÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ (1;−1; 0) É ÔÒÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ (1; 0; 0). ëÌÅÔËÕÎÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÓÔÒÏËÉ (Á1; Á2; Á3) É ÓÔÏÌÂ�Á (È1; È2; È3) ÏÔÍÅÞÁÅÍ,ÅÓÌÉ Á1È1 + Á2È2 + Á3È3 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. üÔÏ | ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ�ÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÉÚ Ò = 2 É Ò = 3 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×: ÓÔÏÌÂ�ÁÍÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÔÏÞËÉ, ÓÔÒÏËÁÍ | �ÒÑÍÙÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏ-ÓÔÉ, Á ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ × ÕÓÌÏ×ÉÉ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÔÁÂÌÉ�Ù Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÔÏÍÕ,ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÙÅ Ä×Å ÔÏÞËÉ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÏÄÎÁ �ÒÑÍÁÑ É ËÁÖÄÙÅ Ä×Å�ÒÑÍÙÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ (�ÒÑÍÁÑ (Á1; Á2; Á3) ÓÏÄÅÒÖÉÔÔÏÞËÕ (È1; È2; È3), ÅÓÌÉ Á1È1 + Á2È2 + Á3È3 ÒÁ×ÎÏ 0 �Ï ÍÏÄÕÌÀ Ò).íÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï ÌÉÛØ �ÒÉ m = Ò2+ p+1, ÇÄÅ Ò | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, �ÒÉÜÔÏÍ k = (Ò+ 1)(Ò2 + Ò+ 1).÷Ï�ÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ m É k ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÁÑ ÔÁÂÌÉ�Á, ÏÞÅÎØ ÓÌÏÖÅÎ: ÏÎ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë (ÎÅÒÅÛ£ÎÎÏÊ × ÏÂÝÅÍ×ÉÄÅ) �ÒÏÂÌÅÍÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ�ÏÒÑÄËÁ Ò, ×Ï ×ÓÑËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, �ÒÉ �ÒÏÓÔÏÍ Ò (ÉÌÉ ÒÁ×ÎÏÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ�ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ) ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ.5.190. òÁÚÏÂØ£Í ×ÓÅ ÔÏÞËÉ M ÎÁ 12 ÓÔÒÏË (�Ï ÏÄÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁ-ÔÅ) É 12 ÓÔÏÌÂ�Ï× (�Ï ×ÔÏÒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ). åÓÔØ �×ÅÔ, × ËÏÔÏÒÙÊÏËÒÁÛÅÎÏ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 48 ÔÏÞÅË. ÷ÙÂÅÒÅÍ 48 ÔÏÞÅË. þÉÓÌÏ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈÔÏÞÅË × ÓÔÏÌÂ�Å ÓÏ ×ÔÏÒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ, ÒÁ×ÎÏÊ 1; : : : ; 12, ÏÂÏÚÎÁ-ÞÉÍ Á1; : : : ; Á12 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ (Á1 + : : :+ Á12 = 48). �ÏÇÄÁ ËÏÌÉÞÅ-ÓÔ×Ï �ÁÒ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË × i-Í ÓÔÏÌÂ�Å ÒÁ×ÎÏ Ái(Ái−1)=2, Á ÏÂÝÅÅÞÉÓÌÏ �ÁÒ ÔÏÞÅË, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÔÏÒÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, ÒÁ×ÎÏA = a1(a1 − 1)2 +: : :+ Á12(Á12 − 1)2 = (Á21 + : : :+ Á212)2 − Á1 + : : :+ Á122 :éÚ Á21 + : : : + Á212 > (Á1 + : : : + Á12)2=12 ÉÍÅÅÍ A > 72. ëÁÖÄÏÊ�ÁÒÅ ÔÏÞÅË, ÌÅÖÁÝÉÈ × ÏÄÎÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÁÒÁ ÓÔÒÏË,× ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ. �ÁË ËÁË ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÎÙÈ �ÁÒÓÔÒÏË, ÒÁ×ÎÏÅ C212 = 66, ÍÅÎØÛÅ ÞÉÓÌÁ A, ÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Å �ÁÒÙ ×Ù-ÂÒÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË, ËÏÔÏÒÙÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ �ÁÒÁ ÓÔÒÏË.üÔÉ ÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉ | ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÓËÏÍÏÇÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ.5.191. ÷ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÏ×ÅÄÅÍ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �ÏÞÉÓÌÕ ÔÏÞÅË. âÁÚÁ (ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ) ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �Å-ÒÅÈÏÄÁ ÒÁÚÂÅÒ£Í ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÔÏÞÅË.óÌÕÞÁÊ 1. ÷ M ÅÓÔØ ÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉ, Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ�ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÏÓÑÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.



300 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉõÄÁÌÉÍ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ, Á ÏÓÔÁ×ÛÅÅÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏËÒÁÓÉÍ Ó ÓÏÈÒÁÎÅ-ÎÉÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀÉÎÄÕË�ÉÉ. ÷ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ Ä×Å ÔÏÞËÉ ÏËÒÁÓÉÍ × ÂÅÌÙÊ �×ÅÔ, ÁÄ×Å | × ËÒÁÓÎÙÊ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÉÍÅÌÉ ÏÄÎÏ�×ÅÔÎÙÅ ËÏÎ-�Ù, ÔÏÇÄÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÞÉÓÌÏÍ ÂÅÌÙÈ É ËÒÁÓÎÙÈ ÔÏÞÅË ÎÉ ÎÁÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, Á ÎÕÖÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÏÈÒÁÎÉÔÓÑ É ÄÌÑ�ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÏËÒÁÓËÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M .óÌÕÞÁÊ 2. M ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ�ÕÇÏÌÏË� | ÔÁËÉÅ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ A, B, C, ÞÔÏ �ÒÑÍÁÑ AB �ÁÒÁÌ-ÌÅÌØÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏÓÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Á �ÒÑÍÁÑ BC | ÄÒÕÇÏÊ. õÄÁÌÉÍ ÉÚÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ÔÏÞËÉ A, B, C, ÎÏ ÄÏÂÁ×ÉÍ Ë ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ M ÔÏÞËÕD ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ABCD | �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÏËÒÁÓÉÍ ÎÕÖÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀÉÎÄÕË�ÉÉ. äÁÌÅÅ, ÕÄÁÌÉ× D É ÄÏÂÁ×É× ÔÏÞËÉ A É C, ÏËÒÁÛÅÎÎÙÅ ×ÔÏÔ ÖÅ �×ÅÔ, ÞÔÏ É D, É ÔÏÞËÕ B, ÏËÒÁÛÅÎÎÕÀ × �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÊ�×ÅÔ, �ÏÌÕÞÉÍ ÎÕÖÎÕÀ ÏËÒÁÓËÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M .óÌÕÞÁÊ 3. íÎÏÖÅÓÔ×Ï M ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÕÇÏÌËÏ× É �ÒÑÍÏÕÇÏÌØ-ÎÉËÏ×, ÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ ÎÁ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ �ÒÑÍÏÊl, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ÏÓÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. �ÏÇÄÁ ÔÏÞËÉ ×ÎÅ �ÒÑÍÏÊ l ÏËÒÁ-ÛÉ×ÁÅÍ ÎÕÖÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀÉÎÄÕË�ÉÉ, Á ÎÁ �ÒÑÍÏÊ l | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÉÛØ ÂÙ ÞÉ-ÓÌÏ ÂÅÌÙÈ ÔÏÞÅË ÎÁ l ÏÔÌÉÞÁÌÏÓØ ÏÔ ÞÉÓÌÁ ËÒÁÓÎÙÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ.óÌÕÞÁÊ 4. ÷ÓÅ ÔÏÞËÉ �ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ�, Ô. Å. ÎÁ ËÁÖÄÏÊ �ÒÑ-ÍÏÊ l, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ÏÓÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊÔÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á í . ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÀÂÁÑ ÏËÒÁÓËÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔÕÓÌÏ×ÉÀ.6. çòáæù6.1. ó ú ÄÏ í ÄÏÂÒÁÔØÓÑ ÎÅÌØÚÑ (ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÓÈÅÍÕ).6.2. îÅÔ. íÏÖÎÏ ÅÈÁÔØ ÌÉÛØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:20→ 7→ 15→ 2→ 10→ 18→ 5→ 13;Á Ó 13-ÇÏ ÜÔÁÖÁ ÕÅÈÁÔØ ÎÅÌØÚÑ.6.3. ë ×ÅÞÅÒÕ 12-ÇÏ ÄÎÑ.6.4. 24. ðÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÊ ×ÓÔÒÅÞÉ ÏÄÉÎ ÂÏÒÅ� ×ÙÂÙ×ÁÅÔ. ÷ ËÏÎ�ÅÏÓÔÁÅÔÓÑ 1 ÂÏÒÅ�, ÚÎÁÞÉÔ, ×ÙÂÙÔØ ÄÏÌÖÎÏ 24.6.5. 28. óÍ. 4.20.6.6. îÅÌØÚÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÏÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 9.6.7. íÏÖÎÏ.
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6.8. òÁÚ×ÅÒÎÕ× ÇÒÁÆ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÈÏ-ÄÏ× × ËÒÕÇ, �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ×ÎÁÞÁÌÅ ËÏÎÉÓÔÏÑÌÉ ÔÁË, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 6.5, Á), Á × ËÏÎ�ÅÄÏÌÖÎÙ �ÏÍÅÎÑÔØÓÑ ÍÅÓÔÁÍÉ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ�ÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÖÄÙÊ ËÏÎØ ÄÏÌÖÅÎ ÓÄÅÌÁÔØÞÅÔÙÒÅ ÈÏÄÁ, Á ÍÅÎØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÈÏÄÏ×ÏÂÏÊÔÉÓØ ÎÅ ÕÄÁÓÔÓÑ, Ô. Ë. ËÏÎÉ ÎÅ ÍÏÇÕÔ �ÅÒÅ�ÒÙÇÉ×ÁÔØ ÄÒÕÇ ÞÅ-ÒÅÚ ÄÒÕÇÁ.6.9. òÁÚ×ÅÒÎÕ× ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ (
Í. 6.8), ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ,ÞÔÏ ËÏÎÉ ÎÁÎÉÚÁÎÙ ÎÁ ÎÉÔØ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ �ÏÒÑÄËÅ: Þ£ÒÎÙÊ, ËÒÁÓ-ÎÙÊ, Þ£ÒÎÙÊ, ÂÅÌÙÊ. úÎÁÞÉÔ, �ÏÍÅÎÑÔØ ÉÈ ÍÏÖÎÏ, ÅÓÌÉ ÓÄÅÌÁÔØËÁÖÄÙÍ ËÏÎ£Í �Ï ÞÅÔÙÒÅ ÈÏÄÁ × ÏÄÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ.

ë 6.11

6.10. õËÁÚÁÎÉÅ. äÉÁÇÒÁÍÍÕ, ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÕÀ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÈÏÄÙ ËÏÎÅÊ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÚ×ÅÒÎÕÔØ É ÕÌÏ-ÖÉÔØ ÔÁË, ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ. îÁ ÜÔÏÍ ÇÒÁÆÅÚÁÄÁÞÕ ÒÅÛÁÔØ ÇÏÒÁÚÄÏ ÌÅÇÞÅ. íÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÍÉÎÉ-ÍÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ × 18 ÈÏÄÏ×.6.11. Á) íÏÖÎÏ (ÓÍ. ÒÉÓ.). Â) îÅÌØÚÑ. ðÕÓÔØÁ1; : : : ; Á15 | ÞÉÓÌÏ ÓÏÓÅÄÅÊ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ 15 ÚÁËÒÁ-ÛÅÎÎÙÈ ËÌÅÔÏË. �ÏÇÄÁ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ×ÓÅÇÏ ÏÂÝÉÈ ÓÔÏ-ÒÏÎ (Á1 + : : :+ Á15)=2 | ÎÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ.6.12. ðÕÓÔØ A | ÌÀÂÁÑ ÓÔÁÎ�ÉÑ ÍÅÔÒÏ. �ÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁËÒÙÔØÔÁËÕÀ ÓÔÁÎ�ÉÀ ÍÅÔÒÏ, ÄÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔ A ÄÁÌØÛÅ ×ÓÅÇÏ (�Ï ÞÉÓÌÕÏÓÔÁÎÏ×ÏË).6.13. ðÕÓÔØ A | ×ÅÒÛÉÎÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ, É AA1; : : : ; AAn |Ò£ÂÒÁ, ÉÚ ÎÅ£ ×ÙÈÏÄÑÝÉÅ. òÅÂÒÏ AA1 ËÒÁÓÉÍ × ÓÉÎÉÊ �×ÅÔ, ÏÓÔÁÌØ-ÎÙÅ Ò£ÂÒÁ | × ËÒÁÓÎÙÊ. ÷ÓÅ Ú×ÅÎØÑ ÌÏÍÁÎÏÊ A1A2 : : : An ËÒÁÓÉÍ× ÓÉÎÉÊ �×ÅÔ, Á ÒÅÂÒÏ A1A2 | × ËÒÁÓÎÙÊ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÄÏÂÁ-×ÌÑÅÍ ÇÒÁÎÉ, �ÒÉÍÙËÁÀÝÉÅ Ë ÕÖÅ �ÏËÒÁÛÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ-ÎÉËÁ. åÓÌÉ Õ ÇÒÁÎÉ ÏËÁÚÁÌÉÓØ Ä×Á �ÏËÒÁÛÅÎÎÙÈ ÒÅÂÒÁ, ÔÏ ÔÒÅ-ÔØÅ ÒÅÂÒÏ ËÒÁÓÉÍ ÌÀÂÙÍ �×ÅÔÏÍ, ÅÓÌÉ �ÏËÒÁÛÅÎÏ ÏÄÎÏ ÒÅÂÒÏ, ÔÏÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ Ä×Á ËÒÁÓÉÍ ÒÁÚÎÙÍÉ �×ÅÔÁÍÉ.ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ × ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÕÖÅ ÒÁÓÓÍÏ-ÔÒÅÎÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ËÁË ÌÏÍÁÎÏÊ ÉÚ ÓÉÎÉÈ Ò£ÂÅÒ, ÔÁË É ÉÚËÒÁÓÎÙÈ.6.14. ïÂßÑ×ÉÍ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ k ÓÔÏÌÉ� ÓÔÏÌÉ�ÅÊ ÒÅÓ�ÕÂÌÉËÉ. úÁ-ÔÅÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ ÇÏÒÏÄÁ, ÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÙÅ ÓÏ ÓÔÏÌÉ�ÅÊ ÏÄÎÏÊ ÄÏÒÏ-ÇÏÊ, É �ÒÉÓÏÅÄÉÎÉÍ ÉÈ Ë ÔÅÍ ÒÅÓ�ÕÂÌÉËÁÍ, ÓÏ ÓÔÏÌÉ�ÁÍÉ ËÏÔÏÒÙÈÏÎÉ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ (ÅÓÌÉ ÔÁËÉÈ ÓÔÏÌÉ� ÎÅÓËÏÌØËÏ, ×ÙÂÅÒÅÍ ÌÀÂÕÀ ÉÚÎÉÈ). äÁÌÅÅ, ÂÅÒÅÍ ÇÏÒÏÄÁ, ÅÝ£ ÎÅ ×ÏÛÅÄÛÉÅ ÎÉ × ÏÄÎÕ ÉÚ ÒÅÓ�ÕÂÌÉËÉ ÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÙÅ ÏÄÎÏÊ ÄÏÒÏÇÏÊ Ó ËÁËÉÍ-ÌÉÂÏ ÇÏÒÏÄÏÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ



302 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉÒÅÓ�ÕÂÌÉËÉ, É ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÑÅÍ ÉÈ ÍÅÖÄÕ ÒÅÓ�ÕÂÌÉËÁÍÉ, Ó ËÏÔÏÒÙ-ÍÉ ÏÎÉ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ (×Ó£ ÒÁ×ÎÏ ËÁË). �ÁË ËÁË ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ ×ÌÀÂÏÊ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÅÈÁÔØ, ÔÏ ÚÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ× ×ÓÅ ÇÏÒÏÄÁ ÂÕ-ÄÕÔ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÙ �Ï ÒÅÓ�ÕÂÌÉËÁÍ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÇÏÒÏÄ ÂÙÌ�ÒÉ�ÉÓÁÎ Ë ÒÅÓ�ÕÂÌÉËÅ ÎÁ n-Í ÛÁÇÅ, ÔÏ �ÕÔØ ÏÔ ÎÅÇÏ ÄÏ ÌÀÂÏÊÉÚ ÓÔÏÌÉ� ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ � ÄÏÒÏÇ, �ÒÉÞ£Í ÏÄÉÎ ÉÚ �ÕÔÅÊ × nÄÏÒÏÇ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÔÏÊ ÒÅÓ�ÕÂÌÉËÅ, Ë ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÉÓÏÅÄÉÎ£Î ÇÏÒÏÄ.6.15. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÇÏÒÏÄÁ A É B ÔÁËÉÅ,ÞÔÏ ÉÚ A ÎÅÌØÚÑ �Ï�ÁÓÔØ × B. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÄÅÌÉÌÉÓØ ÇÏÒÏÄÁ,× ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÌØÚÑ �Ï�ÁÓÔØ ÉÚ A. åÓÌÉ ÉÚ A ÍÏÖÎÏ �Ï�ÁÓÔØ × C, ÁD | ÇÏÒÏÄ ÉÚ ÏÔÄÅÌÉ×ÛÅÊÓÑ ÞÁÓÔÉ, ÔÏ × D ÎÅÌØÚÑ �Ï�ÁÓÔØ ÉÚ C,ÔÁË ËÁË ÉÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÉÚ A ÞÅÒÅÚ C �ÅÒÅÌÅÔÅÔØ × D. úÎÁÞÉÔ,ÏÔÄÅÌÉ×ÛÁÑÓÑ ÞÁÓÔØ ÇÏÒÏÄÏ× ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ.6.16. éÎÄÕË�ÉÑ �Ï � | ÖÉÔÅÌÅÊ ÇÏÒÏÄÁ. ðÒÉ n = 1; 2 ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÕÓÔØ n > 3, Á m | ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ú×ÏÎËÏ×× ÄÅÎØ. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ m 6 n, �ÏÜÔÏÍÕ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÖÉÔÅÌØ N , ÒÁÚÇÏ-×ÁÒÉ×Á×ÛÉÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Ó Ä×ÕÍÑ ÖÉÔÅÌÑÍÉ (× �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅm > 3n=2 > n). ðÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ, ×ÓÅÈ ÖÉÔÅÌÅÊ ÇÏÒÏ-ÄÁ, ËÒÏÍÅ N , ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ 3 ÇÒÕ��Ù ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØÕÓÌÏ×ÉÅ ÚÁÄÁÞÉ. öÉÔÅÌØ N ÎÅ ÒÁÚÇÏ×ÁÒÉ×ÁÌ Ó ÖÉÔÅÌÑÍÉ, ×ÈÏÄÑÝÉ-ÍÉ × ÏÄÎÕ ÉÚ ÇÒÕ��, �ÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÁ×ÉÔØ Ë ÜÔÏÊ ÇÒÕ��Å,ÓÏÈÒÁÎÉ× × ÓÉÌÅ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ.
6.1. ðÏÄÓÞ£Ô ÞÉÓÌÁ Ò£ÂÅÒ6.17. 50 · 8=2 = 200 ÄÏÒÏÇ.6.18. óÕÍÍÁ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ Þ£ÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Þ£ÔÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × ÎÅÊ Þ£ÔÎÏ.6.19. îÅÔ. îÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÁÆÁ Ó 15 ÎÅÞ£ÔÎÙÍÉ (ÓÔÅ�ÅÎÉ 7)×ÅÒÛÉÎÁÍÉ.6.20. îÅÌØÚÑ. 6.21. îÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.6.22. ÷ ÇÒÁÆÅ Ó 953 ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅ-Þ£ÔÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ, �ÏÜÔÏÍÕ Õ ÎÅÞ£ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚ ÎÉÈ ÞÉÓÌÏ ÚÎÁËÏ-ÍÙÈ | Þ£ÔÎÏ.6.23. îÅÔ, ÔÁË ËÁË 19 ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ Õ ÇÒÁÆÁ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ.6.24. îÅÌØÚÑ. 6.25. îÅ ÍÏÖÅÔ.6.26. îÅÔ. åÓÌÉ × ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×Å k ÇÏÒÏÄÏ×, ÔÏ ÄÏÒÏÇ | 3k=2, ÎÏ3k=2 6= 100.6.27. ÷ÅÒÎÏ. 6.28. óÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.6.29. óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.



6. çÒÁÆÙ 3036.30. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÞÉÓÌÏ �ÌÏÝÁÄÅÊ (×ÅÒÛÉÎ) | 2n, ÞÉÓÌÏ ÕÌÉ�(Ò£ÂÅÒ) | 2n · 5=2 = 5n.6.31. 15 É 12. ðÕÓÔØ m | ÞÉÓÌÏ ÍÁÌØÞÉËÏ×, n | ÞÉÓÌÏ ÄÅ×Ï-ÞÅË, ÔÏÇÄÁ 4m = 5n É m+ n = 27.6.32. ëÁÖÄÙÅ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ÏÄÎÏ ÒÅÂÒÏ.6.33. îÅÔ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÆ, ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ | ÄÁÎÎÙÅÏÔÒÅÚËÉ, Á ÒÅÂÒÏ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ 2 ×ÅÒÛÉÎÙ, ËÏÇÄÁ 2 ÏÔÒÅÚËÁ �ÅÒÅÓÅ-ËÁÀÔÓÑ.6.34. ÷ÅÒÎÏ.6.35. 57 · 3 + 5 = 176. þÉÓÌÏ �ÏÔÏÍËÏ× ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ Ò£ÂÅÒ× ÇÒÁÆÅ | ÒÏÄÏÓÌÏ×ÎÏÍ ÄÅÒÅ×Å �ÁÒÑ ç×ÉÄÏÎÁ.6.36. ×) òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÇÏÒÏÄ X, ÇÏÒÏÄ A, × ËÏ-ÔÏÒÙÊ ÉÚ X ÎÅÌØÚÑ ÄÏÌÅÔÅÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ Ó ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÓÁÄËÏÊ, ÉÇÏÒÏÄ B, × ËÏÔÏÒÙÊ ÉÚ X ÎÅÌØÚÑ ÄÏÅÈÁÔØ ÎÁ �ÏÅÚÄÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÓÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÓÁÄËÏÊ. úÁÍÅÔØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÇÏÒÏÄÁ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ËÁËÉÍ-ÔÏ×ÉÄÏÍ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÁ. Ç) ðÕÓÔØ ÉÚ A × B ÎÅÌØÚÑ ÄÏÌÅÔÅÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍÓ Ä×ÕÍÑ �ÅÒÅÓÁÄËÁÍÉ; ÉÚ C × D ÎÅÌØÚÑ ÄÏÅÈÁÔØ ÎÁ �ÏÅÚÄÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ,ÞÅÍ Ó Ä×ÕÍÑ �ÅÒÅÓÁÄËÁÍÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÇÒÁÆ ÓÏÏÂÝÅÎÉÊ ÞÅÔÙÒ£ÈÕ�ÏÍÑÎÕÔÙÈ ÇÏÒÏÄÏ×.6.37. äÏËÁÖÅÍ Ä×Å ÌÅÍÍÙ.ìÅÍÍÁ 1. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÍÁÒÛÒÕÔ, ËÏ-ÔÏÒÙÊ ÞÅÒÅÚ ÎÅ£ ÎÅ �ÒÏÈÏÄÉÔ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÞÅÒÅÚ ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ K�ÒÏÈÏÄÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÍÁÒÛÒÕÔ, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÞÅÒÅÚ ÎÅ£ ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÔ.ðÕÓÔØ ÞÅÒÅÚ K �ÒÏÈÏÄÑÔ Ä×Á ÍÁÒÛÒÕÔÁ KL É KM (L É M |ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ). éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ 3 ÅÓÔØ ÍÁÒÛÒÕÔ LM , Á × ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ 2ÜÔÏÔ ÍÁÒÛÒÕÔ ÎÅ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ë.ìÅÍÍÁ 2. þÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÔÒÉ ÍÁÒÛÒÕÔÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ 3 Ó ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ NÎÁ ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ P ÍÁÒÛÒÕÔÁ PQR, ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÅÇÏ ÞÅÒÅÚ N , ÍÏÖ-ÎÏ �ÒÏÅÈÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÍÁÒÛÒÕÔÏÍ NP , ËÏÔÏÒÙÊ �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ 2ÎÅ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ Q É R. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÍÁÒÛÒÕÔÙNQ É NR, ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ NP É ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,ÌÀÂÏÊ ÍÁÒÛÒÕÔ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÞÅÒÅÚ N × ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ 2 ÉÍÅÅÔ ÏÂ-ÝÕÀ ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ Ó ÍÁÒÛÒÕÔÏÍ PQR, É, ÚÎÁÞÉÔ, ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÄÎÉÍÉÚ ÍÁÒÛÒÕÔÏ× NP , NQ ÉÌÉ NR. îÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÔÒ£È ÍÁÒÛÒÕÔÏ×,�ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ N ÅÓÔØ ÅÝ£ Ä×Å ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ. ÷ ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ 3 Ó NÎÁ ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÅÈÁÔØ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÍÁÒÛÒÕÔÏ×NP , NQ ÉÌÉ NR. �ÏÇÄÁ × ÇÏÒÏÄÅ 3(3 − 1) + 1 = 7 ÏÓÔÁÎÏ×ÏË É 7ÍÁÒÛÒÕÔÏ×.



304 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ6.38. ÷ÎÁÞÁÌÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ 6.37 ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊÍÁÒÛÒÕÔ ÉÍÅÅÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ n ÏÓÔÁÎÏ×ÏË É ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀÏÓÔÁÎÏ×ËÕ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ n ÍÁÒÛÒÕÔÏ×. ïÔÓÀÄÁ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ n(n− 1) + 1 = 57, n = 8.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ �ÌÏÓ-ËÏÓÔØ ÉÚ 57 ÔÏÞÅË (ÍÁÒÛÒÕÔÙ | �ÒÑÍÙÅ).6.39. 10 ÌÉÎÉÊ. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Ó ÄÁÎÎÏÊ ÌÉÎÉÉ ÍÅÔÒÏÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÓÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÎÁ 3 ÄÒÕÇÉÅ ÌÉÎÉÉ, Ó ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ |ÅÝ£ ÎÁ Ä×Å. ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ ÌÉÎÉÊ ÎÅ �ÒÅ×ÙÛÁÅÔ 1+3+6 = 10. ðÒÉ-ÍÅÒÏÍ ÓÈÅÍÙ Ó 10 ÌÉÎÉÑÍÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÆ ðÅÔÅÒÓÅÎÁ (ÓÍ. 6.44), ×ËÏÔÏÒÏÍ ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÌÉÎÉÑÍ ÍÅÔÒÏ, Á Ò£ÂÒÁ | ÓÔÁÎ-�ÉÑÍ �ÅÒÅÓÁÄËÉ.6.40. ðÕÓÔØ ÎÁ ÍÑÞÅ È ÂÅÌÙÈ ÌÏÓËÕÔÏ×, 32−È | Þ£ÒÎÙÈ. �ÏÇÄÁÇÒÁÎÉ� ÂÅÌÙÈ Ó Þ£ÒÎÙÍÉ | 5(32− È) = 3È, ÏÔÓÀÄÁ È = 20.6.41. éÚ 8 ÞÅÌÏ×ÅË ËÁÖÄÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÎÅ ÒÅÛÉÌÏ ÔÒÏÅ. ðÒÅÄ�Ï-ÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ä×ÕÈ ÛËÏÌØÎÉËÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ (×ÍÅÓÔÅ) ÒÅ-ÛÉÌÉ ×ÓÅ ÚÁÄÁÞÉ; ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ (ÎÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÊ)�ÁÒÙ {x; y} ÛËÏÌØÎÉËÏ× ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ òxy, ËÏÔÏÒÕÀ ÏÎÉ ÎÅ ÒÅ-ÛÉÌÉ. ÷ÓÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ 8 · 7=2 = 28 �ÁÒ {x; y}. îÏ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ 8ÚÁÄÁÞ ÍÏÖÅÔ ×ÙÓÔÕ�ÁÔØ × ÒÏÌÉ òxy ÌÉÛØ ÄÌÑ ÔÒ£È �ÁÒ {x; y}, Á8 · 3 = 24 < 28. ðÏÌÕÞÉÌÉ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.6.42. ðÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÑÔØ ÇÏÒÏÄÏ×, ÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÙÈ ÕËÁÚÁÎ-ÎÙÍ × ÚÁÄÁÞÅ ÏÂÒÁÚÏÍ. äÏËÁÖÅÍ �ÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÞÔÏ ÎÉ ÉÚ ËÁËÏÇÏÇÏÒÏÄÁ ÎÅ ×ÙÈÏÄÑÔ ÔÒÉ ÌÉÎÉÉ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ×ÉÄÁ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÁ.ðÕÓÔØ ÇÏÒÏÄ A ÓÏÅÄÉÎ£Î Ó ÇÏÒÏÄÁÍÉ B, C É D, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÓÁÍÏÌ£-ÔÏÍ. �ÏÇÄÁ �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ ÎÉ ÏÄÎÁ �ÁÒÁ ÉÚ ÇÏÒÏÄÏ× B, C É D ÎÅ ÍÏÖÅÔÂÙÔØ ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ ÓÁÍÏÌ£ÔÏÍ. ðÕÓÔØ B É C ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �Ï-ÅÚÄÏÍ. çÏÒÏÄÁ C É D ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ Á×ÔÏÂÕÓÏÍ, ÔÁË ËÁËÉÎÁÞÅ ÇÏÒÏÄ C ÉÍÅÌ ÂÙ ×ÓÅ ÔÒÉ ×ÉÄÁ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÁ. ðÏÜÔÏÍÕ C ÉD ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ �ÏÅÚÄÏÍ. ðÏ ÔÅÍ ÖÅ �ÒÉÞÉÎÁÍ ÇÏÒÏÄÁ B É D ÔÁËÖÅÓÏÅÄÉÎÅÎÙ �ÏÅÚÄÏÍ. ðÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ B, C É D �Ï�ÁÒÎÏ ÓÏÅÄÉÎÅ-ÎÙ �ÏÅÚÄÏÍ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. éÔÁË, ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ ×ÙÈÏÄÑÔ Ä×ÅÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÎÙÅ ÌÉÎÉÉ ÏÄÎÏÇÏ ×ÉÄÁ É Ä×Å ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÎÙÅ ÌÉÎÉÉ ÎÅËÏ-ÔÏÒÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ×ÉÄÁ. �ÏÇÄÁ ËÁÖÄÙÊ ÇÏÒÏÄ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏÄ×ÕÍÑ ×ÉÄÁÍÉ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ×ÉÄ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÁÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÅÔ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÔÒÉ ÇÏÒÏÄÁ (ÉÎÁÞÅ ×ÓÅÇÏ ÇÏÒÏÄÏ× ÂÙÌÏ ÂÙÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ 4 · 3=2 = 6). åÓÌÉ ÏÎ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÅÔ ÒÏ×ÎÏ Ä×Á ÇÏÒÏÄÁ,ÔÏ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÇÏÒÏÄÏ× ×ÙÈÏÄÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔ-ÎÁÑ ÌÉÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. åÓÌÉ ÖÅ ÏÎ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÅÔÒÏ×ÎÏ ÔÒÉ ÇÏÒÏÄÁ, ÔÏ ÏÎÉ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ �Ï�ÁÒÎÏ ÜÔÉÍ×ÉÄÏÍ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÁ, ÞÔÏ ÔÁËÖÅ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. éÔÁË, ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ



6. çÒÁÆÙ 305ÄÌÑ �ÑÔÉ ÇÏÒÏÄÏ× (Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÄÌÑ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÉÈ ÞÉÓÌÁ) ÕÓÌÏ×ÉÅ ÚÁ-ÄÁÞÉ ÎÅ×Ù�ÏÌÎÉÍÏ. åÓÌÉ ÖÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÞÅÔÙÒÅ ÇÏÒÏÄÁ A, B, CÉ D, ËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: A Ó B �ÏÅÚÄÏÍ C Ó DÁ×ÔÏÂÕÓÏÍ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ �ÁÒÙ ÓÁÍÏÌ£ÔÏÍ, ÔÏ ×ÓÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞÉÂÕÄÕÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ. úÎÁÞÉÔ, ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÇÏÒÏÄÏ× ÒÁ×ÎÏ 4.6.43. îÁÚÏ×ÅÍ ÄÌÉÎÏÊ �ÕÔÉ ÞÉÓÌÏ ÏÔÒÅÚËÏ×, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎ ÓÏ-ÓÔÏÉÔ. ðÕÓÔØ n | ÄÌÉÎÁ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ �ÕÔÉ ÉÚ A × B. äÏËÁÖÅÍÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï n.ðÒÉ n = 1 ËÒÏÍÅ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ �ÕÔÉ AB ÅÓÔØ �ÕÔØ, ÉÄÕÝÉÊ ÉÚA × �ÅÒÅËÒ£ÓÔÏË C 6= A, ÕÄÁÌ£ÎÎÙÊ ÏÔ B ÎÁ 1, É ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÉÊÞÅÒÅÚ B. ðÕÓÔØ n > 1, D | ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë A �ÅÒÅËÒ£ÓÔÏË ÎÁ ËÒÁÔ-ÞÁÊÛÅÍ �ÕÔÉ ÉÚ A × B. ðÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÄ×Á ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÕÔÉ Ò É q ÉÚ D É B. âÕÄÅÍ ÉÄÔÉ ÉÚ A �Ï�ÕÔÉ l, ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÅÍ ÞÅÒÅÚ D. åÓÌÉ ÜÔÏÔ �ÕÔØ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó�ÕÔÑÍÉ Ò É q, ÔÏ ×Ó£ ÄÏËÁÚÁÎÏ. åÓÌÉ ÖÅ ÏÎ ×�ÅÒ×ÙÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ, ÓËÁ-ÖÅÍ, �ÕÔØ Ò, ÔÏ ÄÁÌØÛÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÄÔÉ �Ï Ò �ÒÑÍÏ × B. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ�ÕÔØ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó q.

ë 6.44
6.44. 10 ÇÏÒÏÄÏ×. éÚ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ A ÍÏÖÎÏ ÄÏ-ÂÒÁÔØÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÄÏ ÔÒ£È ÇÏÒÏÄÏ×, Á ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÄÏ Ä×ÕÈ (ÎÅ ÓÞÉÔÁÑ A). éÔÁË,×ÓÅÇÏ ÇÏÒÏÄÏ× ÎÅ ÂÏÌÅÅ 1+3+6 = 10. ðÒÉÍÅÒ ÎÁ ÒÉ-ÓÕÎËÅ (ÇÒÁÆ ðÅÔÅÒÓÅÎÁ) �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅÎÕÖÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ Á×ÉÁÌÉÎÉÊ.6.45. 20. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ ÒÑÄÏÍ Ó ËÁÖÄÙÍÍÁÌØÞÉËÁÍ ÓÔÏÑÔ ÍÁÌØÞÉË É ÄÅ×ÏÞËÁ. úÎÁÞÉÔ, ÏÄÉÎÍÁÌØÞÉË × ÏËÒÕÖÅÎÉÉ Ä×ÕÈ ÍÁÌØÞÉËÏ× ÓÔÏÑÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ, Ô. Å. ÔÒÉÍÁÌØÞÉËÁ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ÒÑÄÏÍ ÎÅ ÍÏÇÕÔ. îÅ ÍÏÖÅÔ ÔÁËÖÅ ÏÄÉÎ ÍÁÌØ-ÞÉË ÓÔÏÑÔØ × ÏËÒÕÖÅÎÉÉ Ä×ÕÈ ÄÅ×ÏÞÅË. úÎÁÞÉÔ, ÒÑÄÏÍ Ó ËÁÖÄÙÍÍÁÌØÞÉËÏÍ ÓÔÏÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÍÁÌØÞÉË, Ô. Å. ÍÁÌØÞÉËÉ ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁ-ÀÔÓÑ �Ï ËÒÕÇÕ �ÁÒÁÍÉ (×ÓÅÇÏ 5 �ÁÒ), ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁ-ÀÔÓÑ ÄÅ×ÏÞËÉ.íÅÖÄÕ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ �ÁÒÁÍÉ ÍÁÌØÞÉËÏ× ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÓÔÏÑÔØ 1 ÉÌÉ 2ÄÅ×ÏÞËÉ, ÔÁË ËÁË �ÒÉ ÔÁËÏÍ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÏÇÏ ÏÔ ËÁÖÄÏÊÉÚ ÜÔÉÈ ÄÅ×ÏÞÅË ÓÔÏÑÌÉ ÂÙ ÍÁÌØÞÉËÉ, Á ÎÅ ÍÁÌØÞÉË É ÄÅ×ÏÞËÁ, ËÁË× ÕÓÌÏ×ÉÉ. íÅÖÄÕ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ �ÁÒÁÍÉ ÍÁÌØÞÉËÏ× ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÓÔÏÑÔØ É3 ÄÅ×ÏÞËÉ, ÔÁË ËÁË �ÒÉ ÜÔÏÍ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ ÏÔ ÓÔÏÑÝÅÊ × ÓÅÒÅÄÉÎÅ ÄÅ-×ÏÞËÉ ÓÔÏÑÌÉ ÂÙ ÍÁÌØÞÉËÉ. îÅ ÍÏÇÕÔ ÓÔÏÑÔØ 5 ÄÅ×ÏÞÅË ÒÑÄÏÍ | ×ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÏÇÏ ÏÔ ÄÅ×ÏÞËÉ, ÓÔÏÑÝÅÊ × ÓÅÒÅÄÉÎÅ ÇÒÕ��ÙÉÚ 5 ÄÅ×ÏÞÅË, ÓÔÏÑÌÉ ÂÙ ÄÅ×ÏÞËÉ, Á ÎÅ ÄÅ×ÏÞËÁ É ÍÁÌØÞÉË. ïÓÔÁ-ÅÔÓÑ ÏÄÎÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ: �ÁÒÙ ÍÁÌØÞÉËÏ× ÞÅÒÅÄÕÀÔÓÑ ÞÅÔ×£ÒËÁÍÉÄÅ×ÏÞÅË (×ÓÅÇÏ 5 ÞÅÔ×£ÒÏË). éÔÁË, ÕÞÉÔÅÌØ �ÒÉÇÌÁÛÁÅÔ 20 ÄÅ×ÏÞÅË



306 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉÉ ÒÁÓÓÔÁ×ÌÑÅÔ �Ï ËÒÕÇÕ ÔÁË: 2 ÍÁÌØÞÉËÁ, 4 ÄÅ×ÏÞËÉ, 2 ÍÁÌØÞÉËÁ,É Ô. Ä.6.46. ðÕÓÔØ A, B É C | 3 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ �ÕÎËÔÁ ÎÁ ÂÅÒÅÇÕÏÚÅÒÁ. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ A É B ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ B É C ÎÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ.éÔÁË, ×ÓÅ �ÕÎËÔÙ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ �ÁÒÙ ÓÏÓÅÄÎÉÈ, ÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÙÈÒÅÊÓÏÍ ÔÅ�ÌÏÈÏÄÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÔÁËÉÅ �ÁÒÙ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ,Ô. Å. ÏÄÉÎ ÉÚ �ÕÎËÔÏ× �ÅÒ×ÏÊ �ÁÒÙ ÓÏÅÄÉÎ£Î Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ �ÕÎËÔÏÍ×ÔÏÒÏÊ �ÁÒÙ.
5 4

8
2
1 ë 6.47

6.47. Á) íÏÖÎÏ (ÓÍ. ÒÉÓ.). Â) îÅÌØÚÑ. åÓÌÉÔÒÅÂÕÅÍÁÑ ÓÅÔØ ÄÏÒÏÇ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉ-ÓÅÌ | n ÉÌÉ n − 2 | Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ �Å-ÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÇÏÒÏÄ A ÉÎÁÚÏ×ÅÍ ÅÇÏ �ÈÏÒÏÛÉÍ�. ìÀÂÏÊ ÇÏÒÏÄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔ-ÓÑ �ÈÏÒÏÛÉÍ�, ÅÓÌÉ ÄÌÉÎÁ �ÕÔÉ A É B | Þ£Ô-ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, É ��ÌÏÈÉÍ� | ÅÓÌÉ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ. ðÕÓÔØx | ÞÉÓÌÏ �ÈÏÒÏÛÉÈ� ÇÏÒÏÄÏ×, y | ÞÉÓÌÏ ��ÌÏ-ÈÉÈ� ÇÏÒÏÄÏ× (x + y = n). ÷ÓÅÇÏ ÅÓÔØ xy �ÁÒ ÇÏÒÏÄÏ×, × ËÏÔÏÒÙÈÏÄÉÎ ÇÏÒÏÄ ÈÏÒÏÛÉÊ, Á ÄÒÕÇÏÊ | �ÌÏÈÏÊ. úÎÁÞÉÔ, ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ1; 2; : : : ; n(n − 1)=2 ÉÍÅÅÔÓÑ xy ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. åÓÌÉ n ÎÅÞ£ÔÎÏ,ÔÏ n = n− 4xy = (x− y), ÅÓÌÉ ÖÅ Þ£ÔÎÏ, ÔÏ n = (x− y) + 2.6.48. äÌÑ ÏÒÇÁÎÉÚÁ�ÉÉ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÉÍÅÔØ �Ï ÍÅÎØ-ÛÅÊ ÍÅÒÅ 21 Á×ÉÁËÏÍ�ÁÎÉÀ, ÔÁË ËÁË ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÂÅÓ�ÏÓÁ-ÄÏÞÎÙÈ Á×ÉÁÌÉÎÉÊ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ 20 + : : :+ 2 + 1 = 210, Á ËÁÖÄÁÑÁ×ÉÁËÏÍ�ÁÎÉÑ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÅÔ 4+3+2+1 = 10 ÂÅÓ�ÏÓÁÄÏÞÎÙÈ Á×ÉÁ-ÌÉÎÉÊ. ðÒÉÍÅÒ ÓÈÅÍÙ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ 21 Á×ÉÁËÏÍ�ÁÎÉÅÊ �ÏÌÕÞÁÅÔ-ÓÑ ÉÚ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ 21-ÕÇÏÌØÎÉËÁ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÇÏÒÏÄÁ | ÜÔÏ ×ÅÒÛÉ-ÎÙ 21-ÕÇÏÌØÎÉËÁ, Á×ÉÁÌÉÎÉÉ | ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÙ É ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. ðÅÒ-×ÁÑ Á×ÉÁËÏÍ�ÁÎÉÑ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÅÔ ÇÏÒÏÄÁ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ 1; 3; 8; 9; 12, ÁÏÓÔÁÌØÎÙÅ | ÇÏÒÏÄÁ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ�Ï×ÏÒÏÔÁÍÉ ÎÁ ÕÇÌÙ 360◦k=12, (k = 1; 2; : : : ; 20). �ÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ ÚÁÄÁ-ÞÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ, ÔÁË ËÁË ÓÒÅÄÉ ÏÔÒÅÚËÏ×, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÎÏÍÅÒÁÍÉ 1, 3, 8, 9, 12 ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ ÓÔÏÒÏÎÁ 21-ÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÅÇÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÄÌÉÎ.6.49. �. �ÁË ËÁË ËÁÖÄÙÊ ÍÁÒÛÒÕÔ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ �Ï×Ï-ÒÏÔÁ, ÔÏ ÏÎ ÉÄ£Ô ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ �Ï ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ É ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ�Ï ÏÄÎÏÊ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÕÌÉ�ÁÍ ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÄÏ�ÕÓÔÉÔØ, ÞÔÏÍÁÒÛÒÕÔÏ× ÍÅÎÅÅ n, ÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ É ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÁÑÕÌÉ�Ù, �Ï ËÏÔÏÒÙÍ ÎÅ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÍÁÒÛÒÕÔÁ, É �Ï �ÅÒÅ-ËÒ£ÓÔËÕ, ÏÂÒÁÚÕÅÍÏÍÕ ÜÔÉÍÉ ÕÌÉ�ÁÍÉ, ÔÁËÖÅ ÎÅ �ÒÏÊÄÅÔ ÎÉËÁËÏÊÍÁÒÛÒÕÔ. úÎÁÞÉÔ, ÞÉÓÌÏ ÍÁÒÛÒÕÔÏ× ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÅÎÅÅ n.



6. çÒÁÆÙ 307ðÒÉÍÅÒ Á×ÔÏÂÕÓÎÏÊ ÓÅÔÉ ÉÚ n ÍÁÒÛÒÕÔÏ×, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ ÔÁËÏ×: i-Ê ÍÁÒÛÒÕÔ ÓÅÔÉ �ÒÏÈÏÄÉÔ �Ï ×ÓÅÊ i-Ê ×ÅÒ-ÔÉËÁÌØÎÏÊ ÕÌÉ�Å É ÚÁÔÅÍ | ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï �Ï �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÇÏÒÉÚÏÎ-ÔÁÌØÎÏÊ ÕÌÉ�Å.6.50. äÏËÁÖÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÍÅÔÏÄÏÍ ÏÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ.ðÕÓÔØ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Á ÇÏÒÏÄÁ á É ÷ ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÉÚ á × ÷ ÎÅÌØÚÑ�ÒÏÅÈÁÔØ, ÓÄÅÌÁ× ÍÅÎØÛÅ 63 �ÅÒÅÓÁÄÏË. òÁÚÏÂØ£Í ×ÓÅ ÇÏÒÏÄÁ ÎÁÇÒÕ��Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÎÕÌÅ×ÁÑ ÇÒÕ��Á ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÇÏÒÏÄÁ á,�ÅÒ×ÁÑ | ÉÚ ×ÓÅÈ ÇÏÒÏÄÏ×, × ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÅÈÁÔØ ÉÚ á ÂÅÚ�ÅÒÅÓÁÄÏË, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ (k-Ñ ÇÒÕ��Á ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÇÏÒÏÄÏ×, × ËÏ-ÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÅÈÁÔØ ÉÚ A Ó (k− 1) �ÅÒÅÓÁÄËÁÍÉ, ÎÏ ÎÅÌØÚÑ �ÒÏ-ÅÈÁÔØ Ó ÍÅÎØÛÉÍ ÉÈ ÞÉÓÌÏÍ). ðÏÌÕÞÉÍ × ÉÔÏÇÅ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 64 ÇÒÕ��.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ k = 0; 1; : : : ; 21 × ÇÒÕ��ÁÈ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ3k, 3k+1 É 3k+2 ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÏÂÝÅÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 94 ÇÏÒÏ-ÄÏ×, ÔÁË ËÁË ÉÚ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÇÏÒÏÄÁ (3k + 1)-Ê ÇÒÕ��Ù ×ÙÈÏÄÉÔÎÅ ÍÅÎÅÅ 93 ÄÏÒÏÇ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÅÇÏ Ó ÇÏÒÏÄÁÍÉ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÇÒÕ��.úÎÁÞÉÔ, ×ÓÅÇÏ ÇÏÒÏÄÏ× × ÓÔÒÁÎÅ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÞÅÍ 94 · 22 = 2068, ÞÔÏ�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ.6.51. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÒÁÓËÒÁÓËÁ ×ÏÚÍÏÖÎÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍÏÔÒÅÚËÉ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÒÁÓÎÏÇÏ. ïÂÝÅÅ ÞÉ-ÓÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÏÄÎÁ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ ËÏÔÏÒÙÈ ËÒÁÓÎÁÑ, ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ�ÁÒ ÉÚ 11 ÏÓÔÁÌØÎÙÈ �×ÅÔÏ×, ÔÏ ÅÓÔØ 10 · 11=2 = 55. �ÁË ËÁË ËÁ-ÖÄÙÊ ËÒÁÓÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÓÌÕÖÉÔ ÓÔÏÒÏÎÏÊ ÄÌÑ 10 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×,ÔÏ ÞÉÓÌÏ ËÒÁÓÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 6. îÏ ÔÏÇÄÁ É ÞÉÓÌÏ ÏÔÒÅÚ-ËÏ× ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ �×ÅÔÁ, ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 6, Á ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÏÔÒÅÚËÏ×ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 12 · 6 = 72. ïÄÎÁËÏ ÞÉÓÌÏ×ÓÅÈ ÓÔÏÒÏÎ É ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ × 12-ÕÇÏÌØÎÉËÅ ÒÁ×ÎÏ 11 ·12=2 = 66 < 72.ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.6.2. üÊÌÅÒÏ×Ù ÇÒÁÆÙ6.52. Á) íÏÖÎÏ. Â) îÅÌØÚÑ. òÉÓÕÑ ÇÒÁÆ × ËÁÖÄÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ, ÚÁÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ É ËÏÎÅÞÎÏÊ, ÍÙ ×ÏÊÄÅÍ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÒÁÚ,ÓËÏÌØËÏ ×ÙÊÄÅÍ ÉÚ ÎÅ£. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÔÅ�ÅÎÉ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØÞ£ÔÎÙÍÉ.6.53. îÅÌØÚÑ. õ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÇÒÁÆÁ ÅÓÔØ ÞÅÔÙÒÅ ÎÅÞ£Ô-ÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎÙ.6.54. Á) 6, Â) 5, ×) 4. 6.55. îÅÔ.6.56. Á), ×) îÅÔ. åÓÌÉ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ �ÒÏ×ÏÌÏËÁÉÄ£Ô �Ï Ò£ÂÒÁÍ ËÕÂÁ ÂÅÚ ÎÁÌÏÖÅÎÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÙ ËÁË ÂÙ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÌÉËÁÒËÁÓ ËÕÂÁ, ÎÅ ÏÔÒÙ×ÁÑ ËÁÒÁÎÄÁÛÁ ÏÔ ÂÕÍÁÇÉ. îÏ ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ,



308 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉÔÁË ËÁË Õ ËÕÂÁ 8 ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ, Â) ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ×ÅÒ-ÛÉÎ 8, ÔÏ ÔÁËÉÈ ËÕÓËÏ× ÎÕÖÎÏ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÔÙÒ£È.6.57. íÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË ÅÓÔØ ÌÉÛØ Ä×Å ËÏÍÎÁÔÙ Ó ÎÅÞ£ÔÎÙÍ ÞÉ-ÓÌÏÍ Ä×ÅÒÅÊ | 8 É 10, Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ É ÎÁÄÏ ÎÁÞÉÎÁÔØ.6.58. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÇÏÒÏÄÁ É �ÕÓÔØ ÏÎÉ ÎÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ �ÕÔ£Í.�ÁË ËÁË ËÁÖÄÙÊ ÓÏÅÄÉÎ£Î ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÞÅÍ Ó 7 ÄÒÕÇÉÍÉ, �ÒÉ ÜÔÏÍÇÏÒÏÄÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙ (ÅÓÌÉ 2 ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, ÔÏ ÅÓÔØ �ÕÔØ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊÉÓÈÏÄÎÙÅ ÇÏÒÏÄÁ), ÔÏ ÍÙ ÕËÁÚÁÌÉ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 16 ÇÏÒÏÄÏ×.6.59. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ 6.58.6.60. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ ËÏ×ÒÏÌÉÎÉÊ, ÓÏ-ÄÅÒÖÁÝÕÀ ÓÔÏÌÉ�Õ. îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÁËÖÅÇÏÒÏÄ äÁÌØÎÉÊ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ. �ÏÇÄÁ × ÜÔÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎ-ÔÅ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ (ÓÔÏÌÉ�Ù) ×ÙÈÏÄÉÔ 21 ÒÅÂÒÏ, ÁÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ | �Ï 20 Ò£ÂÅÒ. ÷ ÜÔÏÍ ÇÒÁÆÅ (ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅÓ×ÑÚÎÏÓÔÉ) ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ÎÅÞ£ÔÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ.6.61. åÓÌÉ ÚÁËÒÙÔÁ ÄÏÒÏÇÁ AB, ÔÏ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏ-ÂÒÁÔØÓÑ ÉÚ A × B. åÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÔÏ × ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ,ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ A, ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, ËÒÏÍÅ A | Þ£ÔÎÙÅ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅÓ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 1.6.62. òÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÇÏÒÏÄ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ �ÅÒÅÓÁÄÏÞÎÙÍ, Á ÔÁË ËÁË× Ó×ÑÚÎÏÍ ÇÒÁÆÅ Ó 50 ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ Ò£ÂÅÒ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 49, ÔÏ 49 |ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ Á×ÉÁÌÉÎÉÊ.6.63. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ, ÉÍÅÀÝÉÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈÎÅÞ£ÔÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ | ÜÊÌÅÒÏ× �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ �Ï ÞÉÓÌÕ Ò£ÂÅÒ ÇÒÁ-ÆÁ. ðÕÓÔØ ×ÎÁÞÁÌÅ ÇÒÁÆ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ. âÁÚÁ (ÇÒÁÆÂÅÚ Ò£ÂÅÒ) ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. ÷ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÎÅÔ ×ÉÓÑÞÉÈ ×ÅÒÛÉÎ,ÚÎÁÞÉÔ, ÏÎ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÒÅ×ÏÍ, É × ÎÅÍ ÅÓÔØ �ÉËÌ. ÷ÒÅÍÅÎÎÏÕÄÁÌÉÍ ÉÚ ÇÒÁÆÁ Ò£ÂÒÁ ÜÔÏÇÏ �ÉËÌÁ. �ÏÇÄÁ ÇÒÁÆ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÂÝÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ Ó×ÙËÉÎÕÔÙÍ �ÉËÌÏÍ É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ. ÷ÓÉÌÕ ÉÎÄÕË�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚ-ÎÏÓÔÉ | ÜÊÌÅÒÏ× ÇÒÁÆ. éÓÈÏÄÎÙÊ ÇÒÁÆ ÒÉÓÕÅÍ ÔÁË: ÏÂÈÏÄÉÍ�ÉËÌ É, �Ï�ÁÄÁÑ × ×ÅÒÛÉÎÕ, ÏÔÎÏÓÑÝÕÀÓÑ Ë ËÁËÏÊ-ÔÏ ËÏÍ�ÏÎÅÎ-ÔÅ, �ÅÒÅÈÏÄÉÍ × ÎÅ£ É ÒÉÓÕÅÍ Å£, × ËÏÎ�Å ×ÏÚ×ÒÁÝÁÑÓØ × ÔÕ ÖÅ×ÅÒÛÉÎÕ, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÍ Ä×ÉÖÅÎÉÅ �Ï �ÉËÌÕ. äÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÌÑ ÇÒÁÆÁ Ó Ä×ÕÍÑ ÎÅÞ£ÔÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ(×ÒÅÍÅÎÎÏ ÕÄÁÌÑÅÍ �ÕÔØ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÊ ÜÔÉ ×ÅÒÛÉÎÙ). �Ï, ÞÔÏÜÊÌÅÒÏ× ÇÒÁÆ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁ-ÎÏ × 6.52.6.64. Á) îÅÌØÚÑ. îÉËÁËÉÅ Ä×Å ÌÏÍÁÎÙÅ ÎÅ ÄÏÌÖÎÙ ÉÍÅÔØ ÏÂÝÉÈÏÔÒÅÚËÏ×. ðÏÜÔÏÍÕ 12 ÕÚÌÏ× ÒÅÛ£ÔËÉ, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å



6. çÒÁÆÙ 309Ë×ÁÄÒÁÔÁ É ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ËÏÎ�ÁÍÉ ÌÏ-ÍÁÎÙÈ, Á Õ 5 ÌÏÍÁÎÙÈ ×ÓÅÇÏ 10 ËÏÎ�Ï×. Â) íÏÖÎÏ.6.65. çÒÁÆ Ó×ÑÚÅÎ, ÓÔÅ�ÅÎÉ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ Þ£ÔÎÙ.6.66. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï n. äÌÑ ÄÏ-ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÉÎÄÕË�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÅÒÅÈÏÄÁ ×ÙÂÅÒÅÍ Ä×Å ÎÅÞ£ÔÎÙÅ ×ÅÒ-ÛÉÎÙ, ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÉÈ �ÕÔ£Í É ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÕÄÁÌÉÍ ×ÓÅ ÅÇÏ Ò£ÂÒÁ. çÒÁÆÒÁÓ�ÁÄ£ÔÓÑ ÎÁ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ. ðÒÉÓÏÅÄÉÎÉÍ ÔÅ�ÅÒØ Ë ÕÄÁ-Ì£ÎÎÏÍÕ �ÕÔÉ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÎÅ ÓÏ-ÄÅÒÖÁÔ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ.6.67. a) îÅÌØÚÑ. Â) íÏÖÎÏ.6.68. Á) äÁ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ×ÓÅ ÕÌÉ�Ù �ÒÑÍÙÅ É ×ÙÈÏÄÑÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊÔÏÞËÉ. Â) äÁ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, 3 ÕÌÉ�Ù ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉË, É ÅÝ£ 3 ÕÌÉ�Ù ÓÏÅÄÉÎÑÀÔ �ÅÎÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÁ-ÍÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ üÊÌÅÒÁ).6.69. îÅ ÓÍÏÇÕÔ. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ. ðÕÓÔØ ÎÁ ÛÏÓÓÅn ÇÏÒÏÄÏ×, ÔÏÇÄÁ ×ÓÅÇÏ 2n−1 ÄÏÒÏÇ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÏÒÏÇÉ ÏÄÎÏÊ ËÏÍ-�ÁÎÉÉ ÓÏÅÄÉÎÑÀÔ ×ÓÅ ÇÏÒÏÄÁ × Ó×ÑÚÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÔÏ ÜÔÉÈ ÄÏÒÏÇÎÅ ÍÅÎØÛÅ n. �ÏÇÄÁ ÄÏÒÏÇ Ä×ÕÈ ËÏÍ�ÁÎÉÊ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2n. ðÒÏÔÉ×Ï-ÒÅÞÉÅ.6.70. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÁÎÉ�Á ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏ-ÓÔÉ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ Ó×ÑÚÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÄÒÕÇÏÇÏ �×ÅÔÁ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,�ÅÒÅËÒÁÓÉÍ Ó×ÑÚÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ × �×ÅÔ Å£ ÇÒÁÎÉ�Ù, �ÏÌÕÞÉÍ Ó×ÑÚÎÕÀÏÂÌÁÓÔØ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Å£ ÇÒÁÎÉ�Õ. ï�ÑÔØ �ÅÒÅ-ËÒÁÓÉÍ ÏÂÌÁÓÔØ × �×ÅÔ ÇÒÁÎÉ�Ù. òÁÎÏ ÉÌÉ �ÏÚÄÎÏ ÄÉÁÍÅÔÒ ÏÄÎÏ-�×ÅÔÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÂÕÄÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÎÏ×ÏÍÕ ÇÒÁÆÕ (ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ �ÒÉ-£Í × ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÁÆÏ×): × ËÁÞÅÓÔ×Å ÎÏ×ÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ×ÏÚØÍ£Í ÓÅÒÅÄÉÎÙÓÔÁÒÙÈ Ò£ÂÅÒ É ÓÏÅÄÉÎÉÍ 2 ÎÏ×ÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÒÅÂÒÏÍ, ÅÓÌÉ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÍ ÓÔÁÒÙÅ Ò£ÂÒÁ ÉÍÅÌÉ ÏÂÝÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ. õ ÎÏ×ÏÇÏÇÒÁÆÁ ÂÕÄÕÔ �ÏËÒÁÛÅÎÙ ×ÅÒÛÉÎÙ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Õ ÎÏ×ÏÇÏ ÇÒÁÆÁËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ | Ó×ÑÚÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÄÒÕÇÏÇÏ�×ÅÔÁ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Õ ÎÏ×ÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÙÈÏÄÉÔ10 Ò£ÂÅÒ. úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ Ò£ÂÒÁ ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅÏÔ 1 ÄÏ 10. �ÏÇÄÁ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ(1 É 10 | ÔÏÖÅ ÓÏÓÅÄÉ), ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ.÷ÏÚØÍ£Í ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÓÉÎÅÇÏ �×ÅÔÁ É ÂÕÄÅÍ ÏÂÈÏÄÉÔØÅ£ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ �ÒÁ×ÏÊ ÒÕËÉ, ÏÔÍÅÞÁÑ × ËÁÖÄÏÊ ÓÉÎÅÊ ÔÏÞËÅ ×ÓÅËÒÁÓÎÙÅ ÔÏÞËÉ, × ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÂÙ �ÏÛÌÉ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÏÎÉ ÂÙÌÉ ÓÉÎÉÍÉ.ðÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ Ó×ÑÚÎÕÀÏÂÌÁÓÔØ.



310 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ6.71. ã×ÅÔÁ, × ËÏÔÏÒÙÅ �ÏËÒÁÛÅÎ ÇÒÁÆ, ÚÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÏÔ 1 ÄÏ k.�Å ×ÅÒÛÉÎÙ �×ÅÔÁ 2, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÓÏÓÅÄÓÔ×ÕÀÔ ÎÉ Ó ËÁËÉÍÉ ×ÅÒÛÉ-ÎÁÍÉ �×ÅÔÁ 1, �ÅÒÅËÒÁÓÉÍ × �×ÅÔ 1. îÏ×ÁÑ ÒÁÓËÒÁÓËÁ ÂÕÄÅÔ �ÒÁ-×ÉÌØÎÏÊ, �ÏÜÔÏÍÕ × ÎÅÊ k �×ÅÔÏ×. úÎÁÞÉÔ, ËÁËÉÅ-ÔÏ ×ÅÒÛÉÎÙ �×Å-ÔÁ 2 ÎÅ �ÅÒÅËÒÁÛÅÎÙ É �ÏÔÏÍÕ ÓÏÓÅÄÓÔ×ÕÀÔ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ �×ÅÔÁ 1.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ×ÅÒÛÉÎÙ �×ÅÔÁ 3, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÓÏÓÅÄÓÔ×ÕÀÔ Ó ×ÅÒÛÉ-ÎÁÍÉ �×ÅÔÁ 2, �ÅÒÅËÒÁÓÉÍ × �×ÅÔ 2, É Ô. Ä. ×�ÌÏÔØ ÄÏ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ�×ÅÔÁ.ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁËÕÀ-ÌÉÂÏ ×ÅÒÛÉÎÕ �×ÅÔÁ k. ïÎÁ ÎÅ�ÅÒÅËÒÁÛÅÎÁ, É �ÏÔÏÍÕ ÓÏÓÅÄÓÔ×ÕÅÔ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ �×ÅÔÁ (k − 1).üÔÁ ×ÅÒÛÉÎÁ ÔÏÖÅ ÎÅ �ÅÒÅËÒÁÛÅÎÁ, ÔÁË ËÁË ÉÎÁÞÅ Å£ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØ-ÎÙÊ �×ÅÔ ÂÙÌ ÂÙ k, É ÏÎÁ ÎÅ ÍÏÇÌÁ ÂÙ ÓÏÓÅÄÓÔ×Ï×ÁÔØ Ó ×ÅÒÛÉ-ÎÏÊ ÔÏÇÏ ÖÅ �×ÅÔÁ. òÁÚ ×ÅÒÛÉÎÁ ÎÅ �ÅÒÅËÒÁÛÅÎÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÓÏÓÅÄ-ÓÔ×ÕÅÔ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ �×ÅÔÁ (k − 2), É Ô. Ä. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÏÔ �ÒÏ-�ÅÓÓ, �ÏÓÔÒÏÉÍ �ÕÔØ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ k �×ÅÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÂÙÌÉ �ÅÒÅ-ËÒÁÛÅÎÙ.6.3. äÅÒÅ×ØÑ6.72. ðÕÓÔØ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ Ä×ÕÍÑÒÁÚÎÙÍÉ �ÒÏÓÔÙÍÉ �ÕÔÑÍÉ. åÓÌÉ �ÕÔÉ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎ,ÔÏ �ÒÏÊÄÑ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ Ë ÄÒÕÇÏÊ �Ï 1-ÍÕ �ÕÔÉ, É ×ÅÒÎÕ×ÛÉÓØ�Ï 2-ÍÕ, �ÏÌÕÞÉÍ �ÉËÌ. åÓÌÉ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ, ÔÏ ×ÙÂÅ-ÒÅÍ �ÅÒ×ÕÀ ÔÏÞËÕ | A, × ËÏÔÏÒÏÊ �ÕÔÉ ÒÁÓÈÏÄÑÔÓÑ. úÁ ×ÙÂÒÁÎÎÏÊÔÏÞËÏÊ ÎÁ 1-Í �ÕÔÉ ÎÁÊÄÅÍ �ÅÒ×ÕÀ ÔÏÞËÕ | B, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÕÀÔÁËÖÅ É 2-ÍÕ �ÕÔÉ. õÞÁÓÔËÉ 1-ÇÏ É 2-ÇÏ �ÕÔÉ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ A ÉB ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÒÏÓÔÏÊ �ÉËÌ.6.73. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏÇÒÁÆÁ. ïÎÁ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÒÅ×ÏÍ, ÔÁË ËÁË × ÎÅÊ ÎÅÔ ×ÉÓÑÞÅÊ ×ÅÒ-ÛÉÎÙ. úÎÁÞÉÔ, × ÎÅÊ ÅÓÔØ �ÉËÌ.6.74. ðÕÓÔØ ËÏÎ�Ù ÕÄÁÌ£ÎÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ × ÎÏ×ÏÍ ÇÒÁÆÅ ÓÏÅÄÉÎÅ-ÎÙ �ÒÏÓÔÙÍ �ÕÔ£Í. �ÏÇÄÁ ÜÔÏÔ �ÕÔØ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÕÄÁÌ£ÎÎÙÍ ÒÅÂÒÏÍÏÂÒÁÚÕÅÔ × ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÇÒÁÆÅ �ÉËÌ.6.75. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÇÒÁÆ äÒÅ×ÌÑÎÄÉÉ | ÄÅÒÅ×Ï. õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ ×É-ÓÑÞÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ. õÄÁÌÉÍ Å£ É ×ÙÈÏÄÑÝÅÅ ÉÚ ÎÅ£ ÒÅÂÒÏ. ïÓÔÁ×ÛÉÊÓÑÇÒÁÆ ÔÁËÖÅ ÄÅÒÅ×Ï. õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ ×ÉÓÑÞÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÔÁËÖÅÕÄÁÌÉÍ É Ô. Ä. ðÒÏÄÅÌÁ× ÜÔÕ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ n − 1 ÒÁÚ, �ÏÌÕÞÉÍ ÇÒÁÆ,ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ. �ÁË ËÁË ÕÄÁÌÑÌÏÓØ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÅÂÒÕ,×ÎÁÞÁÌÅ ÉÈ ÂÙÌÏ n− 1.6.76. åÓÌÉ ÎÅÔ, ÔÏ ÕÄÁÌÉ× ÎÅÓËÏÌØËÏ Ò£ÂÅÒ, ÉÚ ÎÅÇÏ ÍÏÖÎÏ �Ï-ÌÕÞÉÔØ ÄÅÒÅ×Ï.



6. çÒÁÆÙ 3116.77. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ×ÏÌÅÊÂÏÌØÎÕÀ ÓÅÔËÕ ËÁË ÇÒÁÆ, ×ÅÒ-ÛÉÎÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÕÚÌÙ ÓÅÔËÉ, Á Ò£ÂÒÁÍÉ | ×ÅÒ£×ÏÞËÉ.÷ ÜÔÏÍ ÇÒÁÆÅ ÎÕÖÎÏ ÕÄÁÌÉÔØ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÂÏÌØÛÅ Ò£ÂÅÒ ÔÁË, ÞÔÏ-ÂÙ ÏÎ ÏÓÔÁÌÓÑ Ó×ÑÚÎÙÍ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏËÁ × ÇÒÁÆÅ ÅÓÔØ �ÉËÌ,×ÏÚÍÏÖÎÏ ÕÄÁÌÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ÜÔÏÇÏ �ÉËÌÁ. ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ, ÎÅÉÍÅÀÝÉÊ �ÉËÌÏ×, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÒÅ×ÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÔÏÌØËÏ �ÏÌÕÞÉ× ÄÅ-ÒÅ×Ï, ÍÙ ÎÅ ÓÍÏÖÅÍ ÕÂÒÁÔØ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ. éÚÎÁÞÁÌØÎÏ × ÇÒÁÆÅÂÙÌÏ 601 · 50 + 600 · 51 = 60 650 Ò£ÂÅÒ É 51 · 601 = 30 651 ×ÅÒÛÉÎ,Ô. Å. ÄÅÒÅ×Ï ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ 30 650 Ò£ÂÅÒ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁÚÒÅÚÁÔØÍÏÖÎÏ 60650− 30650 = 30 000 ×ÅÒ£×ÏÞÅË.6.78. 30 · 29=2− 29 = 406.6.79. ÷ÙÄÅÌÉÔÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï É ÕÄÁÌÉÔÅ ÅÇÏ ×ÉÓÑÞÕÀ×ÅÒÛÉÎÕ.6.80. Á), Â) òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ �ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ� ÄÅÒÅ×Ï É ×ÙÂÅÒÉÔÅ�ÕÔØ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ Ä×Å ×ÉÓÑÞÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ.6.81. 63. ðÏÓÔÁ×ÉÍ ×ÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÁ 1×1 ÔÏÞËÕ, É,ÕÂÉÒÁÑ Ó�ÉÞËÕ, ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÔÏÞËÉ. �ÏÇÄÁ ÍÙ �ÏÌÕ-ÞÉÍ Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ, Á ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ò£ÂÅÒ Õ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ× ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÇÒÁÆ | ÄÅÒÅ×Ï. �ÁË ËÁË ×ÅÒÛÉÎ | 64, ÔÏÞÉÓÌÏ Ò£ÂÅÒ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 63. ðÒÉÍÅÒ ÄÅÒÅ×Á ÌÅÇËÏ �ÒÉ×ÅÓÔÉ.6.82. óÏÅÄÉÎÉÍ ÜÔÉ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ �ÕÔ£Í. ðÕÓÔØ a | ÅÇÏ ÄÌÉ-ÎÁ. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÄÏ Ä×ÕÈ ÄÁÎÎÙÈ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ×ÅÌÉÞÉÎÕ, ÉÍÅÀÝÕÀ ÔÕ ÖÅ Þ£ÔÎÏÓÔØ, ÞÔÏ É a.
ë 6.836.83. õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÄÅÒÅ×Ï Ó ÛÅÓÔØÀ ×ÅÒ-ÛÉÎÁÍÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÇÒÁÆÏ× ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ.6.84. îÁÞÁ× Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ y, ÂÕÄÅÍ ÉÄÔÉ �Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÒ£ÂÒÁÍ ÇÒÁÆÁ, ÎÕÍÅÒÕÑ ÉÈ �ÏÄÒÑÄ 1; 2; : : : ; s ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ÜÔÏ×ÏÚÍÏÖÎÏ.åÓÌÉ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÎÅ�ÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÅ Ò£ÂÒÁ, ÔÏ ×ÓÉÌÕ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ×ÙÈÏÄÉÔ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ,ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÕÖÅ �ÏÂÙ×ÁÌÉ. îÁÞÁ× Ó ÜÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ, �ÏÊÄÅÍ �ÏÎÅ�ÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÍ Ò£ÂÒÁÍ, ÎÕÍÅÒÕÑ ÉÈ �ÏÄÒÑÄ s + 1; s + 2; : : :ÔÁËÖÅ ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ.ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÏÔ �ÒÏ�ÅÓÓ, × ËÏÎ�Å ËÏÎ�Ï× �ÏÌÕÞÉÍ ÎÅËÏÔÏ-ÒÕÀ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÀ Ò£ÂÅÒ ÇÒÁÆÁ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ | ÉÓËÏÍÁÑ.



312 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉäÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÕÓÔØ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v ×ÙÈÏÄÉÔ ÎÅ ÍÅ-ÎÅÅ Ä×ÕÈ Ò£ÂÅÒ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ v = y ÏÄÎÏ ÉÚ Ò£ÂÅÒ ÉÍÅÅÔ ÎÏÍÅÒ 1,�ÏÜÔÏÍÕ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÏÍÅÒÏ× Ò£ÂÅÒ, ×ÙÈÏÄÑÝÉÈÉÚ v, ÒÁ×ÅÎ 1. åÓÌÉ v 6= y, ÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ r ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÉÚ ÎÏ-ÍÅÒÏ× Ò£ÂÅÒ, ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ v. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × �ÅÒ×ÙÊ ÒÁÚ ÍÙ�Ï�ÁÌÉ × ×ÅÒÛÉÎÕ v ÉÍÅÎÎÏ �Ï ÜÔÏÍÕ ÒÅÂÒÕ ÎÁ r-Í ÛÁÇÅ �ÒÏ�ÅÓÓÁ.�ÁË ËÁË × ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ÉÚ v ×ÙÈÏÄÉÌÉ ÅÝ£ ÎÅ�ÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÅÒ£ÂÒÁ, ÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÄÏÌÖÎÏ ÉÍÅÔØ ÎÏÍÅÒ r + 1. îÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÞÉÓÅÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ r É r+ 1, ÒÁ×ÅÎ 1,ÞÔÏ É ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.6.85. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ �ÕÔØ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÅÄ×Á ÇÏÒÏÄÁ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ×ËÌÀÞÁÀÝÉÊ × ÓÅÂÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÚÁËÒÙÔÙÅ�ÏÓÌÅ ËÒÉÚÉÓÁ ÒÅÊÓÙ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ �ÕÔÉ ÌÀÂÏÊ ÚÁËÒÙÔÙÊÒÅÊÓ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÎÅÚÁËÒÙÔÙÈ. ðÒÏÎÕÍÅ-ÒÕÅÍ Á×ÉÁËÏÍ�ÁÎÉÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ N . ÷ ÏÄÎÏÊ ÉÚ Á×ÉÁËÏÍ�ÁÎÉÊÓÏÈÒÁÎÉÌÉÓØ ×ÓÅ ÒÅÊÓÙ: �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ × �ÅÒ×ÏÊ. �ÏÇÄÁ × ÌÀ-ÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ Á×ÉÁËÏÍ�ÁÎÉÉ ÚÁËÒÙÌÉ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÅÊÓÕ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍÔÏÌØËÏ ÒÅÊÓÙ �ÅÒ×ÏÊ É ×ÔÏÒÏÊ Á×ÉÁËÏÍ�ÁÎÉÊ: ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ×ÙÈÏÄÉÔ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÅÊÓÕ ÜÔÉÈ Á×ÉÁËÏÍ�ÁÎÉÊ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÓÅÇÏÒÏÄÁ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ �ÉËÌÙ. ÷ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ �ÉËÌÏ× ÚÁËÒÙÌÉÏÄÉÎ ÒÅÊÓ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÍÏÖÎÏ �ÒÏÌÅÔÅÔØ ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ ÒÅÊÓÁÍÉ ÜÔÏÇÏ�ÉËÌÁ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÏÂÏÊÔÉ� ÌÀÂÏÊ ÚÁËÒÙÔÙÊ ÒÅÊÓ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÒÅÊÓÙ ÄÒÕÇÉÈ Á×ÉÁËÏÍ-�ÁÎÉÊ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÂÅÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈÚÁËÒÙÔÙÈ ÒÅÊÓÏ×.6.86. ðÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÁÆ, ÓÔÅ�ÅÎÉ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ ËÏÔÏÒÏÇÏÂÏÌØÛÅ Ä×ÕÈ, ÎÏ ÄÌÉÎÁ ÌÀÂÏÇÏ �ÉËÌÁ × ÜÔÏÍ ÇÒÁÆÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÏÊ ÇÒÁÆ B Ó ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ×ÅÒÛÉÎ. ïÞÅ×ÉÄ-ÎÏ, × ÜÔÏÍ ÇÒÁÆÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÉËÌ C, �ÕÓÔØ ÜÔÏÔ �ÉËÌ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ �ÒÏÈÏÄÉÔ �Ï ×ÅÒÛÉÎÁÍ á1; : : : ; A3k. ðÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÕÔØS, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ×ÅÒÛÉÎÙ Am É An É ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÉÊ �Ï Ò£ÂÒÁÍ�ÉËÌÁ C. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÉËÌÙ C1 É C2, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ �ÕÔÉ S É Ä×ÕÈ��ÏÌÏ×ÉÎÏË� �ÉËÌÁ C. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÉÎÙ ÏÂÏÉÈ ÜÔÉÈ �ÉËÌÏ× ÄÅÌÑÔÓÑÎÁ 3, ÔÏ É ÄÌÉÎÁ �ÕÔÉ S ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏ-ÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ X, ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÁÑ ×�ÉËÌ C, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ Ò£ÂÒÁÍÉ Ó Ä×ÕÍÑ ÒÁÚÎÙÍÉ ×ÅÒ-ÛÉÎÁÍÉ �ÉËÌÁ C.ïÂßÅÄÉÎÉÍ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ á1; : : : ; A3k �ÉËÌÁ C × ÏÄÎÕ ×ÅÒÛÉÎÕ A,ËÏÔÏÒÕÀ ÓÏÅÄÉÎÉÍ Ò£ÂÒÁÍÉ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÙÌÉÓÏÅÄÉÎÅÎÙ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ �ÉËÌÁ C. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, × �ÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ÇÒÁÆÅB′ ÍÅÎØÛÅ ×ÅÒÛÉÎ, ÞÅÍ × ÇÒÁÆÅ B, É ÓÔÅ�ÅÎØ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ



6. çÒÁÆÙ 313�Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÂÏÌØÛÅ Ä×ÕÈ. éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÉ-ÎÁ ÌÀÂÏÇÏ �ÉËÌÁ × ÇÒÁÆÅ B′ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÍÉÎÉ-ÍÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ B.
6.4. ðÌÏÓËÉÅ ÇÒÁÆÙ É ÔÅÏÒÅÍÁ üÊÌÅÒÁ6.87. 4.6.88. ðÕÓÔØ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ É ×ÅÒÛÉÎÙ Ë×ÁÄÒÁÔÁ | ×ÅÒÛÉ-ÎÙ, É ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ÉÈ ÏÔÒÅÚËÉ É ÓÔÏÒÏÎÙ Ë×ÁÄÒÁÔÁ | Ò£ÂÒÁ �ÌÏÓ-ËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÕÓËÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÇÒÁÆ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ �ÌÏÓ-ËÏÓÔØ �ÏÓÞÉÔÁÅÍ ÞÉÓÌÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÀÝÉÈ Ò£ÂÅÒ, É ×ÓÅ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅÞÉÓÌÁ ÓÌÏÖÉÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ ÒÁÚÄÅÌÑÅÔ Ä×Á ËÕÓËÁ, ÔÏ ×ÉÔÏÇÅ �ÏÌÕÞÉÍ ÕÄ×ÏÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ò£ÂÅÒ. �ÁË ËÁË ×ÓÅ ËÕÓËÉ, ËÒÏÍÅ×ÎÅÛÎÅÇÏ | ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ, Á ×ÎÅÛÎÉÊ ËÕÓÏË ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ 4 Ò£ÂÒÁ-ÍÉ, ÔÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ 3(F−1)+4 = 2E, Ô. Å. E = 3(F−1)=2+2. úÁÍÅÔÉÍ,ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ ÎÁÛÅÇÏ ÇÒÁÆÁ ÒÁ×ÎÏ 24 É �ÏÄÓÔÁ×ÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á×ÅÒÛÉÎ Ò£ÂÅÒ × ÆÏÒÍÕÌÕ üÊÌÅÒÁ 24 − (3(F − 1)=2 + 2) + F = 2.ïÔÓÀÄÁ F = 43. éÔÁË, ÞÉÓÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× | 42.6.89. ëÁÖÄÙÊ ËÕÓÏË (ÇÒÁÎØ) ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÞÅÍ ÔÒÅ-ÍÑ Ò£ÂÒÁÍÉ.6.90. Á) ðÏÄÓÔÁ×É× 2E > 3F ÉÚ 6.89 × ÆÏÒÍÕÌÕ üÊÌÅÒÁ, �ÏÌÕÞÉÍV −å+E=3 > 2. ïÔÓÀÄÁ å 6 3V − 6. Â) óÌÏÖÉÔÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑËÏÍ�ÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ.6.91. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï å 6 3V − 6.6.92. Á) íÏÖÎÏ. òÁÓ�ÏÌÏÖÉÍ 6 ÔÏÞÅË (ü÷í) × ×ÅÒÛÉÎÁÈ �ÒÁ-×ÉÌØÎÏÇÏ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ. åÇÏ ÓÔÏÒÏÎÙ ÚÁËÒÁÓÉÍ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ �×Å-ÔÁÍÉ 1 É 2, Á ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ | �×ÅÔÁÍÉ 3, 4, 5 (ÏÄÎÉÍ �×ÅÔÏÍ ÚÁ-ËÒÁÓÉÍ Ä×Å �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÍÁÌÙÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ É �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÕÀ ËÎÉÍ ÂÏÌØÛÕÀ). Â) îÅÌØÚÑ, ÔÁË ËÁË ÞÉÓÌÏ �ÒÏ×ÏÄÏ× ËÁÖÄÏÇÏ �×ÅÔÁÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÙÍ 15=2. Á) Â)

ë 6.94 ë 6.95
6.93. îÅÌØÚÑ. åÓÌÉ ÂÙÔÁËÏÊ ÇÒÁÆ ÂÙÌ �ÌÏÓËÉÍ,ÔÏ ÔÁË ËÁË ËÁÖÄÙÊ ËÕÓÏËÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ �ÏÍÅÎØÛÅÊ ÍÅÒÅ 4 Ò£ÂÒÁÍÉ, �Ï-ÌÕÞÉÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÅÛÅÎÉÀ6.89 E > 2F . ÷ ÚÁÄÁÞÅ å = 9,�ÏÜÔÏÍÕ F 6 4. á ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ üÊÌÅÒÁ ÉÍÅÅÍ F = 2− 6 + 9 = 5.6.94. a), Â) óÍ. ÒÉÓ. 6.95. óÍ. ÒÉÓ.6.96. îÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 3V − 6 > E.



314 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ6.97. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ. �ÏÇÄÁ 2å > 6V , Ô. Å. å > 3V ,ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ.6.98. ðÕÓÔØ ÏÂÁ ÜÔÉ ÇÒÁÆÁ | �ÌÏÓËÉÅ. �ÏÇÄÁ Õ ÎÉÈ ×ÍÅÓÔÅ ÎÅÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ (3 · 11 − 6) + (3 · 11 − 6) = 54 ÒÅÂÒÁ. ïÄÎÁËÏ × �ÏÌÎÏÍÇÒÁÆÅ Ó 11 ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ 55 Ò£ÂÅÒ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.6.99. äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï å 6 3V − 6, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÔÏ, ÞÔÏ ÉÚËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÙÈÏÄÉÔ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ 3 ÒÅÂÒÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉ× ÞÉ-ÓÌÏ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÞÅÒÅÚ a, ÞÉÓÌÏ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÞÅÒÅÚ b, ÉÍÅÅÍ5Á+ 6b+ 7 = 2å 6 6F − 12 = 6(Á+ b+ 1)− 12. ïÔÓÀÄÁ Á > 13.6.5. ïÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÇÒÁÆÙ6.100. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï (ÏÂÝÅÅ) �×ÔÅËÁÀÝÉÈ� ÒÅË ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÒÁ×-ÎÏ ÏÂÝÅÍÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ �×ÙÔÅËÁÀÝÉÈ� ÒÅË.6.101. ðÕÓÔØ × ÓÔÏÌÉ�Õ ×ÈÏÄÉÔ Á ÄÏÒÏÇ. �ÏÇÄÁ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ �×ÈÏ-ÄÑÝÉÈ� ÄÏÒÏÇ ÒÁ×ÎÏ 21 · 100 + Á, Á ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �×ÙÈÏÄÑÝÉÈ�ÄÏÒÏÇ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 20 ·100+(100−Á). ðÏÜÔÏÍÕ 21 ·100+Á 6 20 ·100 ++ (100− a), ÔÏ ÅÓÔØ 2Á 6 0. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Á = 0.6.102. úÁÎÕÍÅÒÕÊÔÅ ÇÏÒÏÄÁ É ÎÁ�ÒÁ×ØÔÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÏÔ ÇÏÒÏÄÏ×Ó ÍÅÎØÛÉÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ Ë ÇÏÒÏÄÁÍ Ó ÂÏÌØÛÉÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ.6.103. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ A0. åÓÌÉ ÕÖÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÁ×ÅÒÛÉÎÁ Ak, ×ÏÚØÍ£Í ×ÅÒÛÉÎÕ Ak+1, ÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÕÀ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÕÖÅÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÊ Al, É ÎÁ ×ÓÅÈ Ò£ÂÒÁÈ, ×ÅÄÕÝÉÈ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ Ai × Ak+1,�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÓÔÒÅÌËÉ × ÓÔÏÒÏÎÕ ×ÅÒÛÉÎÙ Ak+1. �ÏÇÄÁ ÉÚ A0 ÍÏÖÎÏ�Ï�ÁÓÔØ × Ak+1, ÓÎÁÞÁÌÁ �ÒÏÊÄÑ × Al, Á ÉÚ ÎÅ£ | × Ak+1.
7 8 24 5 6

9 1 3ë 6.104

6.104. 784913526. óÏÅÄÉÎÉÍÓÔÒÅÌËÁÍÉ �ÉÆÒÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏ-ÇÕÔ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÄÒÕÇ ÚÁ ÄÒÕÇÏÍ.ñÓÎÏ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÏÊ ÉÄ£Ô 7, ÚÁÔÅÍ8, 4 É Ô. Ä.6.105. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÌÀÂÕÀ ÕÌÉ-�Õ, ÏÎÁ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ ÇÏÒÏÄ ÎÁ Ä×ÅÞÁÓÔÉ. üÔÁ ÕÌÉ�Á ×ÍÅÓÔÅ Ó ÏÄ-ÎÏÊ ÉÚ ÞÁÓÔÅÊ ËÏÌØ�Å×ÏÊ ÄÏÒÏÇÉÏÂÒÁÚÕÅÔ ÎÏ×ÏÅ ËÏÌØ�Ï Ó ÏÄÎÏÓÔÏ-ÒÏÎÎÉÍ Ä×ÉÖÅÎÉÅÍ, Á ×ÎÕÔÒÉ ÅÇÏ ÕÌÉ�Ù ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÅÎØÛÉÊ ÇÏÒÏÄ,ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ úÕÒÂÁÇÁÎÕ. óÎÏ×Á ×ÙÄÅÌÉÍ ÏÄÎÕ ÕÌÉ�Õ É Ô. Ä. ÷ ËÏÎ�ÅËÏÎ�Ï× ÍÙ �ÒÉÄ£Í Ë ÇÏÒÏÄÕ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÍÉËÒÏÒÁÊÏÎÁ, ÏËÒÕÖ£ÎÎÏÇÏËÏÌØ�ÏÍ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÏÂßÅÈÁÔØ.6.106. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÇÏÒÏÄ A É ÄÏÒÏÇÕ, ×ÅÄÕÝÕÀ × ÎÅÇÏ. üÔÁ ÄÏÒÏ-ÇÁ ÉÄ£Ô ÉÚ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÇÏÒÏÄÁ B. é ÉÚ ÇÏÒÏÄÁ A ÍÏÖÎÏ �Ï�ÁÓÔØ ×



6. çÒÁÆÙ 315ÇÏÒÏÄ B. ðÏÌÕÞÅÎ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ �ÕÔØ × çÉ��Ï�ÏÔÁÍÉÉ. äÁÌÅÅ ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÅÔ 6.63, ÔÁË ËÁË ÍÙ ÉÍÅÅÍ Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó Þ£ÔÎÙÍÉ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ.6.107. a) ðÕÓÔØ ÉÚ ÇÏÒÏÄÁ á ÎÅÌØÚÑ ÄÏÅÈÁÔØ ÄÏ ÇÏÒÏÄÁ ÷. òÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÔÅ ÇÏÒÏÄÁ, × ËÏÔÏÒÙÅ ×ÈÏÄÑÔ ÄÏÒÏÇÉ ÉÚ á, É ÇÏÒÏÄÁ, ÉÚ ËÏ-ÔÏÒÙÈ ×ÙÈÏÄÑÔ ÄÏÒÏÇÉ × ÷. Â) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÄÏÒÏÇ,×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ �ÅÒ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù ÇÏÒÏÄÏ×. úÁÍÅÔØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÉÈ ÄÏÒÏÇÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ ËÏÎÞÁÌÁÓØ× ÇÏÒÏÄÅ ÉÚ ×ÔÏÒÏÊ ÇÒÕ��Ù.6.108. 2. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÅÊ �ÉÆÒÙ Ë �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ.6.109. ðÕÓÔØ ÕÄÁÌÅÎÏ ÒÅÂÒÏ ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ A É B. ÷ÙÂÅ-ÒÅÍ Ä×Å �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÔÒÉ ÓÌÕÞÁÑ: ÏÂÅ ÜÔÉ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó A ÉÌÉ B, ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó A ÉÌÉÓ B, ÜÔÉ ×ÅÒÛÉÎÙ | A É B.6.110. îÁÚÏ×ÅÍ �ÓÏÓÅÄÑÍÉ� ÇÏÒÏÄÁ N ÔÅ ÇÏÒÏÄÁ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈÍÏÖÎÏ �Ï�ÁÓÔØ × N ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ, Á �ÂÌÉÚËÉÍÉ� Ë N | ÔÅ ÇÏ-ÒÏÄÁ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ �Ï�ÁÓÔØ × N , �ÒÏÅÚÖÁÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÞÅÒÅÚÏÄÉÎ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÊ ÇÏÒÏÄ. äÏËÁÖÅÍ ÍÅÔÏÄÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊÉÎÄÕË�ÉÉ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÇÏÒÏÄ N , Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÂÌÉÚ-ËÉ. äÌÑ ÓÔÒÁÎ, × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅÇÏ 2 ÇÏÒÏÄÁ, ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ.ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÄÌÑ ÓÔÒÁÎ Ó n ÇÏÒÏÄÁÍÉ. îÁÎÅÓÅÍ ÎÁ ÓÈÅÍÕÄÏÒÏÇÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ n ÇÏÒÏÄÏ×. �ÏÇÄÁ �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏ-ÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÇÏÒÏÄ A, ÞÔÏ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ n−1 ÇÏ-ÒÏÄÏ× ÂÌÉÚËÉ Ë A, Ô. Å. ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÓÅÄÏÍ A ÉÌÉÓÏÓÅÄÏÍ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÓÏÓÅÄÅÊ A. åÓÌÉ (n+ 1)-Ê ÇÏÒÏÄ ÷ ÔÏÖÅ ÂÌÉÚÏËË A, ÔÏ ×ÓÅ ÇÏÒÏÄÁ ÓÔÒÁÎÙ ÂÌÉÚËÉ Ë A. åÓÌÉ ÖÅ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÔÏ,ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ, ÇÏÒÏÄ A É ×ÓÅ ÅÇÏ ÓÏÓÅÄÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÓÅÄÑÍÉ B.ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÇÏÒÏÄÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÓÅÄÏÍ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÓÏÓÅÄÅÊA É, ÚÎÁÞÉÔ, ÂÌÉÚÏË Ë B, Ô. Å. ×ÓÅ ÇÏÒÏÄÁ ÓÔÒÁÎÙ ÂÌÉÚËÉ Ë B.6.111. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÊÌÅÒÏ× �ÉËÌ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÊ �Ï ×ÓÅÍ Ò£ÂÒÁÍÇÒÁÆÁ, É ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍ ×ÓÅ Ò£ÂÒÁ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó �ÏÒÑÄËÏÍ �ÒÏ-ÈÏÖÄÅÎÉÑ �ÉËÌÁ.6.112. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ �ÕÔØ ×ÄÏÌØ ÓÔÒÅ-ÌÏË, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÊ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÒÅÂÒÕ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ.6.113. âÁÚÁ | ÄÌÑ ÔÒ£È ÇÏÒÏÄÏ×. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÉÎÄÕË-�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÕÄÁÌÉÔÅ ÇÏÒÏÄ, ÉÍÅÀÝÉÊ É ×ÈÏÄÑÝÉÅ, É ×ÙÈÏ-ÄÑÝÉÅ ÄÏÒÏÇÉ.6.114. éÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÉÎÄÕË�ÉÀ. äÌÑ n = 2ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ. ðÕÓÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏÇÒÁÆÁ Ó n ÔÏÞËÁÍÉ, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ 
 n + 1



316 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉÔÏÞËÁÍÉ. ðÏ 6.75, ÎÁ Î£Í ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ A, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÌÕÖÉÔËÏÎ�ÏÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ AB.äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÎÁÛÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÍÏÖÎÏ ÎÁ�ÒÁ×ÉÔØÓÔÒÅÌËÕ ÏÔ B Ë A. ðÕÓÔØ ÓÔÒÅÌËÁ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÁ ÏÔ A Ë B. ÷ÙÊÄÅÍ ÉÚÔÏÞËÉ A É �ÏÊÄÅÍ �Ï ÌÀÂÏÍÕ �ÕÔÉ, �ÏÄÞÉÎÑÑÓØ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ ÓÔÒÅ-ÌÏË | ÍÙ �ÒÉÄ£Í × ÔÁËÕÀ ÔÏÞËÕ C, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅËÕÄÁ ÄÁÌØÛÅÄ×ÉÇÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÓÔÒÅÌËÉ ×ÈÏÄÑÔ × C. éÚÍÅÎÉÍ ÎÁ-�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÓÔÒÅÌÏË ÎÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÅ É ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÕÔØ,�Ï ËÏÔÏÒÏÍÕ ÍÙ �ÒÉÛÌÉ × ÔÏÞËÕ C, ÓÏËÒÁÔÉÌÓÑ ÎÁ ÏÄÉÎ ÏÔÒÅÚÏË.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, �ÏÓÔÅ�ÅÎÎÏ ÓÏËÒÁÝÁÑ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ �ÕÔÉ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍÖÅÌÁÅÍÏÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÓÔÒÅÌËÉ ÏÔ B Ë A. äÁÌÅÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÄ-ÇÒÁÆ Ó n ÔÏÞËÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÏÔÂÒÁ-ÓÙ×ÁÎÉÅÍ ÔÏÞËÉ A É ÏÔÒÅÚËÁ AB. ðÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ ×ÜÔÏÍ �ÏÄÇÒÁÆÅ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÎÕÖÎÏÇÏ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÓÔÒÅ-ÌÏË. ìÅÇËÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ × �ÏÄÇÒÁ-ÆÅ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÏÄÉÔØ É ÎÁ ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÇÒÁÆÅ, ×ÓÑËÉÊ ÒÁÚ �ÒÅÏÂÒÁÚÕÑ�ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÓÔÒÅÌËÕ B → A × ÓÔÒÅÌËÕ A → B. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅÎÁ ×ÓÅÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, ËÒÏÍÅ AB, ÂÕÄÕÔ ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅ-ÎÙ ÎÕÖÎÙÅ ÓÔÒÅÌËÉ, Á ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ AB ÓÔÒÅÌËÁ ÂÕÄÅÔ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÁÏÔ B Ë A. îÁËÏÎÅ�, �ÒÉÍÅÎÉ× Ï�ÅÒÁ�ÉÀ Ë ÔÏÞËÅ A, �ÏÍÅÎÑÅÍ, ÅÓÌÉÎÕÖÎÏ, ÓÔÒÅÌËÕ B → A ÎÁ A→ B.a) Â) ×) Ç)
· · ·

An+1
An+2A1 An

ë 6.1156.115. äÌÑ n = 3, n = 5 É n = 6 ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÔÏÞÅËÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. Á | ×, Á ÎÁ ÒÉÓ. Ç �ÏËÁÚÁÎ ÏÄÉÎ ÉÚ Ó�ÏÓÏÂÏ×,�ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÈ ÉÚ ÓÉÓÔÅÍÙ n ÔÏÞÅË A1; : : : ; An, ÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÙÈ ÎÕÖ-ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÔÒÅÌËÁÍÉ, �ÏÌÕÞÉÔØ ÔÒÅÂÕÅÍÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ Ó n+2 ÔÏÞ-ËÁÍÉ A1; : : : ; An+2. äÌÑ ÜÔÏÇÏ Ë ÕÖÅ ÉÍÅÀÝÉÍÓÑ ÓÔÒÅÌËÁÍ ÄÏÂÁ-×ÌÑÀÔÓÑ ÓÔÒÅÌËÉ, ÉÄÕÝÉÅ ÉÚ An+1 Ë ÔÏÞËÁÍ A1; : : : ; An; ÉÚ ÔÏÞÅËA1; : : : ; An | × An+2, ÎÁËÏÎÅ�, ÉÚ An+2 | × An+1. ðÏ ÉÎÄÕË�ÉÉÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ×ÅÒÎÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ n > 3 É ×ÓÅÈ Þ£ÔÎÙÈn > 6. äÌÑ n = 4 ÔÒÅÂÕÅÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.6.116. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÍÁÎÄÁ, ×ÙÉÇÒÁ×ÛÁÑ É Õ ËÏÍÁÎÄÙ-�ÏÂÅÄÉÔÅÌØÎÉ�Ù, É Õ ×ÓÅÈ ËÏÍÁÎÄ, �ÒÏÉÇÒÁ×ÛÉÈ �ÏÂÅÄÉÔÅÌÑÍ, ÔÏ



6. çÒÁÆÙ 317Õ ÔÁËÏÊ ËÏÍÁÎÄÙ ÏÞËÏ× ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ Õ �ÏÂÅÄÉÔÅÌÅÊ ÔÕÒÎÉÒÁ, ÞÔÏÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.6.117. ðÕÓÔØ ÎÏÍÅÒÁ ËÏÍÁÎÄ Á1; : : : ; Á20 É Á1 ×ÙÉÇÒÁÌÁ Õ Á2.óÔÒÏÉÍ �Å�ÏÞËÕ ËÏÍÁÎÄ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ. ðÕÓÔØ ÉÚ Á1; : : : ; Án �ÏÓÔÒÏ-ÅÎÁ �Å�ÏÞËÁ b1; : : : ; bn × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ. ÷ÏÚØÍ£Í Án+1.åÓÌÉ bn ×ÙÉÇÒÁÌÁ Õ Án+1, ÔÏ bn+1 = Án+1, ÅÓÌÉ ÎÅÔ, ÔÏ ÉÝÅÍ i,�ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ Á�+1 ×ÙÉÇÒÁÌÁ Õ b�−i. åÓÌÉ Án+1 �ÒÏÉÇÒÁÌÁ bn−i−1,ÔÏ ÍÅÓÔÏ Án+1 ÍÅÖÄÕ bn−i É bn−i−1, ÅÓÌÉ ÎÅÔ, ÔÏ ÉÝÅÍ ÍÅÎØÛÉÊÎÏÍÅÒ i Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ. åÓÌÉ ÔÁËÏÇÏ ÎÏÍÅÒÁ ÎÅ ÎÁÊÄÅÔÓÑ, ÔÏan+1 ÄÏÌÖÎÁ ÓÔÏÑÔØ ÄÏ b1.6.118. ðÕÓÔØ A É B ÎÁÂÒÁÌÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÞËÏ×, �ÒÉÞ£ÍB ×ÙÉÇÒÁÌÁ Õ A. �ÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÍÁÎÄÙ C, Õ ËÏÔÏÒÏÊ×ÙÉÇÒÁÌÁ A, ×ÙÉÇÒÁÌÁ É B, ÔÏ Õ B ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÏÞËÏ× ÂÏÌØÛÅ,ÞÅÍ Õ A. úÎÁÞÉÔ, ÅÓÔØ ËÏÍÁÎÄÁ C ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ A ×ÙÉÇÒÁÌÁ Õ C, Á C×ÙÉÇÒÁÌÁ Õ B.6.6. úÎÁËÏÍÓÔ×Á, ÔÅÏÒÉÑ òÁÍÓÅÑ6.119. åÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÔÒ£È Ä×ÏÅ ÂÕÄÕÔ ÚÎÁËÏÍÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÒÉÚÎÁËÏÍÙÈ �ÁÓÓÁÖÉÒÁ.6.120. åÓÌÉ ÚÎÁËÏÍÓÔ×Ï ×ÉÄÁ �ËÏÒÏÔÙÛËÁ | ÍÁÌÙÛËÁ� |ÜÔÏ ÒÅÂÒÏ ÇÒÁÆÁ, n | ÞÉÓÌÏ ËÏÒÏÔÙÛÅË, m | ÞÉÓÌÏ ÍÁÌÙÛÅË,ÔÏ ×ÓÅÈ ÚÎÁËÏÍÓÔ× (Ò£ÂÅÒ) ËÏÒÏÔÙÛÅË 6n, Á ÍÁÌÙÛÅË | 6m. îÏ6n = 6m.6.121. äÅ×ÕÛÅË ÂÏÌØÛÅ.6.122. äÁ, ÍÏÇÌÏ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÁ ÂÁÌÕ �ÒÉÓÕÔÓÔ×Ï×ÁÌÏ ÔÒÉ ÄÅ-×ÕÛËÉ á, â, ÷, É ËÁÖÄÙÊ ÀÎÏÛÁ ÔÁÎ�Å×ÁÌ Ó ÎÉÍÉ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ. ðÒÉÜÔÏÍ â ÕÍÎÅÅ á, á ÕÍÎÅÅ ÷, ÷ ËÒÁÓÉ×ÅÅ â, â ËÒÁÓÉ×ÅÅ á.6.123. ðÕÓÔØ A É B ÅÝ£ ÎÅ ÏÂÍÅÎÑÌÉÓØ ÒÕËÏ�ÏÖÁÔÉÑÍÉ. òÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÞÅÔ×£ÒËÕ (A;B;X;Y) (X É Y | ÌÀÂÙÅ ÄÒÕÇÉÅ ÌÀÄÉ)×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ X, ÌÉÂÏ Y ÏÂÍÅÎÑÌÉÓØ ÒÕËÏ�ÏÖÁÔÉÑÍÉ Ó ÏÓÔÁÌØ-ÎÙÍÉ ÔÒÅÍÑ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. úÎÁÞÉÔ, ÅÓÌÉ K É L ÎÅÏÂÍÅÎÑÌÉÓØ ÒÕËÏ�ÏÖÁÔÉÑÍÉ, ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ | ÉÌÉ A,ÉÌÉ B. åÓÌÉ ÔÅ�ÅÒØ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ C, ÎÅ �ÏÖÁ×ÛÉÊ ÒÕËÕ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, A,ÔÏ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ K É L ÎÅ �ÏÖÁÌÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕÒÕËÉ, ÔÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÌÉÂÏ A, ÌÉÂÏ C. úÎÁÞÉÔ, ÅÓÌÉ Ä×ÏÅ ÎÅ�ÏÖÁÌÉ ÒÕËÉ, ÔÏ ÌÉÂÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÅÓÔØ A, ÌÉÂÏ ÜÔÏ �ÁÒÁ (B;C).îÏ ÅÓÌÉ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ËÔÏ-ÌÉÂÏ ÅÝ£ (D), ÎÅ �ÏÖÉÍÁ×ÛÉÊ ÒÕËÕ A, ÔÏ× ÞÅÔ×£ÒËÅ (A;B;C;D) ÎÉËÔÏ ÎÅ �ÏÖÁÌ ÒÕËÕ ÔÒ£Í ÏÓÔÁÌØÎÙÍ. úÎÁ-ÞÉÔ, ÎÅ ÓÄÅÌÁÎÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÔÒ£È ÒÕËÏ�ÏÖÁÔÉÊ (AB, AC É, ×ÏÚÍÏÖ-ÎÏ, BC).



318 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ6.124. 4 ÖÕÒÎÁÌÁ, 6 �ÏÓÅÔÉÔÅÌÅÊ. ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ÖÕÒÎÁÌ ÔÏÞËÏÊ, Á�ÏÓÅÔÉÔÅÌÑ ÏÔÒÅÚËÏÍ, ×ÙÈÏÄÑÝÉÍ ÉÚ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ, �ÏÌÕÞÉÍ �ÏÌÎÙÊÇÒÁÆ, ÓÔÅ�ÅÎØ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÁ 3. úÎÁÞÉÔ, Õ ÎÅÇÏ4 ×ÅÒÛÉÎÙ É 6 Ò£ÂÅÒ.6.125. 5 ÒÁÊÏÎÏ×, 10 Á��ÁÒÁÔÏ×.6.126. 6 ÓÏÔÒÕÄÎÉËÏ×, 15 ÇÁÚÅÔ.6.127. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔ68 ÄÏ 101 ÅÓÔØ ÒÏ×ÎÏ 3 ÞÅÌÏ×ÅËÁ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÎÁËÏÍÙÈ.îÏ ÔÏÇÄÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÌÀÄÅÊ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÎÁËÏÍÙÈ,ÎÅÞ£ÔÎÏ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.6.128. ÷ÙÚÏ×ÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÕÞÅÎÉËÁ A1. ðÕÓÔØ ÏÎ ÒÅÛÉÌ ÚÁ-ÄÁÞÉ Á1 É Á2. ðÏ�ÒÏÓÉÍ ÅÇÏ ÒÁÓÓËÁÚÁÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÚÁÄÁÞÕ Á2. îÁÊ-ÄÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÕÞÅÎÉË A2, ÒÅÛÉ×ÛÉÊ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÎÉÍ ÚÁÄÁÞÕÁ2. ðÕÓÔØ ÏÎ ÒÁÓÓËÁÖÅÔ ÄÒÕÇÕÀ ÒÅÛ£ÎÎÕÀ ÉÍ ÚÁÄÁÞÕ Á3. ðÒÏÄÏÌ-ÖÉÍ ÜÔÏÔ �ÒÏ�ÅÓÓ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÎÏ ÉÌÉ �ÏÚÄÎÏ ÂÕÄÅÔ Ó�ÒÏÛÅÎÕÞÅÎÉË, ÒÅÛÉ×ÛÉÊ ×ÍÅÓÔÅ Ó A1 ÚÁÄÁÞÕ Á1.úÁÄÁÞÕ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, Ô. Å. ÒÅÛÁÔØÅ£ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÇÒÁÆÏ×. éÚÏÂÒÁÚÉÍ 20 ÚÁÄÁÞ × ×ÉÄÅ 20 ÔÏÞÅË ÎÁ�ÌÏÓËÏÓÔÉ. ëÁÖÄÏÍÕ ÉÚ 20 ÛËÏÌØÎÉËÏ× ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÒÅÂÒÏ, ÓÏÅÄÉ-ÎÑÀÝÅÅ Ä×Å ÔÏÞËÉ-ÚÁÄÁÞÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÜÔÏÔ ÛËÏÌØÎÉË ÒÅÛÉÌ. ó �Ï-ÍÏÝØÀ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ×ÙÛÅ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÛÇÒÁÆ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×.6.129. ðÕÓÔØ X ÉÍÅÅÔ ÚÎÁËÏÍÙÈ A1; : : : ; Am. É �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ ÏÎÉÎÅÚÎÁËÏÍÙ. úÎÁÞÉÔ, ÄÌÑ ËÁÖÄÙÈ Ä×ÕÈ ÞÅÌÏ×ÅË (Ai; Aj) ÄÏÌÖÅÎ ÎÁÊ-ÔÉÓØ ÅÝ£ ÏÄÉÎ ÏÂÝÉÊ ÚÎÁËÏÍÙÊ, ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ X É ÎÅÚÎÁËÏÍÙÊ ÓX (�ÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÚÎÙÍ �ÁÒÁÍ (Ai; Aj) ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÌÀÄÉ). îÁ-ÏÂÏÒÏÔ, ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÎÅÚÎÁËÏÍÙÈ Ó X ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÁÒÁ (Ai; Aj)ÉÈ ÏÂÝÉÈ Ó X ÚÎÁËÏÍÙÈ. úÎÁÞÉÔ, ÞÉÓÌÏ ÌÀÄÅÊ, ÎÅÚÎÁËÏÍÙÈ Ó X,ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ �ÁÒ C2m. ðÏÜÔÏÍÕ n = 1 + m + C2m (1 | ÜÔÏ ÓÁÍ X,m | ÞÉÓÌÏ ÅÇÏ ÚÎÁËÏÍÙÈ, C2m | ÞÉÓÌÏ ÎÅÚÎÁËÏÍÙÈ Ó X). ïÔÓÀ-ÄÁ m Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, É, ÚÎÁÞÉÔ, ÏÎÏ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÄÌÑ ×ÓÅÈX (ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ n �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 1, 2, 4, 7, 11; : : : ).6.130. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ Ä×ÕÈ ÎÅÚÎÁËÏÍÙÈ ÕÞ£ÎÙÈ É ÉÈ ÚÎÁËÏÍÙÈ.6.131. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 68ÄÏ 101 ÅÓÔØ ÒÏ×ÎÏ ÔÒÉ ÞÅÌÏ×ÅËÁ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÎÁËÏÍÙÈ.îÏ ÔÏÇÄÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÌÀÄÅÊ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÎÁËÏÍÙÈ,ÎÅÞ£ÔÎÏ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.6.132. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÞ£ÎÏÇÏ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÄÒÕÚÅÊ,ÒÁ×ÎÙÍ n. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ×ÓÅ ÅÇÏ ÄÒÕÚØÑ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÒÕ-ÚÅÊ, ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ 0, ÎÏ ÎÅ ÂÏÌØÛÅÅ n. �ÁËÉÈ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ n:1 ÄÒÕÇ, 2 ÄÒÕÇÁ, . . . , n ÄÒÕÚÅÊ, ÚÎÁÞÉÔ, ×ÓÅ ÓÌÕÞÁÉ ÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓÑ.
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ë 6.1336.133. íÏÖÅÔ. îÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÕËÁÚÁÎ ÇÒÁÆ ÚÎÁËÏÍÓÔ×, ÓÏÄÅÒÖÁ-ÝÉÊ 22 ÒÏÍÂÁ É 100 ×ÅÒÛÉÎ; × ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÓÔÏÉÔ ÞÉÓÌÏ, ÒÁ×-ÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÄÎÅÊ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ÄÌÑ �Ï�ÁÄÁÎÉÑ × ÎÅ£ ÎÏ×ÏÓÔÉÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ 0. ÷ÅÒÛÉÎÁ 64 ÏÔ×ÅÞÁÅÔ 5 ÍÁÒÔÁ, ÅÝ£ ÞÅÒÅÚ 8 ÄÎÅÊ(13 ÍÁÒÔÁ) ÎÏ×ÏÓÔØ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ×ÓÅÍ.6.134. äÏËÁÖÅÍ ÏÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ. ÷ÙÂÒÁ× ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÞÅÌÏ×ÅË AÉ B, ÓÒÅÄÉ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÄÅÓÑÔÉ ×ÙÂÅÒÅÍ ÔÁËÉÈ C1,. . . , Ck, ËÁÖÄÙÊÉÈ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÎÁÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏÇÏ × ÜÔÏÊ �ÁÒÅ. ÷ ÓÉÌÕ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÉÍÅÅÍ k > 6, ÔÁË ËÁË �ÒÉ k 6 5 × ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÊ ÇÒÕ��Å 10−k > 5ÞÅÌÏ×ÅË ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ. þÉÓÌÏ N ÔÒÏÅË {A;B;Ci}�ÏÄÓÞÉÔÁÅÍ Ä×ÕÍÑ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. ÷ÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ 0;5 · 12 · 11 = 66 �ÁÒ
{A;B} É ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÅ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 6 ÞÅÌÏ×ÅË Ci, �ÏÜÔÏÍÕN > 6 · 66. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Ci ÍÏÖÎÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ É ÉÓËÁÔØÄÌÑ ÎÅÇÏ ÔÁËÉÅ �ÁÒÙ {A;B}, × ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎ ÚÎÁÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏÇÏÞÅÌÏ×ÅËÁ. åÓÌÉ Õ Ci ÅÓÔØ n ÚÎÁËÏÍÙÈ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÉÓËÏÍÙÈ �ÁÒ {A;B}ÒÁ×ÎÏ n(11− n) 6 30. ÷ÙÂÒÁÔØ ÖÅ Ci ÍÏÖÎÏ 12 Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ, ÏÔËÕÄÁN 6 (5 · 6) · 12 = 360. éÔÁË, 6 · 66 6 N 6 360. îÏ 6 · 66 = 396 > 360.ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.6.135. ðÕÓÔØ × ËÏÍ�ÁÎÉÉ Õ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÌÀÄÅÊ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏÏÂÝÉÈ ÚÎÁËÏÍÙÈ.ìÅÍÍÁ. ÷ ÔÁËÏÊ ËÏÍ�ÁÎÉÉ Õ ËÁÖÄÏÇÏ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÎÁËÏÍÙÈ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁËÏÍÙÈ ÌÀÂÏÇÏÞÅÌÏ×ÅËÁ A (ÂÅÚ ÎÅÇÏ ÓÁÍÏÇÏ). ÷ ÜÔÏÊ ËÏÍ�ÁÎÉÉ Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÞ£ÔÎÏÅÞÉÓÌÏ ÚÎÁËÏÍÙÈ (�ÏÓËÏÌØËÕ ÎÅÞ£ÔÎÏ ÞÉÓÌÏ ÏÂÝÉÈ ÚÎÁËÏÍÙÈ Ó A),ÚÎÁÞÉÔ, ÞÉÓÌÏ ÌÀÄÅÊ × ËÏÍ�ÁÎÉÉ Þ£ÔÎÏ.÷ÏÚØÍ£Í ÌÀÂÏÇÏ ÞÅÌÏ×ÅËÁ A É �ÏÓÞÉÔÁÅÍ ÓÕÍÍÕ ÞÉÓÅÌ ÏÂÝÉÈÚÎÁËÏÍÙÈ Õ A É ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ 49. óÕÍÍÁ 49 ÎÅÞ£ÔÎÙÈÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÎÅÞ£ÔÎÁ. �Å�ÅÒØ �ÏÓÞÉÔÁÅÍ ÜÔÕ ÓÕÍÍÕ ÄÒÕÇÉÍ Ó�ÏÓÏ-ÂÏÍ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÚÎÁËÏÍÏÇÏ A �ÏÓÞÉÔÁÅÍ, ÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ ÏÎ ×ÈÏÄÉÌ× ÓÕÍÍÕ, É ÓÌÏÖÉÍ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ. úÎÁËÏÍÙÈ A Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (�Ï ÌÅÍ-ÍÅ), ËÁÖÄÙÊ ×ÈÏÄÉÌ × ÓÕÍÍÕ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ, ÔÁË ËÁË ÚÎÁËÏÍ Ó



320 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉÎÅÞ£ÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÌÀÄÅÊ, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ A (�o ÌÅÍÍÅ); ÚÎÁÞÉÔ, ÓÕÍÍÁÞ£ÔÎÁ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.6.136. ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÂÒÁÔ A ÎÅ ×ÓÔÒÅÔÉÌÓÑ ÓÏ Ó×ÏÅÊ ÖÅÎÏÊ.�ÏÇÄÁ ÏÎÁ ÌÉÂÏ ÕÛÌÁ ÄÏ �ÒÉÈÏÄÁ Ó×ÏÅÇÏ ÍÕÖÁ (É, ÚÎÁÞÉÔ, ÒÁÎØ-ÛÅ, ÞÅÍ Ö£ÎÙ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ ÂÒÁÔØÅ×), ÌÉÂÏ �ÏÓÌÅ ÕÈÏÄÁ (�ÏÚÖÅ, ÞÅÍÖÅÎÙ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ ÂÒÁÔØÅ×). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÒÕÇÉÅ ÖÅÎÙ. îÏ ÉÚ Ö£ÎÔÒ£È ÂÒÁÔØÅ× �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÁ ÎÅ �ÒÉÛÌÁ �ÏÚÖÅ, ÞÅÍ Ä×Å ÄÒÕ-ÇÉÅ, É ÎÅ ÕÛÌÁ ÒÁÎØÛÅ ÉÈ.6.137. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÔØ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ 97 ÛËÏÌØÎÉËÏ×, ËÁ-ÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÎÁËÏÍ Ó 99 ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ ÕÞÁÓÔÎÉËÁÍÉ ËÒÕÖËÁ.ðÕÓÔØ ÎÅ ×ÓÅ 100 ÛËÏÌØÎÉËÏ× ÚÎÁËÏÍÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. �ÏÇÄÁ ÎÁÊÄÕÔ-ÓÑ Ä×ÏÅ, A É B, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÚÎÁÀÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÀÂÕÀÞÅÔ×£ÒËÕ ÛËÏÌØÎÉËÏ×, × ËÏÔÏÒÕÀ ×ÈÏÄÑÔ A É B, ÓËÁÖÅÍ, A, B, X,Y . ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÏÄÉÎ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È ÚÎÁËÏÍ Ó ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ ÔÒÅÍÑ. üÔÏÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ X ÉÌÉ Y , ÔÁË ËÁË A É B ÎÅÚÎÁËÏÍÙ. ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,X ÚÎÁËÏÍ Ó A, B É Y . ðÒÉÍÅÎÉ× ÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Ë ÌÀÂÏÊ ÇÒÕ��ÅA, B, X, Z, × ËÏÔÏÒÕÀ ×ÈÏÄÑÔ A, B É X, ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ X ÚÎÁ-ËÏÍ Ó A, B É Z, ÌÉÂÏ Z ÚÎÁËÏÍ Ó A, B É X. �ÁË ÉÌÉ ÉÎÁÞÅ, X É ZÚÎÁËÏÍÙ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, X ÚÎÁËÏÍ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ÕÞÁÓÔÎÉËÁÍÉ ËÒÕÖËÁ.îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ËÒÏÍÅ A É B ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÓÁÍÏÅ ÂÏÌØÛÅÅ ÏÄÉÎÛËÏÌØÎÉË, ÚÎÁËÏÍÙÊ ÎÅ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ÕÞÁÓÔÎÉËÁÍÉ ËÒÕÖËÁ.6.138. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÇÏÓÔØ ÚÎÁÅÔ ÒÏ×ÎÏ Ä×ÏÉÈ ÉÚÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÞÅÔÙÒ£È. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÇÏÓÔØ A ÉÍÅ-ÅÔ ÔÒ£È ÚÎÁËÏÍÙÈ: B, C É D. �ÏÇÄÁ ÅÓÌÉ B É C ÚÎÁÀÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ,ÔÏ ÓÒÅÄÉ A, B É C ÎÅÔ ÎÅÚÎÁËÏÍÙÈ. ðÏÜÔÏÍÕ B É C (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏB É D, C É D) ÎÅÚÎÁËÏÍÙ, É ÓÒÅÄÉ B, C, D ÎÅÔ ÚÎÁËÏÍÙÈ. áÎÁÌÏ-ÇÉÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ A ÉÍÅÅÔ ÔÒ£È ÎÅÚÎÁËÏÍÙÈ.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ ÚÎÁËÏÍÙÅ A | ÇÏÓÔÉ B É C. �ÏÇÄÁ B É C ÎÅ ÚÎÁËÏ-ÍÙ, É Õ B ÅÓÔØ ÚÎÁËÏÍÙÊ D (D 6= A, D 6= C). åÓÌÉ D ÚÎÁËÏÍ Ó C,ÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÇÏÓÔÅÊ A, B, C, D ÚÎÁËÏÍ Ó Ä×ÕÍÑ ÇÏÓÔÑÍÉ ×ÎÕÔÒÉÜÔÏÊ ÞÅÔ×£ÒËÉ, �ÏÜÔÏÍÕ �ÑÔÙÊ ÇÏÓÔØ E ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÉ Ó ËÅÍÚÎÁËÏÍ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, D ÎÅ ÚÎÁËÏÍ Ó C, É ÔÁË ËÁË ÏÎ ÎÅ ÚÎÁËÏÍÓ A, Á C ÎÅ ÚÎÁËÏÍ Ó B, ÔÏ C É D ÚÎÁËÏÍÙ Ó E. úÎÁÞÉÔ, ÇÏÓÔÅÊÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÁÄÉÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÔÁËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ: E, D, B, A, C.6.139. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÏÅ ÉÚ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ÎÅ ÇÏ×ÏÒÑÔÎÁ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÑÚÙËÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁA. ïÎ ÇÏ×ÏÒÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ÔÒ£È ÑÚÙËÁÈ, �ÒÉÞ£Í ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚÜÔÉ ÑÚÙËÏ× ÇÏ×ÏÒÉÔ ÅÝ£ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÏÄÉÎ ÉÚ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× (ÉÎÁÞÅÍÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÂÙ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÄÏ�ÕÝÅÎÉÅÍ). ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÊÄÕÔÓÑ5 ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ A ÎÅ ÇÏ×ÏÒÉÔ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÑÚÙËÅ. ðÕÓÔØÏÄÉÎ ÉÚ ÜÔÉÈ �ÑÔÉ | ÍÁÔÅÍÁÔÉË B. ðÏ ÔÏÊ ÖÅ �ÒÉÞÉÎÅ, ÞÔÏ É



6. çÒÁÆÙ 321A, ÍÁÔÅÍÁÔÉË B ÍÏÖÅÔ ÇÏ×ÏÒÉÔØ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÑÚÙËÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÔÒÅÍÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÒÅÄÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÞÅÔÙÒ£È ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉËÏ×, ÎÅ ÇÏ×ÏÒÑÝÉÈ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÑÚÙËÅ Ó A, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËC, ÎÅ ÇÏ×ÏÒÑÝÉÊ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÑÚÙËÅ Ó B. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÔÒÏÊËÅA, B, C ÎÉËÁËÉÅ Ä×ÏÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÑÚÙËÅ, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ.6.140. Á) ðÕÓÔØ ÓÒÅÄÉ ÌÀÂÙÈ ÞÅÔÙÒ£È ÞÅÌÏ×ÅË ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×ÏÅÎÅÚÎÁËÏÍÙÈ. �ÏÇÄÁ, ÓËÁÖÅÍ, ÞÅÌÏ×ÅË A ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÂÏÌÅÅ ÔÒ£ÈÎÅÚÎÁËÏÍÙÈ: ÅÓÌÉ A ÉÍÅÅÔ ÞÅÔÙÒ£È ÎÅÚÎÁËÏÍÙÈ, ÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄ-�ÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×ÏÅ ÎÅÚÎÁËÏÍÙÈ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ,Á ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ×ÍÅÓÔÅ Ó A ÔÒÏÊËÕ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÚÎÁËÏÍÙÈ ÌÀÄÅÊ.éÔÁË, A ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÔÒ£È ÎÅÚÎÁËÏÍÙÈ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÎÅ ÍÅÎÅÅ 6ÚÎÁËÏÍÙÈ. ðÕÓÔØ A ÚÎÁËÏÍ Ó B1, B2; : : : ; B6. �ÏÇÄÁ ÓÒÅÄÉ B1; : : : ; B6ÎÅÔ ÔÒÏÊËÉ �Ï�ÁÒÎÏ ÚÎÁËÏÍÙÈ ÌÀÄÅÊ (ÉÎÁÞÅ ÜÔÁ ÔÒÏÊËÁ ×ÍÅÓÔÅ Ó AÏÂÒÁÚÏ×Ù×ÁÌÁ ÂÙ ÞÅÔ×£ÒËÕ �Ï�ÁÒÎÏ ÚÎÁËÏÍÙÈ ÌÀÄÅÊ, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×Ï-ÒÅÞÉÌÏ ÂÙ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ). úÎÁÞÉÔ, ÓÒÅÄÉ ÌÀÂÙÈ ÔÒ£È ÞÅÌÏ×ÅË ÉÚB1; : : : ; B6 ÅÓÔØ Ä×ÏÅ ÎÅÚÎÁËÏÍÙÈ. �ÏÇÄÁ B1 ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÂÏÌÅÅÄ×ÕÈ ÎÅÚÎÁËÏÍÙÈ ÓÒÅÄÉ B2; : : : ; B6 (ÅÓÌÉ B1 ÎÅ ÚÎÁËÏÍ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,Ó B2, B3, B4 ÔÏ B2, B3 É B4 �Ï�ÁÒÎÏ ÚÎÁËÏÍÙ). ðÏÜÔÏÍÕ B1 ÉÍÅÅÔ�Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ 3 ÚÎÁËÏÍÙÈ ÓÒÅÄÉ B2; : : : ; B6. �ÏÇÄÁ × ÜÔÏÊ ÔÒÏÊËÅÌÀÄÅÊ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×ÏÅ ÚÎÁËÏÍÙÈ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ×ÍÅÓÔÅÓ B1 É A ÞÅÔ×£ÒËÕ �Ï�ÁÒÎÏ ÚÎÁËÏÍÙÈ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.Â) äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ×ÅÒÎÙÍ. åÓÌÉ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÞÅÌÏ×ÅË ÚÎÁËÏÍ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ó ÛÅÓÔØÀ ÌÀÄØÍÉ, ÔÏ ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Ï ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÏ×ÅÄ£ÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ × �. Á). åÓÌÉ ÖÅ ËÁÖÄÙÊÞÅÌÏ×ÅË ÚÎÁËÏÍ ÒÏ×ÎÏ Ó �ÑÔØÀ ÌÀÄØÍÉ, ÔÏ ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÁÒÚÎÁËÏÍÙÈ ÒÁ×ÎÏ 9 · 5=2, Ô. Å. ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÌÙÍ, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.îÁËÏÎÅ�, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÞÅÌÏ×ÅË, ÎÅ ÚÎÁËÏÍÙÊ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ó ÞÅ-ÔÙÒØÍÑ ÌÀÄØÍÉ, ÔÏ ÜÔÉ ÞÅÔ×ÅÒÏ �Ï�ÁÒÎÏ ÚÎÁËÏÍÙ (ÉÎÁÞÅ ÎÁÛÌÁÓØÂÙ ÔÒÏÊËÁ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÚÎÁËÏÍÙÈ ÌÀÄÅÊ), Ô. Å. ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÉÓËÏÍÕÀÞÅÔ×£ÒËÕ ÌÀÄÅÊ.6.141. 90 ÉÇÒ. ðÕÓÔØ ÓÒÅÄÉ ÌÀÂÙÈ ÔÒ£È ËÏÍÁÎÄ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Å,ÕÖÅ ÓÙÇÒÁ×ÛÉÅ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ËÏÍÁÎÄÕ A, ËÏÔÏÒÁÑ �ÒÏ-×ÅÌÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÉÇÒ | k. ëÁÖÄÁÑ ÉÚ k ËÏÍÁÎÄ, ÕÖÅÓÙÇÒÁ×ÛÉÈ Ó A, ËÁË É ÓÁÍÁ ËÏÍÁÎÄÁ A, �ÒÏ×ÅÌÁ ÎÅ ÍÅÎÅÅ k ÉÇÒ.éÚ (19 − k) ËÏÍÁÎÄ, ÎÅ ÓÙÇÒÁ×ÛÉÈ Ó A, ËÁÖÄÁÑ ÓÙÇÒÁÌÁ ÓÏ ×ÓÅ-ÍÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ (18 − k) ÉÚ ÎÉÈ | ÉÎÁÞÅ ÎÁÛÌÁÓØ ÂÙ ÔÒÏÊËÁ ËÏ-ÍÁÎÄ, ÓÒÅÄÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÉËÁËÉÅ ÎÅ ÉÇÒÁÌÉ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. éÔÁË, ÕÄ×Ï-ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÓÅÈ ÉÇÒ (Ô. Å. ÓÕÍÍÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÉÇÒ, ÓÙÇÒÁÎÎÙÈ ×ÓÅÍÉËÏÍÁÎÄÁÍÉ) ÎÅ ÍÅÎØÛÅ k2+k+(19−k)(18−k) = 2k2−36k+18 ·19 == 2(k− 9)2+180 > 180. ðÒÉÍÅÒ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ, ËÏÇÄÁ ÓÙÇÒÁÎÏ 90 ÉÇÒ É



322 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ, ÄÁÀÔ Ä×Å ÇÒÕ��Ù �Ï 10 ËÏÍÁÎÄ,× ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ËÏÍÁÎÄÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÓÙÇÒÁÌÉ, ÎÏ ÎÉÏÄÎÁ ÎÅ ÉÇÒÁÌÁ Ó ËÏÍÁÎÄÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÇÒÕ��Ù.åÓÌÉ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ËÏÍÁÎÄÙ ÔÏÞËÁÍÉ, Á ÎÅ ÓÙÇÒÁ×ÛÉÅ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕ-ÇÏÍ ËÏÍÁÎÄÙ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÏÔÒÅÚËÏÍ, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÇÒÁÆ, ËÏÔÏÒÙÊ�ÒÉ ÓÏÂÌÀÄÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÂÕÄÅÔ ÇÒÁÆÏÍ ÂÅÚ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×.íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÔÁËÏÍ ÇÒÁÆÅ Ó n ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÍÁËÓÉÍÕÍ[n2=4℄ Ò£ÂÅÒ.6.142. úÁÄÁÞÕ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÍÅÔÏÄÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕË-�ÉÉ. äÒÕÇÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ: ÚÁÎÕÍÅÒÕÅÍ N ÞÅÌÏ×ÅË ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ NÉ ÂÕÄÅÍ ÚÎÁËÏÍÉÔØ ÞÅÌÏ×ÅËÁ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ i É ÞÅÌÏ×ÅËÁ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ j,ÅÓÌÉ |i− j| 6 N=2. ðÒÉ ÔÁËÏÍ Ó�ÏÓÏÂÅ ÚÎÁËÏÍÓÔ×Á ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ËÏ-ÌÉÞÅÓÔ×Ï ÚÎÁËÏÍÙÈ ÂÕÄÅÔ ÔÏÌØËÏ Õ ÌÀÄÅÊ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ k É N − k.úÎÁÞÉÔ, ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÞÅÌÏ×ÅËÁ ÎÅ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ ËÏÌÉ-ÞÅÓÔ×Á ÚÎÁËÏÍÙÈ.6.143. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÖÉÔÅÌÉ X, A1, A2, . . . , Ak, Y ÏÂÒÁ-ÚÕÀÔ �Å�ÏÞËÕ, ÅÓÌÉ X ÚÎÁËÏÍ Ó A1, A2 ÚÎÁËÏÍ Ó A3, . . . , Ak ÚÎÁËÏÍÓ Y . éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÖÉÔÅÌÑ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÎÅ-ËÏÔÏÒÏÊ �Å�ÏÞËÏÊ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ �Å�ÏÞÅË (Ô. Å.�Å�ÏÞÅË, × ËÏÔÏÒÙÈ X ÚÎÁËÏÍ Ó Y ) ÎÅÔ. ÷ÏÚØÍ£Í ÓÁÍÕÀ ÄÌÉÎÎÕÀ�Å�ÏÞËÕX | A1 | A2 | : : : | A10 | : : : | Ak | Y .åÓÌÉ k 6 19, ÔÏ ÎÏ×ÏÓÔØ, ÓÏÏÂÝ£ÎÎÁÑ A10, ÞÅÒÅÚ 10 ÄÎÅÊ ÓÔÁÎÅÔÉÚ×ÅÓÔÎÁ ×ÓÅÍ ÖÉÔÅÌÑÍ �ÏÓ£ÌËÁ. åÓÌÉ k > 20, ÏÔÄÅÌÉÍ ÖÉÔÅÌÅÊ X,A1; : : : ; A10 É ×ÓÅÈ, ËÔÏ Ó×ÑÚÁÎ Ó ÎÉÍÉ ÎÅ ÞÅÒÅÚ A11 (ÉÈ ÎÅ ÍÅÎØ-ÛÅ 11). ïÓÔÁ×ÛÁÑÓÑ ÇÒÕ��Á ÖÉÔÅÌÅÊ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ. ðÏ×ÔÏÒÑÑ ÕÖÅ Ï�ÉÓÁÎÎÕÀ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ 89 ÒÁÚ (É ÎÁËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÕ ×ÙÄÅÌÑÑ Ó×ÏÅÇÏ A10), ÍÙ ÌÉÂÏ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÛÁÇÕ ÉÓ-ÞÅÒ�ÁÅÍ ×ÓÅÈ ÖÉÔÅÌÅÊ, ÌÉÂÏ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 1000− 89 · 11 = 21,ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÂÅÒÅÍ ÅÝ£ ÏÄÎÏÇÏ, ËÁË Ï�ÉÓÁÎÏ ×ÙÛÅ. åÓÌÉ ÖÅ × �Ï-Ó£ÌËÅ ÅÓÔØ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ �Å�ÏÞËÉ, ÔÏ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÏÒ×ÁÔØ, ÓÏÈÒÁÎÑÑÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ.6.144. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÍÁÎÄÙ ÎÁÊÄÕÔÓÑ 9 ËÏÍÁÎÄ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÏÎÁÅÝ£ ÎÅ ÉÇÒÁÌÁ, Á ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÄÅ×ÑÔÉ | Ä×Å, ÎÅ ÉÇÒÁ×ÛÉÅ ÍÅÖÄÕÓÏÂÏÊ.6.145. ðÕÓÔØ n | ÞÉÓÌÏ ÖÉÔÅÌÅÊ × ÇÏÒÏÄÅ N . äÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈÖÉÔÅÌÅÊ ÇÏÒÏÄÁ �ÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ÞÉÓÌÏ ÖÉÔÅÌÅÊ, ÚÎÁËÏÍÙÈ ÈÏÔÑ ÂÙ ÓÏÄÎÉÍ ÉÚ ÎÉÈ, É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÕÍÍÕ ×ÓÅÈ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÞÅÒÅÚ È.íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÇÏÒÏÄÅ N ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Á ÔÁËÉÈ ÖÉÔÅÌÑA É ÷, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÖÉÔÅÌÅÊ, ÚÎÁËÏÍÙÈ ÉÌÉ Ó A ÉÌÉ Ó ÷, ÎÅ ÍÅÎØÛÅ



6. çÒÁÆÙ 323n=2. �ÁË ËÁË ÞÉÓÌÏ �ÁÒ ÖÉÔÅÌÅÊ ÒÁ×ÎÏ n(n − 1)=2,ÔÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏx > 0;5n · n(n− 1)=2 = n(0;5n2 − 0;5n)=2:äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÖÉÔÅÌÑ í �ÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ÞÉÓÌÏ È(í) �ÁÒ ÖÉÔÅÌÅÊ,× ËÏÔÏÒÙÈ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÞÅÌÏ×ÅË ÚÎÁËÏÍ Óí . åÓÌÉ n(í) | ÞÉÓÌÏÚÎÁËÏÍÙÈ í , ÔÏ x(M) ÒÁ×ÎÏn(M)(n(M)− 1)2 + n(M)(n− n(M)) = n(M)(2n− 1− n(M))2 :îÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0;3n;n℄ �ÒÉÎÉÍÁÅÔË×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒ£ÈÞÌÅÎ y(x) = x(2n − 1 − x)=2 ÒÁ×ÎÏ y(0;3n) == (0;51n2−0;3n)=2. úÎÁÞÉÔ, È(í) > (0;51n2−0;3n)=2. ðÒÏÓÕÍÍÉÒÏ-×Á× ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ È(í), �ÏÌÕÞÉÍ È. éÔÁË, È(í) > n(0;51n2−0;3n)=2 >> n(0;5n2 − 0;5n)=2.6.146. ÷ÏÚØÍ£Í ÇÒÁÆ ÎÁ 12 ×ÅÒÛÉÎÁÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔÌÀÄÑÍ, Ä×Å ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ, ÅÓÌÉ ÌÀÄÉ ÎÅÚÎÁËÏÍÙ. åÓÌÉ ×ÜÔÏÍ ÇÒÁÆÅ ÎÅÔ �ÉËÌÏ× ÎÅÞ£ÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁÄ×Å ÞÁÓÔÉ, × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÅ ÂÕÄÕÔ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ, É�ÏÜÔÏÍÕ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÛÅÓÔØ �Ï�ÁÒÎÏ ÚÎÁËÏÍÙÈ.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ × ÇÒÁÆÅ ÅÓÔØ �ÉËÌÙ ÎÅÞ£ÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÞ£ÔÎÙÊ �ÉËÌ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ k. òÁÚÂÅÒ£Í ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÅÇÏ ÄÌÉÎÙ.óÌÕÞÁÊ 1. k = 3. �ÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ÄÅ×ÑÔÉ ÞÅÌÏ×ÅË, ÎÅ ×ÈÏ-ÄÑÝÉÈ × ÜÔÏÔ �ÉËÌ, ÅÓÔØ Ä×Á ÎÅÚÎÁËÏÍÙÈ, ÔÏ ÓÒÅÄÉ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑÓÅÍÉ ÉÚ ËÁÖÄÙÈ ÞÅÔÙÒ£È ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÒÉ ÚÎÁËÏÍÙÈ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,× �ÏÄÇÒÁÆÅ ÎÁ 7 ×ÅÒÛÉÎÁÈ ËÁÖÄÙÅ Ä×Á ÒÅÂÒÁ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ×ÅÒ-ÛÉÎÕ. �ÒÅÔØÅ ÒÅÂÒÏ ÏÂÑÚÁÎÏ �ÒÏÈÏÄÉÔØ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ×ÅÒÛÉÎÕ, ÉÎÁÞÅÓÒÅÄÉ ÞÅÔÙÒ£È ÞÅÌÏ×ÅË ÎÅ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÒÏÅ ÚÎÁËÏÍÙÈ. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅÒ£ÂÒÁ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ, É, ÕÄÁÌÑÑ ÜÔÕ ×ÅÒÛÉÎÕ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍÛÅÓÔØ �Ï�ÁÒÎÏ ÚÎÁËÏÍÙÈ ÞÅÌÏ×ÅË.óÌÕÞÁÊ 2. k = 5. �ÏÇÄÁ, ËÁË É ×ÙÛÅ, ÓÒÅÄÉ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÓÅÍÅ-ÒÙÈ ÉÚ ËÁÖÄÙÈ ÞÅÔÙÒ£È ÞÅÌÏ×ÅË ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÒÏÅ ÚÎÁËÏÍÙÈ É ÓÒÅÄÉÜÔÉÈ ÓÅÍÅÒÙÈ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÛÅÓÔÅÒÏ ÚÎÁËÏÍÙÈ.óÌÕÞÁÊ 3. k = 7. �ÏÇÄÁ ÓÒÅÄÉ �ÑÔÉ ÞÅÌÏ×ÅË, ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÉÈ ×ÜÔÏÔ �ÉËÌ, ×ÓÅ �Ï�ÁÒÎÏ ÚÎÁËÏÍÙ. åÓÌÉ ÅÓÔØ ÞÅÌÏ×ÅË ÉÚ �ÉËÌÁ, ÚÎÁ-ËÏÍÙÊ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ÜÔÉÍÉ �ÑÔØÀ, ÔÏ ×Ó£ ÄÏËÁÚÁÎÏ. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕ-ÞÁÅ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ �ÉËÌÁ ÎÅ ÚÎÁËÏÍ Ó ËÅÍ-ÔÏ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ. �ÁË ËÁË7 > 5, ÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÞÅÌÏ×ÅË A ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ, ÎÅ ÚÎÁËÏÍÙÊ Ó Ä×ÕÍÑÉÚ �ÉËÌÁ B, C. éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÙ ×ÚÑÌÉ �ÉËÌ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ,ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÉ Ä×Á ÎÅÚÎÁËÏÍÙÈ ÉÚ �ÉËÌÁ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÚÎÁËÏÍÙÞÅÒÅÚ ÏÄÎÏÇÏ D. îÏ ÔÏÇÄÁ D ÚÎÁËÏÍ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ÉÚ �ÑÔÉ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ,



324 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ�ÏÔÏÍÕ ÞÔÏ, ÕÄÁÌÑÑ ÉÚ �ÉËÌÁ D É ÚÁÍÅÎÑÑ ÅÇÏ ÎÁ A, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍÓÎÏ×Á �ÉËÌ ÄÌÉÎÙ 7, Á × ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÉ Ë �ÉËÌÕ ÄÌÉÎÙ 7 ×ÓÅ �Ï�ÁÒÎÏÚÎÁËÏÍÙ.óÌÕÞÁÊ 4. k = 9. ãÉËÌÁ ÄÌÉÎÙ 9 ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀÚÁÄÁÞÉ.óÌÕÞÁÊ 5. k = 11. �ÏÇÄÁ, ËÁË É �ÒÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ �ÉËÌÏ×ÄÌÉÎÙ 7, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÏÓÔÁ×ÛÉÊÓÑ ÞÅÌÏ×ÅË ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ-ÚÎÁËÏÍ ÍÁËÓÉÍÕÍ Ó Ä×ÕÍÑ ÉÚ �ÉËÌÁ. îÏ ÔÏÇÄÁ × �ÉËÌÅ ÌÅÇËÏÎÁÊÔÉ 5 ÞÅÌÏ×ÅË, ÚÎÁËÏÍÙÈ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ É Ó ÏÓÔÁ×ÛÉÍÓÑ. (îÁ-�ÒÉÍÅÒ, ×ÚÑ× ÉÄÕÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÏÇÏ �Ï �ÉËÌÕ É ÎÅ ÚÎÁËÏÍÙÈ ÓÏÓÔÁ×ÛÉÍÓÑ.)�ÅÏÒÉÑ òÁÍÓÅÑ6.147. Á) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÔÏÞËÕ É ×ÙÈÏÄÑÝÉÅ ÉÚ ÎÅ£�ÑÔØ ÏÔÒÅÚËÏ×. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÈÏÔÑ ÂÙ ÔÒÉ ÉÚ ÎÉÈ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ. ÷ÔÏ-ÒÙÅ ËÏÎ�Ù ÜÔÉÈ ÔÒ£È ÏÔÒÅÚËÏ× ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË. åÓÌÉ ÅÇÏÓÔÏÒÏÎÙ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ, ÔÏ ×Ó£ ÄÏËÁÚÁÎÏ; ÅÓÌÉ ÖÅ ÒÁÚÎÙÈ �×ÅÔÏ×,ÔÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ ÏËÒÁÛÅÎÁ × ÔÏÔ ÖÅ �×ÅÔ, ÞÔÏ É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-×ÁÅÍÙÅ ÔÒÉ ÏÔÒÅÚËÁ, É, ÚÎÁÞÉÔ, ÏÂÒÁÚÕÅÔ Ó Ä×ÕÍÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ÏÔÒÅÚËÏ×�ÏÄÎÏ�×ÅÔÎÙÊ� ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË.Â) ðÒÉ×ÏÄÉÍ ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ. ðÕÓÔØ ÄÅÌÅ-ÇÁÔ A ÍÏÖÅÔ ÏÂßÑÓÎÉÔØÓÑ Ó ÔÒÅÍÑ ÄÒÕÇÉÍÉ ÄÅÌÅÇÁÔÁÍÉ, ÎÁÚÏ×ÅÍÉÈ B, C É D. óÒÅÄÉ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ä×ÏÅ ÔÁËÖÅ ÍÏÇÕÔÏÂßÑÓÎÉÔØÓÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, ÓËÁÖÅÍ, B É C. �ÏÇÄÁ A, B, C | ÉÓ-ËÏÍÁÑ ÔÒÏÊËÁ. åÓÌÉ ÖÅ A ÍÏÖÅÔ ÏÂßÑÓÎÉÔØÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Ó Ä×ÕÍÑÄÒÕÇÉÍÉ ÄÅÌÅÇÁÔÁÍÉ, ÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÒÉ ÄÅÌÅÇÁÔÁ E, F É G, ÎÉ Ó ÏÄ-ÎÉÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ A ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÇÏ×ÏÒÉÔØ. �ÏÇÄÁ E, F , G ÏÂÒÁÚÕÀÔÉÓËÏÍÕÀ ÔÒÏÊËÕ. þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, E É F ÍÏÇÕÔÏÂßÑÓÎÉÔØÓÑ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÔÒÏÊËÕ E, F , A.6.148. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÄÁÎÎÙÈÔÏÞËÁÈ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÉÚ ÎÉÈ ÔÏÔ, × ËÏÔÏÒÙÊ �Ï�ÁÄÁÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉ-ÓÌÏ ÔÏÞÅË. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ABC. ðÒÏ×ÅÄÅÍ �ÒÑÍÙÅ AB, BC É AC.ïÎÉ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉ ÔÒ£È ÔÉ�Ï×: ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË,ÕÇÌÙ É �Ä×ÕÕÇÏÌØÎÉËÉ�. ÷ÎÕÔÒÉ ÕÇÌÏ× ÔÏÞÅË ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �Ï �Ï-ÓÔÒÏÅÎÉÀ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. åÓÌÉ ÂÙ ÔÏÞËÁ D ÏËÁÚÁÌÁÓØ ×ÎÕÔÒÉ,ÓËÁÖÅÍ, ÕÇÌÁ B, ÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ADC ÓÏÄÅÒÖÁÌ ÂÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËABC É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ×ÎÕÔÒÉ ÓÅÂÑ.åÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ÔÏÞÅË D É E (ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔÉ, D)ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ Ä×ÕÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ AC), ÔÏ ÞÅ-ÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉË ABCD Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÓËÏÍÙÍ. åÓÌÉ ÖÅ ÏÂÅ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ



6. çÒÁÆÙ 325ÌÅÖÁÔ ×ÎÕÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÔÏ �ÒÑÍÁÑ DE �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÔÏÌØËÏÄ×Å ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔÉ, AB É BC). �Ï-ÇÄÁ ADEC | ×Ù�ÕËÌÙÊ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉË.6.149. éÚ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ A ×ÙÈÏÄÉÔ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ6 Ò£ÂÅÒ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ. åÓÌÉ ÓÒÅÄÉ Ò£ÂÅÒ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÉÈ ×ÔÏÒÙÅËÏÎ�Ù, ÅÓÔØ ÒÅÂÒÏ BC ÔÏÇÏ ÖÅ �×ÅÔÁ, ÔÏ ÉÓËÏÍÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ |A, B, C. åÓÌÉ ÖÅ ÔÁËÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ÎÅÔ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ 6.147 ÄÌÑ ×ÔÏÒÙÈËÏÎ�Ï× ÜÔÉÈ ÛÅÓÔÉ Ò£ÂÅÒ.6.150. Á) ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÁ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÈÏÄÉÔ 6 ÓÉÎÉÈÒ£ÂÅÒ. éÚ 6.147 ÅÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÁ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÈÏÄÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 4 ÓÉÎÉÈÒ£ÂÅÒ (ÉÚ 9 ×ÅÒÛÉÎ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ×ÙÈÏÄÉÔØ �Ï 5 ÓÉÎÉÈ Ò£ÂÅÒ). éÚ ÎÅ£×ÙÈÏÄÉÔ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ 4 ËÒÁÓÎÙÈ ÒÅÂÒÁ.Â) éÚÏÂÒÁÚÉÍ ÍÕÛËÅÔ£ÒÏ× × ×ÉÄÅ 9 ÔÏÞÅË ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. ëÁ-ÖÄÕÀ �ÁÒÕ ÔÏÞÅË ÓÏÅÄÉÎÉÍ ËÒÁÓÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓ-ÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÍÕÛËÅÔ£ÒÙ �ÏÓÓÏÒÉÌÉÓØ, É ÓÉÎÉÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ ×�ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ �ÏÌÕÞÉ×ÛÅÍÓÑ ÇÒÁ-ÆÅ ÎÅÔ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÔÒÅÍÑ ËÒÁÓÎÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ. �ÒÅ-ÂÕÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉË, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÓÅÓÔÏÒÏÎÙ É ×ÓÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÓÉÎÉÅ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÈÏÄÉÔ �ÏËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ 4 ËÒÁÓÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁ, ÔÏ ÄÒÕÇÉÅ ËÏÎ�Ù ÜÔÉÈ ÏÔÒÅÚËÏ×,ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÉÓËÏÍÙÊ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉË. ðÕÓÔØ ÉÚ ÌÀÂÏÊÔÏÞËÉ ×ÙÈÏÄÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÔÒ£È ËÒÁÓÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×. �ÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑÔÏÞËÁ A, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÈÏÄÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ ËÒÁÓÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×. ÷ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÔÏ ×ÓÅÇÏ ËÒÁÓÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÄÏÌÖÎÏÂÙÔØ 9 · 3=2, ÎÏ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅ �ÅÌÏÅ. éÔÁË, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞËÕ A, ÉÚËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÈÏÄÉÔ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ 6 ÓÉÎÉÈ ÏÔÒÅÚËÏ×. ðÒÉÍÅÎÑÑ ËÄÒÕÇÉÍ ËÏÎ�ÁÍ ÜÔÉÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÚÁÄÁÞÕ 6.147, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉÎÉÈ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ B, C,D, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÓÉ-ÎÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. �ÏÇÄÁ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉË ABCD |ÉÓËÏÍÙÊ.6.151. éÚ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÙÈÏÄÉÔ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ 9 Ò£ÂÅÒÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ. äÁÌÅÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ 6.150.6.152. n = 66. ðÕÓÔØ ËÁËÁÑ-ÌÉÂÏ ÉÚ ÜÔÉÈ 66 ÔÏÞÅË ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ Ó65 ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ ÞÅÔÙÒ£È ÒÁÚÎÙÈ �×ÅÔÏ×. �ÁË ËÁË 65 == 4 ·16+1, ÔÏ ÉÚ ÜÔÉÈ 65 ÏÔÒÅÚËÏ× ÎÁÊÄÕÔÓÑ 17 ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÏÄÎÏÇÏ�×ÅÔÁ �Ï �ÒÉÎ�É�Õ äÉÒÉÈÌÅ. äÁÌÅÅ �ÒÉÍÅÎÉÍ 6.149. ðÒÉ n = 65ÍÏÖÎÏ, ÈÏÔÑ É ÎÅ�ÒÏÓÔÏ, �ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÒÉÍÅÒ, ËÏÇÄÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÓÏÄÎÏ�×ÅÔÎÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÎÅ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ.6.153. äÏËÁÖÉÔÅ ×ÎÁÞÁÌÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÏÞÅË A, B É ÔÏÞÅËC1; ó2; : : : ; C100, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉË Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ



326 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ× ÔÏÞËÁÈ A, B É C1; : : : ; C100 ×Ù�ÕËÌÙÊ. úÁÔÅÍ ÄÏËÁÖÉÔÅ ÓÕ-ÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ D É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á D1; : : : ;D100.
7. óíåûáîîùå úáäáþé ìïçéþåóëïçïèáòáë�åòá7.1. 10 ËÏ�. É 5 ËÏ�.7.2. ïÄÉÎ ËÏÛÅÌ£Ë ÌÅÖÁÌ ×ÎÕÔÒÉ ÄÒÕÇÏÇÏ. 7.3. ä×Á ÏÂÏÒÏÔÁ.7.4. 11 ÒÁÚ.7.5. 2, 2, 9. ðÏÓÌÅ ×ÔÏÒÏÇÏ ÏÔ×ÅÔÁ �ÏÄÈÏÄÑÔ ÌÉÛØ ×ÁÒÉÁÎÔÙ2, 2, 9 É 6, 6, 1.7.6. óÅ×ÅÒÎÙÊ �ÏÌÀÓ É ×ÓÅ ÔÏÞËÉ, ÕÄÁÌ£ÎÎÙÅ ÏÔ ÀÖÎÏÇÏ �ÏÌÀÓÁÎÁ 1 +R ar
sin(1=(2�Rn)) ËÍ (n ∈ N), ÇÄÅ R | ÒÁÄÉÕÓ úÅÍÌÉ.7.7. 40 ÞÅÌÏ×ÅË.7.8. ðÅÒ×ÏÅ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÅ | Ó ÞÅÔ×£ÒÔÏÇÏ ÜÔÁÖÁ. åÓÌÉ ÏÒÅÈ ÒÁÚ-ÂÉÌÓÑ, ÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ Ó �ÅÒ×ÏÇÏ, ÚÁÔÅÍ ÓÏ ×ÔÏÒÏÇÏ É ÔÒÅÔØÅÇÏÜÔÁÖÅÊ (ÅÓÌÉ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ). åÓÌÉ �ÏÓÌÅ �ÅÒ×ÏÇÏ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÑ ÏÒÅÈÎÅ ÒÁÚÂÉÌÓÑ, ÔÏ ×ÔÏÒÏÅ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÅ | Ó ÓÅÄØÍÏÇÏ ÜÔÁÖÁ. åÓÌÉ ÏÒÅÈÒÁÚÂÉÌÓÑ, ÔÏ ÄÁÌÅÅ Ó �ÑÔÏÇÏ É ÛÅÓÔÏÇÏ ÜÔÁÖÅÊ (ÅÓÌÉ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ).åÓÌÉ �ÏÓÌÅ ×ÔÏÒÏÇÏ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÑ ÏÒÅÈ ÎÅ ÒÁÚÂÉÌÓÑ, ÔÏ ÔÒÅÔØÅ ÉÓ�Ù-ÔÁÎÉÅ | Ó ÄÅ×ÑÔÏÇÏ É ÄÁÌÅÅ ÌÉÂÏ Ó ×ÏÓØÍÏÇÏ, ÌÉÂÏ Ó ÄÅÓÑÔÏÇÏ.7.9. åÓÌÉ ÒÁÓ�ÉÌÉÔØ ÔÒÅÔØÅ Ú×ÅÎÏ, ÔÏ �Å�ÏÞËÁ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁÔÒÉ ÞÁÓÔÉ; 1, 2 É 4 Ú×ÅÎÁ. ó ÉÈ �ÏÍÏÝØÀ ÕÄÁÅÔÓÑ ÒÁÓ�ÌÁÔÉÔØÓÑ, ÔÁËËÁË ÈÏÚÑÉÎ ÍÏÖÅÔ ÄÁ×ÁÔØ ÓÄÁÞÕ Ú×ÅÎØÑÍÉ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÍÉ ÉÍ ÒÁÎÅÅ.7.10. úÁÍÅÔØÔÅ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Õ �ÕÔÅÛÅÓÔ×ÅÎÎÉËÁ ÉÍÅÅÔÓÑ�Å�ÏÞËÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ n = (k + 1)2k+1 − 1 Ú×ÅÎØÅ×, ÔÏ ÏÎ ÍÏÖÅÔÒÁÓ�ÉÌÉÔØ k Ú×ÅÎØÅ× ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÌÉÓØ ËÕÓËÉ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ k + 1, 2(k + 1), 22(k + 1); : : : ; 2k(k + 1) Ú×ÅÎØÅ×.òÁÓ�ÏÌÁÇÁÑ ÜÔÉÍÉ ËÕÓËÁÍÉ É k ÒÁÓ�ÉÌÅÎÎÙÍÉ Ú×ÅÎØÑÍÉ, �ÕÔÅÛÅ-ÓÔ×ÅÎÎÉË ÍÏÖÅÔ ÒÁÓ�ÌÁÞÉ×ÁÔØÓÑ 
 ÈÏÚÑÉÎÏÍ × ÔÅÞÅÎÉÅ n ÄÎÅÊ. åÓÌÉÞÉÓÌÏ n Ú×ÅÎØÅ× �Å�ÏÞËÉ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄÁ n = (k+1)2k+1−1 ÎÁÄÏ ÒÁÓ-ÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ k ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ n < (k+1)2k+1−1.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÉ n = 100 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓ�ÉÌÉÔØ 4 Ú×ÅÎÁ.7.11. òÁÓËÒÙÔØ ×ÓÅ ÔÒÉ Ú×ÅÎÁ ÏÄÎÏÇÏ ÏÂÒÙ×ËÁ É ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÉÍÉÞÅÔÙÒÅ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÏÂÒÙ×ËÁ × ÏÄÎÕ �Å�Ø.7.12. ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÏÅÚÄÁ ÉÄÕÔ × ËÁÖÄÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ Ó ÉÎ-ÔÅÒ×ÁÌÏÍ × 3 ÍÉÎ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÓ�ÉÓÁÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÏÔÁË, ÞÔÏ, �ÒÏ�ÕÓÔÉ× �ÏÅÚÄ, ÉÄÕÝÉÊ Ë �ÅÎÔÒÕ, ×Ù ÄÏÌÖÎÙ ÂÕÄÅ-ÔÅ 1 ÍÉÎ. ÖÄÁÔØ �ÏÅÚÄÁ ÉÚ �ÅÎÔÒÁ, Á �ÒÏ�ÕÓÔÉ× �ÏÅÚÄ ÉÚ �ÅÎÔÒÁ,



7. óÍÅÛÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ 3271 ÍÉÎ
︷ ︸︸ ︷

︸ ︷︷ ︸2 ÍÉÎ 1 ÍÉÎ
︷ ︸︸ ︷

︸ ︷︷ ︸2 ÍÉÎ 1 ÍÉÎ
︷ ︸︸ ︷

ë 7.12ÂÕÄÅÔÅ ÖÄÁÔØ ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ �ÏÅÚÄÁ Ë �ÅÎÔÒÕ 2 ÍÉÎ. (ÓÍ. ÒÉÓ., ÎÁ ËÏÔÏ-ÒÏÍ Ô£ÍÎÙÍÉ ËÒÕÖËÁÍÉ ÏÔÍÅÞÅÎÙ �ÒÏÈÏÖÄÅÎÉÑ �ÏÅÚÄÏ× Ë �ÅÎÔÒÕÉ Ó×ÅÔÌÙÍÉ ËÒÕÖËÁÍÉ | ÍÏÍÅÎÔÙ �ÒÏÈÏÖÄÅÎÉÑ �ÏÅÚÄÏ× ÉÚ �ÅÎ-ÔÒÁ). ðÏÜÔÏÍÕ ×Ä×ÏÅ ÂÏÌÅÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏ, ÞÔÏ ×Ù �Ï�ÁÄ£ÔÅ ÎÁ ÓÔÁÎ�ÉÀ× ÏÄÉÎ ÉÚ Ä×ÕÈÍÉÎÕÔÎÙÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �Ï�ÁÄ£ÔÅÎÁ �ÏÅÚÄ, ÉÄÕÝÉÊ Ë �ÅÎÔÒÕ.7.13. Á) 5 Á×ÔÏÍÏÂÉÌÅÊ, ÎÅ È×ÁÔÉÔ, Á 6 | ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ: ÎÕÖÎÏÔÏÌØËÏ �ÏÚÁÂÏÔÉÔØÓÑ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÉÈ ×ÙÈÏÄÎÙÅ ÂÙÌÉ × ÒÁÚÎÙÅÄÎÉ. Â) 9 Á×ÔÏÍÏÂÉÌÅÊ ÎÅ È×ÁÔÉÔ: × ËÁËÏÊ-ÔÏ ÄÅÎØ ÎÅÄÅÌÉ 2 ÉÚ ÎÉÈÄÏÌÖÎÙ �ÒÏÓÔÁÉ×ÁÔØ, ÔÁË ÞÔÏ ÎÁ ÈÏÄÕ ÔÏÌØËÏ 7 | Á×ÔÏÍÏÂÉÌÅÊ, ÁÎÕÖÎÏ 8. á 10 Á×ÔÏÍÏÂÉÌÅÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ: ×ÙÈÏÄÎÙÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ�ÒÅ-ÄÅÌÉÔØ ÔÁË, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÄÅÎØ ÂÕÄÕÔ �ÒÏÓÔÁÉ×ÁÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ Ä×ÕÈÁ×ÔÏÍÏÂÉÌÅÊ.7.14. 88.7.15. ðÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÁÓÓËÁÚÁ Ó ÎÅÞ£ÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÓÔÒÁÎÉ� ÍÅ-ÎÑÅÔÓÑ Þ£ÔÎÏÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÓÔÒÁÎÉ�Ù ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÒÁÓÓËÁÚÁ. ðÏ-ÜÔÏÍÕ Þ£ÔÎÏÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÓÔÒÁÎÉ�Ù ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 14 ÒÁÚ(ÏÄÉÎ ÉÚ 15 ÒÁÓÓËÁÚÏ× Ó ÎÅÞ£ÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÓÔÒÁÎÉ� ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØ-ÓÑ × ËÎÉÇÅ �ÏÓÌÅÄÎÉÍ). éÔÁË, ÎÅ ÍÅÎÅÅ 7 ÒÁÚ ÒÁÓÓËÁÚÙ ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ ÓÞ£ÔÎÏÊ ÓÔÒÁÎÉ�Ù É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 23 ÒÁÚ | Ó ÎÅÞ£ÔÎÏÊ. åÓÌÉ× ÎÁÞÁÌÅ ËÎÉÇÉ �ÏÍÅÓÔÉÔØ ×ÓÅ ÒÁÓÓËÁÚÙ Ó Þ£ÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÓÔÒÁÎÉ�,Á ÚÁÔÅÍ Ó ÎÅÞ£ÔÎÙÍ, ÔÏ ÒÏ×ÎÏ 23 ÒÁÓÓËÁÚÁ ÂÕÄÕÔ ÎÁÞÉÎÁÔØÓÑ Ó ÎÅ-Þ£ÔÎÙÈ ÓÔÒÁÎÉ�.7.16. 5 ÞÅÌÏ×ÅË. åÓÌÉ ÅÓÔØ 6 ÞÅÌÏ×ÅË, ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏÏÓÔÁÌÉÓØ ÏÄÎÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÇÁÌÏÛÉ. ðÒÉÍÅÒ, ËÏÇÄÁ 5 ÞÅÌÏ×ÅË ÎÅÓÍÏÇÌÉ ÎÁÄÅÔØ ÇÁÌÏÛÉ, ÏÞÅ×ÉÄÅÎ.7.17. ðÕÓÔØ × ËÁÖÄÏÍ ÌÁÇÅÒÅ ÅÓÔØ ÔÏÒÇÏ×ÁÑ �ÁÌÁÔËÁ, ÇÄÅ �ÒÏÄÁ-ÀÔÓÑ ÄÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ ËÏÎÓÅÒ×Ù, É �ÅÎÁ ÏÄÎÏÊ ÂÁÎËÉ × ÂÁÚÏ×ÏÍ ÌÁÇÅÒÅÒÁ×ÎÁ 1 ÒÕÂÌÀ, Á × ËÁÖÄÏÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ | × 3 ÒÁÚÁ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ×�ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ. �ÏÇÄÁ �ÅÎÁ ÂÁÎÏË, ÄÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ × ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÌÁÇÅÒÅÊÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ �ÅÎÁ ÂÁÎÏË, ×ÚÑÔÙÈ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÉÚ ÂÁÚÏ×ÏÇÏ ÌÁÇÅ-ÒÑ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ �ÅÒÅÎÏÓËÉ ÂÁÎËÉ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÁÇÅÒÑ ×ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ×ÚÑÔØ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÔÒÉ ÂÁÎËÉ, Ä×Å ÉÚËÏÔÏÒÙÈ ÂÕÄÕÔ ÓßÅÄÅÎÙ ÎÁ �ÕÔÉ ÔÕÄÁ É ÏÂÒÁÔÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.óÔÏÉÍÏÓÔØ ÂÁÎËÉ × 5-Í ÌÁÇÅÒÅ ÂÕÄÅÔ �ÒÉ ÜÔÏÍ 35 = 243 ÒÕÂ., ÚÎÁ-ÞÉÔ ÉÚ ÂÁÚÏ×ÏÇÏ ÌÁÇÅÒÑ ÎÕÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 243 ÂÁÎÏË.



328 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉäÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ 243 ÂÁÎÏË È×ÁÔÉÔ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÉÚ ÂÁÚÏ×ÏÇÏÌÁÇÅÒÑ ×ÙÈÏÄÉÔ 81 ÞÌÅÎ ÜËÓ�ÅÄÉ�ÉÉ. 54 ÞÅÌÏ×ÅËÁ ÉÚ ÎÉÈ, �ÒÉÎÅÓÑ �ÏÂÁÎËÅ × �ÅÒ×ÙÊ ÌÁÇÅÒØ, ÓÒÁÚÕ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÀÔÓÑ. ïÓÔÁÌØÎÙÅ 27 ÞÅÌÏ-×ÅË, ×ÚÑ× �Ï 3 ÂÁÎËÉ, ÉÄÕÔ ×Ï 2-Ê ÌÁÇÅÒØ. 27 ÂÁÎÏË �ÒÉ ÜÔÏÍ ÏÓÔÁÀÔ-ÓÑ × 1-Í ÌÁÇÅÒÅ, ÞÔÏÂÙ ÏÂÅÓ�ÅÞÉÔØ ÉÍ ×ÏÚ×ÒÁÝÅÎÉÅ ÉÚ 1-ÇÏ ÌÁÇÅÒÑ× ÂÁÚÏ×ÙÊ. �ÁË �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ × ËÁÖÄÏÍ ÌÁÇÅÒÅ. ä×Å ÔÒÅÔÉ ÄÏÛÅÄÛÉÈÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ×ÏÚ×ÒÁÝÁÀÔÓÑ, Á ÔÒÅÔØ | ÉÄ£Ô ÄÁÌØÛÅ. éÔÁË, ÉÚ 4-ÇÏÌÁÇÅÒÑ × 5-Ê ×ÙÊÄÅÔ ÏÄÉÎ ÞÅÌÏ×ÅË. ïÎ É �ÒÉÎÅÓÅÔ ×ÏÖÄÅÌÅÎÎÕÀÂÁÎËÕ × 5 ÌÁÇÅÒØ.7.18. 9 ÝÕË. åÓÌÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, 7 ÝÕË ÎÁÓÙÔÑÔÓÑ (ÓßÅ× ËÁÖÄÁÑ �Ï3 ÇÏÌÏÄÎÙÅ ÝÕËÉ), ÔÏ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÅÝ£ 2 ÇÏÌÏÄÎÙÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÓÙ-ÔÑÔÓÑ (ÓßÅ× ËÁÖÄÁÑ �Ï 3 ÒÁÎÅÅ ÎÁÓÙÔÉ×ÛÉÅÓÑ ÝÕËÉ); ÉÔÁË, ÏÂÝÅÅËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÁÓÙÔÉ×ÛÉÈÓÑ ÝÕË ÒÁ×ÎÏ 9. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ 9 | ÎÁÉ-ÂÏÌØÛÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÁÓÙÔÉ×ÛÉÈÓÑ ÝÕË.ðÕÓÔØ k | ÞÉÓÌÏ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÝÕË, n | ÞÉÓÌÏ ÎÁÓÙÔÉ×ÛÉÈÓÑ,ÔÏÇÄÁ 3n | ÞÉÓÌÏ �ÒÏÇÌÏÞÅÎÎÙÈ ÝÕË, �ÏÜÔÏÍÕ (ÅÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ ÝÕËÁÉÌÉ ÎÁÓÙÔÉÔÓÑ, ÉÌÉ ÎÅ ÓßÅÓÔ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÝÕËÉ) k + 3n = 30, ÚÎÁÞÉÔ,k = 3m É m + n = 10. �ÁË ËÁË ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÎÅÓßÅÄÅÎÎÙÅÝÕËÉ, ÔÏ m > 2, ÚÎÁÞÉÔ, ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ n = 9.7.19. Á) ðÕÓÔØ 1-Ê ÒÙÂÁË ÒÁÚÄÅÌÉÔ ÕÌÏ× ÎÁ ÔÒÉ, �Ï ÅÇÏ ÍÎÅÎÉÀ,ÒÁ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÉ, Á 2-Ê É 3-Ê ÕËÁÖÕÔ ÎÁ ÔÕ ÞÁÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍ ËÁ-ÖÅÔÓÑ ÂÏÌØÛÅÊ. åÓÌÉ ÏÎÉ ÕËÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÁ ÒÁÚÎÙÅ ÞÁÓÔÉ, ÔÏ ËÁÖÄÙÊÂÅÒÅÔ ÔÕ ÞÁÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑ ÅÍÕ ÎÒÁ×ÉÔÓÑ, Á 1-Ê ÂÅÒÅÔ ÏÓÔÁ×ÛÕÀÓÑÞÁÓÔØ. åÓÌÉ ÖÅ ÏÎÉ ÕËÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÁ ÏÄÎÕ ÞÁÓÔØ, ÔÏ ÄÅÌÑÔ Å£ ÍÅÖ-ÄÕ ÓÏÂÏÊ, ËÁË ÓËÁÚÁÎÏ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ÚÁÄÁÞÉ. úÁÔÅÍ 2-Ê É 3-Ê ÄÏÌÖÎÙÕËÁÚÁÔØ ÎÁ ÔÕ ÉÚ Ä×ÕÈ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÞÁÓÔÅÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍ ËÁÖÅÔÓÑÂÏÌØÛÅÊ. åÓÌÉ ÏÎÉ �ÏËÁÖÕÔ ÎÁ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÞÁÓÔØ, ÔÏ ×ÎÏ×Ø ÄÅÌÑÔÅ£ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, 1-Ê ÂÅÒÅÔ ÏÓÔÁ×ÛÕÀÓÑ ÞÁÓÔØ. åÓÌÉ Å£ ÏÎÉ ÕËÁÖÕÔÎÁ ÒÁÚÎÙÅ ÞÁÓÔÉ, ÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÄÅÌÉÔ �ÏÎÒÁ×É×ÛÕÀÓÑ ÅÍÕÞÁÓÔØ Ó 1-Í.Â) âÕÄÅÍ ÒÅÛÁÔØ ÚÁÄÁÞÕ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ n ÒÙ-ÂÁËÏ× ÎÁÛÌÉ Ó�ÏÓÏÂ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÕÌÏ× ÂÅÚÏÂÉÄÎÏ. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÙ-ÂÁËÏ× ÓÔÁÌÏ n+ 1. òÁÚÄÅÌÉÍ ×ÅÓØ ÕÌÏ× ÍÅÖÄÕ n ÒÙÂÁËÁÍÉ É ÚÁÔÅÍ�ÒÅÄÌÏÖÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ Ó×ÏÀ ÄÏÌÀ ÎÁ n+ 1 ÒÁ×ÎÙÈ(�Ï ÅÇÏ ÍÎÅÎÉÀ) ÞÁÓÔÅÊ. ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ (n + 1)-Ê ÒÙÂÁË ×ÏÚØÍ£Ô ÕËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ �Ï ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÁÓÔÅÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÖÄÙÊ ÉÚn ÒÙÂÁËÏ× �ÏÌÕÞÉÔ, �Ï ÅÇÏ ÍÎÅÎÉÀ, n=(n + 1) ÅÇÏ �ÒÅÖÎÅÊ ÄÏÌÉ,Á ÔÁË ËÁË ÅÇÏ �ÒÅÖÎÑÑ ÄÏÌÑ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÌÁ, �Ï ÅÇÏ ÍÎÅÎÉÀ, ÎÅ ÍÅÎÅÅ×ÓÅÇÏ ÕÌÏ×Á, ÔÏ ÏÎ ÂÕÄÅÔ ÄÏ×ÏÌÅÎ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ É �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÒÙÂÁËÎÅ ÓÍÏÖÅÔ ÖÁÌÏ×ÁÔØÓÑ, ÔÁË ËÁË ÏÎ Õ×ÅÒÅÎ, ÞÔÏ ×ÚÑÌ Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚÓ×ÏÉÈ ÔÏ×ÁÒÉÝÅÊ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 1=(n+ 1) ÄÏÌÉ.



7. óÍÅÛÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ 3297.20. 85. ðÅÒ×ÙÊ ËÏÌÏËÏÌ ÚÁ ÍÉÎÕÔÕ ÓÄÅÌÁÅÔ 46 ÕÄÁÒÏ×, 2-Ê É3-Ê | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ 37 É 31 ÕÄÁÒ. õÄÁÒÙ �ÅÒ×ÏÇÏ É ×ÔÏÒÏÇÏ ËÏ-ÌÏËÏÌÏ× ÓÏ×�ÁÄÕÔ ÞÅÒÅÚ 20=3 ÓÅËÕÎÄÙ, Á ×ÓÅÇÏ ÏÎÉ ÓÏ×�ÁÄÕÔ 10 ÒÁÚ,ÕÄÁÒÙ �ÅÒ×ÏÇÏ É ÔÒÅÔØÅÇÏ | 16 ÒÁÚ, ×ÔÏÒÏÇÏ É ÔÒÅÔØÅÇÏ | 7 ÒÁÚ,Á ×ÓÅÈ ÔÒ£È | 4 ÒÁÚÁ. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÊ-ÉÓËÌÀÞÅÎÉÊ ÏÂÝÅÅÞÉÓÌÏ ÕÄÁÒÏ× | 46 + 37 + 31− 10− 16− 7 + 4 = 85.7.21. 5.7.22. îÕÖÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ ÞÉÓÌÁ a = 100, b = 10, 
 = 1.7.23. úÁ 10 ÍÉÎÕÔ ÍÁÛÉÎÁ �ÒÏÈÏÄÉÔ �ÕÔØ, ÒÁ×ÎÙÊ Ä×ÏÊÎÏÍÕÒÁÓÓÔÏÑÎÉÀ ÏÔ ÓÔÁÎ�ÉÉ ÄÏ ÍÅÓÔÁ ×ÓÔÒÅÞÉ ÂÉÚÎÅÓÍÅÎÁ Ó ÍÁÛÉÎÏÊ.úÎÁÞÉÔ, �ÕÔØ ÏÔ ÓÔÁÎ�ÉÉ ÄÏ ÍÅÓÔÁ ×ÓÔÒÅÞÉ ÍÁÛÉÎÁ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÚÁ5 ÍÉÎÕÔ. îÁ ÍÅÓÔÅ ×ÓÔÒÅÞÉ ÍÁÛÉÎÁ ÂÙÌÁ ÚÁ 5 ÍÉÎÕÔ ÄÏ ×ÒÅÍÅÎÉÏÂÙÞÎÏÇÏ �ÒÉÅÚÄÁ ÂÉÚÎÅÓÍÅÎÁ ÎÁ ÓÔÁÎ�ÉÀ, ÚÎÁÞÉÔ, �ÕÔØ ÏÔ ÓÔÁÎ-�ÉÉ ÄÏ ÍÅÓÔÁ ×ÓÔÒÅÞÉ ÂÉÚÎÅÓÍÅÎ Û£Ì 55 − 5 = 50 ÍÉÎ. úÎÁÞÉÔ,ÓËÏÒÏÓÔØ ÂÉÚÎÅÓÍÅÎÁ × 50 : 5 = 10 ÒÁÚ ÍÅÎØÛÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÍÁÛÉÎÙ.7.24. ÷ÁÎÑ ÍÏÖÅÔ ×ÙÊÔÉ × ÎÁÞÁÌÅ 38-ÇÏ ÞÁÓÁ. ðÕÔØ �Ï ÄÏÒÏÇÅ ÉÔÒÏ�ÉÎËÅ (ÔÕÄÁ É ÏÂÒÁÔÎÏ) ÚÁÎÉÍÁÅÔ 16 ÞÁÓÏ×. úÎÁÞÉÔ, ÅÓÌÉ ×ÙÊÔÉÓÒÁÚÕ �ÏÓÌÅ ÉÚ×ÅÒÖÅÎÉÑ �ÅÒ×ÏÇÏ ËÒÁÔÅÒÁ, ÔÏ ÏÎ ÎÅ ÂÕÄÅÔ Ï�ÁÓÅÎ.ä×ÉÖÅÎÉÅ �Ï ÔÒÏ�ÉÎËÅ (ÔÕÄÁ É ÏÂÒÁÔÎÏ) ÚÁÎÉÍÁÅÔ 8 ÞÁÓÏ×. úÎÁ-ÞÉÔ, ÅÓÌÉ ÎÁÞÁÔØ Ä×ÉÖÅÎÉÅ �Ï ÔÒÏ�ÉÎËÅ ÓÒÁÚÕ �ÏÓÌÅ ÉÚ×ÅÒÖÅÎÉÑ2-ÇÏ ËÒÁÔÅÒÁ, ÔÏ ÏÎ ÎÅ ÂÕÄÅÔ Ï�ÁÓÅÎ. ÷ÁÎÅ ÄÌÑ ÂÅÚÏ�ÁÓÎÏÇÏ �ÏÄß-£ÍÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ Ë ÎÁÞÁÌÕ Ä×ÉÖÅÎÉÑ �Ï ÄÏÒÏÇÅ �ÅÒÅÓÔÁÌ ÉÚ-×ÅÒÇÁÔØÓÑ �ÅÒ×ÙÊ ËÒÁÔÅÒ, Á Ó�ÕÓÔÑ 4 ÞÁÓÁ, Ë ÎÁÞÁÌÕ Ä×ÉÖÅÎÉÑ �ÏÔÒÏ�ÉÎËÅ, �ÅÒÅÓÔÁÌ ÉÚ×ÅÒÇÁÔØÓÑ ×ÔÏÒÏÊ ËÒÁÔÅÒ.îÁÊÄ£Í ÔÁËÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ. ðÅÒ×ÙÊ ËÒÁÔÅÒ ÉÚ×ÅÒÇÁÅÔÓÑ1-Ê, 19-Ê, 37-Ê ÞÁÓÙ. ÷ÔÏÒÏÊ ËÒÁÔÅÒ ÉÚ×ÅÒÇÁÅÔÓÑ 1-Ê, 11-Ê, 21-Ê,31-Ê, 41-Ê ÞÁÓÙ.7.25. ðÅÒÅÈÏÄÑÔ �Á�Á É ÍÁÍÁ | 2 ÍÉÎÕÔÙ. ðÁ�Á Ó ÆÏÎÁÒÉ-ËÏÍ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ | 1 ÍÉÎÕÔÁ. ðÅÒÅÈÏÄÑÔ ÂÁÂÕÛËÁ É ÍÁÌÙÛ |10 ÍÉÎÕÔ. íÁÍÁ Ó ÆÏÎÁÒÉËÏÍ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ | 2 ÍÉÎÕÔÙ. ðÅÒÅÈÏ-ÄÑÔ �Á�Á É ÍÁÍÁ | 2 ÍÉÎÕÔÙ. éÔÏÇÏ 17 ÍÉÎÕÔ.äÏÍÉÎÏ7.26. Á) ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, �ÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÉÚ ÒÁÓ-ÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÄÕÂÌÉ. �ÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔÓÑ 6 ËÏÓÔÅÊ Ó ÛÅÓÔ£ÒËÏÊ. åÓÌÉ ÖÅÔÒÅÂÕÅÍÕÀ �Å�Ø ÍÏÖÎÏ ×ÙÌÏÖÉÔØ, ÔÏ ËÏÓÔÅÊ Ó ÛÅÓÔ£ÒËÏÊ ÏËÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (ÏÄÎÁ ËÏÓÔØ Ó ËÒÁÀ É Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÏÓÔÅÊ×ÎÕÔÒÉ �Å�ÏÞËÉ). ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.Â) íÏÖÎÏ. óÎÏ×Á ×ÙÂÒÏÓÉÍ ÄÕÂÌÉ, ×ÏÚØÍ£Í ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ËÏÓÔØÓ ÛÅÓÔ£ÒËÏÊ É ÂÕÄÅÍ ×ÙËÌÁÄÙ×ÁÔØ ËÏÓÔÉ �Ï �ÒÁ×ÉÌÁÍ ÉÇÒÙ,



330 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉÏÓÔÁ×É× ÛÅÓÔ£ÒËÕ ÎÁ ËÏÎ�Å. ÷ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÏÍÅÎÔ ÍÙ ÕÖÅ ÎÅ ÓÍÏÖÅÍ�ÏÌÏÖÉÔØ ÎÏ×ÕÀ ËÏÓÔØ. éÚ �. Á) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÎÁ �ÒÁ×ÏÍËÏÎ�Å �ÏÌÕÞÉ×ÛÅÊÓÑ �Å�ÏÞËÉ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÂÕÄÅÔ ÛÅÓÔ£ÒËÁ. åÓÌÉËÏÓÔÅÊ ÂÏÌØÛÅ ÎÅÔ, ÔÏ ÎÕÖÎÁÑ �Å�ÏÞËÁ �ÏÌÕÞÅÎÁ. åÓÌÉ ÖÅ ÅÓÔØÅÝ£ ËÏÓÔÉ, ÔÏ Ó ÉÈ �ÏÍÏÝØÀ ÍÏÖÎÏ ÕÄÌÉÎÉÔØ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÕÀ �Å�ÏÞ-ËÕ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÂÕÄÅÍ �ÉËÌÉÞÅÓËÉ �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÔØ ËÏÓÔÉ Ó �ÒÁ×ÏÇÏËÏÎ�Á �Å�É ÎÁ ÌÅ×ÙÊ. ðÏÓËÏÌØËÕ, �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ, ×ÓÅ ËÏÓÔÉ ÓÛÅÓÔ£ÒËÏÊ ÕÖÅ ×ÙÌÏÖÅÎÙ, ÔÏ × ÎÁÛÅÊ �Å�É �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ É ÅÄÉÎÉ-�Ù, É Ä×ÏÊËÉ, É Ô. Ä., ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÓÔÉ, ÅÝ£ ÎÅ ×ËÌÀÞ£ÎÎÏÊ× ÎÁÛÕ �Å�Ø, ÍÙ ÒÁÎÏ ÉÌÉ �ÏÚÄÎÏ ÎÁÊÄ£Í ÍÅÓÔÏ. ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁÍ ÕÄÁÓÔÓÑ × ËÏÎ�Å ËÏÎ�Ï× ×ÙÌÏÖÉÔØ ×ÓÅ ËÏÓÔÉ.ðÏÌÕÞÉÔØ ÎÁ ËÏÎ�ÁÈ �Å�É ÛÅÓÔ£ÒËÉ ÍÏÖÎÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÏÊ ÖÅ�ÒÏ�ÅÄÕÒÙ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÑ ËÏÓÔÅÊ.7.27. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ ×ÙÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÑ ÄÕÂÌÅÊ ÉÍÅÅÔÓÑ 5 ËÏ-ÓÔÅÊ (ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ!) Ó ËÁÖÄÏÊ �ÉÆÒÏÊ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÅÛÅÎÉÀÚÁÄÁÞÉ 7.26 ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ×ÙÌÏÖÉÔØ ×ÓÅ ËÏÓÔÉ × ÏÄÎÕ �Å�Ø É× 2 �Å�É ÎÅÌØÚÑ. ÷ 3 �Å�É ×ÙÌÏÖÉÔØ ËÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,(01)(12)(23)(34)(45), (13)(35)(52)(20)(04), (24)(41)(15)(50)(03).7.28. îÅÔ. äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÔØ ËÏÓÔÉ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÓÌÏ-×ÉÀ, ÎÕÖÎÏ ×ÓÅÇÄÁ ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÔØ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÑÄÏÍ Ó ÎÅÞ£ÔÎÙÍ.îÏ ÎÁ ËÏÓÔÑÈ ÄÏÍÉÎÏ 32 Þ£ÔÎÙÈ ÞÉÓÌÁ É ÔÏÌØËÏ 24 ÎÅÞ£ÔÎÙÈ.

ë 7.29

7.29. íÏÖÎÏ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ×Ù-ÌÏÖÉÔØ ËÏÓÔÑÍÉ ÄÏÍÉÎÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÂÅÓ-ËÏÎÅÞÎÙÅ ÕÇÏÌËÉ.7.30. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ ×ÙÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÑ ËÁ-ÖÄÏÊ ×ÔÏÒÏÊ ËÏÓÔÉ, Á ÚÁÔÅÍ ×ÓÅÈ ÄÕÂÌÅÊ ÓÒÅÄÉÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ËÏÓÔÅÊ ÅÓÔØ ÌÉÂÏ ÒÏ×ÎÏ ÞÅÔÙÒÅ ËÏÓÔÉÓ ÏÄÎÏÊ ÛÅÓÔ£ÒËÏÊ, ÌÉÂÏ ÒÏ×ÎÏ Ä×Å ÔÁËÉÅ ËÏÓÔÉ.�Ï ÖÅ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï É × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÄÒÕÇÉÈ �ÉÆÒ:�ÑÔ£ÒËÉ, ÞÅÔ×£ÒËÉ É Ô. Ä.
ë 7.30

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÞÅÔÙÒÅ ËÏÓÔÉÓ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ �ÉÆÒÏÊ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Ó ÛÅÓÔ£Ò-ËÏÊ, ÔÏ ×ÓÅ ËÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÌÏÖÉÔØ × ÏÄ-ÎÏ ËÏÌØ�Ï. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ×ÙÌÏÖÉÍ ËÏ-ÓÔÉ × �Å�ÏÞËÕ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ × ÎÅÊ ÂÙÌÉ ÉÓ-�ÏÌØÚÏ×ÁÎÙ ×ÓÅ ËÏÓÔÉ Ó ÛÅÓÔ£ÒËÏÊ (ÜÔÏÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÓÍ. ÒÅÛÅÎÉÅ 7.26). éÔÁË,× ÜÔÏÊ �Å�É ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅ-ÒÅ �ÑÔØ ÒÁÚÎÙÈ �ÉÆÒ. úÁÔÅÍ, ËÁË É �ÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ 7.26, ÍÙ ÍÏ-ÖÅÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ �Å�Ø, Ô. Å. ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ× ÜÔÏÊ �Å�É ÂÙÌÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÙ ×ÓÅ ËÏÓÔÉ Ó ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÉÍÉÓÑ



7. óÍÅÛÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ 331× ÎÅÊ �ÉÆÒÁÍÉ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÎÁÛÁ �Å�Ø ÂÕ-ÄÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ×ÏÏÂÝÅ ×ÓÅ ËÏÓÔÉ. üÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÅÓÌÉ × ÎÅÊ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÛÅÓÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÉÆÒ. ðÒÅÄ�Ï-ÌÏÖÉÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ × ÎÅÊ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÌÉÛØ �ÑÔØ �ÉÆÒ. �Ï-ÇÄÁ ÓÒÅÄÉ ËÏÓÔÅÊ, ÎÅ �Ï�Á×ÛÉÈ × �Å�ÏÞËÕ (ÉÈ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅ-ÒÅ ÔÒÉ), ÎÅ�ÒÅÍÅÎÎÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ËÏÓÔØ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ �ÑÔÉ�ÉÆÒ. îÏ ÔÁËÁÑ ËÏÓÔØ ÄÏÌÖÎÁ ÕÖÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔØÓÑ × �Å�É. ðÒÏÔÉ-×ÏÒÅÞÉÅ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ËÁÖÄÁÑ �ÉÆÒÁ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑÌÉÛØ ÎÁ Ä×ÕÈ ËÏÓÔÑÈ. üÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÅÓÌÉ × ÞÉÓÌÏ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ËÏ-ÓÔÅÊ �Ï�ÁÌÉ ×ÓÅ ÓÅÍØ ÄÕÂÌÅÊ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ, ×ÙÂÒÏ-ÓÉ× ÄÕÂÌÉ, ÓÅÍØ ËÏÓÔÅÊ ÍÏÖÎÏ ×ÙÌÏÖÉÔØ ÌÉÂÏ × ÏÄÎÏ ËÏÌØ�Ï, ÌÉÂÏ× Ä×Á ËÏÌØ�Á (ÓÍ. ÒÉÓ., ÇÄÅ ÔÏÞËÉ | ÜÔÏ �ÉÆÒÙ 0{6, Á ÓÏÅÄÉÎÑ-ÀÝÉÅ ÉÈ ÏÔÒÅÚËÉ | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÏÓÔÉ ÄÏÍÉÎÏ). ïÓÔÁÌÏÓØÌÉÛØ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÄÕÂÌÉ.7.31. åÓÌÉ � Þ£ÔÎÏÅ, ÔÏ ËÁÖÄÏÊ �ÏÌÏ×ÉÎËÅ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ �ÁÒÁ, ÁÄÕÂÌÉ ÍÏÖÎÏ ×ÓÔÁ×ÉÔØ ÍÅÖÄÕ �ÁÒÁÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ×ÙÓÔÁ×ÉÔØ×ÓÅ (�+ 2)(�+ 1)=2 ËÏÓÔÏÞÅË.åÓÌÉ � ÎÅÞ£ÔÎÏÅ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÓÔÁ×ÉÔØ (�+2)(�+1)=2−(�−1)=2ËÏÓÔÏÞÅË. ðÏÌÏ×ÉÎÏË Ó ËÁÖÄÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÚÎÁÞÉÔ,ËÁË ÂÙ ÍÙ ÎÉ ÒÁÚÂÉ×ÁÌÉ ÎÁ �ÁÒÙ �ÏÌÏ×ÉÎËÉ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÑ ÎÁ �ÏÌÏ×ÉÎËÅ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÏÄÎÁ �ÏÌÏ×ÉÎËÁ ÂÅÚ �ÁÒÙ. �ÁË ËÁË Ä×ÅÉÚ �ÏÌÏ×ÉÎÏË ÂÕÄÕÔ ÎÁ ËÏÎ�ÁÈ �Å�ÏÞËÉ, ÔÏ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ �ÏÌÏ×ÉÎÏËÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ �− 1. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ �ÒÉÍÅÒ ÌÅÇËÏ �Ï-ÓÔÒÏÉÔØ.äÏÌÉ É �ÒÏ�ÅÎÔÙ7.32. îÁ ÞÅÔ×ÅÒÔØ. �ÁË ËÁË �ÏÌÏ×ÉÎÁ �ÅÒÓÉËÏ× ÓÏÓÔÁ×ÌÑÌÁÔÒÅÔØ ÏÂß£ÍÁ ÂÁÎËÉ, �ÏÌÏ×ÉÎÁ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ �ÅÒÓÉËÏ× ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÛÅÓÔÕÀ ÞÁÓÔØ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÂß£ÍÁ. þÁÓÔØ 1=6 ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÏÔ2=3 = 4=6 ÏÄÎÕ ÞÅÔ×ÅÒÔØ.7.33. õÍÅÎØÛÉÌÏÓØ. ðÕÓÔØ ×ÎÁÞÁÌÅ ÕÞÅÎÉËÏ× | n, ÍÁÌØÞÉ-ËÏ× | 0;5n. �ÏÇÄÁ ÓÔÁÌÏ: ÕÞÅÎÉËÏ× | 0;9�, ÍÁÌØÞÉËÏ× | 0;55 ×
× 0;9� = 0;495n.7.34. ðÕÓÔØ x1, x2 | ÞÉÓÌÏ ÍÁÌØÞÉËÏ× × 1-Í É 2-Í �ÏÈÏÄÅ,y1, y2 | ÞÉÓÌÏ ÄÅ×ÏÞÅË × 1-Í É 2-Í �ÏÈÏÄÅ. �ÏÇÄÁ �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ(x1+x2)=(x1+x2+ y1+ y2) 6 2=5, ÏÔËÕÄÁ (x1+x2)=(y1+ y2) 6 2=3:îÏ (x1+x2)=(y1+y2) > (x1+x2)=2y > x=2y, ÇÄÅ x, y | ÞÉÓÌÏ ×ÓÅÈÍÁÌØÞÉËÏ× É ÄÅ×ÏÞÅË. ïÔÓÀÄÁ x=2y 6 2=3 ÉÌÉ y=x > 3=4, ÔÏÇÄÁ(È+ y)=x > 7=4 É x=(È+ y) 6 4=7.



332 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ7.35. ðÒÉÍÅÍ �ÌÏÝÁÄØ ÓÔÏÌÁ ÚÁ ÅÄÉÎÉ�Õ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÖÕÒÎÁÌ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÕ ÅÇÏ ÞÁÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÌÅÖÉÔÎÁ ÄÒÕÇÉÈ ÖÕÒÎÁÌÁÈ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÖÕÒÎÁÌÁ ÉÚÍÅÒÉÍ �ÌÏÝÁÄØÜÔÏÊ ÞÁÓÔÉ. íÙ �ÏÌÕÞÉÍ 15 ÞÉÓÅÌ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ × ÓÕÍÍÅ ÅÄÉÎÉ-�Õ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ 7 ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ × ÓÕÍÍÅ ÎÅÂÏÌÅÅ 7=15. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÒÁÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ 7 ÖÕÒÎÁÌÏ×.7.36. ðÕÓÔØ ÎÁ ×ÓÔÒÅÞÕ ÓÏÂÒÁÌÏÓØ È ÍÕÖÞÉÎ, ÕÞÁÓÔ×Ï×Á×ÛÉÈÔÏÌØËÏ × �ÅÒ×ÏÍ �ÏÈÏÄÅ, Õ ÍÕÖÞÉÎ, ÕÞÁÓÔ×Ï×Á×ÛÉÈ ÔÏÌØËÏ ×Ï ×ÔÏ-ÒÏÍ, É z ÍÕÖÞÉÎ, ÕÞÁÓÔ×Ï×Á×ÛÉÈ × ÏÂÏÉÈ �ÏÈÏÄÁÈ. �ÏÇÄÁ × �ÅÒ×ÏÍ�ÏÈÏÄÅ ÂÙÌÏ È+ z ÍÕÖÞÉÎ É 2(È+ z)=3 ÖÅÎÝÉÎ, Á ×Ï ×ÔÏÒÏÍ Õ + zÍÕÖÞÉÎ É (y+z)=3 ÖÅÎÝÉÎ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁ ×ÓÔÒÅÞÕ �ÒÉÛÌÏ ÎÅÂÏÌØÛÅ 2(x+ z)=3+ (y+ z)=3 = 2x=3+ y=3+ z 6 x+ y+ z ÖÅÎÝÉÎ.7.37. ä×ÏÅÞÎÉË ÎÅ×ÅÒÎÏ ÏÔ×ÅÔÉÌ ÎÁ �ÏÌÏ×ÉÎÕ ×ÓÅÈ ×Ï�ÒÏÓÏ×.üÔÏ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ 4=5 ÔÅÈ ×Ï�ÒÏÓÏ×, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÏÎ ÏÔ×ÅÞÁÌ ÎÁÕÇÁÄ.åÓÌÉ È | ÉÓËÏÍÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÚÁÄÁÞÉ, ÔÏ ÎÁ 1 − È ÞÁÓÔØ ×Ï�ÒÏÓÏ×Ä×ÏÅÞÎÉË ÏÔ×ÅÞÁÌ ÎÁÕÇÁÄ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ:4=5(1− x) = 1=2, ÏÔËÕÄÁ x = 3=8.�ÕÒÎÉÒÙ7.38. 9 ÍÁÓÔÅÒÏ× É 3 ÇÒÏÓÓÍÅÊÓÔÅÒÁ. åÓÌÉ n | ÞÉÓÌÏ ÕÞÁÓÔÎÉ-ËÏ× ÍÁÔÞÁ, n(n− 1)=2 | ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÞËÏ× × ÍÁÔÞÅ.á â ÷ ç ä ÏÞËÉá | 0 2 2 2 6â 2 | 1 1 1 5÷ 0 1 | 1 2 4ç 0 1 1 | 1 3ä 0 1 0 1 | 2ë 7.39

7.39. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ËÏÍÁÎÄÁ â ×Ù-ÉÇÒÁÌÁ Õ á. ïÓÔÁÌØÎÙÅ ×ÓÔÒÅÞÉ á×ÙÉÇÒÁÌÁ, ÔÁË ËÁË ÉÎÁÞÅ ÏÎÁ ÎÁÂÒÁ-ÌÁ ÂÙ ÍÅÎÅÅ 6 ÏÞËÏ×, Ô. Å. ÎÅ ÂÏÌÅÅ 4ÏÞËÏ× ÉÚ 8 ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÎÅÂÙÌÁ ÂÙ �ÏÂÅÄÉÔÅÌØÎÉ�ÅÊ. �ÁË ËÁËá ÎÁÂÒÁÌÁ 6 ÏÞËÏ×, ÔÏ ËÏÍÁÎÄÙ â,÷, ç É ä ÎÁÂÒÁÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÅÂÏÌÅÅ 5, 4, 3 É 2 ÏÞËÏ×. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÉÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÍÏÇÌÁ ÎÁÂÒÁÔØ ÍÅÎØ-ÛÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ 5, 4, 3 É 2 ÏÞËÏ×, ÔÁË ËÁË ÉÎÁÞÅ ×ÓÅ 5 ËÏÍÁÎÄ×ÍÅÓÔÅ ÎÁÂÒÁÌÉ ÂÙ ×ÍÅÓÔÅ ÍÅÎÅÅ 6 + 5 + 4 + 3 + 2 = 20 ÏÞËÏ×, ×ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÏÎÉ ÓÙÇÒÁÌÉ 5 · 4=2 ×ÓÔÒÅÞ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁÂÒÁÌÉ5 · 4=2 = 20 ÏÞËÏ×.ðÏÓËÏÌØËÕ â ÏÄÎÕ ×ÓÔÒÅÞÕ (
 á) ×ÙÉÇÒÁÌÁ É ÎÉ ÏÄÎÏÊ ×ÓÔÒÅÞÉÎÅ �ÒÏÉÇÒÁÌÁ, ÔÏ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ 3 ×ÓÔÒÅÞÉ (Ó ËÏÍÁÎÄÁÍÉ ÷, ç É ä)ÏÎÁ Ó×ÅÌÁ ×ÎÉÞØÀ. ëÏÍÁÎÄÁ ç ÎÁÂÒÁÌÁ 3 ÏÞËÁ É ÎÅ ×ÙÉÇÒÁÌÁ ÎÉÏÄÎÏÊ ×ÓÔÒÅÞÉ. �ÁË ËÁË ÏÎÁ �ÒÏÉÇÒÁÌÁ á É ÓÄÅÌÁÌÁ ÎÉÞØÀ Ó â,ÔÏ Ó ËÏÍÁÎÄÁÍÉ ÷ É ä ÏÎÁ ÓÙÇÒÁÌÁ ×ÎÉÞØÀ. ëÏÍÁÎÄÁ ÷ ÎÁÂÒÁÌÁ



7. óÍÅÛÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ 333á â ÷ ç ä å ÏÞËÉá | 0 2 2 2 2 8â 2 | 0 2 1 2 7÷ 0 2 | 0 2 2 6ç 0 0 2 | 0 2 4ä 0 1 0 2 | 0 3å 0 0 0 0 2 | 2
á â ÷ ç ä å ÏÞËÉá | 1 1 1 1 2 6â 1 | 2 0 0 2 5÷ 1 0 | 0 2 2 5ç 1 2 2 | 0 0 5ä 1 2 0 2 | 0 5å 0 0 0 2 2 | 4ë 7.40 ë 7.434 ÏÞËÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÎÁ �ÒÏÉÇÒÁÌÁ á É ÓÄÅÌÁÌÁ ÎÉÞØÉ Ó â É ç. úÎÁÞÉÔ,ÏÎÁ ×ÙÉÇÒÁÌÁ Õ ä. ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ �ÒÉ×ÅÄ£Î ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ.7.40. �ÕÒÎÉÒÎÁÑ ÔÁÂÌÉ�Á �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ.7.41. å ÎÁÂÒÁÌ 3 ÏÞËÁ. á, â, ÷ É ç | �Ï 2;5, ä | 2. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �ÏÂÅÄÉÔÅÌØ | ÎÅ ÷, ÎÅ á, ÎÅ ç, ÎÅ ä É ÎÅ â. úÎÁÞÉÔ,�ÏÂÅÄÉÔÅÌÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ å. ïÎ ÓÙÇÒÁÌ ×ÎÉÞØÀ Ó á É �ÒÏÉÇÒÁÌ ÷. ëÁËå ÓÙÇÒÁÌ Ó â? ïÎ ÎÅ ÍÏÇ ×ÙÉÇÒÁÔØ Õ â, �ÏÓËÏÌØËÕ â ÎÅ �ÒÏÉÇÒÁÌÎÉ ÏÄÎÏÊ �ÁÒÔÉÉ; ÎÏ ÏÎ ÎÅ ÍÏÇ É �ÒÏÉÇÒÁÔØ â, ÉÎÁÞÅ ÎÁÂÒÁÌ ÂÙ ÎÅÂÏÌÅÅ 2;5 ÏÞËÁ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅ ÂÙÌ ÂÙ �ÏÂÅÄÉÔÅÌÅÍ ÔÕÒÎÉÒÁ.÷ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÁÒÔÉÑ å Ó â ÏËÏÎÞÉÌÁÓØ ×ÎÉÞØÀ. ðÏÓËÏÌØËÕ å ×�ÁÒÔÉÑÈ Ó á, ÷ É â ÕÖÅ �ÏÔÅÒÑÌ 2 ÏÞËÁ, ÔÏ Õ ç É ä ÏÎ ×ÙÉÇÒÁÌ ÉÎÁÂÒÁÌ 3 ÏÞËÁ.â Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÎÁÂÒÁÌ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2;5 ÏÞËÁ, ÔÁË ËÁË ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÏÂÅÄÉÔÅÌÅÍ ÔÕÒÎÉÒÁ; Ó ÄÒÕÇÏÊ | ÏÎ ÎÁÂÒÁÌ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2;5 ÏÞËÁ,ÔÁË ËÁË ÎÉ ÏÄÎÏÊ �ÁÒÔÉÉ ÎÅ �ÒÏÉÇÒÁÌ. úÎÁÞÉÔ, ÏÎ ÎÁÂÒÁÌ 2;5 ÏÞËÁÉ ×ÓÅ �ÁÒÔÉÉ Ó×ÅÌ ×ÎÉÞØÀ.÷ ×ÙÉÇÒÁÌ Õ å, ÓÙÇÒÁÌ ×ÎÉÞØÀ Ó á, â É ä, ÎÁÂÒÁ× ÍÉÎÉÍÕÍ2;5 ÏÞËÁ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎ ÎÁÂÒÁÌ ÒÏ×ÎÏ 2;5 ÏÞËÁ É �ÒÏÉÇÒÁÌ ç.ç �ÒÏÉÇÒÁÌ å, ÓÙÇÒÁÌ ×ÎÉÞØÀ Ó á, â É ä É ×ÙÉÇÒÁÌ Õ ÷. �ÏÇÄÁ ÏÎÎÁÂÒÁÌ ÔÁËÖÅ 2;5 ÏÞËÁ. îÁËÏÎÅ�, ä ÎÁÂÒÁÌ 2 ÏÞËÁ, á | 2;5.Ï�. A B C1 4 3 52 3 5 43 5 4 3ë 7.44

7.42. ÷ÙÉÇÒÁÌ Õ ÚÁÎÑ×ÛÅÇÏ �ÑÔÏÅ ÍÅÓÔÏ, �ÒÏ-ÉÇÒÁÌ ÚÁÎÑ×ÛÅÍÕ ÔÒÅÔØÅ ÍÅÓÔÏ.7.43. íÏÖÅÔ (ÓÍ. ÒÉÓ.).7.44. ðÒÉÍÅÒ ÕËÁÚÁÎ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ.7.45. ðÕÓÔØ ÉÇÒÏË á ÎÁÂÒÁÌ ÍÅÎØÛÅ ×ÓÅÈ ÏÞËÏ×(ÔÏÞÎÅÅ, ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ).éÇÒÏË á ÚÎÁÅÔ ×ÓÅÈ, ËÔÏ ×ÙÉÇÒÁÌ Õ ÎÅÇÏ. ðÒÅÄ-�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÷ �ÒÏÉÇÒÁÌ á. �ÏÇÄÁ ÷ ×ÙÉÇÒÁÌ ÕËÏÇÏ-ÔÏ, ËÔÏ ×ÙÉÇÒÁÌ Õ á (ÉÎÁÞÅ Õ ÷ ÂÙÌÏ ÂÙ ÍÅÎØÛÅ ÏÞËÏ×, ÞÅÍÕ á, Á ÜÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ×ÙÂÏÒÕ á). úÎÁÞÉÔ, á ÚÎÁÅÔ ÷. óÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, á | ÉÓËÏÍÙÊ ÕÞÁÓÔÎÉË.



334 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ7.46. ðÕÓÔØ × ÔÕÒÎÉÒÅ 12 ËÏÍÁÎÄ. ïÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÞËÏ×, ÎÁ-ÂÒÁÎÎÏÅ ËÏÍÁÎÄÁÍÉ ÒÁ×ÎÏ (11 ·12=2) ·2 = 132. õ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÎÅ ÍÅÎÅÅ6 ÏÞËÏ×, Õ �ÒÅÄ�ÏÓÌÅÄÎÅÊ | 7, É Ô. Ä. �ÏÇÄÁ ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÞ-ËÏ× | 6 + 7 + : : :+ 17 = 138 > 132.7.47. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÉÓÌÏ ÍÁÓÔÅÒÏ× ÞÅÒÅÚ m, ÞÉÓÌÏ ÇÒÏÓÓÍÅÊ-ÓÔÅÒÏ× ÞÅÒÅÚ g, �ÒÉ ÜÔÏÍ m + g = n. ëÁË ÂÙ ÎÉ ÏËÏÎÞÉÌÁÓØ�ÁÒÔÉÑ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ �ÁÒÔÎ£ÒÁÍÉ, ÓÕÍÍÁÒÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÞËÏ×,ÎÁÂÒÁÎÎÙÈ ÏÂÏÉÍÉ, × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ Õ×ÅÌÉÞÉÔÓÑ ÎÁ 1. úÎÁÞÉÔ, ÓÕÍÍÁÏÞËÏ×, ÎÁÂÒÁÎÎÙÈ ÍÁÓÔÅÒÁÍÉ × �ÁÒÔÉÑÈ �ÒÏÔÉ× ÍÁÓÔÅÒÏ×, ÒÁ×ÎÁÞÉÓÌÕ �ÁÒÔÉÊ, ÓÙÇÒÁÎÎÙÈ ÍÅÖÄÕ ÍÁÓÔÅÒÁÍÉ, Ô. Å. m(m − 1)=2.�ÁË ËÁË ËÁÖÄÙÊ ÍÁÓÔÅÒ �ÏÌÏ×ÉÎÕ Ó×ÏÉÈ ÏÞËÏ× ÎÁÂÒÁÌ × �ÁÒÔÉÑÈÓ ÇÒÏÓÓÍÅÊÓÔÅÒÁÍÉ, ÔÏ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÏÞËÏ×, ÎÁÂÒÁÎÎÙÈ ÍÁÓÔÅÒÁ-ÍÉ × �ÁÒÔÉÑÈ �ÒÏÔÉ× ÇÒÏÓÓÍÅÊÓÔÅÒÏ×, ÔÁËÖÅ ÒÁ×ÎÏ m(m − 1)=2.�ÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÏÞËÏ×, ÎÁÂÒÁÎÎÙÈ ÇÒÏÓÓ-ÍÅÊÓÔÅÒÁÍÉ × ÉÈ �ÁÒÔÉÑÈ �ÒÏÔÉ× ÍÁÓÔÅÒÏ×, ÒÁ×ÎÁ g(g − 1)=2.þÉÓÌÏ �ÁÒÔÉÊ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÇÒÏÓÓÍÅÊÓÔÅÒ ÉÇÒÁÌ �ÒÏÔÉ× ÍÁÓÔÅÒÁ,ÒÁ×ÎÏ g(g − 1)=2. ïÔÓÀÄÁ m(m − 1)=2 + g(g − 1)=2 = mg ÉÌÉm2 − 2mg + g2 = m + g, Ô. Å. (m − g)2 = n, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØÄÏËÁÚÁÔØ.7.48. 11. ÷ÓÅ 8 ËÏÍÁÎÄ ×ÍÅÓÔÅ ÎÁÂÅÒÕÔ 8 · 7=2 = 56 ÏÞËÏ×.ðÏÜÔÏÍÕ 7, 8 É ÄÁÖÅ 9 ÏÞËÏ× ÎÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÔ ËÏÍÁÎÄÅ ×ÙÈÏÄ ×ÆÉÎÁÌØÎÕÀ ÞÅÔ×£ÒËÕ. á 10 ÏÞËÏ×? ðÕÓÔØ ÎÁÊÄÕÔÓÑ 5 ËÏÍÁÎÄ, ËÏ-ÔÏÒÙÅ ×ÓÅ ÍÁÔÞÉ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÓÙÇÒÁÌÉ ×ÎÉÞØÀ, Á Õ ÏÓÔÁÌØÎÙÈÔÒ£È | ×ÙÉÇÒÁÌÉ. �ÏÇÄÁ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÎÁÂÅÒÅÔ �Ï 4+6 = 10 ÏÞ-ËÏ×. îÏ 10 ÏÞËÏ× ÎÅ ÄÁÀÔ ÇÁÒÁÎÔÉÉ ×ÙÈÏÄÁ ËÏÍÁÎÄÙ × ÆÉÎÁÌ,ÔÁË ËÁË ÔÁËÉÈ ËÏÍÁÎÄ 5, Á ÎÅ 4. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÏÍÁÎ-ÄÁ ÎÁÂÅÒÅÔ 11 ÏÞËÏ×, ÔÏ ÏÎÁ ×ÙÊÄÅÔ × ÆÉÎÁÌ. äÏ�ÕÓÔÉÍ �ÒÏ-ÔÉ×ÎÏÅ: ÎÁÊÄÕÔÓÑ �ÑÔØ ËÏÍÁÎÄ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÂÅÒÅÔ ÎÅÍÅÎÅÅ 11 ÏÞËÏ×. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎÉ ×ÍÅÓÔÅ ÎÁÂÅÒÕÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ55 ÏÞËÏ×, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÒÉ ËÏÍÁÎÄÙ ×ÍÅÓÔÅ | ÎÅ ÂÏ-ÌÅÅ 1 ÏÞËÁ. îÏ ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÔÁËÉÅ ÔÒÉ ËÏÍÁÎÄÙÔÏÌØËÏ ×Ï ×ÓÔÒÅÞÁÈ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÎÁÂÅÒÕÔ ×ÍÅÓÔÅ 2(3 · 2=2) == 6 ÏÞËÏ×.7.49. íÏÇÌÏ. ëÁÖÄÁÑ �ÁÒÁ ÓÙÇÒÁÌÁ �Ï 7 �ÁÒÔÉÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÅÒ-×ÙÊ ×ÙÉÇÒÁÌ Õ ×ÔÏÒÏÇÏ 2 �ÁÒÔÉÉ, ×ÔÏÒÏÊ Õ �ÅÒ×ÏÇÏ | ÔÏÖÅ 2 �ÁÒ-ÔÉÉ; �ÅÒ×ÙÊ ×ÙÉÇÒÁÌ Õ ÔÒÅÔØÅÇÏ 3 �ÁÒÔÉÉ, Á ÔÒÅÔÉÊ Õ �ÅÒ×ÏÇÏ |4 �ÁÒÔÉÉ; ÏÓÔÁÌØÎÙÅ �ÁÒÔÉÉ ÔÕÒÎÉÒÁ ÏËÏÎÞÉÌÉÓØ ×ÎÉÞØÀ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÅÒ×ÙÊ ÛÁÈÍÁÔÉÓÔ ÎÁÂÒÁÌ 6;5 ÏÞËÏ×, ×ÔÏÒÏÊ |7 ÏÞËÏ×, ÔÒÅÔÉÊ | 7;5 ÏÞËÏ×; �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÅÒ×ÙÊ ×ÙÉÇÒÁÌ ÂÏÌØÛÅ×ÓÅÈ | 5 �ÁÒÔÉÊ, ×ÔÏÒÏÊ �ÒÏÉÇÒÁÌ ÍÅÎØÛÅ ×ÓÅÈ | 2 �ÁÒÔÉÉ, ÁÂÏÌØÛÅ ×ÓÅÈ ÏÞËÏ× ÎÁÂÒÁÌ ÔÒÅÔÉÊ.



7. óÍÅÛÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ 3357.50. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÉÓÌÏ ËÏÍÁÎÄ ÞÅÒÅÚ n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÔÕÒ-ÎÉÒÅ ÓÙÇÒÁÎÏ n(n − 1)=2 ÍÁÔÞÅÊ É ÞÉÓÌÏ ÏÞËÏ×, ÎÁÂÒÁÎÎÙÈ ×ÓÅÍÉËÏÍÁÎÄÁÍÉ, ÒÁ×ÎÏ n(n− 1)=2. �ÁË ËÁË �ÒÉÚ£ÒÙ ÎÁÂÒÁÌÉ 15 ÏÞËÏ×,ÔÏ n(n − 1)=2 > 15, ÏÔËÕÄÁ n > 5. �ÁË ËÁË ËÏÍÁÎÄÙ, ÚÁÎÑ×ÛÉÅÍÅÓÔÁ Ó 3-ÇÏ �Ï �ÏÓÌÅÄÎÅÅ, ÎÁÂÒÁÌÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ �Ï 3 ÏÞËÁ, ÔÏn(n − 1)=2 6 3(n − 2) + 12, ÏÔËÕÄÁ (n − 2)2 6 10 É n 6 5. úÎÁ-ÞÉÔ, � = 5, �(�− 1) = 20. ëÏÍÁÎÄÁÍ, ÚÁÎÑ×ÛÉÍ 2 �ÏÓÌÅÄÎÉÅ ÍÅÓÔÁ,ÄÏÓÔÁÌÏÓØ 5 ÏÞËÏ×, 3 ÏÞËÁ | ËÏÍÁÎÄÅ, ÚÁÎÑ×ÛÅÊ IV ÍÅÓÔÏ, É 2 ÏÞ-ËÁ | ËÏÍÁÎÄÅ, ÚÁÎÑ×ÛÅÊ V ÍÅÓÔÏ.7.51. óÔÕÄÅÎÔ C. ïÂÝÁÑ ÓÕÍÍÁ ÏÞËÏ× ÒÁ×ÎÁ 39. þÉÓÌÁ x, y Éz | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ, �ÏÜÔÏÍÕ x+ y+ z > 1+ 2+ 3 = 6. þÉÓÌÏ x+ y+ zÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ 39, ÚÎÁÞÉÔ, x + y + z = 13. óÔÕÄÅÎÔ AÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ z ÏÞËÏ× ÚÁ ÔÅÓÔ, ÎÁÂÒÁÎÎÙÅ ÉÍ 20 ÏÞËÏ× ÎÅ ×Ù-ÒÁÖÁÀÔÓÑ ËÁË 3y. åÓÌÉ 20 = x + 2y, ÔÏ y − z = 7 É x + y > 17,�ÏÜÔÏÍÕ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ 20 = 2x + y. ïÔÓÀÄÁ y |Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. åÓÌÉ y = 2, ÔÏ x + y + z = 10, ÅÓÌÉ y > 6, ÔÏx + y > 13, �ÏÜÔÏÍÕ y = 4. ïÔÓÀÄÁ x = 8 É z = 1. åÓÔØ ÔÏÌØËÏÏÄÉÎ Ó�ÏÓÏÂ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÜÔÉ ÏÞËÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÙ ÒÁ×ÎÑÌÉÓØ20, 10 É 9.7.52. 7 ÉÌÉ 14. ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ÞÉÓÌÏ ×ÏÓØÍÉËÌÁÓÓÎÉËÏ× ÚÁ È É ÉÓ-�ÏÌØÚÕÑ �ÅÒ×ÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÌÅÇËÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÏÞËÏ×,ÎÁÂÒÁÎÎÙÈ ÉÍÉ, ÒÁ×ÎÏ È(È − 1)=2 + 2È − 7. éÚ ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ 14 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ È. | 0 0 1 1 1 1 1 11 | 0 1 1 1 1 1 11 1 | 0 0 1 1 1 10 1 1 | 0 0 0 1 10 0 1 1 | 0 1 0 10 0 0 1 1 | 1 1 00 0 0 0 1 0 | 1=2 1=20 0 0 0 1 0 1=2 | 1=20 0 0 0 0 1 1=2 1=2 |ë 7.53

7.53. 9 ÞÅÌÏ×ÅË (�ÒÉÍÅÒ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÔÁÂÌÉ�Ù �ÒÉ-×ÅÄ£Î ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ).7.54. 66 − 12 = 54 ÎÉÞÅÊ-ÎÙÈ �ÁÒÔÉÊ. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÕÞÁÓÔ-ÎÉËÏ× ÔÕÒÎÉÒÁ ×ÙÉÇÒÁÌ ÔÏÌØËÏ�Ï ÏÄÎÏÊ �ÁÒÔÉÉ.7.55. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÍÅÓÔÏ. ëÏ-ÍÁÎÄÙ 2{24 ÉÇÒÁÀÔ ÍÅÖÄÕ ÓÏ-ÂÏÊ ×ÎÉÞØÀ 1 : 1, �ÅÒ×ÁÑ ×Ù-ÉÇÒÙ×ÁÅÔ 2 : 1 Õ ËÏÍÁÎÄ 2{12,Ó 13-Ê ÉÇÒÁÅÔ ×ÎÉÞØÀ 1 : 1, Á14{24-Ê | �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ 1 : 2,Õ 25-Ê | ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ 4 : 0. 25-Ñ ËÏÍÁÎÄÁ �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ 0 : 1 2{12-Ê,ÉÇÒÁÅÔ 1 : 1 Ó 13-Ê É ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ 4 : 0 Õ 14{24-Ê.7.56. n ÏÞËÏ×. îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÅÒ×ÁÑ ËÏÍÁÎÄÁ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ Õ ×ÓÅÈÏÓÔÁÌØÎÙÈ, ÎÁÂÉÒÁÑ 2n − 2 ÏÞËÁ. á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÍÁÎÄÙ ÉÇÒÁÀÔÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ×ÎÉÞØÀ, ÎÁÂÉÒÁÑ �Ï n− 2 ÏÞËÁ ËÁÖÄÁÑ.



336 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ7.57. ðÒÏÎÕÍÅÒÕÅÍ ÂÏÒ�Ï× �Ï ÉÈ ÓÉÌÅ (ÂÏÌØÛÉÊ ÎÏÍÅÒ �ÏÂÅ-ÖÄÁÅÔ ÍÅÎØÛÉÊ). �ÏÇÄÁ ËÏÍÁÎÄÙ (3; 4; 8), (2; 6; 7), (1; 5; 9) ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ.7.58. Á) ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÅÂÅ ÌÀÄÅÊ ÓÉÄÑÝÉÍÉ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ �ÒÁ×ÉÌØ-ÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ. õ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÅÓÔØ n oÓÅÊ ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÉ. ðÕÓÔØ × k-Í ÔÕÒÅ ËÁÖÄÙÊ ÉÇÒÁÅÔ Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÅÍÕ ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ k-Ê ÏÓÉ (ÕÞÁÓÔÎÉËÉ, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÏÓØ, ÎÅÉÇÒÁÀÔ). õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÅ�ÅÒØ ÉÚ ÔÏÇÏ ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀ-ÂÙÈ Ä×ÕÈ ×ÅÒÛÉÎ á É ÷ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×-ÎÏ ÏÄÎÁ ÏÓÅ×ÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÁÑ á × ÷. Â) ðÒÉ Þ£ÔÎÏÍ n.åÓÌÉ n ÎÅÞ£ÔÎÏ, ÔÏ ÎÕÖÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ n(n−1)=2 �ÁÒÔÉÊ. úÁ ÏÄÉÎ ÞÁÓÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ (n− 1)=2 �ÁÒÔÉÊ. úÎÁÞÉÔ, �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑÎÅ ÍÅÎØÛÅ n ÞÁÓÏ×. ðÕÓÔØ n Þ£ÔÎÏ. òÁÓ�ÏÌÏÖÉÍ ÌÀÄÅÊ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ�ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ (n− 1)-ÕÇÏÌØÎÉËÁ. ïÄÎÏÍÕ ÎÅ È×ÁÔÉÔ ÍÅÓÔÁ | �ÏÓÁ-ÄÉÍ ÅÇÏ × �ÅÎÔÒ. ëÁÖÄÁÑ n− 1 ÉÚ ÏÓÅÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ ×ÅÒÛÉÎÕ. ûÁÈÍÁÔÉÓÔ, ÓÉÄÑÝÉÊ × ÜÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÉÇÒÁÅÔÓ ÓÉÄÑÝÉÍ × �ÅÎÔÒÅ.7.59. îÁÚÏ×ÅÍ �ÏÂÅÄÉÔÅÌÅÍ ËÏÍÁÎÄÕ, ÎÁÂÒÁ×ÛÕÀ × �ÅÒ×ÅÎÓÔ×ÅÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÏÞËÏ×. ðÕÓÔØ � | ÞÉÓÌÏ ÉÇÒ, ×ÙÉÇÒÁÎÎÙÈ �ÏÂÅ-ÄÉÔÅÌÅÍ, Ô | ÞÉÓÌÏ ÓÄÅÌÁÎÎÙÈ ÉÍ ÎÉÞØÉÈ. �ÏÇÄÁ �ÏÂÅÄÉÔÅÌØ ÎÁ-ÂÒÁÌ 2�+Ô ÏÞËÏ×. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ËÁÖÄÁÑ ÄÒÕÇÁÑ ËÏÍÁÎÄÁ ÏÄÅÒÖÁÌÁÎÅ ÍÅÎÅÅ �+ 1 �ÏÂÅÄ, Ô. Å. ÎÁÂÒÁÌÁ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2(n+ 1) ÏÞËÏ×. ðÏÂÅ-ÄÉÔÅÌØ ÎÁÂÒÁÌ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÏÞËÏ×, ÚÎÁÞÉÔ 2n+Ô > 2�+ 2, ÉÔÏÇÄÁ Ô > 2.úÎÁÞÉÔ, ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ËÏÍÁÎÄÁ, Ó ËÏÔÏÒÏÊ �ÏÂÅÄÉÔÅÌØ ÓÙÇÒÁÌ ×ÎÉ-ÞØÀ, ÜÔÁ ËÏÍÁÎÄÁ ÎÁÂÒÁÌÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2(n + 1) + 1 ÏÞËÏ×, �ÏÜÔÏÍÕ2�+Ô > 2�+ 3, É m > 3.ðÏÂÅÄÉÔÅÌØ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÌ ×ÙÉÇÒÁÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÉÇÒÕ. äÅÊÓÔ×É-ÔÅÌØÎÏ, × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎ ÎÁÂÒÁÌ ÂÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ s − 1 ÏÞËÏ×,ÇÄÅ s | ÞÉÓÌÏ ËÏÍÁÎÄ, ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÈ × �ÅÒ×ÅÎÓÔ×Å. ìÀÂÁÑ ÄÒÕÇÁÑËÏÍÁÎÄÁ ÔÏÇÄÁ ÎÁÂÒÁÌÁ ÂÙ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ s−1 ÏÞËÏ×, Á ×ÓÅ ÕÞÁÓÔ-ÎÉËÉ ÔÕÒÎÉÒÁ | ÍÅÎÅÅ s(s−1) ÏÞËÏ×. ðÒÉÈÏÄÉÍ Ë �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀÓ ÔÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÅÇÏ × �ÅÒ×ÅÎÓÔ×Å ÒÁÚÙÇÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ s(s− 1) ÏÞËÏ×,ÔÁË ËÁË �ÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÊ ÉÇÒÙ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ Ä×Á ÏÞËÁ, Á ×ÓÅÇÏ ÉÇÒs(s− 1)=2.éÔÁË, Ô > 3, n > 0, �ÏÜÔÏÍÕ �ÏÂÅÄÉÔÅÌØ ÓÙÇÒÁÌ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 5 ÉÇÒ.úÎÁÞÉÔ, ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ËÏÍÁÎÄ (×ÍÅÓÔÅ Ó �ÏÂÅÄÉÔÅÌÅÍ) ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 6.÷ 7.43 �ÒÉ×ÅÄÅÎÁ ÉÔÏÇÏ×ÁÑ ÔÁÂÌÉ�Á ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÅÒ×ÅÎÓÔ×Á, ×ËÏÔÏÒÏÍ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÌÉ 6 ËÏÍÁÎÄ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÚÁÄÁ-ÞÉ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× Ï�ÉÓÁÎÎÏÇÏ × ÚÁ-ÄÁÞÅ �ÅÒ×ÅÎÓÔ×Á ÒÁ×ÎÏ 6.



7. óÍÅÛÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ 3377.60. íÏÇÌÏ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÔÕÒÎÉÒÅ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÌÉ 13 ËÏÍÁÎÄ. ïÄ-ÎÁ ÉÚ ÎÉÈ (ËÏÍÁÎÄÁ á) ×ÙÉÇÒÁÌÁ 5 ÍÁÔÞÅÊ É 7 �ÒÏÉÇÒÁÌÁ. ÷ÓÅÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÉÇÒÙ ÚÁËÏÎÞÉÌÉÓØ ×ÎÉÞØÀ. ðÏ ÎÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ Õ á 15ÏÞËÏ×, Õ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ | ÎÅ ÂÏÌÅÅ 14 ÏÞËÏ×, �Ï ÓÔÁÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ Õ áÂÙÌÏ ÂÙ 10 ÏÞËÏ×, Á Õ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ | ÎÅ ÍÅÎÅÅ 11 ÏÞËÏ×.7.61.ûÁÈÍÁÔÉÓÔÙ, ÚÁÎÑ×ÛÉÅ �ÏÓÌÅÄÎÉÅ 4 ÍÅÓÔÁ, ÓÙÇÒÁÌÉ ÍÅÖ-ÄÕ ÓÏÂÏÊ 4 · 3=2 = 6 �ÁÒÔÉÊ É ÎÁÂÒÁÌÉ × ÜÔÉÈ �ÁÒÔÉÑÈ × ÏÂÝÅÊÓÌÏÖÎÏÓÔÉ 6 ÏÞËÏ×. úÎÁÞÉÔ, ÛÁÈÍÁÔÉÓÔ, ÚÁÎÑ×ÛÉÊ II ÍÅÓÔÏ, ÎÁÂÒÁÌÎÅ ÍÅÎÅÅ 6 ÏÞËÏ×. ðÕÓÔØ Õ ÎÅÇÏ 6;5 ÏÞËÏ× É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎ ÎÅ�ÒÏÉÇÒÁÌ ÎÉ ÏÄÎÏÊ �ÁÒÔÉÉ. �ÏÇÄÁ �ÏÂÅÄÉÔÅÌØ ÔÕÒÎÉÒÁ ÎÁÂÒÁÌ 7 ÏÞ-ËÏ× É ×ÙÉÇÒÁÌ ×ÓÅ �ÁÒÔÉÉ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É Õ ÛÁÈÍÁÔÉÓÔÁ, ÚÁÎÑ×ÛÅÇÏII ÍÅÓÔÏ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. éÔÁË, ÛÁÈÍÁÔÉÓÔ, ÚÁÎÑ×ÛÉÊ ×ÔÏÒÏÅ ÍÅ-ÓÔÏ, ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ 6 ÏÞËÏ×. úÎÁÞÉÔ, ÛÁÈÍÁÔÉÓÔÙ, ÚÁÎÑ×ÛÉÅ V{VIIIÍÅÓÔÁ, ÔÁËÖÅ ÉÍÅÀÔ ×ÍÅÓÔÅ ÒÏ×ÎÏ 6 ÏÞËÏ×, �ÒÉÞ£Í ÏÎÉ ÎÁÂÒÁÌÉÜÔÉ ÏÞËÉ ÔÏÌØËÏ × ÉÇÒÁÈ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ, Ô. Å. �ÒÏÉÇÒÁÌÉ ×ÓÅ �ÁÒ-ÔÉÉ ÛÁÈÍÁÔÉÓÔÁÍ, ÚÁÎÑ×ÛÉÍ �ÅÒ×ÙÅ ÞÅÔÙÒÅ ÍÅÓÔÁ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,ÉÇÒÏË, ÚÁÎÑ×ÛÉÊ III ÍÅÓÔÏ, ×ÙÉÇÒÁÌ Õ ÛÁÈÍÁÔÉÓÔÁ, ÚÁÎÑ×ÛÅÇÏ VÍÅÓÔÏ.7.62. ïÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ: �ÕÓÔØ × ÔÕÒÎÉÒÅ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÌÉ 12 ËÏÍÁÎÄ.ðÕÓÔØ Èk | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÞËÏ×, ÎÁÂÒÁÎÎÙÈ ËÏÍÁÎÄÏÊ, ÚÁÎÑ×ÛÅÊ k-ÅÍÅÓÔÏ, 1 6 k 6 12. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ È1 > È2 > : : : > È12 É È12 > 6(ÔÁË ËÁË 12-Ñ ËÏÍÁÎÄÁ ×ÙÉÇÒÁÌÁ Õ �ÅÒ×ÙÈ ÔÒ£È ËÏÍÁÎÄ). úÎÁÞÉÔ,È11 > 7; : : : ; È2 > 16; È1 > 17, Ô. Å. x1+ : : :+x12 > 17+ : : :+6 = 138.ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, x1 + : : : + x12 = 2 · (12 · 11=2) = 132. (óÕÍÍÁÏÞËÏ×, ÎÁÂÒÁÎÎÙÈ ×ÓÅÍÉ ËÏÍÁÎÄÁÍÉ, ÒÁ×ÎÁ ÞÉÓÌÕ ÉÇÒ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏ-ÍÕ ÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÞËÏ×, ÎÁÂÒÁÎÎÙÈ × ÏÄÎÏÊ ÉÇÒÅ.) îÏ 132 < 138.ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. A9A1A2A3 A4 A5 A6
A7A8

ë 7.63

7.63. ðÕÓÔØ Ï�ÉÓÁÎÎÙÊ × ÚÁÄÁÞÅ ÔÕÒ-ÎÉÒ �ÒÏ×ÅÄ£Î. �ÏÇÄÁ ×ÓÅ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÉ ÌÀ-ÂÏÇÏ ÉÚ ÔÅÎÎÉÓÉÓÔÏ× ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ �Á-ÒÙ, �ÏÜÔÏÍÕ � | ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ÷ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ �ÁÒÙ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÏ× ÒÁÚÂÉ×Á-ÀÔÓÑ ÎÁ ÞÅÔ×£ÒËÉ �ÁÒ, ÉÇÒÁ×ÛÉÈ × ÏÄ-ÎÏÍ ÍÁÔÞÅ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÞÉÓÌÏ ÜÔÉÈ�ÁÒ, ÒÁ×ÎÏÅ n(n − 1)=2, ËÒÁÔÎÏ ÞÅÔÙ-Ò£Í. ïÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ n − 1 = 8k,n = 8k + 1.äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ k > 1 ÕËÁÚÁÎ-ÎÙÊ ÔÕÒÎÉÒ ÄÌÑ � = 8k+1 ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ×ÏÚ-ÍÏÖÅÎ. ðÒÉ k = 1 ÄÌÑ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÔÕÒÎÉÒÁ �ÏÓÔÁ×ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÔÅÎÎÉÓÉÓÔÁÍ ×ÅÒÛÉÎÙ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÄÅ×ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ á1 : : : A9. îÁ



338 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉÒÉÓÕÎËÅ ÉÚÏÂÒÁÖ£Î ÍÁÔÞ �ÁÒÙ á1á2 �ÒÏÔÉ× �ÁÒÙ á3; á5, �ÒÉÞ£ÍÏÔÒÅÚËÁÍÉ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÉ.ðÏ×ÏÒÁÞÉ×ÁÑ ÜÔÕ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏ× ×ÏËÒÕÇ �ÅÎÔÒÁÎÁ ÕÇÌÙ, ËÒÁÔÎÙÅ 2�=9, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÏÓÔÁÌØ-ÎÙÈ 8 ÍÁÔÞÅÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÖÄÁÑ ÈÏÒÄÁ ×ÉÄÁ áiáj �ÏÑ×ÉÔÓÑ ×ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÏÄÉÎ ÒÁÚ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÄÎÏÊÉÚ ÈÏÒÄ á2á3, á1á3, á2á5 É á1á5. ðÒÉ k > 1 ×ÙÄÅÌÉÍ ÏÄÎÏ-ÇÏ ÉÚ 8k + 1 ÔÅÎÎÉÓÉÓÔÏ×, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÒÁÚÏÂØ£Í ÎÁ k ÇÒÕ���Ï 8 ÞÅÌÏ×ÅË. ðÒÉÓÏÅÄÉÎÑÑ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÅÎÎÉÓÉÓÔÁ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ Ë ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕ��Å, �ÒÏ×ÅÄ£Í × ÎÉÈ ÔÕÒÎÉÒÙ �Ï Ï�ÉÓÁÎ-ÎÏÊ ×ÙÛÅ ÓÈÅÍÅ ÄÌÑ 9 ÞÅÌÏ×ÅË. �ÏÇÄÁ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ �ÒÏ×Å-ÓÔÉ ÍÁÔÞÉ ÍÅÖÄÕ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÁÍÉ ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ ÇÒÕ��. äÌÑ ÜÔÏÇÏÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ËÁÖÄÕÀ ÇÒÕ��Õ ÎÁ 4 ËÏÍÁÎÄÙ �Ï 2 ÞÅÌÏ×Å-ËÁ É �ÒÏ×ÅÓÔÉ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÍÁÔÞÉ ÍÅÖÄÕ ËÏÍÁÎÄÁÍÉ ÉÚ ÒÁÚ-ÎÙÈ ÇÒÕ��.7.64. ðÕÓÔØ ÎÅ ×ÓÅ ÎÁÂÒÁÌÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÞËÏ×. ðÕÓÔØ ÚÁ-ÎÑ×ÛÉÅ �ÅÒ×ÏÅ ÍÅÓÔÏ (��ÅÒ×ÙÅ�) ÎÁÂÒÁÌÉ ë ÏÞËÏ×, Á ÚÁÎÑ×ÛÉÅ �Ï-ÓÌÅÄÎÅÅ ÍÅÓÔÏ (��ÏÓÌÅÄÎÉÅ�) | L ÏÞËÏ×. (íÅÓÔÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ �ÏÏÞËÁÍ, Á ÎÅ �Ï ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍ.)ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ��ÅÒ×ÙÈ� | ÜÔÏ ÓÕÍÍÁ ë ÞÉÓÅÌ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏ-ÔÏÒÙÈ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ L. úÎÁÞÉÔ, ÜÔÏÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ë · L.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ��ÏÓÌÅÄÎÉÈ� | ÜÔÏ ÓÕÍÍÁ L ÞÉÓÅÌ, ËÁ-ÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ë. ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ��ÏÓÌÅÄÎÉÈ�ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ë ·L. åÓÌÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ��ÅÒ×ÙÈ� É ��ÏÓÌÅÄÎÉÈ�ÒÁ×ÎÙ, ÔÏ ÏÎÉ ÒÁ×ÎÑÀÔÓÑ ë · L. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÁÖÄÙÊ ��ÅÒ×ÙÊ�×ÙÉÇÒÁÌ ë ×ÓÔÒÅÞ Õ ÎÁÂÒÁ×ÛÉÈ L ÏÞËÏ×, ÔÏ ÅÓÔØ Õ ��ÏÓÌÅÄÎÉÈ�,Á ËÁÖÄÙÊ ��ÏÓÌÅÄÎÉÊ� ×ÙÉÇÒÁÌ L ×ÓÔÒÅÞ Õ ÎÁÂÒÁ×ÛÉÈ ë ÏÞËÏ×.åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ��ÅÒ×ÙÈ� ÂÏÌØÛÅ ÏÄÎÏÇÏ, ÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ×ÙÉÇÒÁÌ ÕÄÒÕÇÏÇÏ, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ. úÎÁÞÉÔ, ÎÁ �ÅÒ×ÏÍ ÍÅ-ÓÔÅ ÏÄÉÎ Ó�ÏÒÔÓÍÅÎ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÎÁ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÍÅÓÔÅ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎÓ�ÏÒÔÓÍÅÎ.ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ, × ÔÕÒÎÉÒÅ ÅÓÔØ ÔÒÅÔÉÊ ÕÞÁÓÔÎÉË. éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÅ �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÌ ÎÉ �ÅÒ×ÏÍÕ, ÎÉ �ÏÓÌÅÄÎÅÍÕ, ÔÏ ÅÓÔØ×ÙÉÇÒÁÌ É Õ �ÅÒ×ÏÇÏ, É Õ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ. îÏ ÔÏÇÄÁ ÏÎ ÎÁÂÒÁÌ ÂÏÌØ-ÛÅ ÏÞËÏ×, ÞÅÍ �ÅÒ×ÙÊ, ÔÁË ËÁË ÔÏÔ ×ÙÉÇÒÁÌ ÔÏÌØËÏ Õ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ.ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.7.65. õÞÁÓÔÎÉËÉ ÔÕÒÎÉÒÁ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÔÅÈ, ËÔÏ Õ×ÅÌÉÞÉÌ Ó×ÏÀÓÕÍÍÕ ÏÞËÏ× (ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÎÁ n) É ÔÅÈ, ËÔÏ Å£ ÕÍÅÎØÛÉÌ. èÏÔÑ ÂÙÏÄÎÁ ÉÚ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÇÒÕ�� ×ËÌÀÞÁÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ n Ó�ÏÒÔÓÍÅÎÏ×. ðÕÓÔØ,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÔÁËÏ×Á �ÅÒ×ÁÑ ÇÒÕ��Á, É × ÎÅÊ x Ó�ÏÒÔÓÍÅÎÏ×. åÓÌÉ ÉÈÏÂÝÁÑ ÓÕÍÍÁ ÏÞËÏ× Õ×ÅÌÉÞÉÌÁÓØ ÎÁ D, ÔÏ D > x · n.



7. óÍÅÛÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ 339üÔÁ ÓÕÍÍÁ Õ×ÅÌÉÞÉÌÁÓØ ÚÁ ÓÞ£Ô ×ÓÔÒÅÞ È Ó�ÏÒÔÓÍÅÎÏ× Ó ÏÓÔÁÌØ-ÎÙÍÉ 2n − x. ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ×ÓÔÒÅÞ ÄÏÂÁ×ÉÌÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏÏÞËÁ. ðÏÜÔÏÍÕ D 6 È(2�− È).óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, �ÏÌÕÞÁÅÍ 2n− È > �. îÏ, �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏ-ÖÅÎÉÀ, È > �. úÎÁÞÉÔ, È = n. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, D = � · �, É ËÁÖÄÙÊÓ�ÏÒÔÓÍÅÎ �ÅÒ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù Õ×ÅÌÉÞÉÌ Ó×ÏÀ ÓÕÍÍÕ ÏÞËÏ× ÒÏ×ÎÏ ÎÁ �.ëÏ ×ÔÏÒÏÊ ÇÒÕ��Å �ÒÉÍÅÎÉÍÏ ÔÁËÏÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ.7.66. ÷ÓÅÇÏ × ÔÕÒÎÉÒÅ ÂÙÌÉ ÓÙÇÒÁÎÙ n(n− 1) �ÁÒÔÉÊ, É × ËÁ-ÖÄÏÊ ÒÁÚÙÇÒÙ×ÁÌÏÓØ 1 ÏÞËÏ. ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÒÅÚÕÌØÔÁ-ÔÏ× ÕÞÁÓÔÎÉËÉ ÎÁÂÒÁÌÉ �Ï n− 1 ÏÞËÕ. ëÁÖÄÙÊ ÛÁÈÍÁÔÉÓÔ ÓÙÇÒÁÌÂÅÌÙÍÉ n−1 �ÁÒÔÉÀ, É ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÙÉÇÒÁÎÎÙÈ ÉÍ �ÁÒÔÉÊ ÂÅÌÙÍÉÒÁ×ÎÏ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ n ÞÉÓÅÌ: 0; : : : ; n−1. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅ×ÅÒÎÏ: ×ÓÅ ×ÙÉÇÒÁÌÉ ÒÁÚÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÁÒÔÉÊ ÂÅÌÙÍÉ.�ÏÇÄÁ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÙ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÏÔ 0 ÄÏ n − 1. òÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ Ä×ÕÈ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ÔÕÒÎÉÒÁ: A, ×ÙÉÇÒÁ×ÛÅÇÏ n− 1 �ÁÒÔÉÀÂÅÌÙÍÉ, É B, ÎÅ ×ÙÉÇÒÁ×ÛÅÇÏ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÔÁËÏÊ �ÁÒÔÉÉ. òÁÚÂÅÒ£Í-ÓÑ, ËÁËÉÍ ÍÏÇ ÂÙÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÁÒÔÉÉ, ËÏÔÏÒÕÀ A ÉÇÒÁÌ �ÒÏÔÉ×B Þ£ÒÎÙÍÉ. ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, A ÎÁÂÒÁÌ n− 1 ÏÞËÏ, ÉÇÒÁÑ ÂÅÌÙÍÉ,ÔÁË ÞÔÏ ×ÓÅ Ó×ÏÉ �ÁÒÔÉÉ Þ£ÒÎÙÍÉ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÜÔÕ, ÏÎ ÄÏÌÖÅÎÂÙÌ �ÒÏÉÇÒÁÔØ. îÏ B ÎÅ ×ÙÉÇÒÁÌ ÂÅÌÙÍÉ ÎÉ ÏÄÎÏÊ �ÁÒÔÉÉ, ÚÎÁÞÉÔ,ÎÅ ÍÏÇ ×ÙÉÇÒÁÔØ É ÜÔÕ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.7.67. Á) îÅ ÍÏÇÕÔ; Â) ÍÏÇÕÔ. Á) ðÕÓÔØ N | ÞÉÓÌÏ ÉÇÒÏËÏ×,M = [N=2℄. éÇÒÏËÏ×, ÚÁÎÑ×ÛÉÈ �ÅÒ×ÙÅM ÍÅÓÔ, ÎÁÚÏ×£Í ÓÉÌØÎÙÍÉ,Á ÏÓÔÁÌØÎÙÈ | ÓÌÁÂÙÍÉ (ÍÅÖÄÕ ÕÞÁÓÔÎÉËÁÍÉ Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÓÕÍ-ÍÏÊ ÏÞËÏ× ÍÅÓÔÁ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ). ðÕÓÔØ X | ÞÉÓÌÏ�ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ �ÁÒÔÉÊ ÍÅÖÄÕ ÓÉÌØÎÙÍÉ É ÓÌÁÂÙÍÉ. óÕÍÍÁ ÏÞËÏ×, ÎÁ-ÂÒÁÎÎÙÈ ÓÉÌØÎÙÍÉ ×Ï ×ÓÔÒÅÞÁÈ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, ÒÁ×ÎÁ M(M − 1)=2,Á ×Ï ×ÓÔÒÅÞÁÈ ÓÏ ÓÌÁÂÙÍÉ | ÎÅ ÂÏÌØÛÅ X. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÒÅÄÎÉÊ ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÔ ÓÉÌØÎÏÇÏ ÎÅ ÂÏÌØÛÅM − 12 + XM :áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÓÒÅÄÎÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÌÁÂÏÇÏ ÎÅ ÍÅÎØÛÅN −M − 12 + M(N −M)−XN −M :åÓÌÉ ÅÓÔØ ÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ �ÁÒÔÉÉ, ÔÏ ÎÅ ×ÓÅ ÉÇÒÏËÉ ÎÁÂÒÁÌÉ �ÏÒÏ×-ÎÕ, É ÓÒÅÄÎÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÉÌØÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÓÌÁÂÏÇÏ. ïÔÓÀÄÁX > M(N − M)=2 > N(N − 1)=8. �ÁË ËÁË ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ �ÁÒÔÉÊÒÁ×ÎÏ N(N − 1)=2, ÄÏÌÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ �ÁÒÔÉÊ ÂÏÌØÛÅ 1=4.Â) ÷ÏÚØÍ£Í ÓÎÁÞÁÌÁ ÔÕÒÎÉÒ 2k + 1 ÉÇÒÏËÁ, × ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÙÊÕÞÁÓÔÎÉË Ó ÎÏÍÅÒÏÍ i 6 k �ÒÏÉÇÒÁÌ ÕÞÁÓÔÎÉËÁÍ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ



340 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉi + 1; : : : ; i + k É ×ÙÉÇÒÁÌ Õ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ, Á ËÁÖÄÙÊ ÕÞÁÓÔÎÉË Ó ÎÏ-ÍÅÒÏÍ i > k ×ÙÉÇÒÁÌ Õ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ i − k; : : : ; i − 1É �ÒÏÉÇÒÁÌ ÏÓÔÁÌØÎÙÍ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÉÇÒÏËÉ ÎÁÂÒÁÌÉ �Ï kÏÞËÏ×, �ÒÉÞ£Í × ÔÁÂÌÉ�Å ÔÕÒÎÉÒÁ ×ÙÛÅ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÅÄÉ-ÎÉ�Ù ÓÔÏÑÔ ÌÉÛØ × k(k + 1)=2 ËÌÅÔËÁÈ ÉÚ 2k(2k + 1)=2. �Å�ÅÒØ�ÒÁÚÍÎÏÖÉÍ� ËÁÖÄÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ, ÚÁÍÅÎÉ× ÅÇÏ ÂÌÏËÏÍ ÉÚ n ÎÏ×ÙÈ, É�ÕÓÔØ ÕÞÁÓÔÎÉËÉ ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ ÂÌÏËÏ× ÉÇÒÁÀÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÔÁË ÖÅ,ËÁË ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ �ÒÅÖÎÉÅ ÕÞÁÓÔÎÉËÉ, Á ÕÞÁÓÔÎÉËÉ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏÂÌÏËÁ ÉÇÒÁÀÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ×ÎÉÞØÀ. ðÏÌÕÞÉÍ ÎÏ×ÕÀ ÔÁÂÌÉ�Õ, ×ËÏÔÏÒÏÊ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ Õ ×ÓÅÈ ÉÇÒÏËÏ× �ÏÒÏ×ÎÕ ÏÞËÏ×. éÓ�ÒÁ×ÉÍÜÔÕ ÔÁÂÌÉ�Õ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÙ ÏÞËÏ× ÉÇÒÏËÏ× �ÅÒÅÓÔÁÌÉ ÂÙÔØÒÁ×ÎÙÍÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÂÕÄÅÍ ÍÅÎÑÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ÉÚ ÂÌÏ-ËÁ k + 1: × ÉÈ ×ÓÔÒÅÞÁÈ �ÒÏÔÉ× ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ÉÚ ÂÌÏËÁ k + 1 − iÚÁÍÅÎÉÍ i · n ×ÙÉÇÒÙÛÅÊ ÎÉÞØÉÍÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÏÞËÏ× ËÁÖÄÏÇÏÕÞÁÓÔÎÉËÁ ÂÌÏËÁ k + 1 ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ, Á ËÁÖÄÏÇÏ ÕÞÁÓÔÎÉËÁ ÂÌÏËÁk+1− i Õ×ÅÌÉÞÉÔÓÑ ÎÁ i=2. îÁ�ÒÏÔÉ×, × �ÁÒÔÉÑÈ Ó ÉÇÒÏËÁÍÉ ÂÌÏËÁk + 1+ i ÚÁÍÅÎÉÍ ÎÉÞØÉÍÉ i · n �ÒÏÉÇÒÙÛÅÊ. þÉÓÌÏ ÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ�ÁÒÔÉÊ ÓÔÁÎÅÔ ÒÁ×ÎÏn2 2k(2k + 1)2 − n2 k(k + 1)2 − 2nk(k + 1)2 :ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ �ÁÒÔÉÊ ÒÁ×ÎÏ n(2k+1)(n(2k+1)−1)=2. ðÒÉn = k = 20 ÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ �ÁÒÔÉÉ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ 235600=335790 > 0;7ÏÔ ÏÂÝÅÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÁÒÔÉÊ.þÉÓÌÁ7.68. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ É Õ�ÏÒÑÄÏÞÉÍ �Ï ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÀÞÉÓÌÁ: È1 < : : : < È10. �ÏÇÄÁ ÄÏÌÖÎÁ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:È1 > 1, È2 > 3È1=2 > 2, È3 > 3È2=2 > 3, Ô. Å. È3 > 4, . . . ,È9 > 3È8=2 > 60, Ô. Å. È9 > 61, È10 > 3È9=2 > 183=2 > 91.ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.7.69. 1=28 ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÕÓÒÅÄÎÑÑ ÞÉÓÌÏ × �ÅÒ×ÏÊ ÑÞÅÊËÅ ÓÏ×ÓÅÍÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÅÎØÛÅÅ �ÏÌÕÞÉÔØÎÅÌØÚÑ. ðÕÓÔØ �ÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ×ÓÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÞÉÓÌÁ ÓÔÁ-ÎÏ×ÑÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍÕ ÉÚ ÎÉÈ. üÔÁ ÎÏ×ÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÄÁÅÔÒÅÚÕÌØÔÁÔ × ËÁÖÄÏÊ ÑÞÅÊËÅ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÉÓÈÏÄÎÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ É�ÒÉ ÜÔÏÍ ÏÎÁ ÌÉÂÏ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ, ÌÉÂÏ ÕÎÉÞÔÏÖÁÅÔ ÏÄÉÎ ÎÕÌØÉ ÕÍÅÎØÛÁÅÔ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ × Ä×Á ÒÁÚÁ. �ÁË ËÁË ÎÏ×ÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÎÅ �Ï-Ú×ÏÌÑÅÔ �ÏÌÕÞÉÔØ ÞÉÓÌÏ ÍÅÎØÛÅÅ 1=28, ÔÏ ÉÓÈÏÄÎÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ |ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ.



7. óÍÅÛÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ 3417.70. íÏÖÎÏ. óÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÍ ÞÉÓÌÁ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ ÉÌÉÏËÁÎÞÉ×ÁÀÝÉÅÓÑ ÄÅ×ÑÔËÏÊ:909; 919; : : : ; 999;901; 109; 902; 209; 903; 309; : : : ; 906; 609; 907; 709; 908; 809;911; 119; 912; 219; 913; 319; : : : ; 916; 619; 917; 719; 918; 819;: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :991; 199; 992; 299; 993; 399; : : : ; 996; 699; 997; 799; 998:þÉÓÌÏ 899 �ÉÓÁÔØ �ÏËÁ ÎÅ ÂÕÄÅÍ, Á ÎÁ�ÉÛÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:808; 818; : : : ; 888; 898;801; 108; : : : ; 807; 708;: : : : : : : : : : : : : : : : : : : :891; 198; : : : ; 897:ï�ÑÔØ × ËÏÎ�Å 798 ÎÅ �ÉÛÅÍ É �ÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÞÉÓÌÁÍ Ó ÓÅÍ£ÒËÏÊ ÎÁËÏÎ�Å ÉÌÉ × ÎÁÞÁÌÅ, É Ô. Ä. ëÏÇÄÁ ÍÙ ÄÏÊÄ£Í ÄÏ ÞÉÓÅÌ Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊÎÁ ËÏÎ�Å ÉÌÉ × ÎÁÞÁÌÅ, Õ ÎÁÓ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÎÅÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁ101; 111; : : : ; 191 É 192; 293; 394; : : : ; 798; 899:äÏ�ÉÛÅÍ ÉÈ × ÕËÁÚÁÎÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ.7.71. íÏÖÅÔ. ðÒÉ×ÅÄ£Í �ÒÉÍÅÒ:2; 2; 2; 2;−9; 2; 2; 2; 2;−9; 2; 2:úÄÅÓØ ×Ù�ÉÓÁÎÙ �ÏÄÒÑÄ (Ó ÕÞ£ÔÏÍ ÚÎÁËÁ) ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ ÄÏÈÏÄÁ-ÍÉ É ÒÁÓÈÏÄÁÍÉ ÆÉÒÍÙ (ÓÁÌØÄÏ) ÚÁ ËÁÖÄÙÊ ÍÅÓÑ� ÇÏÄÁ. íÙ ×É-ÄÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÌÀÂÙÈ �ÑÔÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×Ù�ÉÓÁÎÎÏÊ�Å�ÏÞËÉ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ (ÒÁ×ÎÁ −1), Á × �ÅÌÏÍ ÚÁ ÇÏÄ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈÞÉÓÅÌ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ (ÒÁ×ÎÁ 2).7.72. íÏÖÎÏ. îÁ�ÒÉÍÅÒ:
−Á; b; b;−a; b; b; : : : ;−a; b; b;−a; b;ÇÄÅ Á É b ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ 2b− a > 0 É 13b− 7a < 0. ïÄÎÏ ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÊ:a = 25; b = 13.7.73. ðÕÓÔØ � = kl. òÁÚÏÂØ£Í � ÞÉÓÅÌ ÎÁ l ÇÒÕ�� �Ï k ÓÏÓÅÄÎÉÈÞÉÓÅÌ. �ÁË ËÁË ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕ��Å ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ, ÔÏ ÉÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ. ðÕÓÔØ � = kl + r, ÇÄÅ 0 < r < k.âÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÞÉÓÌÁ × ×ÉÄÅ(−Á); b; : : : ; b

︸ ︷︷ ︸k − 1 ; (−a); : : : ; (−Á); b; : : : ; b
︸ ︷︷ ︸k − 1 ; (−Á); b; : : : ; b

︸ ︷︷ ︸r − 1 :



342 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ�ÏÇÄÁ Á É b ÄÏÌÖÎÙ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ: a < b(l+1) (ÓÕÍ-ÍÁ k ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ) É a(l + 1) > b(n− l − 1) (ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈÞÉÓÅÌ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ) ÉÌÉ (n − l − 1)=(l + 1) < a=b < k − 1. ðÏ-ÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ Á É b ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï(n− l − 1)=(l + 1) < k − 1.7.74. Á) äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÉÚ 50 ÞÉÓÅÌ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÌÀÂÙÈ ÞÅÔÙÒ£È ÒÑÄÏÍ ÓÔÏ-ÑÝÉÈ ÞÉÓÅÌ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ. çÒÕ��Õ ÉÚ 28 ÞÉÓÅÌ, ÓÔÏÑÝÉÈ �ÏÄÒÑÄ,ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ 7 �ÞÅÔ×£ÒÏË� | ÚÎÁÞÉÔ, ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØ-ÎÁ, ÎÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ É ÎÁ 4 �ÓÅÍ£ÒËÉ� | ÚÎÁÞÉÔ, ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ �Ï-ÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. Â) õÓÌÏ×ÉÀ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,ÓÔÒÏËÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÞÅÔÙÒÅ ÒÁÚÁ �ÏÄÒÑÄ ×Ù�ÉÓÁÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ 4; 4; 4; 4; 4; 4;−5;−5;−5;−5;−5, Á ÎÁ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ ÛÅÓÔÉ ÍÅÓÔÁÈÓÎÏ×Á: 4; 4; 4; 4; 4; 4.7.75. 16. üÔÏ ÔÉ�ÉÞÎÁÑ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ, ÎÅ ÔÒÅÂÕÀÝÁÑÄÌÑ Ó×ÏÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÉËÁËÉÈ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÎÁÎÉÊ. å£ ÒÅÛÅÎÉÅÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÞÁÓÔÅÊ: ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚ 16 ÞÉ-ÓÅÌ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ, É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÏÇÏ,ÞÔÏ ÂÏÌØÛÅÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÞÉÓÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁÉÍÅÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÎÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-ÎÕÀ) ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏ, �ÕÔ£Í �ÒÏÂ, ÎÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØÉ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ:5; 5;−13; 5; 5; 5;−13; 5; 5;−13; 5; 5; 5;−13; 5; 5:äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ ÍÏ-ÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ 16 ÞÌÅÎÏ×. ðÕÓÔØ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ ÍÅÎØ-ÛÅ 17 ÞÌÅÎÏ×, ÔÏÇÄÁ, ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×Á× ÌÀÂÙÅ 4 ÉÄÕÝÉÅ �ÏÄÒÑÄ ÞÌÅ-ÎÁ, �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ËÒÏÍÅ ÎÉÈ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÝ£ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 13 ÞÌÅÎÏ×,ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ ÜÔÏÊ ÞÅÔ×£Ò-ËÉ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 7 ÞÌÅÎÏ×. úÎÁÞÉÔ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ 11 ÉÄÕÝÉÈ �ÏÄÒÑÄ ÞÌÅÎÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ×ÙÂÒÁÎÎÕÀÞÅÔ×£ÒËÕ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÉÚ Ó×ÏÉÈ ËÏÎ�Ï×. îÏ ÓÕÍÍÁ ×ÚÑÔÙÈ 11 ×ÙÂÒÁÎ-ÎÙÈ ÞÌÅÎÏ× �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, Á ÓÕÍÍÁ 7 ÞÌÅÎÏ×, ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ Ë×ÙÂÒÁÎÎÏÊ ÞÅÔ×£ÒËÅ, ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ, �ÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÞÅ-ÔÙÒ£È ÞÌÅÎÏ× �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ; �ÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÞÅÔ×£Ò-ËÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÌÅÎÏ×, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÌÀÂÙÈ ÞÅÔÙ-Ò£È �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÌÅÎÏ× �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ. ÷ÚÑ× ÚÁÔÅÍ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ ÉÄÕÝÉÈ �ÏÄÒÑÄ ÞÌÅÎÏ×, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØÓÅÍ£ÒËÕ ÉÄÕÝÉÈ �ÏÄÒÑÄ ÞÌÅÎÏ×, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÉÌÉ ÏËÁÎÞÉ-×ÁÅÔÓÑ ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ ÔÒÏÊËÏÊ. �ÁË ËÁË ÓÕÍÍÁ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÞÅÔÙÒ£ÈÞÌÅÎÏ×, �Ï ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ, �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, Á ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÓÅÍÉ ÞÌÅÎÏ×,



7. óÍÅÛÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ 343�Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ, ÔÏ ÓÕÍÍÁ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÔÒ£È ÞÌÅ-ÎÏ× ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÌÀÂÏÊ ÞÌÅÎ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ×ÏÚØÍ£ÍÞÅÔ×£ÒËÕ ÉÄÕÝÉÈ �ÏÄÒÑÄ ÞÌÅÎÏ×, × ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎ ÓÔÏÑÌ ÂÙ ÎÁ ÏÄÎÏÍÉÚ Å£ ËÏÎ�Ï×. �ÏÇÄÁ ÉÈ ÓÕÍÍÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, ÓÕÍÍÁ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÎÙÈÔÒ£È ÞÌÅÎÏ× ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ; ÚÎÁÞÉÔ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ ÞÌÅÎ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ, Ô. Å. ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ, Á ÜÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ 11 Å£ ÞÌÅÎÏ×ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ. éÔÁË, × ÄÁÎÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÅÂÏÌÅÅ 16 ÞÌÅÎÏ×.7.76. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÏÓÔÁ×ÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ k+n−2d ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÊ Ó k + n− d− 1 ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ:È1 + : : :+ Èn = a1; È1 + : : :+ Èk = b1;È2 + : : :+ Èn+1 = a2; È2 + : : :+ Èk+1 = b2;: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :Èk−d + : : :+ Èk+n−d−1 = ak−d; Èn−d + : : :+ Èk+n−d−1 = bk−d:íÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÁ: Å£ ÍÁÔÒÉ�Á ÉÍÅÅÔÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÊ ÒÁÎÇ k + n − 2d. åÓÌÉ ÞÉÓÌÁ n É k ×ÚÁ-ÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ (d = 1), ÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ; ÅÓÌÉ ÖÅd > 1, ÔÏ × ÓÉÓÔÅÍÅ ÉÍÅÅÔÓÑ d− 1 Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �Ï ÚÁÄÁÎÎÙÍ n É k ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÓÔÒÏÞËÕ ÉÚn+ k − d− 1 ÞÉÓÅÌ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ. åÓÌÉ ÖÅ m ÍÅÎØÛÅÜÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ �ÅÒ×ÙÅ m ÞÉÓÅÌ ÕÖÅ ×Ù�ÉÓÁÎÎÏÊ ÓÔÒÏÞËÉ ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ.ðÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ô > k + n − d − 1, ÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ ÔÁËÏÊ ÓÔÒÏÞËÉ ÉÚ Ô ÞÉÓÅÌ, ÞÔÏ ×ÓÅ Å£ n-ÓÕÍÍÙ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÚÎÁË, Á ×ÓÅ k-ÓÕÍÍÙ | ÄÒÕÇÏÊ. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÛÌÁÓØ ÔÁËÁÑÓÔÒÏÞËÁ ÉÚ k + n − d ÞÉÓÅÌ, É �ÕÓÔØ � > k. ÷ÙÞÅÒËÎÅÍ �ÅÒ×ÙÅk ÞÉÓÅÌ. �ÏÇÄÁ × ÓÔÒÏÞËÅ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ n − d ÞÉÓÅÌ ×ÓÅ k-ÓÕÍÍÙ�Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÉ ÚÎÁË, Á ×ÓÅ (n − k)-ÓÕÍÍÙ ÉÍÅÀÔ ÄÒÕ-ÇÏÊ ÚÎÁË. ðÏÓËÏÌØËÕ n − d = (� − k) + k − d, ÍÙ ÏÔ ÚÁÄÁÞÉ Ó�ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ � É k �ÒÉÛÌÉ Ë ÚÁÄÁÞÅ Ó ÍÅÎØÛÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ: k É� − k. ðÏ×ÔÏÒÑÑ ÜÔÕ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ (�ÏÈÏÖÕÀ ÎÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ),ÍÙ �ÒÉÄ£Í Ë ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ: ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÔÒÏÞËÁ ÞÉÓÅÌ, × ËÏÔÏ-ÒÏÊ ×ÓÅ d-ÓÕÍÍÙ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎ ÚÎÁË, Á ×ÓÅ ld-ÓÕÍÍÙ | ÄÒÕÇÏÊÚÎÁË, ÞÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ�ÒÏ�ÅÄÕÒÏÊ | Ó�ÕÓËÏÍ ÏÔ (n; k) Ë (k; � − k), �ÏÈÏÖÅÊ ÎÁ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ É ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÓÔØ ×Ù�ÉÓÁÎÎÏÊ ×ÙÛÅÓÉÓÔÅÍÙ.)



344 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉîÁËÏÎÅ�, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÒÏÞËÉ ÉÚ n+k−d ÞÉ-ÓÅÌ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÔÏ ÎÅÌØÚÑ ×Ù�ÉÓÁÔØ É ÂÏÌÅÅ ÄÌÉÎ-ÎÕÀ ÔÁËÕÀ ÓÔÒÏÞËÕ.7.77. òÅÛÅÎÉÅ 1. õ�ÏÒÑÄÏÞÉÍ ÞÉÓÌÁ a1 6 : : : 6 a1989. åÓÌÉa1 > 0, ÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÕÓÔØ a1 6 0, ÔÏÇÄÁ a1981+ : : : ++ a1989 > 0 (Ô. Ë. a1+a1981+: : :+a1989 > 0). ðÏÜÔÏÍÕ a1+: : :+a1989 == (a1 + : : :+ a10) + (a11 + : : :+ a20) + : : :+ (a1981 + : : :+ a1989) > 0.òÅÛÅÎÉÅ 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÕÍÍÕ ×ÓÅÈ ÓÕÍÍ 10 ÞÉÓÅÌ. ïÎÁ ÒÁ×ÎÁ(a1 + : : : + a1989) · C101989 (ÓÍ. ÇÌÁ×Õ 14) É �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ. óÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, É a1 + : : : + a1989 �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ.7.78. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÉÓÌÁ a1; : : : ; a51. �ÏÇÄÁa1 = (a1a2a3a4) · (a5a6a7a8) · : : : · (a49a50a51a1)(a1 · : : : · a51) > 0:éÚ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÓÔÉ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ ÉÍÅÅÍ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ.7.79. íÏÖÎÏ:203 = 7 + 29 + 1 + : : :+ 1
︸ ︷︷ ︸167 ÅÄÉÎÉ� = 7 · 29 · 1 · : : : · 1

︸ ︷︷ ︸167 ÅÄÉÎÉ� :ðÏÓÔÁ×ÉÍ ×Ï�ÒÏÓ: ËÁËÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÎÅÌØÚÑ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÉÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ É × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÅÓËÏÌØ-ËÉÈ (ÏÄÎÉÈ É ÔÅÈ ÖÅ) ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ? ïÔ×ÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓÔÁËÏÊ: �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ.äÒÕÇÏÊ ×Ï�ÒÏÓ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÊ Ó ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ: �ÒÉ ËÁËÉÈ ÎÁÔÕÒÁÌØ-ÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ k ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x1+È2+ : : :+xk = x1 ·È2 · : : : ·xk ÉÍÅÅÔÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ?ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ k. îÁ�ÒÉÍÅÒ: �ÒÉ k = 1x1 = 1; �ÒÉ k = 2 x1 = x2 = 2; �ÒÉ k > 2 x1 = È2 = : : : = xk−2 = 1,xk−1 = 2, xk = k.7.80. 28 ÈÏÄÏ×. úÁ ÏÄÉÎ ÈÏÄ ÍÏÖÎÏ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ ÞÉÓÌÏ ÎÁ 3 ÉÌÉÎÁ 5, ÚÁ Ä×Á ÈÏÄÁ | ÎÁ 6 = 3 + 3, 8 = 3 + 5 ÉÌÉ 10 = 5 + 5. òÁÓÓÕ-ÖÄÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏÓÔÁ×ÉÍ ÔÁÂÌÉ�Õ (×ÅÒÈÎÑÑ ÓÔÒÏËÁ |ÎÁÓËÏÌØËÏ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ, ÎÉÖÎÑÑ | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÈÏ-ÄÏ×, ÅÓÌÉ ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÎÅÓËÏÌØËÏ ×ÁÒÉÁÎÔÏ×).äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ | ÎÁÚÏ×ÅÍ ÅÇÏÁ | ÎÁÄÏ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ ÞÉÓÌÏ 1 ÎÁ Á− 1, ÞÉÓÌÏ 2 ÎÁ Á− 2 É Ô. Ä., Ô. Å.1 3 5 6 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 210 1 1 2 2 3 2 3 4 3 4 3 4 5 4 5 6 5ë 7.80



7. óÍÅÛÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ 345ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ 9 ÉÄÕÝÉÈ �ÏÄÒÑÄ ÄÏÂÁ×ÏË. éÚ ÔÁÂÌÉ�Ù ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ �ÒÉ Á > 17.7.81. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ × �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚ-ÒÁÓÔÁÎÉÑ: a1 < a2 < : : : < an. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÉÓÌÁa1; : : : ; an; a1 + an; a2 + an; : : : ; an−1 + an;a1 + an−1 + an; : : : ; an−2 + an−1 + an; : : : ; a1 + a2 + : : :+ an:úÄÅÓØ ÓÎÁÞÁÌÁ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ, �ÏÔÏÍ Ë ÓÁÍÏÍÕ ÂÏÌØÛÏÍÕ�Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ÄÏÂÁ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ (�Ï ÏÄÎÏÍÕ), ÚÁÔÅÍ Ë ÓÕÍÍÅÄ×ÕÈ ÓÁÍÙÈ ÂÏÌØÛÉÈ, É Ô. Ä. �ÁË ËÁË ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÄÅÓØ ÂÏÌØÛÅ�ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ, ÔÏ ×ÓÅ ×Ù�ÉÓÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. éÈ ÞÉÓÌÏ |n+ (n− 1) + : : :+ 1 = �(�+ 1)=2.úÁÍÅÔÉÍ ÅÝ£, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÁÑ Ï�ÅÎËÁ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ | �ÅÒ×ÙÅ �ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÁÀÔ �ÒÉÍÅÒ � ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈÎÅÌØÚÑ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ �(�+1)=2 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÕÍÍ (ÜÔÉ ÓÕÍ-ÍÙ | ×ÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 1 ÄÏ 1+2+ : : :+� = �(�+1)=2).7.82. íÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ smin ÒÁ×ÎÏ −[�=2℄, Ô. Å. −(�−1)=2,ÅÓÌÉ � ÎÅÞ£ÔÎÏ É −�=2, ÅÓÌÉ � Þ£ÔÎÏ. Á) óÕÍÍÕ s ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ�Ï�ÁÒÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÞÉÓÅÌ x1; : : : ; xn ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÔÁË: s == ((x1 + x2 + : : :+ xn)2 − x21 − : : :− x2n)=2. ïÔÓÀÄÁ s > −�=2.åÓÌÉ � Þ£ÔÎÏ, ÔÏ, �ÏÌÏÖÉ× �ÏÌÏ×ÉÎÕ ÉÚ xk ÒÁ×ÎÙÍÉ 1, Á �ÏÌÏ-×ÉÎÕ ÒÁ×ÎÙÍÉ −1, �ÏÌÕÞÉÍ s = −�=2. åÓÌÉ ÖÅ � ÎÅÞ£ÔÎÏ, ÔÏ (�Ï-ÓËÏÌØËÕ s | �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ) s > −(�− 1)=2; ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ sÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÓÒÅÄÉ xk ÉÍÅÅÔÓÑ (� + 1)=2 ÅÄÉÎÉ� É (� − 1)=2ÍÉÎÕÓ ÅÄÉÎÉ�. Â) ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÚÁÄÁÞÅ Á): ËÁÖÄÏÅ ÉÚ xk ÍÏÖÎÏ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ 1 ÉÌÉ −1 ÔÁË, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÓÕÍÍÙ ×ÓÅ×ÏÚ-ÍÏÖÎÙÈ �Ï�ÁÒÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÎÅ ÂÕÄÅÔ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÔØÓÑ (�ÒÁ×ÉÌÏÚÁÍÅÎÙ: xk ÚÁÍÅÎÑÅÍ ÎÁ −1, ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅÏÔÒÉ-�ÁÔÅÌØÎÁ, É ÎÁ 1, ÅÓÌÉ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ). ðÏÜÔÏÍÕ ÏÔ×ÅÔ ÚÄÅÓØ ÔÁËÏÊÖÅ, ËÁË × �ÕÎËÔÅ Á).7.83. ëÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ |ak − bk| (k = 1; : : : ; �) ÒÁ×ÎÏ ÒÁÚÎÏ-ÓÔÉ ÞÉÓÌÁ, ÂÏÌØÛÅÇÏ �, É ÞÉÓÌÁ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÇÏ �. ðÏÜÔÏÍÕ
|a1−b1|+: : :+|an−bn| = (n+1)+(n+2)+: : :+2�−(1+2+: : :+n) = n2.7.84. òÅÛÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØA = {0; 1; 2; : : : ; 1975} (ÜÔÏ ÄÁÎÎÏÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ, ÔÁË ËÁË ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ 0 ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔ ÏÔ×ÅÔÁ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓÚÁÄÁÞÉ), Á ÷ = {0; 1; : : : ; 1975; 1976; : : : ; 1998; 1999}. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏÅÓÌÉ ÷ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ 2 ÇÒÕ��Ù ÔÁË, ËÁË ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ÚÁÄÁÞÉ,ÔÏ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ÏÄÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌÄÒÕÇÏÊ. úÎÁÑ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÌÅÇËÏ ÏÔ×ÅÔÉÔØ É ÎÁ ×Ï�ÒÏÓ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ A, ÔÁË ËÁË ÏÎÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÷ ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ×ÓÅÇÏ 24 ÞÉÓÅÌ,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÕÍÍÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÇËÏ ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ.



346 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉòÁÚÏÂØ£Í ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÷ ÎÁ Ä×Á �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á î É þ , ×ËÌÀÞÉ×× î ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÉÚ ÷ Ó ÎÅÞ£ÔÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ �ÉÆÒ, Á × þ | Ó Þ£ÔÎÏÊ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ SÎ É SÞ , ÓÕÍÍÙ ÞÉÓÅÌ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ î É þ .äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ SÞ = SÎ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ 0; : : : ; 999 ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÞÉ-ÓÅÌ Ó Þ£ÔÎÏÊ É ÎÅÞ£ÔÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ �ÉÆÒ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÚÏÂØ£ÍÞÉÓÌÁ ÎÁ �ÁÒÙ (0; 1); (2; 3); : : : ; (998; 999). þÉÓÌÁ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÙ ÏÔ-ÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ 1 × �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÒÁÚÒÑÄÅ, Ô. Å. ÉÈ ÓÕÍÍÙ �ÉÆÒ ÒÁÚÎÏÊÞ£ÔÎÏÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÍ: (�(n) | ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ ÞÉÓÌÁ n)
SÞ − SÎ = i=999∑i=0 (−1)�(i)i+ i=999∑i=0 (−1)�(i)+1(1000 + i) =

= i=999∑i=0 ((−1)�(i)i+ (−1)�(i)+1i)− 1000 i=999∑i=0 (−1)�(i) = 0;�ÏÓËÏÌØËÕ �ÅÒ×ÁÑ ÓÕÍÍÁ × �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÓÔÒÏËÅ | ÜÔÏ �ÒÏÓÔÏ ÓÕÍ-ÍÁ ÎÕÌÅÊ, Á ×ÔÏÒÁÑ | ÜÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÞÉÓÅÌ ÓÞ£ÔÎÏÊ É ÎÅÞ£ÔÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ �ÉÆÒ ÓÒÅÄÉ 0; : : : ; 999.ïÂÒÁÔÉÍÓÑ ÔÅ�ÅÒØ Ë ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ á. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÷ �Ï-ÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ Ë A ÞÉÓÅÌ 1976; 1977; : : : ; 1999. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉsÞ, sÎ | ÓÕÍÍÙ ÞÉÓÅÌ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ á, ÉÍÅÀÝÉÈÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ Þ£ÔÎÕÀ É ÎÅÞ£ÔÎÕÀ ÓÕÍÍÙ �ÉÆÒ, ÔÏSÞ = sÞ+1977+ 1979+ 1980+ 1982+ : : :+1988+ 1991+ : : :+1999;SÎ = sÎ+1976+ 1978+ 1981+ 1983+ : : :+1989+ 1990+ : : :+1998;ÏÔËÕÄÁ SÞ − SÎ = sÞ − sÎ + 2, É, ÚÎÁÞÉÔ, sÎ = sÞ + 2, �ÏÓËÏÌØËÕSÎ = SÞ. éÔÁË, ÓÕÍÍÁ sÎ ÂÏÌØÛÅ sÞ ÓÕÍÍÙ ÎÁ 2.òÅÛÅÎÉÅ 2. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ Ä×ÁÄ�ÁÔÉ ÞÉÓÅÌ 20t; : : : 20t+ 19ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ Ó ÎÅÞ£ÔÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ �ÉÆÒ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ÞÉÓÅÌ Ó Þ£ÔÎÏÊÓÕÍÍÏÊ �ÉÆÒ. òÁÚÏÂØ£Í ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÞÅÔ×£ÒËÉ (20t + q; 20t + q + 1;20t+ q+10; 20t+ q+11), ÇÄÅ q = 0; 2; 4; 6; 8. þ£ÔÎÏÓÔØ ÓÕÍÍÙ �ÉÆÒ20t+ q É 20t+ q+1 (20t+ q+10 É 20t+ q+11) ÒÁÚÌÉÞÎÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ×ÓÅ ÒÁÚÒÑÄÙ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÒÁÚÒÑÄÁ ÄÅÓÑÔËÏ×, Õ ÎÉÈ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, Á ×ÒÁÚÒÑÄÅ ÅÄÉÎÉ� ÏÎÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ 1. �ÁËÖÅ ÒÁÚÌÉÞÎÁ Þ£ÔÎÏÓÔØ Õ20t+q É 20t+q+10 (ÏÎÉ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÌÉÛØ ÎÁ 1 × ÒÁÚÒÑÄÅ ÄÅÓÑÔËÏ×).óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÏÄÎÕ ÉÚ ÓÕÍÍ SÎ; SÞ ×ÏÊÄÕÔ 20t+q É 20t+q+11, Á× ÄÒÕÇÕÀ | 20t+q+1 É 20t+q+10. îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �×ËÌÁÄ�ËÁÖÄÏÊ ÞÅÔ×£ÒËÉ × ÜÔÉ ÓÕÍÍÙ ÏÄÉÎÁËÏ×, �ÏÜÔÏÍÕ É �ÏÌÎÙÅ ÓÕÍÍÙÒÁ×ÎÙ.



7. óÍÅÛÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ 347ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {1; : : : ; 20t+19} (×ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {1; : : : ; 1979}) ÜÔÉ ÓÕÍÍÙ ÒÁ×ÎÙ. ïÂÒÁ-ÔÉÍÓÑ ÔÅ�ÅÒØ Ë ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ A.SÞ(A) = SÞ(1; : : : ; 1979)− 1979− 1977;SÎ(A) = SÎ(1; : : : ; 1979)− 1978− 1976:ðÏÓËÏÌØËÕ �ÅÒ×ÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÒÁ×ÎÙ, ÔÏ SÞ(A)− SÎ(A) = −2.7.85. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ �ÒÉÞ£ÔÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ n. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ ÎÁÇÒÕ��Ù. �ÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕ��Å ÄÏÌÖÎÁ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ Á = (b+ 
+d)=3, Ôo Á+ b+ 
+d = 4Á. úÎÁÞÉÔ,ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ, ÒÁ×ÎÁÑ 1+2+: : :+4� = 4n(4n+1)=2 = 2n(4n+1),ÔÁËÖÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4. üÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ Þ£ÔÎÙÈ n. äÌÑ ÌÀÂÏ-ÇÏ n = 2k ÔÁËÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ËÁË �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ�ÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ ÇÒÕ��Ù ái = {8i + 1; 8i + 3; 8i + 8; 8i + 4}; ÞÉÓÌÏ8i + 4 ÅÓÔØ ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÚ ÇÒÕ��Ùái, i = 0; : : : ; k − 1. ðÕÓÔØ Bi = {8i+ 6; 8i+ 7; 8i+ 2; 8i+ 5}; ÞÉÓÌÏ8i + 5 ÅÓÔØ ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÚ ÇÒÕ��ÙBi, i = 0; : : : ; k − 1. �ÏÇÄÁ á0; : : : ; ák−1; B0; : : : ; Bk−1 ÅÓÔØ ÉÓËÏÍÏÅÒÁÚÂÉÅÎÉÅ.�ÁÂÌÉ�Ù7.86. îÅÔ. éÎÁÞÅ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ × ÔÁÂÌÉ�Å �ÒÉ �ÏÄÓÞ£ÔÅ �ÏÓÔÒÏËÁÍ | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, Á �Ï ÓÔÏÌÂ�ÁÍ | ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ.7.87. îÅÔ. éÎÁÞÅ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ × ÔÁÂÌÉ�Å �ÒÉ �ÏÄÓÞ£ÔÅ �ÏÓÔÒÏËÁÍ Þ£ÔÎÁ, Á �Ï ÓÔÏÌÂ�ÁÍ | ÎÅÞ£ÔÎÁ.7.88. Á) íÏÖÎÏ (ÓÍ. ÒÉÓ.). Â) îÅÔ. éÎÁÞÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÞÉ-ÓÅÌ × ÔÁÂÌÉ�Å �ÒÉ �ÏÄÓÞ£ÔÅ �Ï ÓÔÒÏËÁÍ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ, Á �Ï ÓÔÏÌÂ-�ÁÍ | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ.7.89. íÏÖÎÏ (
Í. ÒÉÓ.).7.90. ðÕÓÔØ Á | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ ÔÁÂÌÉ�Ù; p, q, r, s |ÞÉÓÌÁ, ÓÔÏÑÝÉÅ × ÞÅÔÙÒ£È ÓÏÓÅÄÎÉÈ ËÌÅÔËÁÈ. éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 4Á == p+q+r+s ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ (p−a) + (q−a)+(r−a)+(s−a) = 0. �ÁË
−1 −1 −1 1
−1 1 −1 −11 −1 1 11 1 1 −1

2 2 2 2 22 −7 2 −7 22 2 −9 2 22 −7 2 −7 22 2 2 2 2ë 7.88 ë 7.89



348 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉËÁË × ÓËÏÂËÁÈ ÓÔÏÑÔ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ a = p = q = r = sÉ Ô. Ä.7.91. ÷ÏÚØÍ£Í ÔÕ ÓÔÒÏËÕ, ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ,É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÕÍÍÙ ÞÉÓÅÌ �Ï ×ÓÅÍ �ËÒÅÓÔÁÍ�, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍËÌÅÔËÁÍ ÜÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ. óÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÓÕÍÍ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ �Á. ó ÄÒÕ-ÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÂÏÚÎÁÞÉ× ÓÕÍÍÕ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ÔÁÂÌÉ�Ù ÞÅÒÅÚ N , Á ÓÕÍ-ÍÕ ÞÉÓÅÌ ÜÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÞÅÒÅÚ m, �ÏÌÕÞÉÍ N + (n− 1)Ô > �Á, ÎÏ �Ï�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ m 6 N=n, �ÏÜÔÏÍÕ N(1 + (n − 1)=n) > �Á ÉÌÉN > Á�2=(2n− 1).éÔÁË, ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × ÔÁÂÌÉ�Å ÎÅ ÍÅÎØÛÅ Á�2=(2n− 1). ïÓÔÁÅÔÓÑ�ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ ÞÉÓÌÁ × ÔÁÂÌÉ�Å ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÜÔÁÓÕÍÍÁ, ÂÙÌÁ ÒÁ×ÎÁ Á�2=(2n− 1).7.92. 0. òÁÚÏÂØ£Í ÔÁÂÌÉ�Õ ÎÁ ÓÕÍÍÕ ÔÁÂÌÉ�Ù ÄÅÓÑÔËÏ× É ÔÁ-ÂÌÉ�Ù ÅÄÉÎÉ�. �ÏÇÄÁ × ÔÁÂÌÉ�Å ÅÄÉÎÉ� ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÁ 0(ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å | 0) É × ÔÁÂÌÉ�Å ÄÅÓÑÔËÏ× ÓÕÍÍÁ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÁ 0 (ÓÕÍÍÁ × ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏÞËÅ | 0).7.93. òÅÛÅÎÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ 7.90.7.94. ëÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ÓÔÏÑÝÅÅ Ó ËÒÁÀ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÎÁÉ-ÂÏÌØÛÅÅ ÉÚ Ó×ÏÉÈ ÓÏÓÅÄÅÊ, Ô. Å. ÎÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ.7.95. åÓÌÉ � É m Þ£ÔÎÙ, ÔÏ nm=2. åÓÌÉ n Þ£ÔÎÏ, m ÎÅÞ£ÔÎÏ, ÔÏn(m− 1)=2. åÓÌÉ � É Ô ÎÅÞ£ÔÎÙ É � > Ô, ÔÏ n(m− 1)=2. äÏËÁÖÅÍÜÔÏ.óÌÕÞÁÊ 1. � É m Þ£ÔÎÙ. úÁËÒÁÓÉÍ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ �ÏÌÏÓËÉ ÞÅ-ÒÅÚ ÏÄÎÕ É ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÅÌØÚÑ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÍÅÎØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÚÁËÒÁ-ÛÅÎÎÙÈ ËÌÅÔÏË. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÚÏÂØ£Í �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ mn=4Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ× 2×2. ÷ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÉÈ ÎÁÄÏ ÚÁËÒÁÓÉÔØ ÎÅ ÍÅÎÅÅ Ä×ÕÈËÌÅÔÏË.óÌÕÞÁÊ 2. n Þ£ÔÎÏ, m ÎÅÞ£ÔÎÏ. úÁËÒÁÓÉÍ �ÏÌÏÓËÉ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ ×ÎÅÞ£ÔÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ, ÎÁÞÉÎÁÑ ÓÏ ×ÔÏÒÏÊ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÅÎØÛÉÍÞÉÓÌÏÍ ÚÁËÒÁÛÅÎÎÙÈ ËÌÅÔÏË ÎÅ ÏÂÏÊÔÉÓØ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÚ ÔÁËÏÇÏ�ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÅÚÁÔØ n(m− 1)=4 Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ× 2× 2, ×ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÕÖÎÏ ÚÁËÒÁÓÉÔØ Ä×Å ËÌÅÔËÉ.
ë 7.95

óÌÕÞÁÊ 3. � É m Þ£ÔÎÙ, m < n. ðÒÉÍÅÒ ÁÎÁÌÏÇÉÞÅÎÓÌÕÞÁÀ 2: ÚÁËÒÁÓÉÍ (m− 1)=2 �ÏÌÏÓÏË 1× �.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÅÎØÛÅ ÚÁËÒÁÓÉÔØ ÎÅÌØÚÑÂÕÄÅÍ ×ÅÓÔÉ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï ÄÌÉÎÅ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÏÒÏÎÙ �ÒÑ-ÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ. âÁÚÁ (�ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ 1 × n) ÏÞÅ×ÉÄÎÁ.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ ÄÁÎ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË m× n (m < n). ðÏËÁ-ÖÅÍ, ÞÔÏ × ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÁ£ÍËÅ, ÄÏ�ÏÌÎÑÀÝÅÊ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØ-ÎÉË ÒÁÚÍÅÒÁÍÉ (n−2)×(m−2) ÄÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁÚÍÅÒÁÍÉ �×Ô,ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÚÁËÒÁÓÉÔØ ÎÅ ÍÅÎÅÅ n(m − 1)=2 − (n − 2)(m − 3)=2 =



7. óÍÅÛÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ 349= m+n− 3 ËÌÅÔÏË. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÜÔÕ ËÁ£ÍËÕ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÎÁ(m+n−6)=2 Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ× 2×2 É ÆÉÇÕÒÕ F , �ÏËÁÚÁÎÎÕÀ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ.÷ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÁÈ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÚÁËÒÁÓÉÔØ ÎÅ ÍÅÎÅÅ m+ n− 6 ËÌÅÔÏË,Á × ÆÉÇÕÒÅ F | ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÔÒ£È ËÌÅÔÏË (ÔÁË ËÁË ÏÎÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ä×ÁË×ÁÄÒÁÔÉËÁ 2× 2 Ó ÏÂÝÅÊ ËÌÅÔËÏÊ). ïÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÕÀÏ�ÅÎËÕ.

ë 7.96

7.96. ïÔ×ÅÔ ÄÌÑ 12 ËÌÅÔÏË �ÏËÁÚÁÎ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ.÷ �ÕÎËÔÅ Á) ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÚÁËÒÁÛÉ×ÁÅÔÓÑ �ÒÁ×ÁÑ×ÅÒÈÎÑÑ ËÌÅÔËÁ.7.97. ðÒÉ � 6 998 É �ÒÉ � > 3989.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ: � 6 1995 É � > 1995.÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ �ÌÏÝÁÄØ �ÏÌÏÓÏËÒÁ×ÎÁ 1995+ : : :+2+1 = 1995 · 1996=2 = 1995 · 998.ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ �ÌÏÝÁÄÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉ-ËÁ, 1995 · 998 > 1995n, Ô. Å. 998 > n. þÔÏÂÙ ÒÁÚÒÅ-ÚÁÔØ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË �ÒÉ n 6 998, ÎÁÄÏ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÎÁ � �ÏÌÏÓÏË ÄÌÉÎÏÊ 1995 É �ÅÒ×ÕÀ ÓÏÈÒÁÎÉÔØ, ×ÔÏÒÕÀ ÒÁÚÒÅÚÁÔØÎÁ �ÏÌÏÓËÉ ÄÌÉÎÏÊ 1 É 1994, ÔÒÅÔØÀ | ÎÁ �ÏÌÏÓËÉ ÄÌÉÎÏÊ 2 É 1993,É Ô. Ä. ðÏÓÌÅÄÎÑÑ �ÏÌÏÓËÁ 1 × n, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ,ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÎÏÍÅÒ 998 (997 + 998 = 1995).
ë 7.98

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÝÁÑ �ÌÏÝÁÄØ ×ÓÅÈ�ÏÌÏÓÏË ÒÁ×ÎÁ 1+ : : :+� = �(�+1)=2, Á �ÌÏÝÁÄØ �ÒÑÍÏ-ÕÇÏÌØÎÉËÁ | 1995�. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ n(�+1)=2 >

> 1995n, Ô. Å. n > 3989. íÅÔÏÄ ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÅÎ:ÒÁÚÒÅÖÅÍ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ 1995 �ÏÌÏÓÏË ÄÌÉÎÏÊ �, 
Ï-ÈÒÁÎÉÍ �ÅÒ×ÕÀ, ×ÔÏÒÕÀ ÒÁÚÒÅÖÅÍ ÎÁ �ÏÌÏÓËÉ ÄÌÉÎÏÊ 1É �− 1; : : : , 1995-À ÒÁÚÒÅÖÅÍ ÎÁ �ÏÌÏÓËÉ ÄÌÉÎÏÊ 1994 Én− 1994. ðÒÉ n > 3989 ×ÓÅ ÏÎÉ ÂÕÄÕÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ.7.98. îÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ, ÓÔÏÑÝÉÈ × ËÌÅÔËÁÈ ÆÉÇÕÒÙ, �ÏËÁ-ÚÁÎÎÏÊ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ. a b
deë 7.99
7.99. ÷ÙÄÅÌÉÍ ÌÅ×ÕÀ ×ÅÒÈÎÀÀ ÕÇÌÏ×ÕÀ ËÌÅÔËÕ ÔÁÂÌÉ-�Ù. úÁÔÅÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÌÁÓÔÉ: ÕÇÌÏ×ÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔ 3× 3 ÂÅÚÜÔÏÊ ËÌÅÔËÉ, Ë×ÁÄÒÁÔ 5×5 ÂÅÚ Ë×ÁÄÒÁÔÁ 3×3, Ë×ÁÄÒÁÔ 7×7ÂÅÚ Ë×ÁÄÒÁÔÁ 5×5 É Ô. Ä. óÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ, ÓÔÏÑÝÉÈ Ï ËÌÅÔËÁÈÌÀÂÏÊ ÉÚ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ, ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2. äÅÊÓÔ×É-ÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÏÔÒÅÚÁÔØ �ÏÌÎÙÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÉ 2× 2, ÏÓÔÁÎÅÔÓÑÆÉÇÕÒÁ, �ÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ. óÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ a+ b+ 
+ dÒÁ×ÎÁ d− e, �ÏÜÔÏÍÕ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÏÎÁ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2.7.100. åÓÌÉ n ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ k, ÔÏ ×ÓÑ ÔÁÂÌÉ�Á ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ Ë×Á-ÄÒÁÔÙ k × k, ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ É ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ × ÔÁÂÌÉ�Å, ÔÁË



350 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÒÅÂÕÅÍÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÞÉÓÌÁ × ÔÁÂÌÉ�Õ ÚÁ�ÉÓÁÔØÎÅÌØÚÑ.åÓÌÉ n ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ k, Ô. Å. n = Òk + r, 0 < r < k, ÔÏ �ÏÄÈÏÄÑ-ÝÕÀ ÔÁÂÌÉ�Õ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó�ÏÓÏÂÁÍ.úÁ�ÉÛÅÍ × k-À, (2k)-À, . . . , (pk)-À ËÌÅÔËÉ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ k-Ê, (2k)-Ê,. . . , (pk)-Ê ÓÔÒÏË ÔÁÂÌÉ�Ù ÞÉÓÌÁ È, È < 0. ï ÔÏÍ, ËÁË ×ÙÂÉÒÁÔØÈ, ÂÕÄÅÔ ÓËÁÚÁÎÏ ÎÉÖÅ. ÷ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÌÅÔËÉ ÔÁÂÌÉ�Ù ÚÁ�ÉÛÅÍ ÞÉ-ÓÌÏ 1.�ÏÇÄÁ × ÌÀÂÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÅ k× k ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ËÌÅÔËÁ ÓÞÉÓÌÏÍ È, �ÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × ÔÁËÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÅ ÒÁ×ÎÁ k2− 1+È.÷ÓÅÇÏ × Ë×ÁÄÒÁÔÅ ÂÕÄÅÔ Ò2 ËÌÅÔÏË Ó ÞÉÓÌÏÍ È, �ÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈÞÉÓÅÌ × ÔÁÂÌÉ�Å ÒÁ×ÎÁ n2− Ò2+ p2x. éÔÁË, ÞÉÓÌÏ È ÄÏÌÖÎÏ ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:
{ k2 − 1 + x < 0;n2 − p2 + p2x > 0; Ô. Å. 1− n2=p2 < È < 1− k2:�ÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ È ÎÁÊÄ£ÔÓÑ, �ÏÔÏÍÕ ÞÔÏ n2=p2 = (pk + r)2=p2 > k2.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ É ÄÒÕÇÉÅ Ó�ÏÓÏÂÙ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÉÑ ÔÁÂÌÉ�Ù.7.101. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÁ ×ÏÚÍÏÖÎÁ. úÁÍÅÔÉÍ,ÞÔÏ ÓÔÏÌÂÅ� ÔÏÞÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÉ �ÅÒ×ÙÍ, ÎÉ �Ï-ÓÌÅÄÎÉÍ, ÔÁË ËÁË Õ ÔÏÞÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× 20 �ÓÏÓÅÄÎÉÈ� ÞÉÓÅÌ, Á ×ÏÄÎÏÍ ÓÏÓÅÄÎÅÍ ÓÔÏÌÂ�Å ÍÏÖÎÏ ÕÍÅÓÔÉÔØ ÔÏÌØËÏ 11 ÞÉÓÅÌ. éÔÁË,�ÏÓÌÅ ÕÄÁÌÅÎÉÑ ÓÔÏÌÂ�Á ÔÏÞÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÔÁÂÌÉ�Á ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑÎÁ Ä×Å ÎÅ�ÕÓÔÙÅ ÞÁÓÔÉ, × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÞÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË ËÒÁÔ-ÎÏ 11. çÒÕ��Á ÞÉÓÅÌ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁÍÉ�Ï�ÁÄÁÅÔ × ÏÄÎÕ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÁÓÔÅÊ, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÁ m2 − 1 É m2 + 1�Ï�ÁÄÁÀÔ × ÒÁÚÎÙÅ ÞÁÓÔÉ, �ÏÜÔÏÍÕ ÔÁËÉÅ ÇÒÕ��Ù ÞÉÓÅÌ �Ï�ÅÒÅ-ÍÅÎÎÏ �Ï�ÁÄÁÀÔ ÔÏ × ÏÄÎÕ ÞÁÓÔØ ÔÁÂÌÉ�Ù, ÔÏ × ÄÒÕÇÕÀ. íÅÖÄÕm2 É (m + 1)2 ÉÍÅÅÔÓÑ 2m ÞÉÓÅÌ. úÎÁÞÉÔ, × ÏÄÎÕ ÉÚ ÞÁÓÔÅÊ �Ï�Á-ÄÁÅÔ 2 + 6 + 10 + 14 + 18 = 50 ÞÉÓÅÌ. �ÁË ËÁË 50 ÎÅ ËÒÁÔÎÏ 11, ÔÏÔÒÅÂÕÅÍÁÑ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÁ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÁ.7.102. óÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ × ÔÁÂÌÉ�Å ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ, �ÏÜÔÏ-ÍÕ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÓÔÒÏËÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 1000 ÅÄÉÎÉ�. ðÅ-ÒÅÓÔÁ×ÉÍ ÓÔÏÌÂ�Ù ÔÁÂÌÉ�Ù ÔÁË, ÞÔÏÂÙ × �ÅÒ×ÏÊ 1000 ËÌÅÔÏËÜÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÓÔÏÑÌÉ 1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ á É ÷ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ2000 × 1000, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÅ �ÅÒ×ÏÊ 1000 É �ÏÓÌÅÄÎÅÊ 1000 ÓÔÏÌÂ-�Ï× ÔÁÂÌÉ�Ù. ðÕÓÔØ á1 | 1000 ÓÔÒÏË �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ á Ó ÎÁÉ-ÂÏÌØÛÉÍÉ ÓÕÍÍÁÍÉ ÚÁ�ÉÓÁÎÎÙÈ × ÎÉÈ ÞÉÓÅÌ, á2 | ÏÓÔÁÌØÎÙÅ1000 ÓÔÒÏË. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × á1 ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1000.äÏ�ÕÓÔÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ É ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ × ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅÉÚ á2 ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ



7. óÍÅÛÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ 351× ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÒÏË ÉÚ á2 ÓÕÍÍÁ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ, ÔÏ É ×Ï ×ÓÅÈÓÔÒÏËÁÈ ÉÚ á1 ÏÎÁ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÄÎÁ ÉÚ ÓÔÒÏËá1 ×ÓÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 1, ÚÎÁÞÉÔ, ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ × á1 ÎÅ ÍÅÎØÛÅ1000. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × ËÁÖÄÏÊÓÔÒÏËÅ ÉÚ á2 ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ −2, ÔÁË ËÁË ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × ÌÀÂÏÊÓÔÒÏËÅ Þ£ÔÎÁ.úÎÁÞÉÔ, ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ ×Ï ×ÓÅÍ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ á ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ1000 + (−2) · 1000, Ô. Å. ÍÅÎØÛÅ −1000. îÏ �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ ÓÕÍÍÁ ÞÉ-ÓÅÌ ×Ï ×ÓÅÊ ÔÁÂÌÉ�Å ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ× �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ ÷ ÂÏÌØÛÅ 1000. ðÕÓÔØ ÷1 | 1000 ÓÔÒÏË �ÒÑÍÏ-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÷ Ó ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍÉ, Á ÷2 | 1000 ÓÔÒÏË Ó ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍÉÓÕÍÍÁÍÉ ÚÁ�ÉÓÁÎÎÙÈ × ÎÉÈ ÞÉÓÅÌ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × ÷1ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1000. üÔÏ ×ÅÒÎÏ, ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÉÚ÷2 ÎÅ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ. åÓÌÉ ÖÅ ÈÏÔÑ ÂÙ × ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÉÚ ÷2 ÓÕÍ-ÍÁ ÞÉÓÅÌ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, ÔÏ ÏÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ É × ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅÉÚ ÷1.÷ÁÒÉÁ�ÉÉ ÚÎÁËÏÍÓÔ×Á7.103. ïÄÉÎ. ÷ �ÁÒÅ Ó ÞÅÓÔÎÙÍ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÄÅ�ÕÔÁÔÏ×�ÒÏÄÁÖÅÎ.7.104. ÷ÏÚØÍ£Í ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÍÁÌØÞÉËÏ× ÉÚ �ÑÔÉ. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈÉÍÅÅÔ ÓÒÅÄÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ Ä×ÕÈ ÂÒÁÔØÅ×, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÅÇÏÂÒÁÔÁ, óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÁÍÉ ÏÎÉ | ÂÒÁÔØÑ.1 4 7 1 2 3 1 2 3 1 2 32 5 8 4 5 6 5 6 4 6 4 53 6 9 7 8 9 9 7 8 8 9 7ë 7.105
7.105. òÁÓ�ÉÓÁÎÉÅ �ÒÉ×ÅÄÅ-ÎÏ × ÔÁÂÌÉ�Å (ÕÞÁÓÔÎÉËÉ ÏÂÏÚÎÁ-ÞÅÎÙ �ÉÆÒÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ 9, ËÁ-ÖÄÙÊ ÉÚ 12 ÓÔÏÌÂ�Ï× ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÏÊËÅ ÄÅÖÕÒÎÙÈ).7.106. 19 ÒÙÖÉËÏ× É 11 ÇÒÕÚ-ÄÅÊ. åÓÌÉ ÂÙ × ËÏÒÚÉÎÅ ÎÁÛÌÉÓØ12 ÇÒÕÚÄÅÊ, ÔÏ ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÂÙÌ ÂÙ ÒÙÖÉËÏÍ. úÎÁÞÉÔ, ËÏÌÉ-ÞÅÓÔ×Ï ÇÒÕÚÄÅÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 11. åÓÌÉ ÂÙ ÇÒÕÚÄÅÊ ÂÙÌÏ ÍÅÎØÛÅ 11, ÔÏ ÉÈÂÙÌÏ ÂÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 10. �ÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÁÊÔÉ 20 ÎÅ ÇÒÕÚÄÅÊ.úÎÁÞÉÔ, ÇÒÕÚÄÅÊ ÒÏ×ÎÏ 11, Á ÒÙÖÉËÏ× | 19.7.107. ðÅÒÅÄÁÞÁ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÅÎÁ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÞÅÔ×ÅÒÙÈ ÌÀÄÅÊ × ËÏÍ�Á-ÎÉÉ | ÎÁÚÏ×ÅÍ ÉÈ á, ÷, ó, D. ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ ËÏÍ�ÁÎÉÉ,ËÒÏÍÅ ÷, ó É D, Ú×ÏÎÑÔ á É ÓÏÏÂÝÁÀÔ ÅÍÕ Ó×ÏÉ ÎÏ×ÏÓÔÉ. üÔÏ �Ï-ÔÒÅÂÕÅÔ n− 4 Ú×ÏÎËÁ. 3ÁÔÅÍ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÇÏ×ÏÒÑÔ á É ÷, Á ÔÁËÖÅó É D. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ á ÇÏ×ÏÒÉÔ Ó ó, Á ÷ Ó D, × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÞÅÇÏ ×ÓÅ



352 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉÞÅÔ×ÅÒÏ ÂÕÄÕÔ ÚÎÁÔØ ×ÓÅ ÎÏ×ÏÓÔÉ. úÁ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ n − 4 Ú×ÏÎËÁ AÓÏÏÂÝÁÅÔ ÉÈ ×ÓÅÍ ÏÓÔÁÌØÎÙÍ.7.108. ÷ÓÅ ÖÉÔÅÌÉ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ Ä×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, �ÒÉÞ£ÍÌÀÂÙÅ Ä×ÏÅ ÖÉÔÅÌÅÊ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÄÒÕÖÁÔ ÍÅÖÄÕ ÓÏ-ÂÏÊ, Á ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ | ÎÅ ÄÒÕÖÁÔ. úÁÔÅÍ, ÓÓÏÒÑÓØ × ÏÄÎÏÍ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Å, ËÁÖÄÙÊ ÖÉÔÅÌØ ÂÕÄÅÔ �ÅÒÅÈÏÄÉÔØ × ÄÒÕÇÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.üÔÏ ÂÕÄÅÔ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔØ ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ×ÓÅ ÖÉÔÅÌÉ ÎÅ ÓÔÁÎÕÔÄÒÕÚØÑÍÉ.7.109. ðÏ ÉÎÄÕË�ÉÉ. îÁÉÍÅÎÅÅ ÂÉÔÙÊ ÄÅ�ÕÔÁÔ ÂÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄ-ÎÏÇÏ ÒÁÚÁ. ïÔ�ÒÁ×ÉÍ ÅÇÏ × ËÏÍÉÓÓÉÀ, Á ÅÇÏ ×ÒÁÇÏ× ×Ù×ÅÄÅÍ ÉÚ�ÁÒÌÁÍÅÎÔÁ. úÁ ÏÄÎÕ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ËÏÍÉÓÓÉÑ ÒÁÓÔÅÔ ÎÁ 1, Á ÞÉÓÌÏ ÄÅ-�ÕÔÁÔÏ× ÕÂÙ×ÁÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ ÎÁ 3. ðÏÜÔÏÍÕ × ËÏÍÉÓÓÉÀ ×ÏÊÄ£ÔÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1=3 ÄÅ�ÕÔÁÔÏ×.âÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ ÆÁËÔ: ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÄÅ�ÕÔÁÔ ÄÁÌ Ó×ÏÉÍ ËÏÌÌÅÇÁÍk �ÏÝ£ÞÉÎ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ �ÁÒÌÁÍÅÎÔÁ ÎÁ 2k + 1 ��ÒÉ-ÌÉÞÎÙÈ� ËÏÍÉÓÓÉÊ.7.110. òÁÓÓÁÄÉÍ ×ÎÁÞÁÌÅ ÒÙ�ÁÒÅÊ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ. ðÕÓÔØ �ÒÉ ÜÔÏÍËÁËÉÅ-ÔÏ Ä×Á ×ÒÁÇÁ | ÒÙ�ÁÒÉ á É ÷ | ÏËÁÚÁÌÉÓØ ÒÑÄÏÍ, �ÒÉÞ£Í÷ ÓÉÄÉÔ Ó�ÒÁ×Á ÏÔ á. îÁÊÄ£Í ÔÅ�ÅÒØ ÓÒÅÄÉ ÄÒÕÚÅÊ ÒÙ�ÁÒÑ á ÔÁËÏ-ÇÏ ó, ÞÔÏ ÅÇÏ �ÒÁ×ÙÊ ÓÏÓÅÄ D | ÄÒÕÇ ÷ (ÏÎ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ, �ÏÓËÏÌØËÕÕ á ÅÓÔØ n ÄÒÕÚÅÊ, Á ÞÉÓÌÏ ×ÒÁÇÏ× Õ ÷, ÎÅ ÓÞÉÔÁÑ á, ×ÓÅÇÏ ÌÉÛØn− 2). �Å�ÅÒØ �ÒÁÚ×ÅÒÎÅÍ� ×ÅÓØ ÕÞÁÓÔÏË ÓÔÏÌÁ BDE : : : FGC ÏÔ ÷ÄÏ ó × ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ: CGF : : : EDB. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �ÒÉÜÔÏÍ ÞÉÓÌÏ �ÁÒ ÓÏÓÅÄÅÊ-×ÒÁÇÏ× ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ. äÅÊÓÔ×ÕÑ ÔÁË É ÄÁÌØ-ÛÅ, × ËÏÎ�Å ËÏÎ�Ï× �ÒÉÄ£Í Ë ÔÒÅÂÕÅÍÏÊ ÒÁÓÓÁÄËÅ.7.111. ðÕÓÔØ á É ÷, ÎÅ ÓÕÍÅ×ÛÉÅ �ÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ �ÏÓÌÅ ÕËÁÚÁÎ-ÎÏÊ ÓÅÒÉÉ ÕÖÉÎÏ×, ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÕÖÉÎÅ ÓÍÏÇÕÔ �ÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ.�ÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ×ÙÓÔÒÏÉÔØ �Å�ÏÞËÕ ÚÎÁËÏÍÓÔ×, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÈ á É ÷.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÔÕ �Å�ÏÞËÕ É ÂÕÄÅÍ ËÁÖÄÙÊ ×ÅÞÅÒ ÕÂÉÒÁÔØ ÉÚ ÎÅ£ÔÏÇÏ, ËÔÏ ÕÓÔÒÁÉ×ÁÅÔ ÕÖÉÎ (ÅÓÌÉ ÏÎ �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ × �Å�ÏÞËÅ). ëÏ-ÇÄÁ ËÁÖÄÙÊ ÞÅÌÏ×ÅË ÕÓÔÒÏÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÕÖÉÎ, × �Å�ÏÞËÅ ÍÅÖÄÕá É ÷ ÎÉËÏÇÏ ÎÅ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ. �ÁË ÞÔÏ á É ÷ ÏËÁÖÕÔÓÑ ÚÎÁËÏÍÙÍÉÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.7.112. 1990. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ � ÓÅÎÁÔÏÒÏ× ×ÙÂÒÁÔØ ÔÒ£È ÍÏÖ-ÎÏ n(n− 1)(n− 2)=(2 · 3) Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ÞÉÓÌÏ ÉÓËÏÍÙÈ ËÏ-ÍÉÓÓÉÊ ÞÅÒÅÚ È, Á ÞÉÓÌÏ ËÏÍÉÓÓÉÊ, × ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ËÁËÄÒÕÚØÑ, ÔÁË É ×ÒÁÇÉ, ÞÅÒÅÚ Õ, ÉÍÅÅÍ �ÅÒ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ: x + y == (30·29·28)=(2·3) = 4060. åÓÌÉ ÓÅÎÁÔÏÒ ÎÁ�ÉÛÅÔ Ó�ÉÓÏË ËÏÍÉÓÓÉÊ,× ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÁ ÄÒÕÇÉÈ ÞÌÅÎÁ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÉÌÉ ÅÇÏ ÄÒÕ-ÚØÑ, ÉÌÉ ×ÒÁÇÉ, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ Ó�ÉÓÏË ÉÚ 23 · 22=2 + 6 · 5=2 = 268ËÏÍÉÓÓÉÊ (Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÅÎÁÔÏÒÁ 23 ÄÒÕÇÁ É 6 ×ÒÁÇÏ×). ÷ÓÅÇÏ ×Ï



7. óÍÅÛÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ 353×ÓÅÈ Ó�ÉÓËÁÈ ÂÕÄÅÔ ÕËÁÚÁÎÏ 30 · 268 = 8040 ËÏÍÉÓÓÉÊ. îÏ �ÒÉ ÜÔÏÍËÏÍÉÓÓÉÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ÔÒÉ ÓÅÎÁÔÏÒÁ ÌÉÂÏ ÄÒÕÖÁÔ, ÌÉÂÏ ×ÒÁÖ-ÄÕÀÔ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, ÂÕÄÕÔ ÕËÁÚÁÎÙ × ÔÒ£È Ó�ÉÓËÁÈ, Á ËÁÖÄÁÑ ÉÚÏÓÔÁÌØÎÙÈ ËÏÍÉÓÓÉÊ | × ÏÄÎÏÍ Ó�ÉÓËÅ. �ÏÇÄÁ ×ÔÏÒÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ:3È+ y = 8040. ïÔÓÀÄÁ x = 1990.7.113. ðÕÓÔØ Á | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÄÅÌÅÇÁÔ, á | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ10 ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÉÍ ËÁÎÄÉÄÁÔÏ×. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ËÏÍÉÓÓÉÑ á ÎÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÈÏÒÏÛÅÊ� ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÅÌÅÇÁÔÏ× ÓßÅÚÄÁ. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÄÅÌÅÇÁÔ b ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÷ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÉÍ ËÁÎÄÉ-ÄÁÔÏ× ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó á. òÁÚÏÂØ£Í ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï á ÎÁ Ä×Á �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á á1 É á2 �Ï 5 ÞÅÌÏ×ÅË, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÷ | ÎÁ Ä×Á �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á ÷1 É ÷2 ÔÏÖÅ �Ï 5 ÞÅÌÏ×ÅË. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£ÈËÏÍÉÓÓÉÊ Cij = ái ∪ ÷j , 1 6 i 6 2, 1 6 j 6 2, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ 10ÞÅÌÏ×ÅË ËÁÖÄÁÑ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÈÏÒÏÛÅÊ� ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÅÌÅÇÁÔÏ× ÓßÅÚÄÁ.ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, Ô. Å. ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ËÏÍÉÓÓÉÉ Cij , ÎÁÊÄ£ÔÓÑÄÅÌÅÇÁÔ Óij , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÜÔÁ ËÏÍÉÓÓÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÈÏÒÏÛÅÊ�.ðÕÓÔØ D | �ÈÏÒÏÛÁÑ� ËÏÍÉÓÓÉÑ (ÉÚ Ä×ÕÈ ÞÅÌÏ×ÅË) ÄÌÑ 6 ÄÅÌÅÇÁ-ÔÏ× a, b, Ó11, Ó12, Ó21, Ó22 (ÔÁËÁÑ ËÏÍÉÓÓÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÏÇÌÁÓÎÏÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ). TaË ËÁË ËÏÍÉÓÓÉÑ D Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÈÏÒÏÛÅÊ� ÄÌÑ ÄÅ-ÌÅÇÁÔÏ× Á É b, ÔÏ × ÎÅÊ ÅÓÔØ ÞÅÌÏ×ÅË ÉÚ ËÏÍÉÓÓÉÉ á É ÞÅÌÏ×ÅË ÉÚËÏÍÉÓÓÉÉ ÷. îÏ ËÏÍÉÓÓÉÉ á É ÷ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. úÎÁÞÉÔ, ÏÄÉÎÞÌÅÎ ËÏÍÉÓÓÉÉ D ×ÈÏÄÑÔ × á, Á ÄÒÕÇÏÊ | × ÷. îÏ ÔÏÇÄÁ ËÏÍÉÓ-ÓÉÑ D ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ ËÏÍÉÓÓÉÊ Cij , É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÈÏÒÏÛÅÊ� ÄÌÑ ÄÅÌÅÇÁÔÁ Óij , ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ×ÙÂÏÒÕ D.ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ (ÓÎÁÂÖÅÎÉÅ �ÁÒÏÊ)7.114. ðÏÒÏ×ÎÕ. åÓÌÉ �ÅÒÉÍÅÔÒ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁ×ÅÎ 1996, ÔÏÓÕÍÍÁ ÄÌÉÎ ÅÇÏ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÓÔÏÒÏÎ ÒÁ×ÎÁ 998. úÎÁÞÉÔ, ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ-ÞÉÓÌÉÔØ ×ÓÅ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ �ÅÒÉÍÅÔÒÁ 1996: ÜÔÏ�ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ 1×997, 2×996; : : : ; 499×499. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÍÏÖÎÏ�ÅÒÅÞÉÓÌÉÔØ ×ÓÅ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ �ÅÒÉÍÅÔÒÁ 1998:1× 998; 2× 997; : : : ; 499× 500. ÷ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÄÌÉÎÁ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÏ-ÒÏÎÙ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÁ 1; 2; : : : ; 499.7.115. óÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÔÏÞËÕ á1 ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÂÏÌØÛÅ ÎÁ ÞÉ-ÓÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ á1, Ô. Å. ÎÁ 99 : : : 98=2. ìÀÂÏÍÕÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÕ ÂÅÚ ×ÅÒÛÉÎÙ á1 ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ á1, ÄÏÂÁ×É× Å£ Ë ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÁÍ. áÏÂÒÁÔÎÕÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ (ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ á1) ÍÏÖÎÏ �ÒÏÉÚ×Å-ÓÔÉ ÄÌÑ n-ÕÇÏÌØÎÉËÏ× �ÒÉ n > 3.



354 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉÁ) 1 2 3 4 567891011121314151617181920212223
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Â) 1 2 3 4 567891011121314151617181920212223
24252627 28

ë 7.1167.116. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÙÊ ÕÞÅÎÉË ÍÏÇ ÓÉÄÅÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍÓ 27 ÕÞÅÎÉËÁÍÉ, ÜÔÏ ÎÅ ÍÏÇÌÏ ÄÌÉÔØÓÑ ÂÏÌÅÅ 27 ÍÅÓÑ�Å×. ðÏ-ËÁÖÅÍ, ËÁË ÕÞÉÔÅÌØ ÍÏÇ ÒÁÓÓÁÖÉ×ÁÔØ ÕÞÅÎÉËÏ× × ÔÅÞÅÎÉÅ 27ÍÅÓÑ�Å×.úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÕÞÅÎÉËÏ× ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ 28. ðÏÓÔÁ×ÉÍ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 1ÄÏ 27 ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ 27-ÕÇÏÌØÎÉËÁ, Á ÞÉ-ÓÌÏ 28 | × �ÅÎÔÒÅ ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. óÏÅÄÉÎÉÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÔÏÞËÉ 1É 28. ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÓÏÅÄÉÎÉÍ �Ï�ÁÒÎÏ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕ-ÌÑÒÎÙÍÉ ÜÔÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ (
Í. ÒÉÓ. Á).òÁÓÓÁÄÉÍ ÕÞÅÎÉËÏ× ÔÁË: ÅÓÌÉ 2 ÞÉÓÌÁ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÏÔÒÅÚËÏÍ, ÔÏÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÉÍ ÛËÏÌØÎÉËÏ× ÓÁÖÁÅÍ ÚÁ ÏÄÎÕ �ÁÒÔÕ. ÷ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÅÍ ÍÅÓÑ�Å ÓÏÅÄÉÎÑÅÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÔÏÞËÉ 2 É 28 É ÞÅÒÅÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÅÔÏÞËÉ �ÒÏ×ÏÄÉÍ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÅ ÅÍÕ ÏÔÒÅÚËÉ (ÒÉÓ. Â); ÒÁÓÓÁ-ÖÉ×ÁÅÍ ÕÞÅÎÉËÏ× �Ï ÜÔÏÊ ÓÈÅÍÅ, ÄÁÌÅÅ ÂÅÒÅÍ �ÏÏÞÅÒ£ÄÎÏ ÏÔÒÅÚËÉ28{3, 28{4; : : : ; 28{27 É �ÒÏ×ÏÄÉÍ ÏÔÒÅÚËÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÅ ËÁ-ÖÄÏÍÕ ÉÚ ÎÉÈ.7.117. ë �ÅÒ×ÏÊ ÇÒÕ��Å ÍÏÖÎÏ ÏÔÎÅÓÔÉ ÞÉÓÌÁ, × ÚÁ�ÉÓÉ ËÏÔÏÒÙÈÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉ�, ËÏ ×ÔÏÒÏÊ ÇÒÕ��Å | ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØ-ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.7.118. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÉÄÅÑ: ÅÓÌÉ ÓÔÒÅÌËÉ �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ÈÏÒÏÛÅÅ ×ÒÅ-ÍÑ, ÔÏ ÉÈ ÚÅÒËÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ �ÌÏÈÏÅ, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. ÷ �ÏÌÎÏÞØÓÔÒÅÌËÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. åÓÌÉ �ÕÓÔÉÔØ ÞÁÓÙ ÎÁÚÁÄ, ÔÏ ÓÔÒÅÌËÉ ÂÕÄÕÔ�ÏËÁÚÙ×ÁÔØ ËÁËÏÅ-ÔÏ ×ÞÅÒÁÛÎÅÅ ×ÒÅÍÑ, Á ÉÈ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔÚÅÒËÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÓÔÒÅÌÏË ÎÁ ÏÂÙÞÎÙÈ ÞÁÓÁÈ.éÔÁË, ËÁÖÄÏÍÕ ÈÏÒÏÛÅÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ ×ÒÅÍÅÎÉ ÓÅÇÏÄÎÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ�ÌÏÈÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÞÅÒÁ. ðÒÉÞ£Í ÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ ÈÏÒÏÛÅÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ �ÌÏÈÏÇÏ. úÎÁÞÉÔ, ÈÏÒÏÛÅÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÓÅÇÏÄÎÑÓÔÏÌØËÏ ÖÅ, ÓËÏÌØËÏ ÂÙÌÏ �ÌÏÈÏÇÏ ×ÞÅÒÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÈÏÒÏÛÅÇÏ É �ÌÏ-ÈÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ × ÓÕÔËÁÈ �ÏÒÏ×ÎÕ.7.119. âÏÌØÛÅ ÈÏÒÏÛÅÇÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÉÎÕÔÎÁÑ É ÓÅËÕÎÄÎÁÑÓÔÒÅÌËÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ ��ÌÏÈÏÊ� ÓÅËÔÏÒ ÍÅÖÄÕ ÉÈ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÍÉ,



7. óÍÅÛÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ 355�Ï�Á× × ËÏÔÏÒÙÊ, ÞÁÓÏ×ÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ ÚÁÄÁ£ �ÌÏÈÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ.üÔÏÔ ÓÅËÔÏÒ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 180◦. úÎÁÞÉÔ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÞÅÒÅÚ �ÅÌÏÅÞÉÓÌÏ ÞÁÓÏ× �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÍÉÎÕÔÎÏÊ É ÓÅËÕÎÄÎÏÊ ÓÔÒÅÌÏË ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ-ÓÑ, ÞÅÒÅÚ 6 ÞÁÓÏ× �ÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ �ÌÏÈÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÂÕÄÅÔ ÈÏÒÏÛÉÊ,Ô. Å. �ÌÏÈÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÈÏÒÏÛÅÇÏ. ïÄÎÁËÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,ÂÙ×ÁÀÔ ÈÏÒÏÛÉÅ ÍÏÍÅÎÔÙ, ÞÅÒÅÚ 6 ÞÁÓÏ× �ÏÓÌÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÓÔÕ�ÁÅÔÔÁËÖÅ ÈÏÒÏÛÉÊ ÍÏÍÅÎÔ.ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÏÍÅÎÔÏ× �ÌÏÈÏÇÏ É ÈÏÒÏÛÅÇÏ ×ÒÅ-ÍÅÎÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, Á �ÏÔÏÍÕ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÈÏÒÏÛÉÈ ÍÏÍÅÎ-ÔÏ× ÂÏÌØÛÅ, ÎÅÓÔÒÏÇÏ. îÕÖÎÏ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ Ï ÓÕÍÍÅ ÄÌÉÎ ÉÎÔÅÒ×Á-ÌÏ× �ÌÏÈÏÇÏ É ÈÏÒÏÛÅÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÁÖÄÏÍÕ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ�ÌÏÈÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ Ó×ÏÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ÈÏÒÏÛÅÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉÔÁËÏÊ ÖÅ ÄÌÉÎÙ (�ÒÉ ÓÄ×ÉÇÅ ÎÁ 6 ÞÁÓÏ×), �ÏÜÔÏÍÕ ÈÏÒÏÛÅÇÏ ×ÒÅÍÅ-ÎÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ �ÌÏÈÏÇÏ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÈÏÒÏÛÉÍ ÉÎ-ÔÅÒ×ÁÌÁÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÈÏÒÏÛÉÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ, �ÏÜÔÏÍÕ ÈÏÒÏÛÅÇÏ×ÒÅÍÅÎÉ ÂÏÌØÛÅ. ÷ÁÖÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÓÄ×ÉÇÅ ÓÕÔÏË ÎÁ 6 ÞÁ-ÓÏ× ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÕÔËÉ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÔÅÈ ÖÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× �ÌÏÈÏÇÏÉ ÈÏÒÏÛÅÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ, ÎÏ × ÄÒÕÇÏÍ �ÏÒÑÄËÅ.7.120. ÷ �ÅÒ×ÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÄÏÌÖÎÙ ÓÏÄÅÒÖÁÔØÓÑ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ Ó ÎÅÞ£Ô-ÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ Ä×ÏÅË, ×Ï ×ÔÏÒÏÍ | Ó Þ£ÔÎÙÍ.7.121. íÏÖÎÏ. îÁÄÏ �ÏÍÅÓÔÉÔØ Ä×Á ÓÁÍÙÈ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÌÁ, Ô. Å.Án É Án−1 × ÒÁÚÎÙÅ ÇÒÕ��Ù, ÚÁÔÅÍ ÒÁÚÍÅÝÁÔØ ÏÞÅÒÅÄÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÇÒÕ��Õ, ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ ËÏÔÏÒÏÊ × ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÍÅÎØÛÅ.7.122. åÓÌÉ ÓÞÁÓÔÌÉ×ÙÊ ÂÉÌÅÔ ÉÍÅÅÔ ÎÏÍÅÒ A, ÔÏ ÂÉÌÅÔ Ó ÎÏ-ÍÅÒÏÍ A′ = 999999 − A ÔÁËÖÅ ÓÞÁÓÔÌÉ×ÙÊ É A′ 6= A. ðÏÓËÏÌØËÕA+A′ = 1001 ·999 = 13 ·77 ·999 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 13, ÔÏ É ÓÕÍÍÁ ÎÏÍÅÒÏ××ÓÅÈ ÓÞÁÓÔÌÉ×ÙÈ ÂÉÌÅÔÏ× ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 13.7.123. þÉÓÅÌ, ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ × ÔÁËÏÍ ×ÉÄÅ, ÂÏÌØÛÅ. ðÕÓÔØn = k2 + m3, ÇÄÅ k;m; n ∈ N, Á n 6 1000000. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁk 6 1000, Á m 6 100. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÕÖÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÍÏÇÕÔ ÄÁ-×ÁÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 100 000 �ÁÒ (k;m). îÏ ÞÉÓÅÌ n, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈÕÓÌÏ×ÉÀ, ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÔÁËÉÈ �ÁÒ, ÔÁË ËÁË ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÁÒÙ ÄÁ-ÀÔ ÞÉÓÌÁ n, ÂÏÌØÛÉÅ 1 000 000, Á ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ �ÁÒÙ ÄÁÀÔÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ n.7.124. òÁÚÏÂØ£Í ÎÁ Ä×Å ÇÒÕ��Ù ×ÓÅ �ÑÔÉÚÎÁÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÓÏÓÔÁ-×ÌÅÎÎÙÅ ÉÚ �ÉÆÒ 1, 2, 3, 4, 5 É ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ Ó �ÉÆÒ A É B:íá÷ = {ABab
;ABba
;Ab
ab} É Ná÷ = {ABa
b;ABba
;Ab
ba}:ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÙ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÞÉÓÅÌ × ÇÒÕ��ÁÈ íá÷ ÉNá÷ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÚÏÂØ£Í ×ÓÅ �ÑÔÉÚÎÁÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.



356 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉðÏÇÒÕÚËÁ7.125. îÁ ÒÉÓÕÎËÅ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ Ä×Á ÒÅÛÅÎÉÑ.� 1 1=2 0I 2 3 2II 2 3 2III 3 2 3
� 1 1=2 0I 3 1 3II 3 1 3III 1 5 1ë 7.125

7.126. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÑÔÉ ÍÁ-ÛÉÎ ÔÏÞÎÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ. âÕÄÅÍ ÇÒÕ-ÚÉÔØ ÍÁÛÉÎÙ ÑÝÉËÁÍÉ × ÌÀÂÏÍ �Ï-ÒÑÄËÅ ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ÑÝÉËÉ ÎÅËÏÎÞÁÔÓÑ, ÓÌÅÄÑ ÌÉÛØ ÚÁ ÔÅÍ, ÞÔÏ-ÂÙ ÎÅ ÎÁÓÔÕ�ÉÌÁ ��ÅÒÅÇÒÕÚËÁ� ÍÁÛÉ-ÎÙ. üÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË × ÌÀÂÏÊÍÏÍÅÎÔ �ÏÇÒÕÚËÉ ÂÕÄÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄ-ÎÁ ÍÁÛÉÎÁ, ÚÁÇÒÕÖÅÎÎÁÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 2 ÔÏÎÎÁÍÉ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØ-ÎÏ, ÅÓÌÉ ÂÙ ×ÓÅ ÍÁÛÉÎÙ ÂÙÌÉ ÚÁÇÒÕÖÅÎÙ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÎÁ 2 ÔÏÎ-ÎÙ, ÔÏ ÏÂÝÉÊ ×ÅÓ ÇÒÕÚÁ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÌ ÂÙ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ 5 · 2 Ô == 10 Ô, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ. üÔÕ ÍÁÛÉÎÕ ÍÏÖ-ÎÏ ÄÏÇÒÕÚÉÔØ ÌÀÂÙÍ ÑÝÉËÏÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ ÏÎ×ÅÓÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÔÏÎÎÙ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÞÅÔÙÒ£È ÍÁÛÉÎ ÍÏÖÅÔ ÎÅÈ×ÁÔÉÔØ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ×Ù×ÏÚÁ 13 ÑÝÉËÏ× ×ÅÓÏÍ 10=13 Ô ËÁ-ÖÄÙÊ, ÞÅÔÙÒ£È ÍÁÛÉÎ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ËÁÖÄÁÑ ÍÁ-ÛÉÎÁ ÍÏÖÅÔ Õ×ÅÚÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÔÒ£È ÔÁËÉÈ ÑÝÉËÏ×, ÔÁË ËÁË 4 ÑÝÉ-ËÁ ×ÅÓÑÔ 40=13 Ô > 3 Ô. úÎÁÞÉÔ, ×ÓÅ ÍÁÛÉÎÙ Õ×ÅÚÕÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ12 ÑÝÉËÏ×.7.127. âÕÄÅÍ ÇÒÕÚÉÔØ ÇÌÙÂÙ, ÎÅ ×ÙÂÉÒÁÑ, ÎÁ �ÌÁÔÆÏÒÍÕ �1 ÄÏÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ÉÈ ÏÂÝÁÑ ÍÁÓÓÁ ÎÅ �ÒÅ×ÙÓÉÔ 58 Ô. ðÏÓÌÅÄÎÀÀ ÇÌÙÂÕÓÎÉÍÅÍ Ó �ÌÁÔÆÏÒÍÙ É �ÏÌÏÖÉÍ ÒÑÄÏÍ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÂÕÄÅÍ ÇÒÕÚÉÔØÇÌÙÂÙ ÎÁ �ÌÁÔÆÏÒÍÙ ��2{14. ïÂÝÁÑ ÍÁÓÓÁ ÇÌÙÂ, �ÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ÎÁÜÔÉ 14 �ÌÁÔÆÏÒÍ É ÒÑÄÏÍ Ó ÎÉÍÉ, ÂÏÌÅÅ 58 · 14 = 812 ÔÏÎÎ. ïÓÔÁ×-ÛÉÅÓÑ ÇÌÙÂÙ ×ÅÓÑÔ ÍÅÎØÛÅ 870− 812 = 58 Ô, É ÉÈ ÍÏÖÎÏ �ÅÌÉËÏÍ�ÏÇÒÕÚÉÔØ ÎÁ �ÌÁÔÆÏÒÍÕ �15. îÁ �ÏÓÌÅÄÎÉÅ Ä×Å �ÌÁÔÆÏÒÍÙ ÍÏÖ-ÎÏ �ÏÇÒÕÚÉÔØ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ 14 ÇÌÙÂ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: �ÏÌÏÖÉÍÎÁ ËÁÖÄÕÀ �Ï 7 ÛÔÕË, ÔÏÇÄÁ ÉÈ ÍÁÓÓÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ �ÌÁÔÆÏÒÍÅ ÎÅ�ÒÅ×ÙÓÉÔ 7 · 8 = 56 Ô.7.128. çÒÕÚÉÍ ÑÝÉËÉ ÎÁ �ÅÒ×ÕÀ ÍÁÛÉÎÕ, �ÏËÁ ÉÈ ÍÁÓÓÁ ÎÅ �ÒÅ-×ÙÓÉÔ 1;5 Ô; �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÑÝÉË ÓÎÉÍÅÍ É �ÏÌÏÖÉÍ ÒÑÄÏÍ Ó ÍÁÛÉÎÏÊ.úÁÔÅÍ ÇÒÕÚÉÍ ÑÝÉËÉ ÎÁ ×ÔÏÒÕÀ ÍÁÛÉÎÕ, ÎÁ ÔÒÅÔØÀ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ ÄÏÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ÎÅ ÚÁÇÒÕÚÉÍ 8 ÍÁÛÉÎ. ïÂÝÁÑ ÍÁÓÓÁ ÑÝÉËÏ× ÎÁ ÜÔÉÈ8 ÍÁÛÉÎÁÈ É ÑÝÉËÁÈ ÒÑÄÏÍ ÂÏÌØÛÅ 1;5 · 8 = 12 Ô. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÁÓÓÁÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÑÝÉËÏ× ÍÅÎØÛÅ 1;5 Ô É ÉÈ ÓÍÏÖÅÔ Õ×ÅÚÔÉ 9-Ñ ÍÁÛÉÎÁ.ìÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÚÅÍÌÅ 8 ÑÝÉËÏ× ÒÁÚÏÂØ£Í ÎÁ Ä×Å ÞÅÔ×£ÒËÉ; ËÁÖÄÁÑ ÞÅ-Ô×£ÒËÁ ÑÝÉËÏ× ÉÍÅÅÔ ÍÁÓÓÕ ÍÅÎØÛÅ 4 · 350 = 1;4 Ô, É �ÏÜÔÏÍÕ ÉÈÍÏÖÎÏ Õ×ÅÚÔÉ ÎÁ Ä×ÕÈ ÍÁÛÉÎÁÈ.



7. óÍÅÛÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ 3577.129. Á) íÏÖÎÏ �ÏÍÅÓÔÉÔØ × �ÅÒ×ÙÊ ÇÒÕÚÏ×ÉË ÂÏÞËÉ ×ÅÓÏÍ ×1, 4, 5, 8, 9, 12, 14, 17 �ÕÄÏ×; ×Ï ×ÔÏÒÏÊ | 2, 3, 6, 7, 10, 11, 15,16 �ÕÄÏ×; × ÔÒÅÔÉÊ | 13, 18, 19, 20 �ÕÄÏ×. Â) îÅÌØÚÑ. åÓÌÉ ÂÏÞËÉÒÁÚÌÏÖÅÎÙ �ÏÒÏ×ÎÕ �Ï ×ÅÓÕ, ÔÏ ×Ï ×ÓÅÈ ÇÒÕÚÏ×ÉËÁÈ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÄÎÏÉ ÔÏ ÖÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÕÄÏ×, �ÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ×ÅÓ ×ÓÅÈ ÂÏÞÅË (×�ÕÄÁÈ) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3. ïÄÎÁËÏ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ×ÅÓ ÂÏÞÅË1 + 2 + : : :+ 10 = 55 �ÕÄÏ× ÎÁ 3 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ.äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ7.130. îÁÞÎ£Í ÂÒÁÔØ ÛÁÒÙ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÓÌÅ×Á. òÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕÞ£ÒÎÙÍÉ É ËÒÁÓÎÙÍÉ ÛÁÒÁÍÉ �ÏÓÌÅ �ÅÒ×ÏÇÏ ×ÚÑÔÉÑ ÒÁ×ÎÁ 1, Á �Å-ÒÅÄ �ÏÓÌÅÄÎÉÍ ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ −1. úÎÁÞÉÔ, ÂÙÌ ÍÏÍÅÎÔ, ËÏÇÄÁ ÒÁÚÎÏÓÔØÒÁ×ÎÑÌÁÓØ 0.7.131. ÷ Ä×ÕÈ ÉÚ ÔÒ£È ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÕÇÌÏ×ÙÈ ËÌÅÔËÁÈ ÉÍÅÅÍ ÏÄÉ-ÎÁËÏ×ÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, 1. ÷ÏÚØÍ£Í ÏÄÎÕ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÌÅÔÏË É �ÒÉÂÁ-×ÌÑÅÍ Ë ÎÅÊ ÓÏÓÅÄÎÀÀ, ÚÁÔÅÍ Ë �ÏÌÕÞÉ×ÛÅÍÕÓÑ ËÕÓËÕ �ÒÉÂÁ×ÌÑÅÍÓÏÓÅÄÎÀÀ Ó ËÕÓËÏÍ ËÌÅÔËÕ É Ô. Ä. ðÏÓÌÅÄÎÅÊ ËÌÅÔËÏÊ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ×ÔÏÒÁÑ ÕÇÌÏ×ÁÑ ËÌÅÔËÁ Ó ÞÉÓÌÏÍ 1. (�ÁË ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,ÂÅÒÑ �Ï ÏÄÎÏÊ ËÌÅÔËÅ �ÏÌÏÓËÁÍÉ.) �ÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × ËÌÅÔËÁÈËÕÓËÁ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÔ 1 ×ÎÁÞÁÌÅ ÄÏ −1 × ËÏÎ�Å. íÏÍÅÎÔ, ËÏÇÄÁ ÓÕÍ-ÍÁ ÂÕÄÅÔ 0, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÕÖÎÏÍÕ ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÀ.7.132. ðÕÓÔØ �ÒÉ ÓÌÏÖÅÎÉÉ ËÕÂÁ ÂÅÌÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ× �ÏÌÕÞÉ-ÌÏÓØ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ Þ£ÒÎÙÈ. îÁÞÎ£Í �Ï×ÏÒÁÞÉ×ÁÔØ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ËÕÂÉ-ËÉ ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ÎÅ �ÏÑ×ÑÔÓÑ ×ÓÅ ÔÒÉ ÎÏ×ÙÈ ÇÒÁÎÉ ËÕÂÉËÁ. ðÒÉËÁÖÄÏÍ �Ï×ÏÒÏÔÅ ÏÄÎÏÇÏ ËÕÂÉËÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÞÉÓÌÏÍ ÂÅÌÙÈ ÉÞ£ÒÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ× ×ÓÅÇÄÁ Þ£ÔÎÁ, �ÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÉÌÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ 2. �ÁË ËÁË �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ Þ£ÒÎÙÈ É ÂÅÌÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ÂÙÌÏ�ÏÒÏ×ÎÕ, ÔÏ �ÏÓÌÅ ÏËÏÎÞÁÎÉÑ ×ÓÅÈ �Ï×ÏÒÏÔÏ× Þ£ÒÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ×�ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÂÅÌÙÈ. úÎÁÞÉÔ, ÂÙÌ ÍÏÍÅÎÔ, ËÏÇÄÁ �ÏÒÏ×ÎÕÂÙÌÏ ÞÉÓÌÏ Þ£ÒÎÙÈ É ÂÅÌÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ×.7.133. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÍÑÞÅÊ,ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ (ÎÁ ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ) ÚÁÂÉÔØ �úÅÎÉÔÕ�, É ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍÍÑÞÅÊ, ÚÁÂÉÔÙÈ �íÏÌÏÔÏÍ�. ðÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÍÑÞÅ, ÚÁÂÉÔÏÍ × ÔÅ ÉÌÉÄÒÕÇÉÅ ×ÏÒÏÔÁ, S ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ ÎÁ 1. ÷ ÎÁÞÁÌÅ ÍÁÔÞÁ S = 8, Á ×ËÏÎ�Å S = −5. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÂÙÌ ÍÏÍÅÎÔ, ËÏÇÄÁ S = 0, Ô. Å. ËÏÇÄÁËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÑÞÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÂÉÔØ �úÅÎÉÔÕ�, ÒÁ×ÎÑÌÏÓØËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÍÑÞÅÊ, ÚÁÂÉÔÙÈ ÎÁ ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ �íÏÌÏÔÏÍ�.7.134. ðÒÉ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÉ ÞÉÓÌÁ ÎÁ 1 ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ ÌÉÂÏ Õ×ÅÌÉÞÉ-×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 1 (ÞÉÓÌÏ ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ ÎÁ 9), ÌÉÂÏ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ ÎÁ8, 17, 26 (× ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÄÅ×ÑÔÏË ÎÁ ËÏÎ�Å). ðÕÓÔØ ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ



358 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉÞÉÓÌÁ Á ÒÁ×ÎÁ s(Á). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÞÉÓÌÁ, ÂÏÌØÛÉÅÁ, É ×ÙÂÅÒÅÍ ÉÚ ÎÉÈ ÞÉÓÌÁ Ó ÓÕÍÍÏÊ �ÉÆÒ, ÂÏÌØÛÅÊ s(Á). éÚ ×Ù-ÂÒÁÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÒÁ×ÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ �ÉÆÒ ÏÓÔÁ×ÉÍ ÔÏÌØËÏ ÎÁÉÍÅÎØ-ÛÅÅ ÞÉÓÌÏ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÞÉÓÅÌ Ó ÓÕÍÍÏÊ �ÉÆÒ s(Á); s(Á) + 1; : : : ÂÅÚ �ÒÏ�ÕÓËÏ×. ðÏÓËÏÌØËÕs(b) = s(Á)+100, ÍÅÖÄÕ ÞÉÓÌÁÍÉ Á É b ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÞÉÓÌÏ, ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÁ s(Á) + 43.7.135. òÁÚÏÂØ£Í Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÁ 4 Ë×ÁÄÒÁÔÉËÁ 25×25. åÓÌÉ ×Ï ×ÓÅÈË×ÁÄÒÁÔÉËÁÈ ÓÕÍÍÙ ÞÉÓÅÌ ÏÄÎÏÇÏ ÚÎÁËÁ, ÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÏÄÉÎ, ÏÂÌÁ-ÄÁÀÝÉÊ ÔÒÅÂÕÅÍÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ. åÓÌÉ ÅÓÔØ Ä×Á Ë×ÁÄÒÁÔÉËÁ Ó ÓÕÍ-ÍÁÍÉ ÒÁÚÎÏÇÏ ÚÎÁËÁ, ÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Á ÔÁËÉÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,ÌÅ×ÙÊ ×ÅÒÈÎÉÊ á É ÌÅ×ÙÊ ÎÉÖÎÉÊ B. ðÕÓÔØ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉ-ÎÙ ÓÕÍÍÙ ÞÉÓÅÌ × ÎÉÈ ÂÏÌØÛÅ 25. ðÏÓÔÒÏÉÍ �Å�ÏÞËÕ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ×25×25 ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: á1 = á, á2 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 2{25-Ê ÓÔÒÏË áÉ 1-Ê ÓÔÒÏËÉ ÷, á3 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 3{25-Ê ÓÔÒÏË á É 1-Ê É 2-Ê ÓÔÒÏËÉ÷,. . . , á26 = B, Ô. Å. ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏËÁ ÓÎÉÚÕ ÉÕÂÉÒÁÅÔÓÑ ÓÔÒÏËÁ Ó×ÅÒÈÕ. �ÁË ËÁË ÒÁÚÎÉ�Á ÓÕÍÍ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÓÏ-ÓÅÄÎÉÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÁÍÉ �Å�ÏÞËÉ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 50, ÔÏ ÓÒÅÄÉAi ÎÁÊÄ£ÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉË 25× 25 Ó ÔÒÅÂÕÅÍÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ.7.136. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ, Ô. Å. ÎÅ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÇÏm, ÞÔÏam = m=500. �ÏÇÄÁ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÒÉ m = 500k (k = 1; 2; : : : ) am >> m=500. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ. ðÒÉ k = 1 a500 > 1 �Ï �ÒÅÄ-�ÏÌÏÖÅÎÉÀ. ðÕÓÔØ �ÒÉ k = l a500l > l, ÔÏÇÄÁ a500(l+1) > a500l > l É�Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ a500(l+1) 6= l + 1. ðÏÜÔÏÍÕ a500(l+1) > l + 1. îÏ�Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ an = n=1000 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n É n ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ 1000p.ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.çÅÏÍÅÔÒÉÑ7.137. îÅÌØÚÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÍÁÌÅÎØËÉÈ ÕÇÌÏ×ÙÈ ËÕÂÉËÁ. äÌÑÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÔÒÅÚÁÔØ ËÁÖÄÙÊ, ÎÕÖÎÏ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÔÒ£È ÒÁÚÒÅÚÏ×, Ô. Å.×ÓÅÇÏ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÛÅÓÔÉ ÒÁÚÒÅÚÏ×.7.138. õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉ-ÔÕÁ�ÉÀ ÎÁ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. ëÌÅÔËÉ ÎÁ ÎÅÊ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ �Ï-ËÒÙÔÙ ÔÏÌØËÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏ (ÉÌÉ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏ) ÌÅÖÁÝÉÍÉ ÄÏÍÉ-ÎÏÛËÁÍÉ.7.139. òÁÚÏÂØ£Í ËÁÖÄÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÀÝÅÇÏÄÁÎÎÕÀ �ÌÏÝÁÄØ ÎÁ 50 ÒÁ×ÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ É ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÉÅ ÔÏÞËÉ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎÁÈ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ×ÓÑ �ÌÏÝÁÄØ ÒÁÚÏÂØ£ÔÓÑ ÎÁ 2500 Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ× 2 × 2 Í, ËÁÖÄÙÊ ÉÚËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È �ÌÉÔÏË Ó ÏÂÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ. úÎÁÞÉÔ,



7. óÍÅÛÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ 359ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ× ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊËÒÁÓÎÏÊ �ÌÉÔËÉ, É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÒÁÓÎÙÈ �ÌÉÔÏË ÎÅÍÏÖÅÔ �ÒÅ×ÙÛÁÔØ 2500. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÒÏ×ÎÏ 2500 ËÒÁÓÎÙÈ �ÌÉ-ÔÏË ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÓÏÂÒÁÔØ ÂÌÏË 2 × 2 ÉÚ ÞÅ-ÔÙÒ£È �ÌÉÔ ÒÁÚÎÏÇÏ �×ÅÔÁ, É ÚÁÍÏÓÔÉÔØ ÔÁËÉÍÉ ÂÌÏËÁÍÉ ×ÓÀ�ÌÏÝÁÄØ, ÓÌÅÄÑ ÚÁ ÔÅÍ, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÂÌÏËÉ ÂÙÌÉ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÙÏÄÉÎÁËÏ×Ï.7.140. ïÂß£Í ËÏÒÏÂËÉ ÒÁÚÍÅÒÁÍÉ 11× 13× 14 ÒÁ×ÅÎ 2002, Ô. Å.ÄÏÓÔÁÔÏÞÅÎ, Á ÏÂÝÁÑ �ÌÏÝÁÄØ Å£ ÓÔÅÎÏË ÒÁ×ÎÁ 2(11 · 13 + 11 · 14 ++ 13 · 14) = 958.7.141. ïÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ. ðÕÓÔØ ×ÅÒÈ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓËÌÅÅÎ Ó ÎÉÚÏÍ.÷ÏÚØÍ£Í ÒÁÓËÒÁÓËÕ, �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÁÝÕÀ ÕÓÌÏ×ÉÀ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ×ÅÓÏÍ ÌÉÎÉÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Þ£ÒÎÙÈ ËÌÅÔÏË ÎÁ ÎÅÊ. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÇÏÒÉ-ÚÏÎÔÁÌØ ×ÅÓÁ n. �ÏÇÄÁ n ×ÅÒÔÉËÁÌÅÊ É n ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁ�ÒÁ-×ÌÅÎÉÑ ÄÏÌÖÎÙ ÉÍÅÔØ ×ÅÓÁ 1; 2; : : : ; n, ÔÁË ËÁË ×ÓÅ ÏÎÉ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÜÔÕ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØ. �ÏÇÄÁ É n ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÅÊ ÉÍÅÀÔ ×ÅÓÁ 1; 2; : : : ; n,ÔÁË ËÁË ×ÓÅ ÏÎÉ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔ ×ÅÒÔÉËÁÌØ ×ÅÓÁ n. ãÉËÌÉÞÅÓËÉ �ÅÒÅ-ÓÔÁ×ÉÍ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÉÖÎÑÑ ÉÍÅÌÁ ×ÅÓ n (Ó×ÏÊÓÔ×Á ÒÁÓ-ËÒÁÓËÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÔÓÑ). ðÒÏÎÕÍÅÒÕÅÍ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ ÓÎÉÚÕ××ÅÒÈ ÏÔ 0 ÄÏ n−1, Á ×ÅÒÔÉËÁÌÉ | ÏÔ 0 ÄÏ n−1, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ×ÅÒÔÉ-ËÁÌÉ ×ÅÓÁ n. ëÁÖÄÁÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ �Ï ÒÁÚÕ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØ É×ÅÒÔÉËÁÌØ ×ÅÓÁ n, �ÏÜÔÏÍÕ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ×ÅÓÁ 1 ÄÏÌÖÎÙ �ÒÏÈÏÄÉÔØ ÞÅ-ÒÅÚ ËÌÅÔËÕ ÉÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ | ËÌÅÔËÕ (0; 0). éÔÁË, ×ÓÅ ËÌÅÔËÉ (i; i)É (n− i; i), i > 0 | �ÕÓÔÙÅ.åÓÌÉ n ÎÅÞ£ÔÎÏ, ÔÏ × ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å, ËÒÏÍÅ 0, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÍÅÎÅÅ Ä×ÕÈ �ÕÓÔÙÈ ËÌÅÔÏË, É ÓÔÏÌÂ�Á ×ÅÓÁ n− 1 ÎÅ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ. åÓÌÉn = 2m, ÔÏ ÓÔÏÌÂÅ� m É ÓÔÒÏËÁ m ÄÏÌÖÎÙ ÉÍÅÔØ ×ÅÓ m − 1 (×ÎÉÈ ÚÁËÒÁÛÅÎÙ ×ÓÅ ËÌÅÔËÉ, ËÒÏÍÅ (m;m)). îÏ ÔÏÇÄÁ ÍÙ ÎÅ ÓÍÏÖÅÍÎÁÊÔÉ ÓÔÏÌÂ�Á ×ÅÓÁ 1. åÓÌÉ Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ ÇÏÒÉÚÏÎ-ÔÁÌØ ×ÅÓÁ n, ÔÏ ÅÓÔØ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØ ×ÅÓÁ 0, É ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÔÅÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, �ÏÍÅÎÑ× ÒÏÌÑÍÉ ÚÁËÒÁÛÅÎÎÙÅ É ÎÅÚÁËÒÁÛÅÎÎÙÅËÌÅÔËÉ.7.142. ëÒÕÇ. ðÕÓÔØ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊÔÏÞËÉ ËÌÑËÓÙ ÄÏ Å£ ÇÒÁÎÉ�Ù �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÔÏÞËÅ A, Á ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ × ÔÏÞËÅ B. �ÏÇÄÁ ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ rÓ �ÅÎÔÒÏÍ á ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ËÌÑËÓÙ, Á ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ p �ÅÎÔÒÏÍ ÷ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÌÑËÓÕ. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ r = p, ÚÎÁÞÉÔ, ÔÏÞËÉ A É B ÓÏ×�Á-ÄÁÀÔ.7.143. Á) îÅ ÍÏÖÅÔ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÌÑËÓÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÖÉÔØ ×ÅÞÎÏ.ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ Þ£ÒÎÙÈ ÔÏÞÅË ÎÅ ÕÍÅÎØÛÁ-ÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Þ£ÒÎÙÈ ÔÏÞÅË × ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ, Á ÓÔÁÌÏ



360 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉÂÙÔØ, É ×Ï ×ÓÅ �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅ. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ËÌÑËÓÕ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÒÁ-ÓÉÔØ ÄÏ ËÒÕÇÁ. éÔÁË, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ËÌÑËÓÁ | ËÒÕÇ.äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÏÍ R × ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÓÅ-ËÕÎÄÕ ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ ÄÏ ËÒÕÇÁ ÒÁÄÉÕÓÏÍ R− t É t ÎÅ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ, ÓÕÍÅÎØÛÅÎÉÅÍ R. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÒÕÇÒÁÄÉÕÓÏÍ r < R ÍÏÖÎÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔØ × ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÄÏËÒÕÇÁ ÒÁÄÉÕÓÏÍ R Ó ÔÏÊ ÖÅ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ (ÓÍ. ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÓÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ Þ£ÒÎÙÈ ÔÏÞÅË).�Å�ÅÒØ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÒÕÇ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ. îÁÚÏ×ÅÍ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊËÒÕÇ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ á ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÔÏÞËÉ á. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁ-ÓÁÔÅÌØÎÕÀ Ë ËÒÕÇÕ × ÔÏÞËÅ á É ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ á. ñÓÎÏ, ÞÔÏ�ÌÏÝÁÄØ Þ£ÒÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ × ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ �ÏÌÏ×ÉÎÙ.ðÏÓËÏÌØËÕ �ÌÏÝÁÄØ Þ£ÒÎÏÊ ÞÁÓÔÉ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ á ÍÅÎÑ-ÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ �ÒÉ ÓÄ×ÉÇÅ á ×ÎÕÔÒØ Þ£ÒÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ, ÔÏ �ÒÉ ÄÏ-ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÍ ÓÄ×ÉÇÅ �ÌÏÝÁÄØ Þ£ÒÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÍÅÎØÛÅ�ÏÌÏ×ÉÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ËÒÕÇ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ.Â) íÏÖÅÔ! ðÒÉÞÉÎÁ ÜÔÏÇÏ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÂÅÌÙÅ ÕÞÁÓÔËÉ×ÎÕÔÒÉ ËÌÑËÓÙ ÇÉÂÎÕÔ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÓÁÍÁ ËÌÑËÓÁ.

ë 7.143
ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÉÚ �ÏËÏÎ-ÎÙÈ ÒÁÍ� | ÂÅÌÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× Ó ÄÌÉÎÁÍÉ ÓÔÏÒÏÎ N ,ÏËÁÊÍÌ£ÎÎÙÈ Þ£ÒÎÙÍÉ ÒÁÍËÁÍÉ ÛÉÒÉÎÏÊ 2. �ÏÇÄÁÞÅÒÅÚ ×ÒÅÍÑ, ÎÅ �ÒÅ×ÙÛÁÀÝÅÅ ×ÒÅÍÅÎÉ �ÖÉÚÎÉ� ËÒÕ-ÇÁ ÒÁÄÉÕÓÁ N=√2, ÏÎÁ �ÒÅ×ÒÁÔÉÔÓÑ × ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀÞ£ÒÎÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ Þ£ÒÎÁÑÔÏÞËÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÂÅÌÙÈ ÔÏÞÅË ÎÅ ÂÏ-ÌÅÅ ÞÅÍ ÏÄÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ. úÎÁÞÉÔ, �ÏÓÌÅ �ÅÒ×ÏÊ ÓÅËÕÎÄÙ ÂÅÌÙÅË×ÁÄÒÁÔÙ ÕÍÅÎØÛÁÔÓÑ, Ô. Å. É �ÏÓÌÅ �ÅÒ×ÏÇÏ ÈÏÄÁ Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÎÅ ÂÕ-ÄÕÔ �×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ�. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÁÌØÛÅ, ÍÙÕ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÂÅÌÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ÂÕÄÅÔ ÕÍÅÎØÛÁÔØÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉ-ÍÏ. �Ï, ÞÔÏ ÏÎ ÉÓÞÅÚÎÅÔ, Á ÔÁËÖÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ×ÒÅÍÑ, ÄÏËÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍ �ÕÎËÔÁ Á) (ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÍÅÎÑÔØÍÅÓÔÁÍÉ ÂÅÌÙÅ É Þ£ÒÎÙÅ ÔÏÞËÉ).ìÅÍÍÁ 2. ÷ÒÅÍÑ, ÚÁ ËÏÔÏÒÏÅ Þ£ÒÎÙÊ ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ R ÓÔÑÎÅÔÓÑÎÁ �R, ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ×ÒÅÍÅÎÉ ÖÉÚÎÉ ËÒÕÇÁ ÒÁÄÉÕÓÁ �R.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÅ ÒÁÄÉÕÓÁËÒÕÇÁ ÚÁ ÓÅËÕÎÄÕ ÔÅÍ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÂÏÌØÛÅ ÅÇÏ ÒÁÄÉÕÓ.÷ÏÚØÍ£Í ÔÅ�ÅÒØ �ÌÏÓËÏÓÔØ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÕÀ ÉÚ �ÒÁÍ� Ó Ë×ÁÄÒÁ-ÔÁÍÉ Ó ÒÅÂÒÏÍ N . ïÂÒÅÖÅÍ Å£ �Ï ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ R (�ÒÁ-×ÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ ÞÁÓÔØ ÒÉÓÕÎËÁ), Á ÓÎÁÒÕÖÉ ÄÏÂÁ×ÉÍ Þ£ÒÎÏÅ ËÏÌØ-�Ï ÒÁÄÉÕÓÁ N=√2 + 2, Á ÔÁËÖÅ ÚÁËÒÁÓÉÍ × Þ£ÒÎÙÊ �×ÅÔ ×ÓÅ



7. óÍÅÛÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ 361ÎÅ�ÏÌÎÙÅ Ë×ÁÄÒÁÔÙ (ÓÍ. ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÞÁÓÔØ ÒÉÓÕÎËÁ). îÅÔÒÕÄÎÏ ÄÏ-ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ R ÔÁËÁÑ ËÌÑËÓÁ ÉÍÅÅÔ �ÌÏÝÁÄØ S0(R) == ��R2(1+"(R)), ÇÄÅ � = (4N+4)=(N+2)2 | ÓÒÅÄÎÑÑ �ÌÏÔÎÏÓÔØ�ÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÚ �ÒÁÍ�, Á "(R) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 0 Ó ÒÏÓÔÏÍ R.ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ Ë×ÁÄÒÁÔÙ É ÎÁÒÕÖÎÁÑ ÂÅÌÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÒÁÚÄÅÌÅ-ÎÙ Þ£ÒÎÙÍÉ �ÏÌÏÓÁÍÉ ÛÉÒÉÎÏÊ ÂÏÌÅÅ 2, ÏÎÉ ÉÚÍÅÎÑÀÔÓÑ ÎÅÚÁ×É-ÓÉÍÏ (Ô. Å. ÔÁË, ËÁË ÂÙ ×ÅÌÉ ÓÅÂÑ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÂÅÌÙÅ ÚÏÎÙÂÙÌÉ ÚÁËÒÁÛÅÎÙ Þ£ÒÎÙÍ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÒÕÖÎÁÑ ÚÏÎÁ ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ,�ÏËÁ ÎÅ �ÒÏÊÄ£Ô ×ÒÅÍÑ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÄÌÑ ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÑ ËÒÕÇÁ ÒÁÄÉ-ÕÓÁ N=√2 ÂÕÄÅÔ, ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ Ó×ÏÅ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅ, ÏÔÄÅÌÅÎÁ �ÏÌÏÓÏÊÛÉÒÉÎÏÊ ÂÏÌÅÅ 2 (× ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 2) ÏÔ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÂÅÌÙÈ ÚÏÎ. ìÅÇ-ËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÙ �ÒÏ�ÁÄÕÔ,×ÎÅÛÎÑÑ ÚÏÎÁ ÒÁÓÛÉÒÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ N=√2. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,ÎÏ×ÁÑ �ÌÏÝÁÄØ ËÌÑËÓÙ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ �R2. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÌÏÝÁÄØËÌÑËÓÙ ×ÙÒÏÓÌÁ �ÒÉÍÅÒÎÏ × � ÒÁÚ (ÉÌÉ, ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ� < �, ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ R, ÞÔÏ �ÌÏÝÁÄØ ×ÙÒÏÓÌÁ �Ï ÍÅÎØÛÅÊ ÍÅÒÅ× � ÒÁÚ).
 ________ 
[eEeEeEeE]
[EeEeE X ]
[eEeEeX X]
[EeEeE X ]
[eEeE X X]
[EeEeX X ]
[eEeE X X]
[EeEeX X ]
 -------- ë 7.144

7.144. ÷ÓÅ �ÏÌÑ ÄÏÓËÉ ËÒÏÍÅ ×ÅÒ-ÔÉËÁÌÉ Á, ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ 8 É ÓÁÍÏÇÏ �Ï-ÌÑ Å4 ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ �ÁÒÙ, ÓÉÍ-ÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Å4. �ÁËÉÈ�ÁÒ | 24. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÎÁ �ÏÌÑ ËÁ-ÖÄÏÊ �ÁÒÙ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÎÅ ÂÏ-ÌÅÅ ÏÄÎÏÊ �ÅÛËÉ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖ-ÎÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ �Ï ÏÄ-ÎÏÊ �ÅÛËÅ ÎÁ �ÏÌÑ ×ÅÒÔÉËÁÌÉ Á ÉÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ 8. �ÁËÉÈ �ÏÌÅÊ 15. îÁ�ÏÌÅ Å4, �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ, �ÅÛËÉ ÓÔÁ×ÉÔØÎÅÌØÚÑ. úÎÁÞÉÔ, ×ÓÅÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÁ-×ÉÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 39 �ÅÛÅË. òÁÓÓÔÁÎÏ×ËÁ39 �ÅÛÅË �ÏËÁÚÁÎÁ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ.7.145. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ × ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂÉËÅ ÉÚ 8 ËÕÂÉËÏ×-ËÌÅÔÏËÍÏÖÅÔ ÓÔÏÑÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ÌÁÄØÑ, �ÏÜÔÏÍÕ ÂÏÌØÛÅ 64 ÌÁÄÅÊ �ÏÓÔÁ-×ÉÔØ ÎÅÌØÚÑ. ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË �ÏÓÔÁ×ÉÔØ 64 ÌÁÄØÉ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÎÅ ÂÉÌÉÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ. ÷×ÅÄ£Í ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ó ÏÓÑÍÉ, ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÍÉ×ÄÏÌØ Ò£ÂÅÒ ËÕÂÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÁÑ ËÌÅÔËÁ ÉÍÅÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉÔÒÏÊËÕ (È; Õ; z) ÞÉÓÅÌ ÏÔ 0 ÄÏ 7 É �ÏÓÔÁ×ÉÍ ÌÁÄØÉ × ËÌÅÔËÉ, ÓÕÍ-ÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 8. üÔÁ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÉÓËÏÍÏÊ.äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÌÁÄØÉ ÎÅ ÂØÀÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ�ÒÏÔÉ×ÎÏÅ | ËÁËÉÅ-ÔÏ Ä×Å ÌÁÄØÉ ÂØÀÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ. úÎÁÞÉÔ, Ä×Å



362 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (ÓËÁÖÅÍ, È É Õ) ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, Á ÔÒÅÔØÑ | ÒÁÚÌÉÞ-ÎÁ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Å£ z1 É z2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ). ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÓÕÍÍÙÈ + Õ + z1 É È + Õ + z2 ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 8. úÎÁÞÉÔ, ÎÁ 8 ÄÅÌÉÔÓÑ É ÉÈÒÁÚÎÏÓÔØ z1 − z2, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË z1 É z2 | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÍÅÎØÛÉÅ 8.äÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ × ËÁÖÄÏÍ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÍ ÓÔÏÌÂÉËÅ ÎÁÈÏ-ÄÉÔÓÑ �Ï ÌÁÄØÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ ÍÙ �ÏÓÔÁ×ÉÌÉ 64 ÌÁÄØÉ. ëÁÖÄÙÊ ÔÁ-ËÏÊ ÓÔÏÌÂÉË Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÅÊ �ÁÒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ È É Õ. ëÏÏÒÄÉ-ÎÁÔÁ z ÄÌÑ ÌÁÄØÉ × ÜÔÏÍ ÓÔÏÌÂÉËÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅÍÈ+Õ+z ≡ 0 (mod 8). á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ È+Õ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 8, ÔÏ z = 0, ×�ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ z ÒÁ×ÎÏ 8 ÍÉÎÕÓ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 8 ÓÕÍÍÙÈ+ Õ.7.146. 15 ËÌÅÔÏË. äÏÓËÁ ÒÁÚÄÅÌÅÎÁ 18 �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÏÔÒÅÚ-ËÁÍÉ: 9 ×ÅÒÔÉËÁÌÑÍÉ É 9 ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÑÍÉ. ó ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ �ÒÑÍÁÑÍÏÖÅÔ �ÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ ÌÉÛØ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, ÎÏ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È ÏÔÒÅÚËÏ×,ÓÌÕÖÁÝÉÈ ËÒÁÑÍÉ ÄÏÓËÉ, ÏÎÁ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ Ó Ä×ÕÍÑ. úÎÁÞÉÔ,ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 16 ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÒÁÚÂÉ×ÁÀÝÉÈ ÎÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ15 ÏÔÒÅÚËÏ×, Ô. Å. ËÌÅÔÏË ÎÅ ÂÏÌÅÅ 15. ðÒÉÍÅÒ Ó 15 ËÌÅÔËÁÍÉ ÌÅÇËÏÎÁÊÔÉ.7.147. õ�ÏÒÑÄÏÞÉÍ ÌÁÄØÉ ÎÁ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÅ ËÁË ÂÕË×Ù × ÔÅË-ÓÔÅ: ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï É Ó×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ. ðÅÒ×ÕÀ ÌÁÄØÀ ËÒÁÓÉÍ × ÌÀÂÏÊ�×ÅÔ, Á ÏÞÅÒÅÄÎÕÀ ÌÁÄØÀ (L) ËÒÁÓÉÍ ÔÁË: ÅÓÌÉ Ó×ÅÒÈÕ ÉÌÉ ÓÌÅ×ÁÅÓÔØ ÂØÀÝÉÅ Å£ ÌÁÄØÉ (ÉÈ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ Ä×ÕÈ), ÔÏ ËÒÁÓÉÍ L × ÏÔ-ÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÎÉÈ �×ÅÔ. �ÏÇÄÁ ×ÓÅ ÂØÀÝÉÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ ÌÁÄØÉ ÂÕÄÕÔ�ÏËÒÁÛÅÎÙ × ÒÁÚÎÙÅ �×ÅÔÁ.7.148. 16. ÷ÓÅ ÄÁÍËÉ ÄÏÌÖÎÙ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ÎÁ ÄÏÓËÅ 6× 6 Ó �ÅÎ-ÔÒÏÍ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÍ Ó �ÅÎÔÒÏÍ ÄÏÓËÉ 8× 8.7.149. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ËÒÁÓÎÙÅ É ÓÉÎÉÅ ÆÉÛËÉ ÄÏÌÖÎÙ ÞÅÒÅÄÏ-×ÁÔØÓÑ (ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ), ÚÎÁÞÉÔ, ×ÓÅÇÏ ÉÈ 40. îÁ �ÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉÍÅÖÄÕ ËÒÁÓÎÏÊ É �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÊ ÅÊ ÓÉÎÅÊ ÆÉÛËÏÊ ÓÔÏÑÔ 19 ÆÉ-ÛÅË, ÚÎÁÞÉÔ, ËÒÁÊÎÉÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÆÉÛÅË ÏÄÎÏ�×ÅÔÎÙ, Á ÏÎÉ ÄÏÌÖÎÙÂÙÔØ ÒÁÚÎÏ�×ÅÔÎÙÍÉ, ËÁË ÓÏÓÅÄÎÉÅ: ÏÄÎÁ | Ó ËÒÁÓÎÏÊ, ÄÒÕÇÁÑ |Ó ÓÉÎÅÊ. úÎÁÞÉÔ, ÕËÁÚÁÎÎÁÑ × ÚÁÄÁÞÅ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÁ ÆÉÛÅË ÎÅ×ÏÚ-ÍÏÖÎÁ.7.150. �ÁË ËÁË ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÏ ÍÏÄÕÌÀ ÒÁÚÎÏÓÔÉ Ä×ÕÈÄÒÕÇÉÈ, Á ÍÏÄÕÌØ ÌÀÂÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ×ÓÅÇÄÁ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌÅÎ, ÔÏ ×ÓÅÞÉÓÌÁ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ. ðÕÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÉÚ ÎÉÈÒÁ×ÎÏ x. óÌÅÄÕÀÝÉÈ ÚÁ ÎÉÍ Ä×Á ÞÉÓÌÁ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ È ÉÒÁÚÌÉÞÁÔØÓÑ ÎÁ È. üÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈÒÁ×ÎÏ È, Á ÄÒÕÇÏÅ | 0. éÔÁË, × ËÁËÏÍ-ÔÏ ÍÅÓÔÅ ÄÏÌÖÎÙ ÓÔÏÑÔØÞÉÓÌÁ È; È; 0, ÌÉÂÏ ÞÉÓÌÁ È; 0; È. ä×ÉÇÁÑÓØ �Ï ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ �ÒÏÔÉ×



7. óÍÅÛÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ 363ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÍ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ÷ ÏÂÏ-ÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÎÁÂÏÒ | È; È; 0; È; È; 0. �ÁËËÁË ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÁ 1, ÔÏ È = 1=4.7.151. åÓÌÉ Ä×Å ÔÏÞËÉ �ÏÍÅÎÑÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ �ÁÒ ÓÏÓÅÄ-ÎÉÈ ËÒÁÓÎÙÈ ÔÏÞÅË ÍÉÎÕÓ ÓÏÓÅÄÎÉÈ Þ£ÒÎÙÈ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. üÔÏ ÄÏ-ËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÒÅÂÏÒÏÍ ×ÓÅÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË,ËÏÔÏÒÙÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ, É ÓÏÓÅÄÎÉÈ Ë ÎÉÍ.7.152. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ: 1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; : : : , ÚÁÄÁ-×ÁÅÍÁÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ uk+1 = uk + uk−1, u1 = u2 = 1 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ æÉÂÏÎÁÞÞÉ.ðÕÓÔØ N ËÁÒÔÏÞÅË ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ �Ï ËÒÕÇÕ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ N -ÕÇÏÌØ-ÎÉËÁ. ÷×ÅÄ£Í ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. åÓÌÉ Á É b ËÁÒÔÏÞËÉ, ÔÏÄÕÇÏÊ (Á; b) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÒÏÍÅÖÕÔÏË ÍÅÖÄÕ a É b (�Ï ÞÁÓÏ-×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ), Á ÄÌÉÎÏÊ ÄÕÇÉ (Á; b) | ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÒÏÎ N -ÕÇÏÌØÎÉËÁÍÅÖÄÕ a É b. þÉÓÌÏ ÎÁ ËÁÒÔÏÞËÅ a ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ a′. îÁÚÏ×ÅÍÔÒÏÊËÏÊ ÒÁÎÇÁ k ÔÒÉ ÏÔËÒÙÔÙÅ (ÞÉÓÌÏÍ ××ÅÒÈ) ËÁÒÔÏÞËÉ (Á; b; Ó),ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:1) ËÁÒÔÏÞËÁ b ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÄÕÇÅ (a; 
),2) ÎÁ ÄÕÇÁÈ (a; b) É (b; Ó) ÎÅÔ ÏÔËÒÙÔÙÈ ËÁÒÔÏÞÅË,3) ÄÌÉÎÙ ÄÕÇ (Á; b) É (b; Ó) ÒÁ×ÎÙ ÌÉÂÏ ÏÂÅ uk, ÌÉÂÏ ÏÄÎÁ | uk,Á ÄÒÕÇÁÑ | uk+1,4) b′ > a′, b′ > 
′.úÁÍÅÔÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ × ÚÁÄÁÞÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÔÒÏÊËÕ ÒÁÎÇÁ 1.ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË, ÉÍÅÑ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÔÒÏÊËÕ, ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÒÏÊËÕÍÅÎØÛÅÇÏ ÒÁÎÇÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ. éÔÁË, �ÕÓÔØ (a; b; Ó) | ÔÒÏÊËÁ ÒÁÎ-ÇÁ k. ÷ÏÚÍÏÖÎÙ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ.óÌÕÞÁÊ 1. äÌÉÎÙ ÏÂÅÉÈ ÄÕÇ (Á; b) É (b; Ó) ÒÁ×ÎÙ uk. îÁ ÄÕÇÅ(a; b) ÏÔËÒÏÅÍ ÔÁËÕÀ ËÁÒÔÏÞËÕ d, ÞÔÏ ÄÌÉÎÙ ÄÕÇ (a; d) É (d; b) ÒÁ×ÎÙuk−2 É uk−1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÏÚÍÏÖÎÙ Ä×Á ×ÁÒÉÁÎÔÁ:ÅÓÌÉ d′ < b′, ÔÏ (d; b; 
) | ÔÒÏÊËÁ ÒÁÎÇÁ k − 1; ÅÓÌÉ d′ > b′, ÔÏ(a; d; b) | ÔÒÏÊËÁ ÒÁÎÇÁ k − 2.óÌÕÞÁÊ 2. äÌÉÎÁ ÏÄÎÏÊ ÄÕÇÉ (ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔÉ | (Á; b))ÒÁ×ÎÁ uk+1, ÄÒÕÇÏÊ | uk. îÁ ÂÏÌØÛÅÊ ÄÕÇÅ ÏÔËÒÏÅÍ ÔÁËÕÀ ËÁÒ-ÔÏÞËÕ d, ÞÔÏ ÄÌÉÎÙ ÄÕÇ (a; d) É (d; b) ÒÁ×ÎÙ uk É uk−1 ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÁËÖÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙ Ä×Á ×ÁÒÉÁÎÔÁ: ÅÓÌÉ d′ < b′, ÔÏ(d; b; 
) | ÔÒÏÊËÁ ÒÁÎÇÁ k − 1; ÅÓÌÉ d′ > b′, ÔÏ (a; d; b) | ÔÒÏÊËÁÒÁÎÇÁ k − 2.ðÒÉÍÅÎÑÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ Ï�ÉÓÁÎÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ ÏÔËÒÙ×ÁÎÉÑ ËÁÒ-ÔÏÞÅË, ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ÉÚ ÔÒÏÊËÉ ÒÁÎÇÁ k �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÒÏÊËÕ ÒÁÎÇÁ 1,ÏÔËÒÙ× ÎÅ ÂÏÌÅÅ k − 1 ËÁÒÔÏÞËÉ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÔÒÏÊËÕ ÒÁÎÇÁ k.



364 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉðÕÓÔØ N = Nk = 2uk + uk+1. ïÔËÒÏÅÍ ÔÒÉ ËÁÒÔÏÞËÉ (a; b; 
) ÔÁË,ÞÔÏÂÙ ÄÌÉÎÙ ÄÕÇ ÂÙÌÉ ÒÁ×ÎÙ uk, uk É uk+1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �Ï-ÇÄÁ ÉÌÉ (a; b; 
), ÉÌÉ (
; a; b), ÉÌÉ (b; 
; a) | ÔÒÏÊËÁ ÒÁÎÇÁ k. éÔÁË,ÄÏËÁÚÁÎÏ: ÅÓÌÉ ÅÓÔØ Nk ËÁÒÔÏÞÅË, ÔÏ, ÏÔËÒÙ× ÎÅ ÂÏÌÅÅ k + 2 ËÁÒ-ÔÏÞÅË, ÍÙ ÎÁÊÄ£Í ÔÒÏÊËÕ ÒÁÎÇÁ 1. ÷ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÚÁÄÁÞÉ N = N8 == 21+21+34 = 76. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÔËÒÙÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 10 ËÁÒ-ÔÏÞÅË.7.153. Á) îÅÌØÚÑ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÉÅ Ä×Á ÉÚ ÞÉÓÅÌ 0; 1; 2; 8; 9ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÓÔÏÑÔØ ÒÑÄÏÍ. úÎÁÞÉÔ, ÏÎÉ ÄÏÌÖÎÙ ÓÔÏÑÔØ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÏ.ïÄÎÁËÏ ÞÉÓÌÏ 7 ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÉ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÉÚ 5 ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑÍÅÓÔ, ×ÅÄØ ÒÑÄÏÍ Ó ÎÉÍ ÉÚ ×Ù�ÉÓÁÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÅÔ ÓÔÏÑÔØ ÔÏÌØ-ËÏ 2. Â) îÅÌØÚÑ. òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Á). îÉËÁËÉÅ Ä×Á ÉÚ ÞÉÓÅÌ1; 2; 3; 11; 12; 13 ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÓÔÏÑÔØ ÒÑÄÏÍ; ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÔÏÌØËÏ 1 ÍÏ-ÖÅÔ ÓÔÏÑÔØ ÒÑÄÏÍ Ó 4 É ÔÏÌØËÏ 13 | ÒÑÄÏÍ Ó 10, ÔÏÇÄÁ 10 É 4ÄÏÌÖÎÙ ÓÔÏÑÔØ ÒÑÄÏÍ.ìÀÂÏ�ÙÔÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ 14 ÞÉÓÅÌ (É, �Ï-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ n > 14) ÔÁËÁÑ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÁ ×ÏÚÍÏÖÎÁ:{ 12 { 9 { 13 { 10 { 14 { 11 { 7 { 4 { 1 { 5 { 2 { 6 { 3 { 8 {.7.154. 6. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ.ïÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ u1, Á ÞÉÓÌÁ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÚÁ u1 �Ï ËÒÕÇÕ�Ï ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ, | ÞÅÒÅÚ u2; u3; : : : .ðÕÓÔØ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ u1 = Á, u2 = b. �ÏÇÄÁ u3 = u2=u1 = b=a, u4 == u3=u2 = 1=a, u5 = u4=u3 = 1=b, u6 = u5=u4 = a=b, u7 = u6=u5 = a.÷ ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÞÉÓÌÁ, ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÅ �Ï ËÒÕÇÕ, ÒÁÚÌÉÞÎÙ. �ÁË ËÁËÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ É7 = É1, ÔÏ ÂÏÌÅÅ 6 ÞÉÓÅÌ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ-×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÔØ �Ï ËÒÕÇÕ ÎÅÌØÚÑ. ûÅÓÔØ ÞÉÓÅÌ, ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ: ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, (ÂÅÒÅÍ Á = 2, b = 3),u1 = 2; u2 = 3; u3 = 3=2; u4 = 1=2; u5 = 1=3; u6 = 2=3:ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ 3, 4 É 5 ÞÉÓÅÌ �Ï ËÒÕÇÕ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÔØ ÎÅÌØÚÑ.ðÕÓÔØ � = 3, u1 = Á, u2 = b É a 6= b. �ÏÇÄÁ u3 = b=a. ðÏÓËÏÌØ-ËÕ u1 = u2u3, ÔÏ Á = b2=a, Ô. Å. Á2 = b2. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏb = −Á (ÉÂÏ a 6= b), É �ÏÜÔÏÍÕ u3 = −1. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, u3 = u1u2,Ô. Å. −1 = ab = −a2. úÎÁÞÉÔ, Á2 = 1, Á = 1, ÉÂÏ Á = u1 6= u3 = −1.îÏ ÔÏÇÄÁ u2 = b = − a = −1 = u3. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.åÓÌÉ � = 4, u1 = Á, u2 = b, ÔÏ u3 = b=a, u4 = 1=a É 1=a = u4 == u1u3 = b = u2. ÷ÎÏ×Ø �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.åÓÌÉ � = 5, u1 = Á, u2 = b, ÔÏ u3 = b=a, u4 = 1=a u5 = 1=b É1=b = u5 = u1u4 = 1. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ b = 1 É u3 = b=a = 1=a == u4. ï�ÑÔØ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.



7. óÍÅÛÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ 365âÅÚ ÏÂÝÅÊ ÉÄÅÉ7.155. îÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÚÁ 7 ÛÁÇÏ× ÔÁÒÁËÁÎ ×ÙÑÓÎÑÅÔ, × ËÁËÏÍÉÚ ÞÅÔÙÒ£È Ë×ÁÄÒÁÎÔÏ× ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ éÓÔÉÎÁ, Á ÚÁÔÅÍ ÎÁÞÉÎÁÅÔ Ä×É-ÇÁÔØÓÑ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍ ÜÔÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÎÔÁ É ÄÅÌÁÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅD√2 < 3D=2 ÛÁÇÏ×.7.156. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÏ×:á;áâá;AâABáâá;áâá÷áâáçáâá÷áâá; : : :ïÎÁ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ: × k-Í ÓÌÏ×Å k-Ñ ÂÕË×Á ÓÔÏÉÔ�ÏÓÅÒÅÄÉÎÅ, Á ÓÌÅ×Á É Ó�ÒÁ×Á ÏÔ ÎÅ£ | Ä×Á ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ �ÏÄÓÌÏ×Á,ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÈ Ó (k − 1)-Í ÓÌÏ×ÏÍ. äÏËÁÖÅÍ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ, ÞÔÏ �-ÅÓÌÏ×Ï ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÉÚ �ÅÒ×ÙÈ �ÂÕË×. äÌÑ � = 1 ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ.ðÕÓÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ �−1.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �-Å ÓÌÏ×Ï. åÓÌÉ ÂÙ ÎÁÛÌÉÓØ Ä×Á ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ�ÏÄÓÌÏ×Á, ÔÏ, �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ, ÏÎÉ ÎÅ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ÒÁÓ-�ÏÌÁÇÁÔØÓÑ ÏÂÁ × (� − 1)-Í ÓÌÏ×Å. úÎÁÞÉÔ, ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ�ÅÎÔÒÁÌØÎÕÀ ÂÕË×Õ ÓÌÏ×Á, Ô. Å. �-À ÂÕË×Õ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ. îÏ ÜÔÁ ÂÕË×ÁÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ, É × ÓÏÓÅÄÎÅÍ �ÏÄÓÌÏ×Å Å£ ÎÅÔ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. úÎÁÞÉÔ,× �-Í ÓÌÏ×Å ÔÏÖÅ ÎÅÔ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ �ÏÄÓÌÏ×.åÓÌÉ �ÒÉ�ÉÓÁÔØ Ë �-ÍÕ ÓÌÏ×Õ �-À ÂÕË×Õ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ, ÔÏ ÓÌÏ×ÏÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ Ä×ÕÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ �ÏÄÓÌÏ×. åÓÌÉ �ÒÉ�ÉÓÁÔØ ÂÕË×ÕÓ ÎÏÍÅÒÏÍ k < �, ÔÏ k-Å ÓÌÏ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎ�ÏÍ �-ÇÏ ÓÌÏ×Á,ÄÁÓÔ Ä×Á ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ �ÏÄÓÌÏ×Á. (äÌÉÎÁ ÉÓËÏÍÏÇÏ 33-ÇÏÓÌÏ×Á ÒÁ×ÎÁ 233 − 1, ÜÔÏ ÏËÏÌÏ 9 ÍÉÌÌÉÁÒÄÏ× ÂÕË×!)7.157. ðÕÓÔØ m | ÞÉÓÌÏ ÒÁÓÔÅÎÉÊ × Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅ. ðÏÄÓÞÉ-ÔÁÅÍ ÓÕÍÍÁÒÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÉÊ ÍÅÖÄÕ ×ÓÅÍÉ �ÁÒÁÍÉ ÒÁÓÔÅÎÉÊ�Ï ×ÓÅÍ �ÒÉÚÎÁËÁÍ. þÉÓÌÏ �ÁÒ ÒÁÓÔÅÎÉÊ ÒÁ×ÎÏ m(m − 1)=2, ÉËÁÖÄÁÑ �ÁÒÁ ÒÁÚÌÉÞÁÅÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ �Ï 51 �ÒÉÚÎÁËÕ, �Ï-ÜÔÏÍÕ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÉÉ S > 51m(m − 1)=2. ï�ÅÎÉÍ S �Ï-ÄÒÕÇÏÍÕ. ðÕÓÔØ mi | ÞÉÓÌÏ ÒÁÓÔÅÎÉÊ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ �ÒÉÚÎÁËÏÍ i,ÔÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ �ÁÒ ÒÁÓÔÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ i-Ê �ÒÉÚÎÁË ÒÁÚÌÉÞÁÅÔ, ÒÁ×ÎÏmi(m − mi), É ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÉÊ ÍÅÖÄÕ ÒÁÓÔÅÎÉÑÍÉ ÒÁ×ÎÏS = m1(m−m1) + : : :+m100(m−m100).úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ mi(m −mi) = m2=4 − (m=2 −mi)2 6 m2=4. ðÏ-ÜÔÏÍÕ S 6 100m2=4 = 25m2. úÎÁÞÉÔ, 51m(m − 1)=2 6 S 6 25m2,ÏÔËÕÄÁ m 6 51. äÏ�ÕÓÔÉÍ, m = 51 (ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ), ÔÏÇÄÁ �ÏÌÕÞÁ-ÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï: mi(m−mi) < m2=4, É 51m(m− 1)=2 6 S 6 25m2,ÏÔËÕÄÁ m < 51. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. úÎÁÞÉÔ, m 6 50.üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ËÏÄÁÍÉ, ÉÓ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ÏÛÉÂËÉ. ÷ÍÅÓÔÏÒÁÓÔÅÎÉÊ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ, Á ×ÍÅÓÔÏ Ï�ÉÓÁÎÉÊ | �ÏÓÌÅÄÏ-



366 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚ 0 É 1 ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ; ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÉÊÄ×ÕÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÄÏ×ÙÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ d (×ÎÁÛÅÊ ÚÁÄÁÞÅ d = 51), Á ÓÁÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÄÏÍ. åÓÌÉÉÓËÁÚÉÔØ ÌÀÂÏÅ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÏ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ,ÞÅÍ × (d−1)=2 �ÏÚÉ�ÉÑÈ, ÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÏÔÌÉÞÉÔØ ÏÔ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏ-ÇÏ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ × ËÏÄÅ. üÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï É �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ �ÏÄ ÉÓ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅÍÏÛÉÂÏË.7.158. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÁÓÓÙ ÇÒÕÚÏ× Á1; : : : ; Án × ÔÏÍ �ÏÒÑÄËÅ, × ËÁ-ËÏÍ ÉÈ ÒÁÚ×ÏÚÑÔ, ÔÏÇÄÁ ÓÔÏÉÍÏÓÔØ �ÅÒÅ×ÏÚËÉ |Á1(Á1 + 2Á2 + : : :+ 2Án) + Á2(Á2 + 2Á3 + : : :+ 2Án) + : : :++ Án−1(Án−1 + 2Án) + Á2n = (Á1 + : : :+ Án)2:ðÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ �ÏÒÑÄËÁ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ.7.159. Á) íÏÖÎÏ. ðÏËÒÁÓÉÍ ÒÅÂÒÁ ÎÉÖÎÅÇÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ �Ï ËÒÕ-ÇÕ: �ÅÒ×ÏÅ | × �×ÅÔ 1, ×ÔÏÒÏÅ | × �×ÅÔ 2, ÔÒÅÔØÅ | × �×ÅÔ 3,ÞÅÔ×£ÒÔÏÅ | Ï�ÑÔØ × �×ÅÔ 1 É Ô. Ä. (ãÅ�ÏÞËÁ ÚÁÍËÎ£ÔÓÑ, �ÏÓËÏÌØ-ËÕ 1995 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3.) ëÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ �ÏËÒÁÓÉÍ× �×ÅÔ ÒÅÂÒÁ ÎÉÖÎÅÇÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ, ÎÁÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ �ÏÄ ÎÉÍ. ëÁÖÄÏÅÂÏËÏ×ÏÅ ÒÅÂÒÏ, ×ÙÈÏÄÑÝÅÅ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÇÄÅ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ä×Á �×ÅÔÁ,�ÏËÒÁÓÉÍ × ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÊ �×ÅÔ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ ×ÓÅÈ ÂÏËÏ×ÙÈ ÇÒÁÎÑÈ�ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ×ÓÅ ÔÒÉ �×ÅÔÁ.Â) îÅÌØÚÑ. ðÕÓÔØ �ÒÉÚÍÁ �ÏËÒÁÛÅÎÁ ÔÒÅÂÕÅÍÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ; ÔÏ-ÇÄÁ × ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÅÓÔØ ÔÒÉ ÒÅÂÒÁ ×ÓÅÈ ÔÒ£È �×ÅÔÏ×, ÉÄÕÝÉÅ �ÏÄÒÑÄ(ÉÎÁÞÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÏ Ó �ÅÒÉÏÄÏÍ 2 É ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �Ï-ËÒÁÛÅÎÏ × ÔÒÉ �×ÅÔÁ). îÅÓÌÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓËÒÁÓËÁ ÜÔÏÇÏÕÞÁÓÔËÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÒÁÓËÒÁÓËÕ ÕÞÁÓÔËÁ, ÎÁÈÏÄÑÝÅÇÏ-ÓÑ ÎÁÄ ÎÉÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÂÏËÏ×ÙÈ Ò£ÂÅÒ É ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ò£ÂÅÒÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ. éÔÁË, ÒÁÓËÒÁÓËÁ ÜÔÉÈ ÔÒ£È Ò£ÂÅÒ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÅÔ ÒÁÓËÒÁÓËÕ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÒÅÂÒÁ É ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÏËÁÖÅÔÓÑ �Ï-ËÒÁÛÅÎÎÏÊ Ó �ÅÒÉÏÄÏÍ 3. îÏ 1996 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3 É �Å�ÏÞËÁ ÎÅÚÁÍËÎ£ÔÓÑ.7.160. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÁÖÁÔÉÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ËÎÏ�ÏË ÎÅÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �ÏÒÑÄËÁ ÉÈ ÎÁÖÁÔÉÑ. ðÒÏ×ÅÄ£Í ÉÎÄÕË�ÉÀ �Ï ÞÉÓÌÕ ÌÁÍ-�ÏÞÅË. ðÒÉ � = 1 ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ. ðÕÓÔØ ÍÙ ÕÍÅÅÍ ÇÁÓÉÔØ �−1ÌÁÍ�ÏÞËÕ. äÏËÁÖÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ � ÌÁÍ�ÏÞÅË. ðÏÇÁÓÉÍ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÙÅ �−1 ÌÁÍ�ÏÞËÕ. åÓÌÉ �ÏÇÁÓÌÁ É �ÏÓÌÅÄÎÑÑ, ÔÏ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÙÊ�ÅÒÅÈÏÄ ÓÄÅÌÁÎ. á ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ ÌÁÍ�ÏÞËÁ ×ÓÅÇÄÁ ÇÏÒÉÔ, ÔÏÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÊ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÂÏÒ ËÎÏ�ÏË ÞÅÒÅÚ Si, ÇÄÅ i |ÎÏÍÅÒ ÇÏÒÑÝÅÊ ÌÁÍ�ÏÞËÉ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ SiSj | ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÇÏ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Si É Sj | ÍÅÎÑÅÔ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ Õ Ä×ÕÈ



7. óÍÅÛÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ 367ÌÁÍ�ÏÞÅË Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ i É j É ÔÏÌØËÏ Õ ÎÉÈ. éÔÁË, ÍÙ ÎÁÕÞÉÌÉÓØÍÅÎÑÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ Õ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÙ ÌÁÍ�ÏÞÅË.ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ËÎÏ�ËÁ � , ÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÁÑ Ó ÎÅÞ£ÔÎÙÍ ÞÉ-ÓÌÏÍ ÌÁÍ�ÏÞÅË. ðÏÇÁÓÉÍ ×ÓÅ ÌÁÍ�ÏÞËÉ, ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÊ, ÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÏÊÓ ËÎÏ�ËÏÊ � . úÁÔÅÍ ÎÁÖÍ£Í � . �ÏÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÇÏÒÅÔØ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏÌÁÍ�ÏÞÅË. ðÏÇÁÓÉÍ ÉÈ �ÁÒÁÍÉ.ïÂÙÞÎÏ × ÚÁÄÁÞÁÈ �ÒÏ ÌÁÍ�ÏÞËÉ ÉÌÉ ÔÁÂÌÉ�Ù, ÇÄÅ ÚÁÄÁÎ ÎÁÂÏÒÏ�ÅÒÁ�ÉÊ, ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ �ÏÌÕÞÉÔØ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÄÏËÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÁ | Þ£ÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÇÏÒÑÝÉÈ ÌÁÍ-�ÏÞÅË × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÅÔ ÎÉÏÄÎÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á, × ËÏÔÏÒÏÍ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ Þ£ÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÇÏ-ÒÑÝÉÈ ÌÁ�ÏÞÅË, ÔÏ ×ÓÅ ÌÁÍ�ÏÞËÉ ÍÏÖÎÏ �ÏÇÁÓÉÔØ.äÁÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ×ÅÓÔÉ ÎÁ ÑÚÙË ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.ï�ÉÓÁÎÎÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓ �ÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÎÏ×ÙÍ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍ ÅÓÔØ, × ÓÕÝÎÏ-ÓÔÉ, ÛÉÒÏËÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ÍÅÔÏÄ çÁÕÓÓÁ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÊ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑÓÉÓÔÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.7.161. 1998. úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÆÏÎÁÒÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ × �Ï-ÒÑÄËÅ ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ×ÄÏÌØ ÄÏÒÏÇÉ. åÓÌÉ ÏÔÒÅÚËÉ, ÏÓ×ÅÝ£ÎÎÙÅ �-Í É(� + 2)-Í ÆÏÎÁÒÑÍÉ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÔÏ (� + 1)-Ê ÆÏÎÁÒØ ÍÏÖÎÏ×ÙËÌÀÞÉÔØ. úÎÁÞÉÔ, ÏÔÒÅÚËÉ Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÎÅÞ£ÔÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. îÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÙ 1000 Í ÎÅÌØÚÑ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÔØÂÏÌØÛÅ 999 ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏÔÒÅÚËÏ× ÄÌÉÎÙ 1 Í. úÎÁÞÉÔ, ÆÏÎÁ-ÒÅÊ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1998. òÁÓ�ÏÌÏÖÉÍ 1998 ÆÏÎÁÒÅÊ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÅÎÔÒÙÏÓ×ÅÝ£ÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÏÂÒÁÚÏ×Ù×ÁÌÉ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÕÀ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÀ,�ÅÒ×ÙÊ ÞÌÅÎ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÅÎ 0;5 Í, Á 1998-Ê ÒÁ×ÅÎ 999;5 Í. íÅÖÄÕ�-Í É (� + 2)-Í ÏÔÒÅÚËÏÍ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÚÁÚÏÒ × (1=1997) Í. åÇÏ ÏÓ×Å-ÝÁÅÔ ÔÏÌØËÏ (� + 1)-Ê ÆÏÎÁÒØ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÉËÁËÏÊ ÆÏÎÁÒØ ÎÅÌØÚÑ×ÙËÌÀÞÉÔØ.7.162. 50 ÍÅÓÔ. åÓÌÉ 10 �ÁÒÔÉÊ ÎÁÂÅÒÕÔ ÒÏ×ÎÏ �Ï 5% ÇÏÌÏÓÏ×, ÁÄ×Å, ×ËÌÀÞÁÑ ðÁÒÔÉÀ ÌÀÂÉÔÅÌÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ (ðìí), | �Ï 25%,ÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÉ ðìí �ÏÌÕÞÁÔ ÒÏ×ÎÏ 50 ÍÅÓÔ × �ÁÒÌÁÍÅÎÔÅ. äÏ-ËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÍÅÓÔ ðìí �ÏÌÕÞÉÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ. ïÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÉÚÂÉÒÁÔÅÌÅÊ ÚÁ S, ÞÉÓÌÏ �ÒÏÇÏÌÏÓÏ×Á×ÛÉÈ ÚÁðìí | Pðìí, ÞÉÓÌÏ �ÒÏÇÏÌÏÓÏ×Á×ÛÉÈ ÚÁ �ÁÒÔÉÉ, �ÒÏÛÅÄÛÉÅ ×�ÁÒÌÁÍÅÎÔ | P+, Á ÚÁ �ÁÒÔÉÉ, ÎÅ �ÒÏÛÅÄÛÉÅ × �ÁÒÌÁÍÅÎÔ | P−.�ÏÇÄÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÅÓÔ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ðìí × �ÁÒÌÁÍÅÎÔÅ, ÒÁ×ÎÏ100 · PðìíP+ = 100 · PðìíS − P−
:ïÔÓÀÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÍÅÓÔ ðìí �ÏÌÕÞÉÔ × ÔÏÍÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÇÏÌÏÓÏ×, ÏÔÄÁÎÎÙÈ ÚÁ ÎÅ�ÒÏÛÅÄÛÉÅ



368 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ�ÁÒÔÉÉ, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ. åÓÌÉ ÂÙ × �ÁÒÌÁÍÅÎÔ ÎÅ �ÒÏÛÌÉ 11 �ÁÒÔÉÊ,ÏÎÉ ×ÍÅÓÔÅ ÎÁÂÒÁÌÉ ÂÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 55% ÇÏÌÏÓÏ×, ÎÏ 55% + 25% << 100%. úÎÁÞÉÔ, ÎÅ �ÒÏÛÌÉ × �ÁÒÌÁÍÅÎÔ ÍÁËÓÉÍÕÍ 10 �ÁÒÔÉÊ, ÉÏÎÉ ÎÁÂÒÁÌÉ × ÓÕÍÍÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 50% ÇÏÌÏÓÏ×. ðÏÜÔÏÍÕ ðìí �ÏÌÕÞÉÔ× �ÁÒÌÁÍÅÎÔÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 50 ÍÅÓÔ.7.163. òÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ËÁÒÔ × ËÏÌÏÄÅ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÞÉÓÌÏ, × ËÏÔÏ-ÒÏÍ �ÉÆÒ ÓÔÏÌØËÏ, ÓËÏÌØËÏ × ËÏÌÏÄÅ ËÁÒÔ, �ÒÉÞ£Í ÎÁ k-Í ÍÅÓÔÅÓ�ÒÁ×Á ÓÔÏÉÔ �1�, ÅÓÌÉ k-Ñ ËÁÒÔÁ ÓÎÉÚÕ ÌÅÖÉÔ ÒÕÂÁÛËÏÊ ××ÅÒÈ, É�2� × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. �ÏÇÄÁ �ÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÜÔÏÞÉÓÌÏ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ. (äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÓÒÁ×ÎÉÍ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ó�ÒÅÄÙÄÕÝÉÍ. óÒÅÄÉ ×ÓÅÈ �ÉÆÒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÚÍÅÎÉÌÉÓØ, ×ÙÂÅÒÅÍ ÓÁ-ÍÕÀ ÌÅ×ÕÀ, Ô. Å. ÎÁÊÄ£Í ÓÁÍÙÊ ÓÔÁÒÛÉÊ ÉÚÍÅÎÉ×ÛÉÊÓÑ ÒÁÚÒÑÄ.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, × ÜÔÏÍ ÒÁÚÒÑÄÅ �ÉÆÒÁ �2� ÓÍÅÎÉÌÁÓØ ÎÁ �1�.) ðÏÓËÏÌØ-ËÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï n-ÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÚ ÅÄÉÎÉ� É Ä×ÏÅË ËÏÎÅÞÎÏ (ÎÅÂÏÌØÛÅ 2n), × ËÏÎ�Å ËÏÎ�Ï× ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÞÉÓÌÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÏÄ-ÎÉÈ ÅÄÉÎÉ�, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ×ÓÅÈ ËÁÒÔ ÒÕÂÁÛËÏÊ××ÅÒÈ.7.164. íÏÖÅÔ. íÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) = x3 − x2 − x − 1 ÉÍÅÅÔ ËÏ-ÒÅÎØ t, ÂÏÌØÛÉÊ 1, �ÏÓËÏÌØËÕ P (1) < 0, Á P (2) > 0. �ÏÇÄÁ t3 == t2 + t+ 1 > t2 + t. ÷ÏÚØÍ£Í ÄÌÉÎÙ �ÁÌÏÞÅË ÒÁ×ÎÙÍÉ t3, t2, t. ðÏ-ÓÌÅ �ÅÒ×ÏÇÏ ÏÔ�ÉÌÉ×ÁÎÉÑ �ÏÌÕÞÉÍ �ÁÌÏÞËÉ Ó ÄÌÉÎÁÍÉ t2, t, 1. �ÁËËÁË ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÌÉÎ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÌÏÓØ, �ÒÏ�ÅÓÓ ÂÕÄÅÔ �ÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ.7.165. íÏÖÎÏ. ðÒÉÍÅÍ ÏÂÝÕÀ ÓÕÍÍÕ ÄÅÎÅÇ ÚÁ 1. ðÒÅÄ�ÏÌÏ-ÖÉÍ, ÍÙ ÓÔÁ×ÉÍ ÓÕÍÍÕ Á ÎÁ �ÅÒ×ÕÀ ÌÏÛÁÄØ, b | ÎÁ ×ÔÏÒÕÀ ÉÓ | ÎÁ ÔÒÅÔØÀ. �ÏÇÄÁ Á + b + Ó = 1. ðÒÉ ×ÙÉÇÒÙÛÅ �ÅÒ×ÏÊ ÌÏ-ÛÁÄÉ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ 5Á, ×ÔÏÒÏÊ | 4b, ÔÒÅÔØÅÊ | 2Ó. ÷ÙÉÇÒÙÛ ×Ï×ÓÅÈ ÔÒ£È ÓÌÕÞÁÑÈ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Á + b + Ó = 1 É 5Á > 1, 4b > 1,2Ó > 1 ÉÌÉ Á > 1=5, b > 1=4, Ó > 1=2. üÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË1=5 + 1=4 + 1=2 = 19=20 < 1. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ Á = 4=19,b = 5=19, Ó = 10=19. �ÏÇÄÁ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÉÓÈÏÄÅ ÓËÁÞÅË ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ20=19 ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÕÍÍÙ.7.166. òÁÚÒÅÖÅÍ ÄÁÎÎÙÊ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ Ä×Å ÒÁ×ÎÙÅ �ÒÑ-ÍÏÕÇÏÌØÎÙÅ ÔÒÁ�Å�ÉÉ �ÒÑÍÏÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÅÇÏ �ÅÎÔÒ É ÄÅ-ÌÑÝÅÊ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÄÌÉÎÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÉ ÄÌÉÎÏÊ 9;4 ÓÍ É15;6 ÓÍ. ðÒÉÌÏÖÉÍ �ÏÌÕÞÉ×ÛÉÅÓÑ ÔÒÁ�Å�ÉÉ ÂÏÌØÛÉÍÉ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ-ÍÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÌÓÑ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË, É �ÒÏ×ÅÄ£Í ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÞÅÒÅÚ ËÏÎ�Ù ËÏÒÏÔËÉÈ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ ÔÒÁ�Å�ÉÊ. üÔÉ ÞÅÔÙÒÅ ×ÅÒÛÉ-ÎÙ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË 20 ÓÍ×9;4 ÓÍ, �ÏÜÔÏ-ÍÕ ÄÉÁÍÅÔÒ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÅÎ √202 + 9;42 6 22;1 ÓÍ.ãÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 10 ÓÍ É 4;7 ÓÍ ÏÔ



7. óÍÅÛÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ 369ÓÔÏÒÏÎ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, É �ÏÜÔÏÍÕ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 15;6 − 4;7 == 10;9 < 22;1 · 1=2 ÓÍ ÏÔ �ÑÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ, Ô. Å. ×ÅÓØ�ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×ÎÕÔÒÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.7.167. 51. ðÕÓÔØ × ÓÔÒÁÎÅ n ÉÚÂÉÒÁÔÅÌÅÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ xÞÉÓÌÏ ÇÏÒÏÄÓËÉÈ ÖÉÔÅÌÅÊ × �ÒÏÅËÔÅ ÓÏÓÔÁ×Á �ÒÁ×ÉÔÅÌØÓÔ×Á, ÞÅÒÅÚy | ÞÉÓÌÏ ÓÅÌØÓËÉÈ. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ x + y = 100. úÁ ÔÁËÏÊ �ÒÏÅËÔ�ÒÁ×ÉÔÅÌØÓÔ×Á �ÒÏÇÏÌÏÓÕÅÔ (2n=3) · (x=100) ÇÏÒÏÄÓËÉÈ ÖÉÔÅÌÅÊ É(n=3) · (y=100) ÓÅÌØÓËÉÈ. �ÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ2n3 · x100 + n3 · y100 > n2 :õ�ÒÏÓÔÉ×, �ÏÌÕÞÉÍ 2x+ y > 150 ÉÌÉ 2x + (100 − x) > 150, ÏÔËÕÄÁx > 50.7.168. îÁÉÂÏÌØÛÅÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Ó1 ÒÁ×ÎÏ 24. åÓÌÉ �ÅÒ-×ÏÅ ÍÅÓÔÏ ÏÄÎÏÍÕ ÆÉÇÕÒÉÓÔÕ �ÒÉÓÕÖÄÅÎÏ ×ÓÅÍÉ ÓÕÄØÑÍÉ, ÔÏ Ó1 = 9.åÓÌÉ �ÅÒ×ÙÅ ÍÅÓÔÁ �ÒÉÓÕÖÄÅÎÙ Ä×ÕÍ ÆÉÇÕÒÉÓÔÁÍ, ÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ�ÏÌÕÞÉÌ ÎÅ ÍÅÎÅÅ �ÑÔÉ �ÅÒ×ÙÈ ÍÅÓÔ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÞÅÔÙÒÅ �ÏÌÕÞÅÎ-ÎÙÈ ÉÍ ÍÅÓÔÁ ÎÅ ×ÙÛÅ ÞÅÔ×£ÒÔÏÇÏ, �ÏÜÔÏÍÕ Ó1 6 5 · 1 + 4 · 4 = 21.åÓÌÉ �ÅÒ×ÙÅ ÍÅÓÔÁ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÔÒÉ ÆÉÇÕÒÉÓÔÁ, ÔÏ, ÔÁË ËÁËÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÉÚ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÉÍÉ ÍÅÓÔ ÎÅ ×ÙÛÅ 4-ÇÏ, ÓÕÍÍÁ ÍÅÓÔ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÆÉÇÕÒÉÓÔÏ× ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1 · 9 + 3 · 9 + 4 · 9 = 72 É Ó1 6 24.åÓÌÉ Õ 4 Ó�ÏÒÔÓÍÅÎÏ× | 1-Å ÍÅÓÔÏ, ÔÏ ÉÈ ÏÂÝÁÑ ÓÕÍÍÁ ÍÅÓÔ ÎÅÂÏÌØÛÅ 90 É Ó1 6 22. óÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ 5 É ÂÏÌÅÅ Ó�ÏÒÔÓÍÅÎÏ× �ÏÌÕ-ÞÁÀÔ 1-Å ÍÅÓÔÏ, ÎÅ×ÏÚÍÏÖÅÎ (ÎÁ ÎÉÈ ÎÅ È×ÁÔÉÔ ÏÞËÏ× ÏÔ 1 ÄÏ 4).éÔÁË, Ó1 6 24.ðÒÉÍÅÒ Ó Ó1 = 24: ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÔÒ£È ÌÕÞÛÉÈ ÆÉÇÕÒÉÓÔÏ× �Ï-ÌÕÞÁÅÔ ÍÅÓÔÁ 1; 1; 1; 3; 3; 3; 4; 4; 4, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÔÒ£È ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ |2; 2; 2; 5; 5; 5; 6; 6; 6, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ.
M1 M2

O′

O
M0

ë 7.169

7.169. éÄÅÑ ÒÅÛÅÎÉÑ: ÓÕÍÍÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÄÏËÏÎ�Ï× ÓÔÒÅÌÏË × ÓÒÅÄÎÅÍ (�Ï ×ÒÅÍÅÎÉ) ÂÏÌØÛÅ,ÞÅÍ ÓÕÍÍÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÄÏ �ÅÎÔÒÏ× ÞÁÓÏ×. äÏ-ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÔÁË. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍÓÕÍÍÙ s1 É s2 ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ �ÅÎÔÒÁ ÓÔÏÌÁ ï ÄÏËÏÎ�Ï× ÍÉÎÕÔÎÙÈ ÓÔÒÅÌÏË × Ä×Á ÍÏÍÅÎÔÁ ×ÒÅ-ÍÅÎÉ, ÏÔÓÔÏÑÝÉÅ ÎÁ 30 ÍÉÎÕÔ. ÷ÅÌÉÞÉÎÁ s1+ s2ÂÏÌØÛÅ 2s0, ÇÄÅ s0 | ÓÕÍÍÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ ïÄÏ �ÅÎÔÒÏ× ÞÁÓÏ×, �ÏÔÏÍÕ ÞÔÏ Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ïí1í2 ÓÕÍÍÁ ÄÌÉÎ ÓÔÏÒÏÎ ïí1 Éïí2 ÂÏÌØÛÅ ÕÄ×ÏÅÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÍÅÄÉÁÎÙ, ÒÁÓ�Ï-ÌÏÖÅÎÎÏÊ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ (ÓÍ. ÒÉÓ.). ðÏÜÔÏÍÕ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌs1 ÉÌÉ s2 ÂÏÌØÛÅ s0.



370 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ7.170. Á) ü�ÉÄÅÍÉÑ ÎÅ ËÏÎÞÉÔÓÑ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ × 1-Ê ÄÅÎØ ÉÚÔÒ£È ÄÒÕÚÅÊ ÏÄÉÎ ÂÏÌÅÎ, ÄÒÕÇÏÊ ÚÄÏÒÏ×, Á ÔÒÅÔÉÊ ÉÍÅÅÔ ÉÍÍÕÎÉÔÅÔ�ÏÓÌÅ �ÒÉ×É×ËÉ.Â) ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÉËÔÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÚÁÂÏÌÅÔØ Ä×ÁÖÄÙ. òÁÚÏÂØ£Í×ÓÅÈ ËÏÒÏÔÙÛÅË ÎÁ ÇÒÕ��Ù �Ï ÞÉÓÌÕ ÄÒÕÖÅÓËÉÈ Ó×ÑÚÅÊ, ÏÔÄÅÌÑÀ-ÝÉÈ ÉÈ ÏÔ �ÒÏÓÔÕÄÉ×ÛÉÈÓÑ. ë �ÅÒ×ÏÊ ÇÒÕ��Å ÏÔÎÅÓ£Í ÓÁÍÉÈ �ÒÏ-ÓÔÕÄÉ×ÛÉÈÓÑ, ËÏ ×ÔÏÒÏÊ | ×ÓÅÈ ÄÒÕÚÅÊ ËÏÒÏÔÙÛÅË ÉÚ ÎÕÌÅ×ÏÊÇÒÕ��Ù, ÎÅ ÎÁÈÏÄÑÝÉÈÓÑ × ÎÕÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Å, Ë ÔÒÅÔØÅÊ | ÄÒÕÚÅÊËÏÒÏÔÙÛÅË ÉÚ ×ÔÏÒÏÊ ÇÒÕ��Ù, ÎÅ ÏÔÎÅÓ£ÎÎÙÈ Ë �ÅÒ×ÏÊ É ×ÔÏÒÏÊÇÒÕ��ÁÍ, É Ô. Ä. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ä×ÏÅ ËÏÒÏÔÙÛÅË | ÄÒÕÚØÑ, ÔÏÎÏÍÅÒÁ ÉÈ ÇÒÕ�� ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ. ðÏ ÉÎÄÕË-�ÉÉ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ × i-Ê ÄÅÎØ ÂÕÄÕÔ ÂÏÌÅÔØ ×ÓÅ ËÏÒÏÔÙÛ-ËÉ i-Ê ÇÒÕ��Ù, Õ ËÏÒÏÔÙÛÅË (i− 1)-Ê ÇÒÕ��Ù ÂÕÄÅÔ ÉÍÍÕÎÉÔÅÔ, ÁÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÂÕÄÕÔ ÚÄÏÒÏ×Ù.7.171. ÷ ÓÕÂÂÏÔÕ.7.172. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ.üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÁËÉÅ ÂÙ ÕÒÎÕ É ËÁÎÄÉÄÁÔÁ ÎÉ ×ÚÑÔØ, ×Ï ×ÚÑ-ÔÏÊ ÕÒÎÅ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÂÀÌÌÅÔÅÎØ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÆÁÍÉÌÉÉ ×ÚÑÔÏÇÏËÁÎÄÉÄÁÔÁ.÷ÙÂÅÒÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÂÀÌÌÅÔÅÎØ ÉÚ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÕÒÎÙ É ÚÁ-ÎÕÍÅÒÕÅÍ ËÁÎÄÉÄÁÔÏ×, ÆÁÍÉÌÉÉ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ × ÜÔÏÍ ÂÀÌ-ÌÅÔÅÎÅ, ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ n. üÔÉÍÉ ÖÅ ÞÉÓÌÁÍÉ ÚÁÎÕÍÅÒÕÅÍ n ÏÓÔÁ×-ÛÉÈÓÑ ÕÒÎ. �ÏÇÄÁ × k-Ê ÕÒÎÅ (k = 1; : : : ; �) ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÂÀÌÌÅÔÅÎØ,ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÆÁÍÉÌÉÉ k-ÇÏ ËÁÎÄÉÄÁÔÁ. îÁÂÏÒ ÜÔÉÈ ÂÀÌÌÅÔÅÎÅÊ×ÍÅÓÔÅ Ó ÂÀÌÌÅÔÅÎÅÍ, ×ÚÑÔÙÍ ×ÎÁÞÁÌÅ, �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁ-ÄÁÞÉ.



éî÷áòéáî�
8. þ³�îïó�ø8.3. îÅÌØÚÑ. óÕÍÍÁ 10 ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ | Þ£ÔÎÁ (ÓÍ. 8.2).8.4. îÅÔ. óÕÍÍÁ (±1) + (±3) + : : :+ (±57) ÎÅÞ£ÔÎÁ.8.5. óÕÍÍÁ (±1) + (±2) + : : :+ (±1985) ÎÅÞ£ÔÎÁ.8.6. ÷×ÅÄÅÍ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÅÒ-ÛÉÎÙ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÓÉÄÑÔ ËÕÚÎÅÞÉËÉ, ÉÍÅÌÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ(0; 0), (0; 1) É (1; 0). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ËÕÚÎÅÞÉËÉ ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÕÔ �ÒÙÇÁÔØ�Ï ÔÏÞËÁÍ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ. ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ�ÏÓÌÅ �ÒÙÖËÁ Þ£ÔÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ËÕÚÎÅÞÉËÁ ÎÅ ÍÅÎÑ-ÅÔÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÉËÁËÏÊ ÉÚ ËÕÚÎÅÞÉËÏ× ÎÅ ÍÏÖÅÔ �Ï�ÁÓÔØ × ÔÏÞËÕ(1; 1), Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÅÞ£ÔÎÙ.8.7. îÅ ÍÏÇÕÔ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÕÚÎÅÞÉËÏ× á, ÷ É ó. îÁÚÏ×ÅÍ ÒÁÓ-ÓÔÁÎÏ×ËÉ ËÕÚÎÅÞÉËÏ× á÷ó, ÷óá É CAB (ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï) | �ÒÁ-×ÉÌØÎÙÍÉ, Á áó÷, ÷áó É ó÷á | ÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÙÍÉ. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ,ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ �ÒÙÖËÅ ÔÉ� ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ ÍÅÎÑÅÔÓÑ.8.8. îÅÔ. úÁ ËÁÖÄÙÊ ÛÁÇ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Õ×ÅÌÉ-ÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 2. �ÁË ËÁË ×ÎÁÞÁÌÅ ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ 1, ÔÏ ÏÎÁ ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔÏÓÔÁ×ÁÔØÓÑ ÎÅÞ£ÔÎÏÊ. á ÓÕÍÍÁ ÞÅÔÙÒ£È ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÞÉÓÅÌ Þ£ÔÎÁ.8.9{8.10. îÅÌØÚÑ. þ£ÔÎÏÓÔØ �ÅÒÅ×ÅÒÎÕÔÙÈ ÓÔÁËÁÎÏ× ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ-ÓÑ. 8.11. Á) íÏÖÎÏ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ �ÅÒÅ×ÏÒÁÞÉ×ÁÔØ �ÑÔÁËÉ ÔÁË, ÞÔÏ-ÂÙ ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÙÅ Ä×Á �ÅÒÅ×ÏÒÁÞÉ×ÁÎÉÑ ÇÅÒÂÏÍ ×ÎÉÚ ÌÅÖÁÌÏ 2, 4,6, . . . �ÑÔÁËÏ×. Â) îÅÌØÚÑ (ÓÍ. 8.9).8.12. îÅ ÍÏÇÌÏ. îÁ ËÁÖÄÏÍ ÌÉÓÔÅ ÓÕÍÍÁ ÎÏÍÅÒÏ× ÓÔÒÁÎÉ� ÎÅ-Þ£ÔÎÁ, Á ÓÕÍÍÁ 25 ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅÞ£ÔÎÁ.8.13. óÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ | Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÍÉÎÕÓ ÅÄÉÎÉ��, Á ÄÌÑÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÑÌÁÓØ ÎÕÌÀ, ÉÈ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÒÏ×ÎÏ 11.8.14. ðÒÉ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ Þ£ÔÎÏÓÔØ ËÏÌÉÞÅ-ÓÔ×Á ÍÉÎÕÓÏ×. ðÏÜÔÏÍÕ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÚÎÁË | �ÌÀÓ, ÅÓÌÉ ÂÙÌÏ ÎÁ�É-ÓÁÎÏ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÉÎÕÓÏ×, É ÍÉÎÕÓ, ÅÓÌÉ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ.8.15. îÅÔ. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÍÅÓÔÁÍÉ ÍÏÇÕÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ ÌÉÛØ Ä×Å ÆÉÛ-ËÉ, ÓÔÏÑÝÉÅ ÎÁ Þ£ÔÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ ÉÌÉ Ä×Å ÆÉÛËÉ, ÓÔÏÑÝÉÅ ÎÁ ÎÅ-Þ£ÔÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ, �ÏÜÔÏÍÕ ÓÁÍÏÊ ÌÅ×ÏÊ ÍÏÇÕÔ ÓÔÁÔØ ÌÉÛØ ÆÉÛËÉ ÓÎÅÞ£ÔÎÙÍÉ (ÓÞÉÔÁÑ ÓÌÅ×Á) ÎÏÍÅÒÁÍÉ.



372 éÎ×ÁÒÉÁÎÔ8.16. îÅ ×ÓÅÇÄÁ. ðÒÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÈ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ Þ£ÔÎÏÓÔØ ÎÏ-ÍÅÒÁ ÍÅÓÔÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ÓÁÍÙÊ ×ÙÓÏËÉÊ ÞÅÌÏ×ÅË ÓÔÏÉÔ ×ÔÏÒÙÍ,ÔÏ ÏÎ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÓÔÁÎÅÔ �ÅÒ×ÙÍ.8.17. èÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ Ói = ai − bi Þ£ÔÎÏ (ÅÓÌÉ ÂÙ ËÁ-ÖÄÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ ÂÙÌÏ ÎÅÞ£ÔÎÙÍ, ÔÏ ÎÅÞ£ÔÎÏÊ ÂÙÌÁ ÂÙ É ÉÈ ÓÕÍÍÁ,ÒÁ×ÎÁÑ 0).8.18. þ£ÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÂÁÎÁÎÏ× ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, �ÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏÂÁÎÁÎÏ× ÂÙÌÏ Þ£ÔÎÙÍ, ÔÏ ÏÓÔÁ×ÛÉÊÓÑ �ÌÏÄ | ÁÎÁÎÁÓ, ÅÓÌÉ ÎÅÞ£Ô-ÎÙÍ, | ÔÏ ÂÁÎÁÎ.8.19. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÏÄÎÏ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ | a1. �ÁË ËÁË ÓÕÍÍÁ ÅÇÏÓ Ä×ÕÍÑ ÄÒÕÇÉÍÉ | a2 É a3 | Þ£ÔÎÁÑ, ÔÏ ÏÄÎÏ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, a2) |ÎÅÞ£ÔÎÏÅ, Á ÄÒÕÇÏÅ (a3) | Þ£ÔÎÏÅ. �ÏÇÄÁ a4 | Þ£ÔÎÏÅ (ÔÁË ËÁËÓÕÍÍÁ a1, a2 É a4 Þ£ÔÎÁ), ÓÕÍÍÁ a1, a3 É a4 | ÎÅÞ£ÔÎÁ. ðÒÏÔÉ×Ï-ÒÅÞÉÅ.8.20. îÅÌØÚÑ. óÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÏÄÎÏ (2) | Þ£ÔÎÏÅ, Á ÏÓÔÁÌØ-ÎÙÅ | ÎÅÞ£ÔÎÙÅ. ðÏÜÔÏÍÕ × ÔÏÊ ÓÔÒÏËÅ, ÇÄÅ ÓÔÏÉÔ Ä×ÏÊËÁ, ÓÕÍÍÁÞÉÓÅÌ ÎÅÞ£ÔÎÁ, Á × ÄÒÕÇÉÈ | Þ£ÔÎÁ.8.21. îÅÌØÚÑ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ 10 ÒÁ×ÎÁ 55,É ÉÚÍÅÎÑÑ × ÎÅÊ ÚÎÁËÉ, ÍÙ ÍÅÎÑÅÍ ×ÓÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁ Þ£ÔÎÏÅÞÉÓÌÏ.8.22. îÅÔ. òÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÞÉÓÌÏÍ ÂÕË× �õ� É ÂÕË× �ù� × ÓÌÏ×ÅÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ.8.23. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S = (a1; : : : ; an) ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÕ ÔÏÍÏ×, Ô. Å.ÎÁ �ÅÒ×ÏÍ ÍÅÓÔÅ ÓÔÏÉÔ ÔÏÍ a1, . . . , ÎÁ �-Í ÍÅÓÔÅ | ÔÏÍ an. ðÁ-ÒÕ ÔÏÍÏ× (ai; aj) �ÒÉ i < j ÎÁÚÏ×ÅÍ ÓÔÏÑÝÅÊ �ÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÏ�, ÅÓ-ÌÉ ai > aj . ëÁÖÄÏÊ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÅ S ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ f(S) | ÞÉÓÌÏÓÔÏÑÝÉÈ �ÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÏ� �ÁÒ. ìÅÇËÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÚÁÍÅ-ÎÙ Ä×ÕÈ ÔÏÍÏ× ÍÅÓÔÁÍÉ ÍÅÎÑÅÔ f(S) ÎÁ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. �ÁË ËÁËÄÌÑ S0 = (1; : : : ; �) ÉÍÅÅÍ f(S0) = 0, ÔÏ �ÒÉ ÎÅÞ£ÔÎÏÍ ÎÁÞÁÌØÎÏÍf(S) �ÏÌÕÞÉÔØ 0 ÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ ÎÅÞ£ÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ, Á �ÒÉÞ£ÔÎÏÍ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ f(S) �ÏÌÕÞÉÔØ 0 ÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ Þ£ÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍÏ�ÅÒÁ�ÉÊ.8.24. îÅÞ£ÔÎÏÅ. ðÏ �ÒÁ×ÉÌÁÍ ÔÕÒÎÉÒÁ ËÁÖÄÙÊ ÛËÏÌØÎÉË ÍÏ-ÖÅÔ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÔØ × ÌÀÂÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å ËÏÎËÕÒÓÏ× ÔÕÒÎÉÒÁ. òÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ ÓÕÍÍÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ× ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× �Ï ×ÓÅÍ �ÑÔÉ ËÏÎËÕÒÓÁÍ. üÔÁÓÕÍÍÁ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÎÅÞ£ÔÎÏÊ, ÔÁË ËÁË ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ËÏÎËÕÒÓÅ �Ï-ÂÙ×ÁÌÏ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛËÏÌØÎÉËÏ×. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÜÔÕ ÓÕÍÍÕ�ÏÌÕÞÉÍ, ÓÌÏÖÉ× ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÛËÏÌØÎÉËÁ ÞÉÓÌÏ ËÏÎËÕÒÓÏ×, × ËÏÔÏ-ÒÙÈ ÏÎ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÌ. åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÛËÏÌØÎÉËÏ× Þ£ÔÎÏ, ÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-×ÁÅÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÉÍÅÅÔ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ É, ÚÎÁÞÉÔ,ÏÎÁ Þ£ÔÎÁ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.



8. þ£ÔÎÏÓÔØ 3738.25. þ£ÔÎÏÓÔØ ÓÕÍÍÙ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÄÏÓËÅ ÎÅÉÚÍÅÎÎÁ.8.26. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Á ÕÞÁÓÔËÏ×, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÌÉÔËÁ�ÏÌÚÌÁ ××ÅÒÈ ÉÌÉ ×ÎÉÚ, ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÕÞÁÓÔËÏ×, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈÏÎÁ �ÏÌÚÌÁ ×�ÒÁ×Ï ÉÌÉ ×ÌÅ×Ï. ïÓÔÁÌÏÓØ ÔÏÌØËÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏÁ Þ£ÔÎÏ.8.27. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ò ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ÔÁÂÌÉ�Ù ÒÁ×ÎÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÞÉÓÅÌ × ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ. �ÁË ËÁË × ÔÁÂÌÉ�Å �ÑÔØÓÔÒÏË, ÔÏ ò ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ò ÒÁ×ÎÏ �ÒÏÉÚ×Å-ÄÅÎÉÀ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÞÉÓÅÌ × ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å. úÎÁÞÉÔ, ÎÁÊÄÅÔÓÑÓÔÏÌÂÅ�, × ËÏÔÏÒÏÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ.8.28. ðÏÓËÏÌØËÕ ÅÄÉÎÉ� 25 ÛÔÕË, ÔÏ ÎÁ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÅÄÉÎÉ�Á. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÎÁ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁ-ÇÏÎÁÌÉ ÅÓÔØ Ä×ÏÊËÁ, ÔÒÏÊËÁ É Ô. Ä.8.29. òÅÛÅÎÉÅ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÉÓÌÁ Õ1 = È1È2, Õ2 = È2È3, . . . ,Õn = ÈnÈ1. ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁ×ÎÏ ÌÉÂÏ 1, ÌÉÂÏ −1. �ÁË ËÁË ÉÈ ÓÕÍ-ÍÁ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï k ÍÉÎÕÓ ÅÄÉÎÉ� ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÅÄÉÎÉ�,Ô. Å. n = 2k. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Õ1y2 : : : yn = (x1x2 : : : xn)2 > 0, �ÏÜÔÏÍÕÞÉÓÌÏ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ (Á ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏ k) Þ£ÔÎÏ. óÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏ, n = 2k ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4.òÅÛÅÎÉÅ 2. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Sm = È1È2 + : : : + ÈmÈ1. �ÏÇÄÁ S2 == È1È2+ È2È1 = ±2 ≡ 2 (mod 4), Sm+1 = Sm+ ÈmÈm+1+ xm+1È1−
− ÈmÈ1. ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÈmÈm+1 + Èm+1È1 − ÈmÈ1ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 1 É −3, Ô. Å. ÒÁÚÎÏÓÔØ Sm+1−SmÄÁÅÔ ÏÓÔÁÔÏË 1 �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 4. úÎÁÞÉÔ, Sn �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 4 ÄÁÅÔÔÏÔ ÖÅ ÏÓÔÁÔÏË, ÞÔÏ É n− 2 + 2 = n. �ÁË ËÁË Sn = 0, ÔÏ n ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ 4.8.30. îÅÔ. þ£ÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚÎÏ�×ÅÔÎÙÈ �ÁÒ (ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÓÏÓÅÄ-ÎÉÈ), ÇÄÅ ÌÅ×ÁÑ ÆÉÛËÁ ËÒÁÓÎÁÑ, ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. ÷ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÁ×ÎÏ 1, × ÖÅÌÁÅÍÏÊ | 0.8.31. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ��ÕÓÔÏÅ �ÏÌÅ� ËÁË ÏÔÄÅÌØÎÕÀ ÆÉÛËÕ: ÍÏÖ-ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÍÅÎÑÔØ ��ÕÓÔÕÀ ÆÉÛËÕ� Ó ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ. �ÁË ËÁË �Õ-ÓÔÁÑ ÆÉÛËÁ ÄÏÌÖÎÁ �Ï�ÁÓÔØ ÎÁ ÉÓÈÏÄÎÏÅ �ÏÌÅ, ÞÉÓÌÏ Ï�ÅÒÁ-�ÉÊ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ Þ£ÔÎÙÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ËÏÎÆÉ-ÇÕÒÁ�ÉÉ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÌØËÏ Þ£ÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË.
ûÁÈÍÁÔÙ, ÛÁÛËÉ8.32. îÅÌØÚÑ, ÔÁË ËÁË ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÌÅÔÏË (25) ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ Ä×Á, Á ËÁÖÄÁÑ ÄÏÍÉÎÏÛËÁ �ÏËÒÙ×ÁÅÔ Ä×Å ËÌÅÔËÉ.



374 éÎ×ÁÒÉÁÎÔ8.33. ëÁÖÄÁÑ ÄÏÍÉÎÏÛËÁ �ÏËÒÙ×ÁÅÔ ÏÄÎÏ Þ£ÒÎÏÅ É ÏÄÎÏ ÂÅ-ÌÏÅ �ÏÌÅ, Á �ÒÉ ×ÙÒÅÚÁÎÉÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÏÌÅÊ Á1 É h8 Þ£ÒÎÙÈ �ÏÌÅÊÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÁ Ä×Á ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÂÅÌÙÈ.8.34. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÈÏÄÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ �×ÅÔ �ÏÌÑ, ÎÁ ËÏ-ÔÏÒÏÍ ÓÔÏÉÔ ËÏÎØ, ÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÞÅÒÅÄÏ×ÁÎÉÅ �×ÅÔÏ×: ÂÅÌÏÇÏ ÉÞ£ÒÎÏÇÏ.8.35. îÅ ÍÏÖÅÔ. ëÏÎØ ÄÏÌÖÅÎ ÓÄÅÌÁÔØ 63 ÈÏÄÁ, É �ÏÓÌÅÄÎÉÍ(ÎÅÞ£ÔÎÙÍ) ÈÏÄÏÍ ÏÎ ×ÓÔÁÎÅÔ ÎÁ �ÏÌÅ ÄÒÕÇÏÊ Þ£ÔÎÏÓÔÉ, ÎÅÖÅÌÉÁ1; ÎÏ h8 ÉÍÅÅÔ ÔÏÔ ÖÅ �×ÅÔ.

1 231 231 231 23
1 231 231 231 23

1 231 231 231 23
1 231 231 231 23

ë 8.36

8.36. úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÞÁÓÔØ ËÌÅÔÏË ÄÏÓËÉ ÔÁË,ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ. ðÕÓÔØ � | ÞÉÓÌÏÌÁÄÅÊ, ÓÔÏÑÝÉÈ ÎÁ �ÏÌÑÈ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ 1, m |ÎÁ �ÏÌÑÈ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ 2, k | ÎÁ �ÏÌÑÈ Ó ÎÏÍÅ-ÒÏÍ 3. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ 1,3, 5 É 7 ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÑÈ ÓÔÏÑÔ 4 ÌÁÄØÉ, �ÏÜÔÏÍÕ� + k = 4. �ÁË ÖÅ ×Ï 2, 4, 6 É 8 ÇÏÒÉÚÏÎÔÁ-ÌÑÈ ÓÔÏÑÔ 4 ÌÁÄØÉ, �ÏÜÔÏÍÕ m+k = 4. ïÔÓÀÄÁm = n, É, ÚÎÁÞÉÔ, ÞÉÓÌÏ ÌÁÄÅÊ ÎÁ Þ£ÒÎÙÈ �ÏÌÑÈÒÁ×ÎÏ 2n.8.37. a) ðÏÓËÏÌØËÕ × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅÛÁÛËÉ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ �ÁÒÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ, ÔÏ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÏÂÑ-ÚÁÔÅÌØÎÏ ÄÏÌÖÎÏ ÓÔÏÑÔØ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÛÅË.Â) äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. óÏÅÄÉÎÉÍ ÛÁÛËÉ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÉÚ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ, ÎÉÔËÏÊ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚ-ÌÏÖÉÍ ×ÓÅ ÛÁÛËÉ ÎÁ �ÏÖÅÒÅÌØÑ� | ÇÒÕ��Ù ÛÁÛÅË, ÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÙÈÎÉÔËÁÍÉ. �ÏÇÄÁ × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ �ÏÖÅÒÅÌÉÊ� | ÌÉÂÏ Ä×Å, ÌÉÂÏ ÞÅÔÙÒÅÛÁÛËÉ. úÎÁÞÉÔ, ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÛÁÛÅË ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ Þ£ÔÎÙÍ |�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.8.38. îÅÌØÚÑ.çÅÏÍÅÔÒÉÑ8.39. åÓÌÉ ÏÓØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÎÅ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÕ, ÔÏ ÄÁÎ-ÎÙÅ 1997 ÔÏÞÅË ÄÏÌÖÎÙ ÒÁÚÂÉ×ÁÔØÓÑ ÎÁ �ÁÒÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ, ÞÔÏÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.8.40. îÅ ÍÏÖÅÔ. åÓÌÉ ÍÙ ÏÂÏÊÄÅÍ ËÏÎÔÕÒ ÌÏÍÁÎÏÊ, �ÅÒÅÈÏ-ÄÑ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ × ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ, ÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ, �ÅÒÅÓÅ-ËÁÑ �ÒÑÍÕÀ, ÂÕÄÅÍ ÏËÁÚÙ×ÁÔØÓÑ × ÄÒÕÇÏÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ (�ÒÑ-ÍÁÑ ÄÅÌÉÔ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÎÁ Ä×Å �ÏÌÏ×ÉÎÙ). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅ-ÅÔ ÍÅÓÔÏ ÞÅÒÅÄÏ×ÁÎÉÅ, É ÚÎÁÞÉÔ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÄÏÌÖÎÏÂÙÔØ Þ£ÔÎÙÍ.



8. þ£ÔÎÏÓÔØ 3758.41. îÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. óËÏÌØËÏ ÒÁÚ ËÒÉ×ÁÑ �Ï�ÁÌÁ ×ÎÕÔÒØ ÏËÒÕÖ-ÎÏÓÔÉ, ÓÔÏÌØËÏ ÒÁÚ ÏÎÁ ÄÏÌÖÎÁ ×ÙÊÔÉ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Þ£ÔÎÏ.8.42. ðÕÓÔØ ×ÓÅ �ÁÒÙ ×ÅÒÛÉÎ ÚÁÄÁÀÔ ÏÔÒÅÚËÉ ÒÁÚÎÏÊ ÄÌÉÎÙ.ïÔÒÅÚËÕ ApAq �ÏÓÔÁ×ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ
|p − q| É 2� − |p − q|. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ � �ÁÒ ×ÅÒÛÉÎ�ÏÌÕÞÉÍ ÞÉÓÌÁ 1, 2; : : : ; �; �ÕÓÔØ ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ k Þ£ÔÎÙÈ Én − k ÎÅÞ£ÔÎÙÈ. îÅÞ£ÔÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÏÔÒÅÚËÉ ApAq,ÇÄÅ ÞÉÓÌÁ p É q ÒÁÚÎÏÊ Þ£ÔÎÏÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÒÅÄÉ ×ÅÒÛÉÎ ÏÓÔÁÌØ-ÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÂÕÄÅÔ k ×ÅÒÛÉÎ Ó Þ£ÔÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ É k ×ÅÒÛÉÎÓ ÎÅÞ£ÔÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ, �ÒÉÞ£Í ÏÔÒÅÚËÉ ÓÏÅÄÉÎÑÀÔ ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÎÏÍÅÒÁÍÉ ÏÄÎÏÊ Þ£ÔÎÏÓÔÉ. úÎÁÞÉÔ, ÞÉÓÌÏ k Þ£ÔÎÏ. äÌÑ ÞÉÓÅÌ �×ÉÄÁ 4m, 4m + 1, 4m + 2 É 4m + 3 ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï k Þ£ÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌÒÁ×ÎÏ 2m, 2m, 2m + 1 É 2m + 1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, �ÏÜÔÏÍÕ � = 4mÉÌÉ � = 4m+ 1.

ë 8.43
8.43. óÍ. ÒÉÓ. ðÒÉ Þ£ÔÎÏÍ ÞÉÓÌÅ Ú×ÅÎØÅ× ÁÎÁ-ÌÏÇÉÞÎÏ ÔÁËÕÀ ÌÏÍÁÎÕÀ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ, Á �ÒÉÎÅÞ£ÔÎÏÍ ÎÅÌØÚÑ, ÔÁË ËÁË ×ÓÅ Ú×ÅÎØÑ ÌÏÍÁÎÏÊ ÍÏÖ-ÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ �ÁÒÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÔÏÞËÁÍ Å£ÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ.8.44. îÅÌØÚÑ. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÂÒÕÓËÉ ÕÌÏÖÅÎÙ ×ËÏÒÏÂËÕ. �ÏÇÄÁ ÏÎÉ �ÏÌÎÏÓÔØÀ Å£ ÚÁ�ÏÌÎÑÀÔ. òÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÏÊ ËÏÒÏÂËÉ ÔÏÌÝÉÎÏÊ 1, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎ-ÎÙÊ Õ ÇÒÁÎÉ ÒÁÚÍÅÒÏÍ 7× 11. ëÁÖÄÙÊ ÂÒÕÓÏË ÌÉ-ÂÏ �ÅÌÉËÏÍ ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ×ÎÕÔÒÉ ÜÔÏÇÏ ÓÌÏÑ, ÌÉÂÏ ÚÁ�ÏÌÎÑÅÔ ÔÒÉËÕÂÉËÁ 1 × 1 × 1 ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÏÑ, É, ÚÎÁÞÉÔ, ÞÉÓÌÏ ËÕÂÉËÏ× ÒÁÚÍÅ-ÒÏÍ 1× 1× 1 × ÓÌÏÅ ÄÏÌÖÎÏ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ 3. îÏ ÞÉÓÌÏ 7 · 11 ÎÁ 3 ÎÅÄÅÌÉÔÓÑ.8.45. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔ, ÒÁÚÒÅÚÁÎÎÙÊ ÎÁ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉËÁË ÇÒÁÆ. ÷ ÜÔÏÍ ÇÒÁÆÅ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÒÏÍÅ ÕÇÌÏ× Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÉÍÅ-ÀÔ ÎÅÞ£ÔÎÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ, �ÏÜÔÏÍÕ ÉÈ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (× ÇÒÁÆÅ ÞÉÓÌÏ×ÅÒÛÉÎ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÅÞ£ÔÎÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ, Þ£ÔÎÏ).8.46. îÅÌØÚÑ. åÓÌÉ ×Ù�ÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÒÅÚÁÔØÎÁ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÙ, ÔÏ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ�ÁÒÙ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ.8.47. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ X, ÌÅÖÁÝÅÊ ×ÎÅ á÷, ÉÍÅÅÍ AX−BX == ± AB. åÓÌÉ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÙ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÒÁ×ÎÙ, ÔÏÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ±á÷ ± á÷ ± : : : ± á÷, × ËÏÔÏÒÏÍ45 ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ. îÏ ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.8.48. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Á ÄÌÉÎÕá÷,á1; : : : ; ák | ËÒÁÓÎÙÅ ÔÏÞ-ËÉ, ÷1; : : : ; ÷l | ÓÉÎÉÅ ÔÏÞËÉ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ |áiá − ái÷| = Á É



376 éÎ×ÁÒÉÁÎÔ
|÷iá−÷i÷| = Á ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i. ïÔÓÀÄÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ × ÕÓÌÏ-×ÉÉ ×ÅÌÉÞÉÎ ÒÁ×ÎÁ(A1A+ : : :+AkA+ ÷1÷ + : : :+÷l÷)−

− (A1÷ + : : :+ ák÷ +÷1á+ : : :+÷lá) == (á1á−á1÷)+: : :+(áká−ák÷)+(÷1B−÷1A)+: : :+(÷lB−÷lA):ëÁÖÄÏÅ ÉÚ 1001 ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÓÕÍÍÅ ÒÁ×ÎÏ ±a, �ÏÜÔÏÍÕÓÕÍÍÁ ÎÅ ÒÁ×ÎÁ 0.8.49. þÅÔÙÒÅ. åÓÌÉ Õ ËÏÇÏ-ÔÏ ÉÚ ëÁÔÉÎÙÈ ÄÒÕÚÅÊ ÓÏÓÅÄÉ ÔÏÇÏÖÅ �ÏÌÁ, ÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÓÔÏÑÝÉÅ × ËÒÕÇÕ | ÏÄÎÏÇÏ �ÏÌÁ.úÎÁÞÉÔ, ÍÁÌØÞÉËÉ É ÄÅ×ÏÞËÉ ÞÅÒÅÄÕÀÔÓÑ, �ÏÜÔÏÍÕ ÄÅ×ÏÞÅË × ËÒÕÇÅ�ÑÔØ | ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ, ÓËÏÌØËÏ É ÍÁÌØÞÉËÏ×. úÎÁÞÉÔ, Õ ëÁÔÉ ÞÅÔÙÒÅ�ÏÄÒÕÇÉ.8.50. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ ÉÚ 9 ÅÄÉÎÉ� ÒÁÎØÛÅ, ÞÅÍ 9 ÎÕÌÅÊ,�ÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÎÅ ÍÏÖÅÔ. åÓÌÉ ÖÅ �ÏÌÕÞÉÌÏÓØ 9 ÎÕÌÅÊ, ÔÏ ÎÁ �ÒÅÄÙÄÕ-ÝÅÍ ÈÏÄÕ ÎÕÌÉ É ÅÄÉÎÉ�Ù ÄÏÌÖÎÙ ÞÅÒÅÄÏ×ÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ,ÔÁË ËÁË ÉÈ ×ÓÅÇÏ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï.8.51. ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÎÁÛÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ. úÁÎÕÍÅ-ÒÕÅÍ ×ÓÅÈ ÓÉÄÑÝÉÈ ÚÁ ÓÔÏÌÏÍ �Ï �ÏÒÑÄËÕ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÍÅ-ÓÔÁ. åÓÌÉ ÎÁ k-Í ÍÅÓÔÅ ÓÉÄÉÔ ÍÁÌØÞÉË, ÔÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ (k − 2)-ÍÉ ÎÁ (k + 2)-Í ÍÅÓÔÁÈ ÓÉÄÑÔ ÄÅ×ÏÞËÉ. îÏ �ÏÓËÏÌØËÕ ÍÁÌØÞÉËÏ× ÉÄÅ×ÏÞÅË �ÏÒÏ×ÎÕ, ÔÏ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÄÅ×ÏÞËÉ, ÓÉÄÑÝÅÊ ÎÁ �-Í ÍÅÓÔÅ,×ÅÒÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ (�−2)-Í É ÎÁ (�+2)-Í ÍÅÓÔÁÈ ÓÉÄÑÔ ÍÁÌØÞÉËÉ. åÓÌÉÍÙ ÔÅ�ÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÌØËÏ ÔÅÈ 25 ÞÅÌÏ×ÅË, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÉÄÑÔ ÎÁ�Þ£ÔÎÙÈ� ÍÅÓÔÁÈ, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÍÁÌØÞÉËÉ É ÄÅ×ÏÞËÉÞÅÒÅÄÕÀÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÏÂÈÏÄÉÔØ ÓÔÏÌ × ËÁËÏÍ-ÔÏ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ. îÏ 25 |ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.8.52. ðÒÏÎÕÍÅÒÕÅÍ ×ÅÒÛÉÎÙ 20-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ 20.îÁÚÏ×ÅÍ ÄÌÉÎÏÊ ÈÏÒÄÙ ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ �1 É n2 ÞÉÓÌÏ |�1 − �2|,ÅÓÌÉ ËÒÁÔÞÁÊÛÁÑ ÄÕÇÁ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÕÇÉ (20; 1) É 20 − (�1 − �2) ×�ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÙ ×ÓÅÈ ÈÏÒÄ ÒÁÚÌÉÞÎÙ,Ô. Å. ÏÎÉ ÒÁ×ÎÙ 1; : : : ; 10. ðÕÓÔØ k1 | ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÎÏÍÅÒ ×ÅÒÛÉÎÙÈÏÒÄÙ ÄÌÉÎÙ 1, k2 | ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÎÏÍÅÒ ×ÅÒÛÉÎÙ ÈÏÒÄÙ ÄÌÉÎÙ 2É Ô. Ä. �ÏÇÄÁ ×ÔÏÒÏÊ ÎÏÍÅÒ ×ÅÒÛÉÎÙ ÈÏÒÄÙ ÄÌÉÎÙ 1 ÌÉÂÏ k1 + 1,ÌÉÂÏ k1 + 20 − 1; ÈÏÒÄÙ ÄÌÉÎÙ 2 | ÌÉÂÏ k2 + 2, ÌÉÂÏ k2 + 20 − 2;É Ô. Ä., ÈÏÒÄÙ ÄÌÉÎÙ 10 | k10 + 10. óÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÎÏÍÅÒÏ× ÂÕÄÅÔÒÁ×ÎÁ 2(k1+: : :+k10)−20Ô+a1+: : :+a10, ÇÄÅ |a1| = 1; : : : , |a10| = 10.éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ |a1| + : : : + |a10| = 1 + : : : + 10 = 55 | ÎÅÞ£ÔÎÏÅÞÉÓÌÏ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÞ£ÔÎÏÓÔØ a1 + : : : + a10, Á, ÚÎÁÞÉÔ, É ÓÕÍÍÙ ×ÓÅÈÎÏÍÅÒÏ×. îÏ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÎÏÍÅÒÏ× ÒÁ×ÎÁ 20 · 21=2 = 210 | Þ£ÔÎÁÑ.ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.



8. þ£ÔÎÏÓÔØ 3778.53. ïÂßÅÄÉÎÉÍ × ÇÒÕ��Ù ×ÓÅÈ ÓÉÄÑÝÉÈ ÒÑÄÏÍ ÒÙ�ÁÒÅÊ ÏÄÎÏÇÏËÌÁÎÁ É ÕÄÁÌÉÍ ×ÓÅÈ ÒÙ�ÁÒÅÊ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕ��Ù, ËÒÏÍÅ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ.ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÙ�ÁÒÅÊ �ÅÒ×ÏÇÏ É ×ÔÏÒÏÇÏËÌÁÎÁ, Ô. Å. Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. îÏ ÕÄÁÌÑÀÔÓÑ ÒÙ�ÁÒÉ, Ó�ÒÁ×Á ÏÔ ËÏÔÏ-ÒÙÈ ÓÉÄÉÔ ÄÒÕÇ, ÏÓÔÁ×ÌÑÑ ÌÉÛØ ÔÁËÉÈ, Ó�ÒÁ×Á ÏÔ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÉÄÉÔ×ÒÁÇ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ ÞÉÓÌÏ ÕÄÁÌ£ÎÎÙÈ ÒÙ�ÁÒÅÊ ÒÁ×ÎÏÞ£ÔÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ. úÎÁÞÉÔ, ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ×ÓÅÈ ÒÙ�ÁÒÅÊÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4.8.54. îÁÚÏ×ÅÍ Ä×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÁÑÓÔÏÒÏÎÁ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÓÔÏÒÏÎÅ ÄÒÕÇÏÇÏ.�ëÌÁÓÓ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔÉ� ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ Ä×Á �ÏÄËÌÁÓÓÁ ÔÁË, ÞÔÏÌÀÂÙÅ Ä×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÏÄÎÏÇÏ �ÏÄËÌÁÓÓÁ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ-×ÁÎÙ (ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ), Á ÒÁÚÎÙÈ �ÏÄËÌÁÓ-ÓÏ× | �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÙ (ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉÏÔÒÉ�ÁÔÅÌÅÎ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ Ä×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÏÂÝÉÊÕÞÁÓÔÏË ÓÔÏÒÏÎ, ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÏÎÉ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×Á-ÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÍÙ �ÏËÒÁÓÉÍ × ÏÄÉÎ �×ÅÔ ×ÓÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉÏÄÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ, Á × ÄÒÕÇÏÊ �×ÅÔ | ×ÓÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ �ÒÏ-ÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÍ ÒÁÓËÒÁÓËÕ × Ä×Á �×ÅÔÁ,ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÕÀ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ.8.55. îÅ ÍÏÇÕÔ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÛÁÊÂ �ÒÁ×ÉÌØ-ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÂÈÏÄÑ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó ÉÍÅÎÎÏ × �ÏÒÑÄËÅá{÷{ó, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÏÂÈÏÄ �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ, É ÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÙÍ ×�ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÕÄÁÒÅ ÔÉ� ÒÁÓ-�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÍÅÎÑÅÔÓÑ.8.56. Á) îÅÌØÚÑ. åÓÌÉ � ËÁÒÔÏÞÅË ÓÄÅÌÁÔØ ÉÚ ÓÉÎÉÈ ËÒÁÓÎÙ-ÍÉ, Á 17 − � | ÉÚ ËÒÁÓÎÙÈ ÓÉÎÉÍÉ, ÔÏ ÓÉÎÉÈ ËÁÒÔÏÞÅË ÓÔÁ-ÎÅÔ (8 − n) + (17 − �) = 25 − 2� | ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. Â) íÏÖÎÏ.ëÒÁÓÎÙÈ ËÁÒÔÏÞÅË �ÏÓÌÅ �ÅÒ×ÏÇÏ �ÅÒÅ×ÏÒÁÞÉ×ÁÎÉÑ ÓÔÁÎÅÔ 30 −
− (25 − 2n) = 5 + 2n. ÷ÙÂÅÒÅÍ n ÔÁË, ÞÔÏÂÙ 5 + 2n = 17, Ô. Å.n = 6. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ �ÅÒ×ÙÍ ÈÏÄÏÍ ÛÅÓÔØ ÓÉÎÉÈ ËÁÒÔÏÞÅË ÓÄÅ-ÌÁÔØ ËÒÁÓÎÙÍÉ, Á 11 ËÒÁÓÎÙÈ | ÓÉÎÉÍÉ, ÔÏ ËÒÁÓÎÙÈ ËÁÒÔÏÞÅËÓÔÁÎÅÔ 6 + (22 − 11) = 17. ÷ÔÏÒÙÍ ÈÏÄÏÍ �ÅÒÅ×ÅÒÎÅÍ ×ÓÅ ÜÔÉ17 ËÁÒÔÏÞÅË.8.57. îÅÌØÚÑ. úÁÛÔÒÉÈÕÅÍ ÔÒÉ ÓÅËÔÏÒÁ ÞÅÒÅÚ ÏÄÉÎ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÞÉÓÌÏ ÍÏÎÅÔ × ÚÁÛÔÒÉÈÏ×ÁÎÎÙÈ ÓÅËÔÏÒÁÈ �ÅÒÅÄ �-Í ÈÏÄÏÍ ÞÅÒÅÚÁn−1. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ Á0 = 3 É Ák ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ Ák−1 ÎÁ 1. úÎÁÞÉÔ,Á1, Á3; : : : ; Á19 | ÞÉÓÌÁ Þ£ÔÎÙÅ, Á Á0, Á2; : : : ; Á20 | ÎÅÞ£ÔÎÙÅ. óÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÞÅÒÅÚ 20 ÈÏÄÏ× ÞÉÓÌÏ ÍÏÎÅÔ × ÚÁÛÔÒÉÈÏ×ÁÎÎÙÈ ÓÅËÔÏ-ÒÁÈ ÂÕÄÅÔ ÎÅÞ£ÔÎÙÍ. á ÅÓÌÉ ÂÙ ×ÓÅ ÍÏÎÅÔÙ ÓÔÏÑÌÉ × ÏÄÎÏÍ ÓÅËÔÏÒÅ,ÔÏ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÂÙÌÏ ÂÙ Þ£ÔÎÙÍ (0 ÉÌÉ 6).



378 éÎ×ÁÒÉÁÎÔ8.58. îÅÔ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ Þ£ÔÎÏÓÔØ ×ÅÌÉ-ÞÉÎÙ Ò, ÒÁ×ÎÏÊ ÞÉÓÌÕ �ÁÒ (a; b), × ËÏÔÏÒÙÈ ÞÉÓÌÏ a ÓÔÏÉÔ �ÒÁ×ÅÅÞÉÓÌÁ b É �ÒÉ ÜÔÏÍ a > b.8.59. îÅÌØÚÑ. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÓÅ �ÉÆÒÙ × ÒÑÄÕ ÓÔÏÑÌÉ ÂÙÎÁ ÍÅÓÔÁÈ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ Þ£ÔÎÏÓÔÉ.8.60. åÓÌÉ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ËÁÒÔÏÞËÁÍÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ ÞÉ-ÓÌÏ a, ÌÅÖÉÔ ÏÄÎÁ ËÁÒÔÏÞËÁ Ó ÞÉÓÌÏÍ b, ÔÏ ÍÅÖÄÕ ËÁÒÔÏÞËÁÍÉ ÓÞÉÓÌÏÍ b ÌÅÖÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ËÁÒÔÏÞÅË Ó a. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ�ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ ËÁÒÔÏÞÅË ÞÉÓÌÏ ËÁÒÔÏÞÅË, ÌÅÖÁÝÉÈ ÍÅÖ-ÄÕ �ÁÒÁÍÉ, ÂÕÄÅÔ Þ£ÔÎÙÍ. îÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ ÏÎÏ ÄÏÌÖÎÏÒÁ×ÎÑÔØÓÑ 1 + 2 + : : : + 9 = 45. éÔÁË, ÉÓËÏÍÏÇÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.8.61. îÅÌØÚÑ, ÔÁË ËÁË ÂÅÌÁÑ ÛÁÛËÁ �ÒÉ ×ÚÑÔÉÉ Þ£ÒÎÏÊ ÓÄ×ÉÇÁ-ÅÔÓÑ ×ÓÅÇÄÁ ÎÁ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÔÉËÁÌÅÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ÏÎÁ ×ÚÑÌÁÏÄÎÕ ÛÁÛËÕ, ÔÏ ÏÎÁ ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÏÔÓÔÏÑÔØ ÏÔ ×ÔÏÒÏÊ ÎÁ Þ£ÔÎÏÅÞÉÓÌÏ ×ÅÒÔÉËÁÌÅÊ É ÎÅ ÓÍÏÖÅÔ Å£ ×ÚÑÔØ.8.62. óÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ 1; 2; : : : ; 99 ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ Þ£ÔÎÙÈ.8.63. òÁÓ�ÏÌÏÖÉ× �ÒÉÄ×ÏÒÎÙÈ �Ï ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × ÔÏÍ �ÏÒÑÄËÅ,× ËÁËÏÍ ÏÎÉ ÓÌÅÄÑÔ ÄÒÕÇ ÚÁ ÄÒÕÇÏÍ, É �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉ×, ÞÔÏ ÉÈ ËÏÌÉ-ÞÅÓÔ×Ï n Þ£ÔÎÏ, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ �ÒÉÄ×ÏÒÎÙÊ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ n=2 ÓÌÅÄÉÔÚÁ ÔÅÍ, ËÔÏ ÓÌÅÄÉÔ ÚÁ �ÅÒ×ÙÍ �ÒÉÄ×ÏÒÎÙÍ, ÈÏÔÑ ÉÍ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ�ÒÉÄ×ÏÒÎÙÊ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ n.8.64. îÅÌØÚÑ, ÔÁË ËÁË ÓÕÍÍÁ 1 + 2 + : : : + 33 ÎÅÞ£ÔÎÁ, Á ÓÕÍÍÁÞÉÓÅÌ × ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕ��Å ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ Þ£ÔÎÏÊ.8.65. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ k(51090701) + k(21090701) Þ£ÔÎÏ.
1 23ë 8.66

8.66. òÅÛÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ ÕÄÁÌÏÓØ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÌÏ-ÍÁÎÕÀ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÕÀ ÕÓÌÏ×ÉÀ. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÎ-ÔÕÒÙ ÏÂÌÁÓÔÅÊ 1, 2, 3 ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ �Ï5 ÏÔÒÅÚËÏ× É ÌÏÍÁÎÁÑ ÄÏÌÖÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÏÔ-ÒÅÚËÏ× �ÅÒÅÓÅÞØ ÒÏ×ÎÏ �Ï ÒÁÚÕ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈÔÒ£È ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÄÏÌÖÎÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÎ�Ï×ÌÏÍÁÎÏÊ (ÅÓÌÉ ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÎ�Ï× ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÌÏ-ÍÁÎÁÑ ÄÏÌÖÎÁ ×ÈÏÄÉÔØ × ÎÅ£ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÒÁÚ, ÓËÏÌØËÏ É ×ÙÈÏ-ÄÉÔØ, Ô. Å. ÞÉÓÌÏ Å£ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ Ó ÏÔÒÅÚËÁÍÉ ÇÒÁÎÉ�Ù ÄÏÌÖÎÏÂÙÔØ Þ£ÔÎÙÍ). ïÄÎÁËÏ ËÏÎ�Ï× Õ ÌÏÍÁÎÏÊ ÔÏÌØËÏ Ä×Á. ðÒÏÔÉ×Ï-ÒÅÞÉÅ.òÅÛÅÎÉÅ 2. ðÏÓÔÁ×ÉÍ × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ 6 ÏÂÌÁÓÔÅÊ (×ËÌÀÞÁÑ ×ÎÅÛ-ÎÀÀ), ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÛÁ ÆÉÇÕÒÁ ÄÅÌÉÔ �ÌÏÓËÏÓÔØ, ÔÏÞËÕ | �ÓÔÏ-ÌÉ�Õ� ÏÂÌÁÓÔÉ, Á ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ 16 ÏÔÒÅÚËÏ× ÎÁÒÉÓÕÅÍ �ÅÒÅÓÅËÁ-ÀÝÕÀ ÅÇÏ �ÄÏÒÏÇÕ�, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÕÀ ÓÔÏÌÉ�Ù Ä×ÕÈ �ÒÉÌÅÖÁÝÉÈ ËÎÅÍÕ ÏÂÌÁÓÔÅÊ. ðÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÓÅÔØ ÄÏÒÏÇ ÎÅÌØÚÑ ÏÂÏÊÔÉ, �ÒÏÈÏÄÑ �Ï



8. þ£ÔÎÏÓÔØ 379ËÁÖÄÏÊ ÄÏÒÏÇÅ ÏÄÉÎ ÒÁÚ, ÔÁË ËÁË ÅÓÔØ ÞÅÔÙÒÅ ÇÏÒÏÄÁ, × ËÏÔÏÒÙÈÓÈÏÄÉÔÓÑ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÏÒÏÇ. á ÞÔÏÂÙ ÔÁËÏÊ ÏÂÈÏÄ ÓÕÝÅÓÔ×Ï-×ÁÌ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÞÔÏÂÙ ÔÁËÉÈ ÇÏÒÏÄÏ× ÂÙÌÏ 0 ÉÌÉ 2 (�ÏÄÒÏÂÎÅÅÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 6).8.67. ðÕÓÔØ p1; : : : ; pn | �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ �Ï ÓÔÒÏËÁÍ, q1; : : : ;qn | �Ï ÓÔÏÌÂ�ÁÍ. �ÏÇÄÁ ×ÙÞÉÓÌÉÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ × ÔÁÂÌÉ-�Å Ä×ÕÍÑ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ: p1 : : : pn = q1 : : : qn. úÎÁÞÉÔ, Þ£ÔÎÏÓÔØ ËÏÌÉÞÅ-ÓÔ×Á (−1) ÓÒÅÄÉ p1; : : : ; pn ÔÁ ÖÅ, ÞÔÏ É ÓÒÅÄÉ q1; : : : ; qn, Ô. Å. ×ÓÅÇÏÓÒÅÄÉ 2� ÞÉÓÅÌ p1; : : : ; pn; q1; : : : ; qn Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (−1) É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ 1. îÏ ÔÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ÔÅÈ É ÄÒÕÇÉÈ ÒÁÚÌÉÞÎÏ (ÔÁË ËÁËn ÎÅÞ£ÔÎÏ) É �ÏÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ p1 + : : :+ pn + q1 + : : :+ qn ÎÅ ÒÁ×ÎÁ 0.(üÔÁ ÓÕÍÍÁ ÍÏÖÅÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ 2� ÌÉÛØ ÎÁ ÞÉÓÌÏ, ËÒÁÔÎÏÅ 4.)8.68. ðÕÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÕÌÏÖÉÔØ ËÏÓÔÉ ÄÏÍÉÎÏ ÎÁ ÄÏÓËÕ ÔÁË, ÞÔÏ ËÁ-ÖÄÁÑ ÉÚ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ É ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ, ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÈÄÏÓËÕ ÎÁ ËÌÅÔËÉ, �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ËÏÓÔØ ÄÏÍÉÎÏ. ÷ÓÅÇÏÉÍÅÅÔÓÑ 10 ÔÁËÉÈ �ÒÑÍÙÈ. ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ �ÒÑÍÙÈ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ ÄÏÓ-ËÕ ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ Þ£ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÌÅÔÏË. ÷ ÌÀÂÏÊ ÉÚÜÔÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ËÁËÏÅ-ÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÅÒÁÚÒÅÚÁÎÎÙÈ ËÏ-ÓÔÅÊ ÄÏÍÉÎÏ. üÔÉ ËÏÓÔÉ ÚÁÎÉÍÁÀÔ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË. ïÓÔÁ×ÛÉ-ÅÓÑ ËÌÅÔËÉ ÚÁÎÑÔÙ �ÏÌÏ×ÉÎËÁÍÉ ÒÁÚÒÅÚÁÎÎÙÈ ËÏÓÔÅÊ, Á ÔÁË ËÁË ÉÈÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ É ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÒÅÚÁÎÎÙÈ ËÏÓÔÅÊ ÔÏÖÅ Þ£ÔÎÏ. éÔÁË,ËÁÖÄÁÑ ÉÚ 10 �ÒÑÍÙÈ ÒÁÚÒÅÚÁÅÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ Ä×ÕÈ ËÏÓÔÅÊ, Á ÔÁË ËÁËËÁÖÄÕÀ ËÏÓÔØ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ �ÒÑÍÁÑ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÒÅÚÁÎ-ÎÙÈ ËÏÓÔÅÊ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 20. îÏ ×ÓÅÇÏ ËÏÓÔÅÊ | 18. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.8.69. ïÔ×ÅÔ: ÎÅÔ, ÎÅ ÍÏÖÅÔ. �ÁË ËÁË ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÄÅÖÕÒÓÔ×Å, ×ËÏÔÏÒÏÍ ÕÞÁÓÔ×ÕÅÔ ÄÁÎÎÙÊ ÞÅÌÏ×ÅË, ÏÎ ÄÅÖÕÒÉÔ Ó Ä×ÕÍÑ ÄÒÕÇÉÍÉ,ÔÏ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ �ÁÒÙ. ïÄÎÁËÏ 99 | ÎÅÞ£ÔÎÏÅÞÉÓÌÏ.8.70. ÷ÏÚØÍ£Í Ä×Å ÂÌÉÖÁÊÛÉÅ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ �ÌÁÎÅÔÙ. áÓÔÒÏÎÏ-ÍÙ ÎÁ ÜÔÉÈ �ÌÁÎÅÔÁÈ ÓÍÏÔÒÑÔ ÄÒÕÇ ÎÁ ÄÒÕÇÁ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÅÝ£ n − 2�ÌÁÎÅÔÙ É n − 2 ÁÓÔÒÏÎÏÍÁ. åÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÓÍÏÔÒÉÔÎÁ ÕÖÅ ×ÙÂÒÁÎÎÕÀ �ÌÁÎÅÔÕ, ÔÏ ÎÁ ÏÄÎÕ ÉÚ n− 2 �ÌÁÎÅÔ ÎÅ È×ÁÔÉÔÁÓÔÒÏÎÏÍÏ×. åÓÌÉ ÖÅ ÎÁ ÜÔÉ Ä×Å �ÌÁÎÅÔÙ ÎÉËÔÏ ÂÏÌØÛÅ ÎÅ ÓÍÏÔÒÉÔ,ÔÏ ÓÎÏ×Á ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ: ×ÙÂÉÒÁÅÍ ÕÖÅ ÉÚn − 2 �ÌÁÎÅÔ Ä×Å ÂÌÉÖÁÊÛÉÅ É Ô. Ä. �ÁË ËÁË n ÎÅÞ£ÔÎÏ, × ËÏÎ�ÅËÏÎ�Ï× ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÏÄÎÁ �ÌÁÎÅÔÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÎÉËÔÏ ÎÅ ÎÁÂÌÀÄÁÅÔ.8.71. åÓÌÉ ÓÕÍÍÁ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ Á É b ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÄÅ×ÑÔÏË,ÔÏ �ÒÉ ÓÌÏÖÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÅÒÅÎÏÓÏ× ÅÄÉÎÉ�Ù ×ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÁÚÒÑÄ. ðÏÜÔÏÍÕ S(Á + b) = S(a) + S(b), ÇÄÅ S(x) |ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ ÞÉÓÌÁ È. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÅÓÌÉ S(a) = S(b), ÔÏ S(a+ b) Þ£ÔÎÏÉ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ 9 · 1967.



380 éÎ×ÁÒÉÁÎÔ8.72. åÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ �ÉÆÒÁ ÞÉÓÌÁ Á ÎÅ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÓÕÍÍÁ Å£Ó �ÏÓÌÅÄÎÅÊ �ÉÆÒÏÊ ÞÉÓÌÁ b ÒÁ×ÎÁ 10, Á ÓÕÍÍÙ �ÉÆÒ × ËÁÖÄÏÍ ÉÚÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÄÅ×ÑÔÉ ÒÁÚÒÑÄÏ× ÒÁ×ÎÙ 9. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ 2S(a) == 9 · 9 + 10 = 91, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.8.73. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ. úÁ�ÉÛÅÍ Ä×Á ÞÉÓÌÁ ÏÄÎÏ �ÏÄÄÒÕÇÉÍ É ÂÕÄÅÍ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÉÈ ÓÔÏÌÂÉËÏÍ. �ÁË ËÁË �ÏÓÌÅÄÎÑÑ �É-ÆÒÁ ÓÕÍÍÙ ÎÅÞ£ÔÎÁÑ, ÔÏ �ÒÉ ÓÌÏÖÅÎÉÉ �ÅÒ×ÙÈ �ÉÆÒ ÔÁËÖÅ �ÏÌÕ-ÞÉÔÓÑ ÎÅÞ£ÔÎÁÑ ÓÕÍÍÁ. ðÏÜÔÏÍÕ × ÜÔÏÔ ÒÁÚÒÑÄ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ �ÒÉÓÌÏÖÅÎÉÉ ÎÅ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉ�Á, Ô. Å. ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ ×Ï ×ÔÏÒÏÍ,Á, ÚÎÁÞÉÔ, É × �ÒÅÄ�ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÔÏÌÂ�Å ÍÅÎØÛÅ 10. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ×ÔÏÒÏÇÏ ÓÔÏÌÂÉËÁ × ÔÒÅÔÉÊ ÒÁÚÒÑÄ ÔÁËÖÅ ÎÅ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ 1 | ÜÔÏÍÏÇÌÏ ÂÙÔØ ÌÉÛØ ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÁÚÒÑÄÁ ÂÙÌÁ ÂÙ ÒÁ×-ÎÁ 9, Á ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÁÚÒÑÄÁ ÂÏÌØÛÅ 10, ÎÏ ÔÏÇÄÁ ×Ï ×ÔÏÒÏÍÒÁÚÒÑÄÅ ÓÕÍÍÙ ÓÔÏÑÌ ÂÙ 0.ïÔÂÒÏÓÉ× ÔÅ�ÅÒØ Õ ÄÁÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Ä×Å �ÏÓÌÅÄÎÉÅ É Ä×Å �ÅÒ-×ÙÅ �ÉÆÒÙ É �ÒÏ×ÅÄÑ ÔÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÏÌÕÞÉ×ÛÉÈÓÑ13-ÚÎÁÞÎÙÈ, ÚÁÔÅÍ 9-ÚÎÁÞÎÙÈ É, ÎÁËÏÎÅ�, 5-ÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, �Ï-ÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ × ÓÒÅÄÎÉÊ ÒÁÚÒÑÄ ÓÕÍÍÙ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ�ÅÒÅÊÔÉ 1, Á ÔÁË ËÁË �ÉÆÒÙ, ÓÔÏÑÝÉÅ × ÓÒÅÄÎÉÈ ÒÁÚÒÑÄÁÈ, ÏÄÉÎÁ-ËÏ×ÙÅ, ÔÏ ÓÒÅÄÎÑÑ �ÉÆÒÁ ÓÕÍÍÙ ÏËÁÖÅÔÓÑ Þ£ÔÎÏÊ. ëÁË ×ÉÄÎÏ ÉÚÒÅÛÅÎÉÑ, ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ (4k + 1)-ÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.ðÒÏÓÔÙÅ �ÒÉÍÅÒÙ (12+21, 506+605, É Ô. �.) �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ÄÌÑÞÉÓÅÌ Ó ÄÒÕÇÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÚÎÁËÏ× ÏÎÏ ÎÅ ×ÅÒÎÏ.
ë 8.74

8.74. òÁÓËÒÁÓÉÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ×Ä×Á �×ÅÔÁ, ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ.þ£ÒÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× �ÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÎÁ kÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÂÅÌÙÈ. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅÇÏ ÂÅ-ÌÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× (k2 − k)=2, Á Þ£Ò-ÎÙÈ | (k2+k)=2. B �Å�ÏÞËÅ �×ÅÔÁ ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÞÅÒÅÄÕÀÔÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ Þ£Ò-ÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× × �Å�ÏÞËÅ ÎÅ ÂÏÌØ-ÛÅ ÞÅÍ (k2 − k)=2 + 1. ÷ÓÅÇÏ ÖÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× × ÎÅÊ ÎÅ ÂÏÌØÛÅÞÅÍ (k2 − k)=2 + (k2 − k)=2 + 1 = k2 − k + 1. ðÒÉÍÅÒ �Å�ÏÞËÉ, ×ËÏÔÏÒÏÊ ÞÉÓÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÏ k2−k+1, �ÏËÁÚÁÎÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ.8.75. Á) òÁÚÏÂØ£Í ×ÓÅ 12 ×ÅÒÛÉÎ ÎÁ 6 �ÁÒ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖ-ÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ: A1A7, A2A8; : : : ; A6A12. ðÒÉ ËÁÖÄÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ×ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÅ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ × �Á-ÒÁÈ A2A8; : : : ; A6A12 �ÏÓÌÅ (2k − 1) Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÂÕÄÕÔ ÒÁÚÎÙÅ ÚÎÁËÉ,Á �ÏÓÌÅ 2k | ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ (× �ÁÒÅ A1A7, ÂÕÄÅÔ ×Ó£ ÎÁÏÂÏÒÏÔ). ðÏ-ÜÔÏÍÕ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÞÉÔØÓÑ, ÞÔÏ × �ÁÒÅ A2A8 ÚÎÁËÉ ÒÁÚÎÙÅ, Á ×



8. þ£ÔÎÏÓÔØ 381�ÁÒÅ A3A9 | ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ. Â) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ 4 ÇÒÕ��Ù�Ï ÔÒÉ ×ÅÒÛÉÎÙ: A1A5A9, A2A6A10, A3A7A11, A4A8A12 É ÂÕÄÅÍÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ×ÙÛÅ. þ£ÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÍÉÎÕÓÏ× × ËÁÖÄÏÊÇÒÕ��Å ÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ ËÁÖÄÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ, É Õ ÇÒÕ�� A2A6A10 ÉA3A7A11 ÏÎÁ ÏÄÉÎÁËÏ×ÁÑ. ×) áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÒÁÚÂÉ-ÅÎÉÑ ÎÁ ÔÒÉ ÇÒÕ��Ù: A1A4A7A10, A2A5A8A11, A3A6A9A12.úÁÄÁÞÁ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ n-ÕÇÏÌØÎÉË É ÌÀÂÏÅ k. óÏ�Ï-ÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ "1; : : : ; "n (ÇÄÅ "i = ±1) × ×ÅÒÛÉÎÁÈn-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁÂÏÒ d ÞÉÓÅÌ (x1; x2; : : : ; xd), ÇÄÅ d = îïä(n; k),ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: xi = "i"i+d : : : "i+n+d. �ÏÇÄÁ Ä×Á ÎÁÂÏÒÁ ("i) É ("′i)ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ×ÅÓÔÉ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉÌÉÂÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÎÁÂÏÒÙ (xi) É (x′i) ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, ÌÉÂÏ k=dÞ£ÔÎÏ É ÎÁÂÏÒÙ (xi), (x′i) �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙ: xi = −x′i ÄÌÑ ×ÓÅÈ i.8.76. ðÕÓÔØ Ò | ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ, q | ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉ�, r | ÞÉÓÌÏÄ×ÏÅË. ðÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ×ÓÅ ÔÒÉ ÞÉÓÌÁ p, q É r ÉÚÍÅÎÑÀÔÓÑÎÁ 1, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÅÎÑÀÔ Þ£ÔÎÏÓÔØ. ëÏÇÄÁ ÎÁ ÄÏÓËÅ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÏÄÎÁ�ÉÆÒÁ, ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ Ò, q É r ÓÔÁÎÅÔ ÒÁ×ÎÏ 1, Ä×Á ÄÒÕÇÉÅ | 0.úÎÁÞÉÔ, ×ÎÁÞÁÌÅ Þ£ÔÎÏÓÔØ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÂÙÌÁ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔÞ£ÔÎÏÓÔÉ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ �ÉÆÒÁ É ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÎÁÄÏÓËÅ.8.77. ðÒÑÍÁÑ, �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ �Ï ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ Ú×ÅÎÕ ÷ó ÌÏÍÁÎÏÊ,�ÅÒÅÓÅËÁÅÔ Þ£ÔÎÏÅ ÉÌÉ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÒÕÇÉÈ Ú×ÅÎØÅ× × ÚÁ×ÉÓÉ-ÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÌÅÖÁÔ ÌÉ ÓÏÓÅÄÎÉÅ Ú×ÅÎØÑ á÷ É CD �Ï ÏÄÎÕ ÉÌÉ�Ï ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ �ÒÑÍÏÊ ÷ó (× �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ Ú×ÅÎÏ ÷óÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÚÉÇÚÁÇÏÍ�) | × ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Þ£ÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ �Å-ÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÌÏÍÁÎÏÊ Ó �ÒÑÍÏÊ ÷ó Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, × ÏÄÎÏÊ ÉÌÉ× ÒÁÚÎÙÈ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÑÈ ÏÔ ÎÅ£ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ÔÏÞËÉ á É D. îÏÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÚÉÇÚÁÇÏ×�: �ÒÏÊÄÑ �ÏÜÔÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ É ÏÔÍÅÔÉ×, × ËÁËÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ | ×ÌÅ×Ï ÉÌÉ ×�ÒÁ×Ï |ÍÙ �Ï×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÍ × ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ, ÍÙ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÒÁÚ ÍÅÎÑÅÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ �Ï×ÏÒÏÔÁ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï É Ó�ÒÁ×Á ÎÁÌÅ×Ï.åÝ£ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ-×ÁÔØ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÓÔÏÒÏÎÙ ÕÇÌÁ, �ÏÌÕÞÁÀÝÅÇÏÓÑ �ÒÉ �ÒÏÄÏÌÖÅ-ÎÉÉ ËÁÖÄÙÈ Ä×ÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ Ú×ÅÎØÅ× á÷ É ÷ó ÚÁ ÔÏÞËÕ ÷, ÌÏÍÁÎÁÑ�ÅÒÅÓÅËÁÅÔ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ.8.78. åÓÌÉ Á | ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ �ÁÒ É m | ÞÉÓÌÏ �ÁÒ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈÉÚ ÍÁÌØÞÉËÏ×, ÔÏ 2Á = 8m.8.79. Á) åÓÌÉ n ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4, ÔÏ ÓÒÅÄÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÌÉÛØÏÄÎÏ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É �ÏÔÏÍÕ ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÎÅ ÒÁ×ÎÁ 0. Â) ðÒÉ n = 4k,� = 2 · (−2k) · 13k−2 · (−1)k, ÅÓÌÉ k Þ£ÔÎÏ, É n = (−2)(−2k) · 13k ×
× (−1)k−2, ÅÓÌÉ k ÎÅÞ£ÔÎÏ.



382 éÎ×ÁÒÉÁÎÔ8.80. ðÒÉ m É �, ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ Þ£ÔÎÏÓÔØ. åÓÌÉ m É �ÎÅÞ£ÔÎÙ, ÔÏ ÎÕÖÎÏ ÓËÌÅÉÔØ �ÏÌÏÓËÕ 1 × n, Á ÉÚ m ÔÁËÉÈ �ÏÌÏÓÏË�ÏÌÕÞÉÔØ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË m×n. ðÒÉ Þ£ÔÎÙÈ m É � ÓÎÁÞÁÌÁ ÓËÌÅÉ-×ÁÀÔÓÑ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ (m− 1)× (n− 1), 1× (n− 1), (m− 1)× 1 É1 × 1. åÓÌÉ ÞÉÓÌÁ m É � ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÕÀ Þ£ÔÎÏÓÔØ, ÔÏ ÉÚ �ÒÅÄ�ÏÌÏ-ÖÅÎÉÑ Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÓËÌÅÉÔØ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÔÒÅÂÕÅÍÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÌÉÔÏÞÅË ÂÕÄÅÔ ÎÅÞ£ÔÎÏ.8.81. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 7 ÓÕÍÍÙ ×ÓÅÈ ÚÁ�ÉÓÁÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÕÓÔØ ×ÔÏÒÏÅ ÉÚ ÏÓÔÁ×-ÛÉÈÓÑ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÏ È. �ÏÇÄÁ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 7 ÓÕÍÍÙ È+987ÒÁ×ÅÎ ÏÓÔÁÔËÕ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 7 ÓÕÍÍÙ 1+ : : :+1987 = 1987 · 7 · 142,Ô. Å. ÒÁ×ÅÎ 0. þÉÓÌÏ 987 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7. úÎÁÞÉÔ, É ÞÉÓÌÏ È ÄÏÌÖÎÏÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ 7. �ÁË ËÁË ÞÉÓÌÏ 987 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓÔÁÔËÏÍ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑÎÁ 7, ÔÏ ÞÉÓÌÏ È Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓÔÁÔËÏÍ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 7, Ô. Å. 0 6 È 6 6.ðÏÓËÏÌØËÕ È, ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ, ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7, ÔÏ È = 0.8.82. óÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ 12; 22; : : : ; 19892 ÉÍÅÅÔÓÑ 995 ÎÅÞ£ÔÎÙÈ. ðÏ-ÜÔÏÍÕ �ÒÉ ÌÀÂÏÊ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÅ ÚÎÁËÏ× ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÏÌÕÞÁÀÝÅÇÏÓÑ ×Ù-ÒÁÖÅÎÉÑ ÂÕÄÅÔ ÎÅÞ£ÔÎÙÍ, Ô. Å. ÉÓËÏÍÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1. ðÏËÁ-ÖÅÍ, ÞÔÏ 1 �ÏÌÕÞÉÔØ ÍÏÖÎÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÞÅÔÙÒ£È �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ k2, (k + 1)2, (k + 2)2, (k + 3)2.éÚ ÎÉÈ �ÒÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÅ ÚÎÁËÏ× ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØÞÉÓÌÏ 4 ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: k2 − (k + 1)2 − (k + 2)2 + (k + 3)2 = 4.�ÏÇÄÁ ÉÚ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× 8 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖ-ÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ �ÒÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÅ ÚÎÁËÏ× ÞÉÓÌÁ 0 É8. òÁÚÏÂØ£Í ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ 222; 232; : : : ; 19892 ÎÁ ×ÏÓØÍ£ÒËÉ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÒÁÓÓÔÁ×ÉÍ ÚÎÁËÉ �+� É �−� ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ ×ÏÓØÍ£ÒËÅ �ÏÌÕÞÉÌÓÑ 0. úÁÔÅÍ ÉÚ ÛÅÓÔÎÁÄ�ÁÔÉ ÞÉÓÅÌ62; 72; : : : ; 212 �ÏÌÕÞÁÅÍ ÞÉÓÌÏ 16, Á ÉÚ ÞÉÓÅÌ 12, 22, 32, 42, 52 �ÏÌÕ-ÞÁÅÍ ÞÉÓÌÏ (−15) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: −12+22−32+42−52 = −15.÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÉÚ ÄÁÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ �ÏÌÕÞÉÍ ÞÉÓÌÏ 1, ËÏÔÏÒÏÅ, ÚÎÁÞÉÔ,É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÓËÏÍÙÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ.8.83. îÅÔ. ÷×ÅÄÅÍ ÎÁ ÌÉÓÔÅ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ó ÏÓÑÍÉ, �ÒÏÈÏ-ÄÑÝÉÍÉ �Ï ÌÉÎÉÉ ÓÅÔËÉ. îÁÚÏ×ÅÍ Þ£ÔÎÏÓÔØÀ ÕÚÌÁ Þ£ÔÎÏÓÔØ ÓÕÍÍÙÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ïÄÎÕ ÎÏÖËÕ �ÉÒËÕÌÑ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ �ÅÒ×ÏÊ, ÄÒÕ-ÇÕÀ | ×ÔÏÒÏÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Þ£ÔÎÏÓÔÉ ÕÚÌÏ×, × ËÏÔÏÒÙÅ �Ï�Á-ÄÁÀÔ ÎÏÖËÉ �ÉÒËÕÌÑ, ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ �ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÛÁÇÏ×. åÓÌÉ×ÎÁÞÁÌÅ Þ£ÔÎÏÓÔÉ �ÅÒ×ÏÊ É ×ÔÏÒÏÊ ÎÏÖÅË ÂÙÌÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÎÏÖËÉ�ÏÍÅÎÑÔØÓÑ ÍÅÓÔÁÍÉ ÎÅ ÍÏÇÕÔ. åÓÌÉ ÜÔÉ Þ£ÔÎÏÓÔÉ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, ÒÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÔÅ ×ÍÅÓÔÏ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÎÏ×ÕÀ ÓÅÔËÕ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÑÞÅÊËÉ × Ä×ÁÒÁÚÁ ÂÏÌØÛÅ, Á ÎÏÖËÉ �ÉÒËÕÌÑ ×ÎÁÞÁÌÅ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ × Å£ ÕÚÌÁÈ,�ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ �Ï×ÔÏÒÉÔÅ ÕÖÅ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ.



9. âÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ 3839. ïó�á�ëé, áìçåâòáéþåóëïå÷ùòáöåîéå, òáóëòáóëá,ðïìõéî÷áòéáî�9.1. Á) îÅÔ. ðÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÒÁÚÒÙ×ÁÎÉÉ ÏÄÎÏÇÏ ËÕÓËÁ ÎÁ 6 ÞÁÓÔÅÊÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ËÕÓËÏ× Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 5. ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ ËÕÓËÏ× ÂÕ-ÍÁÇÉ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÔÏÌØËÏ ×ÉÄ 5� + 1. Â) îÅÔ.éÍÅÅÍ 3�+ 1+ 6k+ 1 = 1993 ÉÌÉ 3(�+2k) = 1991, ÎÏ 1991 ÎÁ 3 ÎÅÄÅÌÉÔÓÑ.9.2. éÎ×ÁÒÉÁÎÔ | ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ ÇÏÌÏ× úÍÅÑ çÏÒÙ-ÎÙÞÁ ÎÁ 7.9.3. éÎ×ÁÒÉÁÎÔ | ÏÓÔÁÔÏË �Ï ÍÏÄÕÌÀ 11 ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ ÞÉ-ÓÌÏÍ ÄÉÌÌÅÒÏ× É ÞÉÓÌÏÍ ÄÁÌÌÅÒÏ× Õ ÆÉÎÁÎÓÉÓÔÁ.9.4. îÅÌØÚÑ. ðÒÏÓÌÅÄÉÔÅ ÚÁ ÏÓÔÁÔËÁÍÉ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 4.9.5. íÏÖÎÏ: 456, 45, 90, 9, 18, 36, 72, 7, 14.9.6. õ ÓÕÍÍÙ �ÉÆÒ ÔÏÔ ÖÅ ÏÓÔÁÔÏË �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 9, ÞÔÏ É ÕÓÁÍÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.9.7. åÄÉÎÉ� �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÁ ÏÄÎÕ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ Ä×ÏÅË. ÷ÓÑËÏÅÞÉÓÌÏ ÄÁÅÔ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 9 ÔÏÔ ÖÅ ÏÓÔÁÔÏË, ÞÔÏ É ÓÕÍÍÁ ÅÇÏ�ÉÆÒ. ðÏÜÔÏÍÕ × ÎÁÛÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÅÄÉÎÉ�Ù �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÞÉÓÅÌ,ÄÁÀÝÉÈ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 9 ÏÓÔÁÔÏË 1, Ô. Å. ÉÚ ÞÉÓÅÌ 1, 10, 19,28; : : : ; 999 999 991; 1 000 000 000, Á Ä×ÏÊËÉ | ÉÚ ÞÉÓÅÌ, ÄÁÀÝÉÈ ×ÏÓÔÁÔËÅ 2, Ô. Å. ÉÚ ÞÉÓÅÌ 2, 11, 20, 29; : : : ; 999 999 992.9.8. 10. 9.9. îÅ ÍÏÖÅÔ.9.10. Á) íÏÖÎÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ Á×ÔÏÍÁÔÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎ-ÎÏ I, II, III É ÕÓÌÏ×ÉÍÓÑ � ÓÄÅÌÁÎÎÙÈ �ÏÄÒÑÄ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ I ÉÌÉ II ÚÁ-�ÉÓÙ×ÁÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ËÁË In ÉÌÉ IIn. �ÏÇÄÁ ËÁÒÔÏÞËÕ (31; 13)ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ËÁÒÔÏÞËÉ (19; 86) ÔÁË:(19; 86) III−→ (86; 19) I4−→ (10; 19) III−→ (19; 10) I−→ (9; 10) III−→III−→ (10; 9) I−→ (1; 9) III−→ (9; 1) I7−→ (2; 1) III−→ (1; 2) II−→ (3; 2) III−→III−→ (2; 3) II−→ (5; 3) III−→ (3; 5) II2−→ (13; 5) III−→ (5; 13) II2−→ (31; 13):Â) îÅÌØÚÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ I, II, III ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ îïä(m;�),Á îïä(19; 81) = 1 6= îïä(12; 21) = 3, ÉÚ ËÁÒÔÏÞËÉ (19; 81) ÎÅÌØÚÑ�ÏÌÕÞÉÔØ ËÁÒÔÏÞËÕ (12; 21).îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÉÚ ËÁÒÔÏÞËÉ(m;n) ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ËÁÒÔÏÞËÕ (Á; b), ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏîïä(m;n) = îïä(Á; b).



384 éÎ×ÁÒÉÁÎÔîÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ: ×ÓÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÏÈÒÁÎÑ-ÀÔ îïä. åÓÌÉ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ, ÔÏ ÏÂÅ ËÁÒÔÏÞËÉ Ó �ÏÍÏÝØÀÏ�ÅÒÁ�ÉÊ I É III ÍÏÖÎÏ �ÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ËÁÒÔÏÞËÅ (d; d) �Ï ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ å×-ËÌÉÄÁ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ËÁÖÄÙÊ ÛÁÇ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ å×ËÌÉÄÁ | ÜÔÏ ÄÅ-ÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÞÉÓÌÁ Á ÎÁ ÞÉÓÌÏ b: Á = bq+r (0 6 r < b). üÔÏÔ ÛÁÇÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ Iq. úÁÔÅÍ, �ÏÓÌÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ III, ÍÏÖÎÏÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÛÁÇ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ É Ô. Ä. ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ,�ÏËÁ ÎÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ (d; d). ðÒÏÈÏÄÑ �Ï �Å�ÏÞËÅ (Á; b) −→ : : : −→ (d; d)× ÏÂÒÁÔÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ I ÎÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ II, ÍÙ ÉÚËÁÒÔÏÞËÉ (d; d) �ÏÌÕÞÉÍ (Á; b).9.11. Á) íÏÖÎÏ. óÎÁÞÁÌÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ ËÁÒÔÏÞËÕ (1; 8):(5; 19) I−→ (6; 20) II−→ (3; 10) I7−→ (10; 17) III−→(3;10) (3; 17) I−→I−→ (4; 18) II−→ (2; 9) I7−→ (9; 16) III−→(2;9) (2; 16) I7−→ (1; 8);Á ÉÚ ÎÅ£ ÕÖÅ ÌÅÇËÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ËÁÒÔÏÞËÉ (1; 15), (1; 22); : : : ; (1; 7k+1):(1; 7(k − 1) + 1) I7−→ (8; 7k + 1) III−→(1;8) (1; 7k + 1)Â) îÅÌØÚÑ. ðÒÉ ÌÀÂÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ËÁÒÔÏÞËÁÈÂÕÄÅÔ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ 7.×) ðÕÓÔØ d | ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÎÅÞ£ÔÎÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÒÁÚÎÏÓÔÉ b − Á;ÔÏÇÄÁ ÉÚ ËÁÒÔÏÞËÉ (Á; b) ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ (1;�), ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ � == dk+1 �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ k. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÕÓÌÏ-×ÉÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ (ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �. Â)). äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÚ(Á; b) ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ (1; 1 + d). óÎÁÞÁÌÁ �ÏÌÕÞÉÍ ËÁÒÔÏÞËÕ Ó ÒÁÚ-ÎÏÓÔØÀ d Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ (Á; b) II−→ (Á=2; b=2);(a; b) I−→ (a+ 1; b+ 1) II−→ ((Á+ 1)=2; (b+ 1)=2)ËÏÔÏÒÙÅ ÄÁÀÔ �ÁÒÕ Ó ×Ä×ÏÅ ÍÅÎØÛÅÊ ÒÁÚÎÏÓÔØÀ. þÔÏÂÙ ÉÚ �ÁÒÙ(Á; Á+ d) �ÏÌÕÞÉÔØ (1; 1 + d), ÎÕÖÎÏ �ÒÏÄÅÌÁÔØ ÓÅÒÉÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ(Á; a+ d) Id−→ (Á+ d; a+ 2d) III−→(a;a+d) (a; a+ 2d) II−→ (Á=2; a=2 + d);(a; a+ d) I−→ (a+ 1; a+ d+ 1) Id−→ (a+ d+ 1; a+ 2d+ 1) III−→(a+1;a+d+1)III−→(a+1;a+d+1) (a+ 1; a+ 1 + 2d) II−→ ((a+ 1)=2; (a+ 1)=2 + d):



9. âÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ 385ïÎÉ ÕÍÅÎØÛÁÀÔ �ÅÒ×ÙÊ ÞÌÅÎ �ÁÒÙ, �ÏËÁ ÏÎ ÎÅ ÒÁ×ÅÎ ÅÄÉÎÉ�Å. ëÁÒ-ÔÏÞËÉ (1; 1 + dk) �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ (1;d+1) ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÏÌÕÞÅÎÉÀ ×�. Á) ËÁÒÔÏÞÅË (1; 7k + 1) ÉÚ (1; 8).9.12. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ: �ÕÓÔØ ËÁÖÄÙÊ ÞÉÖ�ÏÌÕÞÁÅÔ ÎÏÍÅÒ, ÒÁ×ÎÙÊ ÎÏÍÅÒÕ ÄÅÒÅ×Á, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎ ÓÉÄÉÔ. �Ï-ÇÄÁ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÓÕÍÍÙ ÎÏÍÅÒÏ× ÞÉÖÅÊ ÎÁ 44 | ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ.9.13. ÷. ðÒÏÓÌÅÄÉÔÅ ÚÁ Þ£ÔÎÏÓÔØÀ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ N(A) − N(÷),N(÷)−N(ó), N(ó)−N(á), ÇÄÅ N(è) | ÞÉÓÌÏ ÁÍ£Â ÔÉ�Á X.9.14. Á) äÌÑ ×ÏÚ×ÒÁÝÅÎÉÑ × ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÔÏÞËÕ �ÌÅ×� ÄÏÌÖÅÎ ÓÄÅ-ÌÁÔØ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÈÏÄÏ× ×�ÒÁ×Ï, ×ÎÉÚ É ×ÌÅ×Ï, ××ÅÒÈ, Ô. Å. ×ÓÅÇÏ3n ÈÏÄÏ×. îÏ ÎÁ ÄÏÓËÅ 100 ËÌÅÔÏË, �ÏÜÔÏÍÕ ÏÂÏÊÔÉ ×ÓÀ ÄÏÓËÕ, �Ï-ÂÙ×Á× × ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÅ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ, �ÌÅ×� ÎÅ ÍÏÖÅÔ. Â) òÁÚÎÏÓÔØÎÏÍÅÒÏ× ÓÔÏÌÂ�Á É ÓÔÒÏËÉ �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÈÏÄÅ ÌÉÂÏ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ ÎÁ 2,ÌÉÂÏ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 1. úÎÁÞÉÔ, Å£ ÏÓÔÁÔÏË �Ï ÍÏÄÕÌÀ 3 ËÁÖÄÙÊÒÁÚ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 1. �ÁË ËÁË ×ÓÅÇÏ ÈÏÄÏ× 99, ÜÔÏÔ ÏÓÔÁÔÏË ÎÅÉÚÍÅÎÉÌÓÑ, ÎÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ × ËÏÎ�Å ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÎÁ 1. ðÒÏ-ÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. úÎÁÞÉÔ, ÔÁËÏÇÏ ÏÂÈÏÄÁ ÎÅÔ.9.15. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÛÁÈ-ÍÁÔÎÁÑ ÄÏÓËÁ, ËÁË É ÏÂÙÞÎÁÑ, ÒÁÓËÒÁÛÅÎÁ × ÂÅÌÙÊ É Þ£ÒÎÙÊ �×ÅÔÁ× ÛÁÈÍÁÔÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ. �ÏÇÄÁ �ÒÉ ÎÅÞ£ÔÎÏÍ N �×ÅÒÂÌÀÄ� ÂÕÄÅÔ ÈÏ-ÄÉÔØ ÔÏÌØËÏ �Ï ËÌÅÔËÁÍ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ, É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÅ ÍÏÖÅÔ�ÒÏÊÔÉ ÎÁ ÌÀÂÕÀ ËÌÅÔËÕ.äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÒÉ Þ£ÔÎÏÍ N �×ÅÒÂÌÀÄ� ÍÏÖÅÔ �ÒÏÊÔÉ Ó ÌÀÂÏÊËÌÅÔËÉ ÎÁ ÌÀÂÕÀ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏÏÎ ÍÏÖÅÔ �ÒÏÊÔÉ Ó ÌÀÂÏÊ ËÌÅÔËÉ ÎÁ ÓÏÓÅÄÎÀÀ (ÓÍÅÖÎÕÀ �Ï ÓÔÏÒÏ-ÎÅ), ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÁ ÓÏÓÅÄÎÀÀ Ó ÎÅÊ Ó×ÅÒÈÕ. ðÅÒ×ÙÍ ÈÏÄÏÍ ÈÏÄÉÍ ÎÁÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ ×�ÒÁ×Ï É N ËÌÅÔÏË ××ÅÒÈ, Á ×ÔÏÒÙÍ | ÎÁ ÏÄÎÕ ×�ÒÁ-×Ï É N ×ÎÉÚ. �ÁË ÍÙ ÏËÁÖÅÍÓÑ ÎÁ Ä×Å ËÌÅÔËÉ �ÒÁ×ÅÅ ÉÓÈÏÄÎÏÊ.ðÏ×ÔÏÒÉÍ ÜÔÕ �ÁÒÕ ÈÏÄÏ× N=2 ÒÁÚ (ÔÏÇÄÁ ÍÙ ÏËÁÖÅÍÓÑ ÎÁ N ËÌÅ-ÔÏË �ÒÁ×ÅÅ ÉÓÈÏÄÎÏÊ), �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ �ÏÊÄÅÍ ÎÁ ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ ××ÅÒÈ ÉN ×ÌÅ×Ï. íÙ ÏËÁÚÁÌÉÓØ × ËÌÅÔËÅ, ÓÏÓÅÄÎÅÊ Ó ÉÓÈÏÄÎÏÊ.9.16. òÁÓËÒÁÓÉÍ ËÌÅÔËÉ ÄÏÓËÉ × ÛÁÈÍÁÔÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ × Ä×Á �×Å-ÔÁ | ÂÅÌÙÊ É Þ£ÒÎÙÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ 12 ËÌÅÔÏË ÉÚ 25 ÏËÁÖÕÔÓÑ ÏËÒÁ-ÛÅÎÎÙÍÉ × ÏÄÉÎ �×ÅÔ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ ÂÅÌÙÊ, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ 13 | × ÄÒÕÇÏÊ,Þ£ÒÎÙÊ. ëÁÖÄÙÊ ÖÕË �ÅÒÅ�ÏÌÚÁÅÔ ÎÁ ËÌÅÔËÕ ÄÒÕÇÏÇÏ �×ÅÔÁ. �ÁËËÁË ÖÕËÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÎÁÞÁÌÅ ÓÉÄÅÌÉ ÎÁ ÂÅÌÙÈ ËÌÅÔËÁÈ, 12, Á Þ£Ò-ÎÙÈ ËÌÅÔÏË | 13, ÔÏ �ÏÓÌÅ �ÅÒÅ�ÏÌÚÁÎÉÑ ×ÓÅÈ ÖÕËÏ× �Ï ÍÅÎØÛÅÊÍÅÒÅ ÏÄÎÁ Þ£ÒÎÁÑ ËÌÅÔËÁ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ �ÕÓÔÏÊ.9.17. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÓËÒÁÓËÕ × ÞÅÔÙÒÅ �×ÅÔÁ, ÕËÁÚÁÎÎÕÀ ÎÁ ÒÉ-ÓÕÎËÅ. �ÏÇÄÁ ËÁÖÄÁÑ �ÌÉÔËÁ 2×2 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ �×Å-ÔÁ 1, Á ËÁÖÄÁÑ �ÌÉÔËÁ 1 × 4 | ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÉÌÉ Ä×Å ËÌÅÔËÉ �×ÅÔÁ 1.



386 éÎ×ÁÒÉÁÎÔ
2 31 42 31 42 31 4

2 31 42 31 42 31 4
2 31 42 31 42 31 4

2431 1342 2431 1342 2431 1342ë 9.17 ë 9.18
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Þ£ÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ �ÌÉÔÏË 2 × 2 ÄÏÌÖÎÁ ÓÏ×�ÁÄÁÔØ ÓÞ£ÔÎÏÓÔØÀ ÞÉÓÌÁ ËÌÅÔÏË �×ÅÔÁ 1, ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÚÁÄÁÞÉ.9.18. òÁÓËÒÁÓÉÍ ÄÏÓËÕ × ÞÅÔÙÒÅ �×ÅÔÁ ÔÁË, ËÁË ÜÔÏ �ÏËÁ-ÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÂÈÏÄ ËÏÎÅÍ ÄÁÎ-ÎÏÊ ÄÏÓËÉ. äÁÎÎÁÑ ÒÁÓËÒÁÓËÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉËÏÎØ ÓÔÏÉÔ ÎÁ �ÏÌÅ �×ÅÔÁ 1 (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ 2), ÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÈÏÄÏÍ ÏÎ ×ÓÔÁÎÅÔ ÎÁ �ÏÌÅ �×ÅÔÁ 3 (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ 4). á ÔÁËËÁË �ÏÌÅÊ �×ÅÔÏ× 1 É 2 ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ, ÓËÏÌØËÏ É �ÏÌÅÊ 3 É 4, ÔÏ× ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÌÉÞÉÑ ÏÂÈÏÄÁ ËÏÎÅÍ ÄÏÓËÉ �×ÅÔÁ �ÁÒ (1; 2) É (3; 4)ÞÅÒÅÄÕÀÔÓÑ. úÎÁÞÉÔ, ×ÓÑËÉÊ ÒÁÚ, ËÁË ËÏÎØ ×ÓÔÁÅÔ ÎÁ �ÏÌÅ �×Å-ÔÁ 3, ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÈÏÄÏÍ ÏÎ ÄÏÌÖÅÎ ×ÓÔÁÔØ ÎÁ �ÏÌÅ �×ÅÔÁ 1 ÉÌÉ2 | Á ÍÏÖÅÔ ×ÓÔÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÎÁ �ÏÌÅ �×ÅÔÁ 1. úÎÁÞÉÔ, �ÒÉ ÏÂÈÏ-ÄÅ ÄÏÓËÉ �×ÅÔÁ 1 É 3 ÞÅÒÅÄÕÀÔÓÑ. îÏ ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁËÔÏÇÄÁ ËÏÎØ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ×ÓÔÁÎÅÔ ÎÁ �ÏÌÑ �×ÅÔÏ× 2 É 4. ðÒÏÔÉ-×ÏÒÅÞÉÅ.9.19. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ 26 ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ËÕÂÉËÏ×, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ �ÅÎ-ÔÒÁÌØÎÏÇÏ, ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÌÉÂÏ Þ£ÒÎÙÍ, ÌÉÂÏ ÂÅÌÙÍ × ÛÁÈÍÁÔÎÏÍ�ÏÒÑÄËÅ: 12 ËÕÂÉËÏ×, ÉÍÅÀÝÉÈ ÒÏ×ÎÏ �Ï Ä×Å ÇÒÁÎÉ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉÂÏÌØÛÏÇÏ ËÕÂÁ, ÎÁÚÏ×ÅÍ ÂÅÌÙÍÉ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ 14 ËÕÂÉËÏ× | Þ£Ò-ÎÙÍÉ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÊ �ÁÒÅ ÔÁËÉÈ ËÕÂÉËÏ×, ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÂÝÕÀÇÒÁÎØ, ÏÄÉÎ ËÕÂÉË ÂÕÄÅÔ ÂÅÌÙÍ, Á ÄÒÕÇÏÊ | Þ£ÒÎÙÍ. õËÁÚÁÎÎÙÅ26 ËÕÂÉËÏ× ÍÙÛËÁ ÓßÅÓÔØ ÎÅ ÓÍÏÖÅÔ, �ÏÓËÏÌØËÕ × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕ-ÞÁÅ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ 13 �ÁÒ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏ-ÓÔÏÑÌÁ ÂÙ ÉÚ ÂÅÌÏÇÏ É Þ£ÒÎÏÇÏ ËÕÂÉËÁ, Á ÔÏÇÄÁ ÂÅÌÙÈ É Þ£ÒÎÙÈËÕÂÉËÏ× ÂÙÌÏ ÂÙ �ÏÒÏ×ÎÕ.9.20. òÁÓËÒÁÓÉÍ ×ÓÅ ÕÚÌÙ × ÛÁÈÍÁÔÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ × Þ£ÒÎÙÊ ÉÂÅÌÙÊ �×ÅÔ. îÁ ÇÒÁÎÉ�Å ÌÅÖÉÔ 4 · 99 ÕÚÌÏ× (ÎÅ ÓÞÉÔÁÑ ×ÅÒÛÉÎ) |�ÏÒÏ×ÎÕ Þ£ÒÎÙÈ É ÂÅÌÙÈ. ðÕÓÔØ ×ÓÅ ÏÎÉ ÓÌÕÖÁÔ ËÏÎ�ÁÍÉ ÌÏÍÁÎÙÈ.�ÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÌÏÍÁÎÙÈ Ó Ä×ÕÍÑ ÂÅÌÙÍÉ ÉÄ×ÕÍÑ Þ£ÒÎÙÍÉ ËÏÎ�ÁÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÂÅÌÙÈ É Þ£Ò-ÎÙÈ ÕÚÌÏ×, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÌÏÍÁÎÙÈ ×ÎÕÔÒÉ ÄÏÓËÉ, ÔÁËÖÅ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï.



9. âÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ 387(îÁ ÌÏÍÁÎÙÈ Ó ÂÅÌÙÍÉ ËÏÎ�ÁÍÉ ÎÁ ÏÄÉÎ Þ£ÒÎÙÊ ÕÚÅÌ ÂÏÌØÛÅ, ÎÁÌÏÍÁÎÙÈ Ó Þ£ÒÎÙÍÉ | ÎÁ ÏÄÉÎ ÂÅÌÙÊ.) îÏ ×ÓÅÇÏ ×ÎÕÔÒÉ ÄÏÓËÉ992 | ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÕÚÌÏ×, ÔÁË ÞÔÏ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÉÎ ÉÈÎÉÈ ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÌÏÍÁÎÏÊ.9.21. ðÕÓÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅ ×ÅÒÎÏ. ðÏËÒÁÓÉÍ ËÏÎ�Ù ÄÕÇ Þ£Ò-ÎÏÊ ËÒÁÓËÏÊ. òÁÚÄÅÌÉÍ ×ÓÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÎÁ ÄÕÇÉ ÄÌÉÎÙ 1 É ÎÏ×ÙÅÔÏÞËÉ ÄÅÌÅÎÉÑ �ÏËÒÁÓÉÍ × ËÒÁÓÎÙÊ �×ÅÔ. ÷ÏÚØÍ£Í ÔÅ�ÅÒØ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÄÕÇÕ áó ÄÌÉÎÙ 2 Ó Þ£ÒÎÙÍÉ ËÏÎ�ÁÍÉ É ËÒÁÓÎÏÊ ÓÅÒÅÄÉ-ÎÏÊ ÷′. äÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÁÑ ÅÊ ÔÏÞËÁ ÷ Þ£ÒÎÁÑ. ðÕÓÔØÎÁ ÄÕÇÅ á÷ ÄÌÉÎÙ 3k − 1 �1 ÄÕÇ ÄÌÉÎÙ 1, �2 ÄÕÇ ÄÌÉÎÙ 2 É �3ÄÕÇ ÄÌÉÎÙ 3. îÁ ÄÕÇÅ ÷ó ÂÕÄÅÔ n1 ÄÕÇ ÄÌÉÎÙ 3 (ÔÏÞËÉ, ÄÉÁÍÅ-ÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ËÏÎ�ÁÍ ÄÕÇÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, ËÒÁÓ-ÎÙÅ). ðÏÜÔÏÍÕ n3 = k − n1, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ 3k − 1 == �1 + 2�2 + 3�3.9.22. îÅÌØÚÑ. ðÕÓÔØ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÛÁÇÅ × ÓÅËÔÏÒÁÈ ÏËÁÚÁÌÉÓØ ×�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ ÞÉÓÌÁ a1; : : : ; a6. óÏÓÔÁ×ÉÍ ÓÕÍÍÕ S == a1 − a2 + a3 − a4 + a5 − a6. ðÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÈÏÄÁ ÏÎÁ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ,ÔÁË ËÁË ËÁÖÄÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ Ó×Ï£ ÚÎÁÞÅÎÉÅ. îÏ × ÎÁÞÁÌØÎÏÍ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ S = 2, Á × ËÏÎÅÞÎÏÍ, ËÏÇÄÁ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÛÅÓÔÉ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÏÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ÞÉÓÌÕ, S = 0.9.23. íÏÖÎÏ. ðÕÓÔØ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÛÁÇÅ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØ-ÎÉËÁ ÏËÁÚÁÌÉÓØ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ ÞÉÓÌÁ a1; : : : ; a6. óÏ-ÓÔÁ×ÉÍ ÓÕÍÍÕ S = a1 − a2 + a3 − a4 + a5 − a6. ðÒÉ �ÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÉË Ä×ÕÍ ÓÏÓÅÄÎÉÍ ÞÉÓÌÁÍ ÓÕÍÍÙ (ÉÌÉ Ë a1 É a6) ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅÞÉÓÌÁ ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔ Ó×ÏÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. é × ÎÁÞÁÌØÎÏÍ, É× ËÏÎÅÞÎÏÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ 20. õËÁÖÅÍ Ó�ÏÓÏÂ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ Ë ËÏÎÅÞÎÏÍÕ:(8; 3; 12; 1; 10; 6)→ (7; 2; 12; 1; 10; 6)→ (7; 2; 14; 3; 10; 6)→
→ (5; 2; 14; 3; 10; 4)→ (5; 2; 14; 6; 13; 4):9.24. Á) óÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÅÏÂÏÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ.Â) îÅÌØÚÑ �ÏÌÕÞÉÔØ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ, ÞÅÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÉÚ ÄÁÎÎÙÈ×ÎÁÞÁÌÅ.9.25. Á) îÅÌØÚÑ (ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÎÅ-Þ£ÔÎÏÊ). Â) íÏÖÎÏ. ×) îÅÌØÚÑ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ�ÕÎËÔÏ× Á) É ×) ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ Ä×Á ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÈ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ËÕÂÁ, ÎÉËÁËÉÅ Ä×Å ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏ-ÍÕ ÒÅÂÒÕ. ðÒÏÉÚ×ÏÄÉÍÙÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÀÔ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ ÓÕÍÍÕÞÉÓÅÌ, ÓÔÏÑÝÉÈ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÅÔÒÁÜÄÒÏ×.9.26. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÄÏÓËÅ, �ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ Õ×ÅÌÉÞÅÎÎÙÈ ÎÁ 1.



388 éÎ×ÁÒÉÁÎÔ9.27. ðÒÉ ËÁÖÄÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×ÞÉÓÅÌ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÔÒÏÊËÁ (Á; b; Ó) ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÔÒÏÊËÏÊ((Á + b)=√2; (Á − b)=√2; 
), ÔÏ ((Á + b)=√2)2 + ((Á − b)=√2)2 + Ó2 == a2 + b2 + 
2. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÔ×ÅÔ: ÎÅÌØÚÑ.9.28. ðÒÉ ÜÔÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÈ ÎÁÄÏÓËÅ ÞÉÓÅÌ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍ, Á ÓÕÍÍÁ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÅÔ ÍÅ-ÎÑÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ × ÂÏÌØÛÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ.9.29. ðÕÓÔØ Ó = Áb+ Á+ b, ÔÏÇÄÁ Ó+ 1 = (Á+ 1)(b+ 1). úÎÁÞÉÔ,ÅÓÌÉ ×ÍÅÓÔÏ ÞÉÓÅÌ, ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÈ ÎÁ ÄÏÓËÅ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÞÉÓÌÁ, ÎÁÅÄÉÎÉ�Õ ÂÏÌØÛÉÅ, ÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÎÏ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÂÕÄÅÔ �ÏÌÕÞÁÔØÓÑ ËÁË�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÕÖÅ ÉÍÅÀÝÉÈÓÑ. �ÁË ËÁË ÎÁÞÉÎÁÅÍ ÍÙ Ó 2 É 3,ÔÏ �ÏÓÌÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ �ÏÌÕÞÉÍ ÞÉÓÌÏ ×ÉÄÁ 2n3m, ÇÄÅ � Ém | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ÷ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕ-ÞÅÎÙ ÔÏÌØËÏ ÞÉÓÌÁ ×ÉÄÁ 2n3m − 1. þÉÓÌÏ 13121 ÔÁËÏ×ÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ13122 = 2 · 38, Á ÞÉÓÌÏ 12131 | ÎÅÔ.9.30. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ËÁÒÔÏÞËÉ ÞÉÓÌÁ-ÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ 12 × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ (ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÌÀÂÏ-ÇÏ ÍÅÓÔÁ). ðÒÉÓ×ÏÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÇÏÓÔÀ ÎÏÍÅÒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁ�ÉÓÁÎÎÁ ÅÇÏ ËÁÒÔÏÞËÅ. ðÏ×ÅÒÎÅÍ ÓÔÏÌ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÅÒ×ÁÑ ËÁÒÔÏÞËÁÏËÁÚÁÌÁÓØ ÏËÏÌÏ �ÅÒ×ÏÇÏ ÇÏÓÔÑ. ðÕÓÔØ �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÏÔÉ× i-ÇÏ ÇÏ-ÓÔÑ ÏËÁÖÅÔÓÑ ai-Ñ ËÁÒÔÏÞËÁ (ai = 1; 2; : : : ; 12). äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏ-ÂÙ i-Ê ÇÏÓÔØ ÏËÁÚÁÌÓÑ �ÒÏÔÉ× Ó×ÏÅÊ ËÁÒÔÏÞËÉ, ÎÁÄÏ �Ï×ÅÒÎÕÔØÓÔÏÌ �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ ÎÁ ÕÇÏÌ bi30◦, ÇÄÅ bi = i − ai, ÅÓ-ÌÉ i > ai É bi = i − ai + 12, ÅÓÌÉ i 6 ai. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏbi �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 1; 2; : : : ; 12. óËÌÁÄÙ×ÁÑ bi, �ÏÌÕÞÉÍb1 + : : : + b12 = (1 + : : : + 12) − (a1 + : : : + a12) + 12k = 12k, ÇÄÅk | ËÁËÏÅ-ÔÏ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. îÏ a1 + : : : + a12 = b1 + : : : + b12 == 1 + 2 + : : :+ 12 = 78.1 2 3 4 59 10 11 1217 1825 2633 = 1 2 3 4 51 2 3 41 21 21 + 0 0 0 0 08 8 8 816 1624 2432ë 9.319.31. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ, ÚÁ�ÉÓÁÎÎÙÈ ÎÁ �ÏÌÑÈ ÛÁÈ-ÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÉ, × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ ÞÉÓÅÌ ÔÁË, ËÁË ÜÔÏ �ÏËÁ-ÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ. åÓÌÉ 8 ÌÁÄÅÊ ÎÅ ÂØÀÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ, ÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÊÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ É ×ÅÒÔÉËÁÌÉ ÓÔÏÉÔ �Ï ÏÄÎÏÊ ÌÁÄØÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ



9. âÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ 389ÞÉÓÅÌ �Ï �ÏÌÑÍ, ÚÁÎÑÔÙÍ ÌÁÄØÑÍÉ, ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔ (1 + 2 + : : :+ 8) ++ (0 + 8 + 16 + : : :+ 56) = 260.9.32. óÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × ÔÁÂÌÉ�Å ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ Ó�ÏÓÏÂÁ Å£ �ÏÄÓÞ£ÔÁ.éÍÅÎÎÏ × ÜÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÜÔÏ | ÚÁÄÁÞÁ ÎÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ.9.33. Á), Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Þ£ÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ Þ£ÒÎÙÈ ËÌÅÔÏË ÓÒÅÄÉÞÅÔÙÒ£È ÕÇÌÏ×ÙÈ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ �ÅÒÅËÒÁÛÉ×ÁÎÉÑÈ.9.34. úÁÄÁÞÁ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ËÁË É ÚÁÄÁÞÁ 9.33 | ÎÁÄÏ ÌÉÛØ ÒÁÓÓÍÏ-ÔÒÅÔØ ÄÒÕÇÉÅ ÞÅÔÙÒÅ ËÌÅÔËÉ, Á ÉÍÅÎÎÏ Á1, Á2, b1, b2 (× ÛÁÈÍÁÔÎÏÊÎÏÔÁ�ÉÉ).9.35. Á), Â) îÅÔ. ðÒÉ �ÅÒÅËÒÁÛÉ×ÁÎÉÉ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ ÉÌÉ ×ÅÒÔÉ-ËÁÌÉ (Ë×ÁÄÒÁÔÁ 2× 2), ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ k Þ£ÒÎÙÈ É 8− k (4− k) ÂÅÌÙÈËÌÅÔÏË, �ÏÌÕÞÉÔÓÑ 8− k (4− k) Þ£ÒÎÙÈ É k ÂÅÌÙÈ ËÌÅÔÏË. ðÏÜÔÏÍÕÞÉÓÌÏ Þ£ÒÎÙÈ ËÌÅÔÏË ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ÎÁ 8−k−k = 8−2k (4−2k), Ô. Å. ÎÁÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË; ÚÎÁÞÉÔ, Þ£ÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ËÌÅÔÏË ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ.9.36. Á) ÷ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÎÁÊÄÕÔÓÑ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ä×Å ËÌÅÔ-ËÉ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ. ðÅÒÅËÒÁÓÉÍ ×ÓÅ ËÌÅÔËÉ ÓÔÒÏËÉ × ÜÔÏÔ �×ÅÔ. íÙ�ÏÌÕÞÉÍ ÔÁÂÌÉ�Õ, ËÁÖÄÁÑ ÓÔÒÏËÁ ËÏÔÏÒÏÊ �ÏËÒÁÛÅÎÁ × ÏÄÉÎ ÉÚÔ �×ÅÔÏ×, Ô 6 �−1. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÊÄÕÔÓÑ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ä×Å ÓÔÒÏ-ËÉ, �ÏËÒÁÛÅÎÎÙÅ × ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ �×ÅÔ. ÷ ÜÔÏÔ �×ÅÔ ÚÁËÒÁÓÉÍ ×ÓÅËÌÅÔËÉ ÔÁÂÌÉ�Ù. Â) ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÌÅÔËÉ ÔÁÂÌÉ�Ù ÍÏÖÎÏ ÚÁ-ËÒÁÓÉÔØ × ÏÄÉÎ �×ÅÔ. ðÅÒÅËÒÁÓÉÍ ËÌÅÔËÉ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÔÁÂÌÉ�Ù× ÔÏÔ �×ÅÔ, ËÏÔÏÒÙÍ ÞÁÝÅ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ × ÜÔÏÊ ÓÔÒÏËÅ. �ÁËÏÊ �×ÅÔ× ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË × ÓÔÒÏËÅ ÎÅ-Þ£ÔÎÏ. ðÏÓÌÅ ÔÁËÉÈ �ÅÒÅËÒÁÛÉ×ÁÎÉÊ ×ÓÅ ÓÔÏÌÂ�Ù ÔÁÂÌÉ�Ù ÂÕÄÕÔÉÍÅÔØ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÒÁÓËÒÁÓËÕ. ÷ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÓÔÏÌÂ�Ï×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÎÅÞ£ÔÎÏÅ (!) ÞÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË, ÞÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �×ÅÔÁ (ÏÄÎÏÇÏÉ ÔÏÇÏ ÖÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÓÔÏÌÂ�Ï×), ÂÕÄÅÔ ÍÅÎØÛÅ ÞÉÓÌÁ ËÌÅÔÏË ÄÒÕÇÏÇÏ�×ÅÔÁ, × ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ É �ÅÒÅËÒÁÓÉÍ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ, ×ÓÅËÌÅÔËÉ × ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å.
ë 9.37

9.37. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ �ÒÑÍÁÑ, �ÁÒÁÌÌÅÌØ-ÎÁÑ ÓÔÏÒÏÎÁÍ ÉÌÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÍ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÚ ×ÏÓØÍÉ ÚÁÛÔÒÉÈÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅËÌÅÔÏË. ðÏÜÔÏÍÕ Þ£ÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÍÉÎÕÓÏ×, ÓÔÏÑÝÉÈ ×ÜÔÉÈ ËÌÅÔËÁÈ, �ÒÉ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÈ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ.9.38. Á), Â) îÅÌØÚÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÁ×ÙÊ ×ÅÒÈÎÉÊË×ÁÄÒÁÔ 2×2. úÁ ÈÏÄ ÞÉÓÌÏ ÍÉÎÕÓÏ× ÍÏÖÅÔ ÌÉÂÏ Õ×ÅÌÉ-ÞÉÔØÓÑ (ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ) ÎÁ 2, ÌÉÂÏ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔØÓÑ. úÎÁÞÉÔ, × Ë×ÁÄÒÁÔÅ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÉÎÕÓÏ×.9.39. ðÕÓÔØ ÔÁÂÌÉ�Á T1 �ÏÓÌÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ, Ï�É-ÓÁÎÎÙÈ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ÚÁÄÁÞÉ, �ÒÅ×ÒÁÔÉÌÁÓØ × ÔÁÂÌÉ�Õ T2, × ËÏÔÏ-ÒÏÊ ÞÉÓÌÏ ÍÉÎÕÓÏ× ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ. úÎÁÞÉÔ, �ÒÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ



390 éÎ×ÁÒÉÁÎÔÔÁÂÌÉ�Ù T1 ÞÉÓÌÏ ÍÉÎÕÓÏ× × ÎÅÊ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÕÍÅÎØÛÉÔØÓÑ. �ÁËÉÅÔÁÂÌÉ�Ù ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍÉ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏÍÉÎÕÓÏ× × ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÔÁÂÌÉ�Å ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÔÙÒ£È.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, × ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å É ÓÔÒÏËÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÔÁÂÌÉ�ÙÓÔÏÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ ÍÉÎÕÓÏ× (ÉÎÁÞÅ, ÍÅÎÑÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÓÔÏÌ-ÂÅ� ÉÌÉ ÓÔÒÏËÕ, ÍÙ ÂÙ ÕÍÅÎØÛÉÌÉ ÞÉÓÌÏ ÍÉÎÕÓÏ×). äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÔÁÂÌÉ�Á, × ËÏÔÏÒÏÊ ÂÏÌÅÅ ÞÅÔÙÒ£È ÍÉÎÕ-ÓÏ×. ÷ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ Å£ ÓÔÒÏËÅ A ÓÔÏÑÔ Ä×Á ÍÉÎÕÓÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚP É Q ÓÔÏÌÂ�Ù, × ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÏÑÔ ÜÔÉ ÍÉÎÕÓÙ. ëÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ Ä×ÁÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÍÉÎÕÓÏ× ÓÔÏÑÔ × ÓÔÏÌÂ�ÁÈ P É Q ÉÌÉ × Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈÓÔÏÌÂ�ÁÈ. íÅÎÑÑ, ÅÓÌÉ ÎÕÖÎÏ, ÓÔÒÏËÕ A, ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÞÔÏÂÙ ×Ä×ÕÈ ÓÔÏÌÂ�ÁÈ ÔÁÂÌÉ�Ù ÓÔÏÑÌÏ �Ï Ä×Á ÍÉÎÕÓÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ�ÑÔÙÊ ÍÉÎÕÓ. ïÎ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÔÏÑÔØ ÎÉ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ×ÙÛÅ ÓÔÏÌÂ�Ï×, ÔÁË ËÁË ÔÁÂÌÉ�Á ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ. ðÕÓÔØ ÜÔÏÔ ÍÉÎÕÓÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎ × ÓÔÒÏËÅ B. íÅÎÑÑ ÚÎÁË × ÏÄÎÏÍ ÉÌÉ Ä×ÕÈ Õ�ÏÍÑÎÕ-ÔÙÈ ×ÙÛÅ ÓÔÏÌÂ�ÁÈ, ÄÏÂÉ×ÁÅÍÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ × ÓÔÒÏËÅ ÓÔÏÑÌÏ ÔÒÉÍÉÎÕÓÁ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.�ÁÂÌÉ�Ù, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÓÔÏÑÔ 1, 2, 3 ÉÌÉ 4 ÍÉÎÕÓÁ,Á ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ �ÌÀÓÙ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍÉ (ÚÎÁÞÉÔ,ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 0; 1; : : : 4). þÔÏÂÙ ÜÔÏÄÏËÁÚÁÔØ, �ÏÌÅÚÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÔÁÂÌÉ-�Ù �1 × �2 ÚÁ×ÉÓÉÔ ÎÅ ÏÔ ÞÉÓÌÁ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÉÌÉÓÔÏÌÂ�Á, Á ÔÏÌØËÏ ÏÔ Þ£ÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÅÒ×ÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÍÅÎÑÌÁÓØ Á ÒÁÚ; Á ÓÔÏÌÂ�Ù ÍÅÎÑÌÉÓØ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ b1, b2, b3, b4 ÒÁÚÁ. �ÏÇÄÁ ÚÎÁË, ÓÔÏÑÝÉÊ × ÌÅ×ÏÍ ×ÅÒÈÎÅÍÕÇÌÕ, ÍÅÎÑÌÓÑ Á+ b1 ÒÁÚ, Á ÚÎÁË × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÒ£È ËÌÅÔËÁÈ �ÅÒ×ÏÊÓÔÒÏËÉ ÍÅÎÑÌÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ b2 + Á, b3 + Á, b4 + Á ÒÁÚ. ðÒÉ Þ£Ô-ÎÏÍ a ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ×ÍÅÓÔÏ Á ÎÕÌØ, Á �ÒÉ ÎÅÞ£ÔÎÏÍ | ÅÄÉÎÉ�Õ,É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÕÄÅÔ ÔÅÍ ÖÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØ-ËÏ ÔÁËÉÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ËÁÖÄÁÑ ÓÔÒÏËÁ É ËÁÖÄÙÊÓÔÏÌÂÅ� ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÁ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÉÍ, ÕÖÅ ÎÅ-ÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔØ ÔÁÂÌÉ�.9.40. ïÔÍÅÔÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÆÁËÔÏ× ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÌÀÂÏÇÏÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÓÅÇÏ 2n ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ÏË ÞÉÓÅÌ +1 É −1× ×ÅÒÛÉÎÁÈ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ �-ÕÇÏÌØÎÉËÁ. îÁÚÏ×ÅÍ Ä×Å ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÉÈ Ë ÄÒÕÇÏÊ (Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ,É ÏÂÒÁÔÎÏ) ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÊÔÉ ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ × ÕÓÌÏ×ÉÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ |ÉÚÍÅÎÅÎÉÅÍ ÚÎÁËÏ× × ×ÅÒÛÉÎÁÈ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ �-ÕÇÏÌØÎÉËÏ×. ìÀÂÙÅÄ×Å Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÔÁËÏÇÏ ÔÉ�Á �ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ� | ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅ ÚÁ×É-ÓÉÔ ÏÔ �ÏÒÑÄËÁ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎÉ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ; �Ï×ÔÏÒÅÎÉÅ ÌÀÂÏÊÏ�ÅÒÁ�ÉÉ Ä×ÁÖÄÙ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÉÓËÌÀÞÉÔØ | ÏÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ



9. âÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ 391Ï�ÅÒÁ�ÉÉ, ÎÅ ÍÅÎÑÀÝÅÊ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØ-ÓÑ ÌÉÛØ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÚÎÁËÏ× × ×ÅÒÛÉÎÁÈ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈÒ-ÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó �ÒÏÓÔÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ×ÅÒÛÉÎ Ò (ÎÁÚÏ×ÅÍ ÉÈ �ÏÂÒÁÚÕÀ-ÝÉÍÉ�); ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ �-ÕÇÏÌØÎÉËÁ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ �,ÄÅÌÑÝÅÍÓÑ ÎÁ Ò, ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ n=p ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ Ò-ÕÇÏÌØÎÉËÏ×.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ.Á) ðÒÉ � = 15 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÓÅÇÏ 8 ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ Ò-ÕÇÏÌØÎÉËÏ×:�ÑÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× É ÔÒÉ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ. åÄÉÎÉÞÎÕÀ (ÓÏÓÔÏÑÝÕÀÉÚ ×ÓÅÈ +1) ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÕ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ å. ìÀÂÁÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁÑå ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÕËÁÚÁÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÉÚ 8 ÜÔÉÈ Ò-ÕÇÏÌØÎÉËÏ×; ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× (×ËÌÀÞÁÑ �ÕÓÔÏÅ)ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ 28 | ÜÔÏ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ 215 ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ÏË.ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÎÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ å.Â) ðÒÉ � = 30 ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ Ò-ÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÒÁ×ÎÏ15 + 10 + 6 = 31, ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÎÕÖÎÙ ÄÏ�ÏÌÎÉ-ÔÅÌØÎÙÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÍÅÎØ-ÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ: ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÉÚ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-ÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÅÎÔÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× (É �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÏ×) ÍÏÖ-ÎÏ ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÌÉÛØ ÏÄÉÎ | ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÚÎÁËÏ× × ÎÅÍ, Á ÔÁËÖÅ ×ÔÒ£È (�ÑÔÉ) �Ä×ÕÕÇÏÌØÎÉËÁÈ�, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÀ ÚÎÁËÏ× × ÄÒÕÇÏÍ, ÅÍÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÍ. ïÓÔÁÅÔÓÑ15 + 5 + 3 = 23 ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ223 < 230 ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ÏË, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ å. 0 1 2 3 40 0 6 12 3 91 10 1 7 13 42 5 11 2 8 14ë 9.40
×), Ç) ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � ÎÁÊ-ÔÉ ÔÏÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï � (�) ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ÏË,ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ å. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅ-ÓÔ×Ï ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ÏË, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ËÁËÏÊ-ÔÏÄÒÕÇÏÊ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÅ á ÉÚ +1 É −1, ÔÁË-ÖÅ ÒÁ×ÎÏ � (�): ×ÓÅ ÏÎÉ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ �ÏÞÌÅÎ-ÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÚÎÁËÏ× ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ á ÎÁÌÀÂÕÀ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÕ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-ÎÙÈ å. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚë(�) ÞÉÓÌÏ �ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ� |ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕÒÁÓÓÔÁÎÏ×ÏË; ÔÏÇÄÁ ë(�) = 2n=T (n). ðÕÓÔØ � ÓÏÄÅÒÖÉÔ s ÒÁÚÎÙÈ�ÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ: p1; : : : ; ps. ðÏÌÏÖÉÍ p1 : : : ps = q, n=q = m.òÁÚÏÂØ£Í �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ �-ÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ m �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ q-ÕÇÏÌØÎÉËÏ×.úÁÄÁÞÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ T (n) Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ×Ù-ÞÉÓÌÅÎÉÑ T (q) = T (p1; p2; : : : ; ps); ×ÅÄØ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈÒi-ÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÌÉÛØ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ q-ÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÄÒÕÇÉÍÉÓÌÏ×ÁÍÉ, �ÒÏÉÓÈÏÄÑÝÉÅ × ÒÁÚÎÙÈ q-ÕÇÏÌØÎÉËÁÈ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÚÎÁËÏ×ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, �ÏÜÔÏÍÕ T (n) = (T (q))m, ë(�) = (ë(q))m.



392 éÎ×ÁÒÉÁÎÔîÁÞÎ£Í ÓÏ ÓÌÕÞÁÑ s = 2; �ÕÓÔØ n = p1p2. úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ×ÅÒÛÉ-ÎÙ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÞÉÓÌÁÍÉ 0; : : : ; n − 1. úÁ�ÉÛÅÍ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ × ÔÁ-ÂÌÉ�Õ p1 × p2 ÔÁË, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ × ÏÄÎÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ÄÁÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊÏÓÔÁÔÏË �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ p1, × ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÅ | �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ p2.üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÔÁË ËÁË ÏÓÔÁÔËÉ (r1; r2) ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ p1 Ép2 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÏÍÅÒ ÏÔ 0 ÄÏ n (ÓÍ. ÒÉÓ.). òÁÓÓÔÁÎÏ×-ËÁÍ ÞÉÓÅÌ +1 É −1 × ÔÏÞËÁÈ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÒÁÓ-ÓÔÁÎÏ×ËÉ ÞÉÓÅÌ �(r1; r2) = +1 É −1 × ËÌÅÔËÁÈ ÔÁÂÌÉ�Ù (r1 | ÎÏ-ÍÅÒ ÓÔÒÏËÉ, r2 | ÎÏÍÅÒ ÓÔÏÌÂ�Á), ÉÚÍÅÎÅÎÉÀ ÚÎÁËÏ× × p1- É p2-ÕÇÏÌØÎÉËÁÈ | ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÚÎÁËÏ× � × ÓÔÒÏËÁÈ É ÓÔÏÌÂ�ÁÈ. ìÀÂÕÀÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÕ ÜÔÉÍÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ ÍÏÖÎÏ �ÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ÔÁËÏÊ, Õ ËÏÔÏ-ÒÏÊ × �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÅ É �ÅÒ×ÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ÓÔÏÑÔ ÏÄÎÉ +1. �ÁËÉÅ ��ÒÉ-×ÅÄ£ÎÎÙÅ� ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ ÂÕÄÕÔ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ; × ÓÁÍÏÍÄÅÌÅ, �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÚÎÁËÏ× � × ÓÔÒÏËÁÈ É ÓÔÏÌÂ�ÁÈ ×ÅÌÉÞÉÎÁ �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÑ �(r1; r2)�(0; r2)�(r1; 0)�(0; 0) ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ (ÎÁÂÏÒ ÔÁËÉÈ ×Å-ÌÉÞÉÎ ÄÌÑ ×ÓÅÈ (r1; r2), 1 6 r1 6 p1 − 1, 1 6 r2 6 p2 − 1 Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ).ðÏÜÔÏÍÕ ë(p1; p2) = 2(p1−1)(p2−1), T (p1; p2) = 2p1+p2−1. ÷ ÞÁÓÔ-ÎÏÓÔÉ, K(15) = 28, T (15) = 27; K(10) = 24. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï�ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÊÔÉ K(200): � = 200 = 2352, q = 10, m = 20, K(200) == (K(10))20 = 280.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ë(�) ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÌÀÂÏÇÏ s. ðÕÓÔØ q == p1 : : : ps; ÎÏÍÅÒ k ÏÔ 0 ÄÏ q − 1 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÓÔÁÔ-ËÁÍÉ r1; : : : ; rs ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ q ÎÁ p1; : : : ; ps (�ËÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂÏÓÔÁÔËÁÈ�, ÓÍ. 11.208); Ó ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ �(r1; : : : rs) | ÆÕÎË�ÉÑ-ÍÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÎÁÂÏÒÏ× ri, 1 6 ri 6 pi − 1 (1 6 i 6 s), �ÒÉ-ÎÉÍÁÀÝÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ +1 É −1, | ÒÁÚÒÅÛÅÎÏ �ÒÏÄÅÌÙ×ÁÔØ Ï�Å-ÒÁ�ÉÉ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ÚÎÁËÏ× × ÏÄÎÏÍ �ÒÑÄÕ�, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍÉÚ pi ÎÁÂÏÒÏ×, Õ ËÏÔÏÒÙÈ i-Ñ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ri �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁ | ÍÅ-ÎÑÅÔÓÑ ÏÔ 0 ÄÏ pi − 1, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ s − 1 ÞÉÓÅÌ ri ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ(ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i); ÜÔÉÍÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ ÌÀÂÁÑ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑË ÔÁËÏÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ �(r1; : : : ; rs) = +1, ÅÓÌÉ ÈÏÔØ ÏÄÎÏ ri ÒÁ×-ÎÏ 0; �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÅ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ ÎÅÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ (ÓÏ-ÈÒÁÎÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ 2s ÚÎÁÞÅÎÉÊ � ÄÌÑ ÎÁÂÏÒÏ×, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÈ-ÓÑ ÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÚÁÍÅÎÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÎÕÌÉ). ïÔ×ÅÔ ÄÌÑq = p1 : : : ps É ÌÀÂÏÇÏ � = qm: ë(q) = 2(p1−1):::(ps−1), K(n) = 2'(�),ÇÄÅ '(�) = n(1 − 1=p1) : : : (1 − 1=ps). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, K(30) = 28,T (30) = 222.÷ÏÚÎÉËÛÁÑ ÚÄÅÓØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏ ÆÕÎË�ÉÑ '(n) ÈÏÒÏÛÏÉÚ×ÅÓÔÎÁ × ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ: ÜÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ üÊÌÅÒÁ, ×ÙÒÁÖÁÀÝÁÑ ËÏÌÉ-ÞÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÅÎØÛÉÈ n É ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ Ó ÎÉÍ.



9. âÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ 3939.41. úÁ 50. äÏËÁÖÅÍ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ � �ÁÒ ÏÒ£Ì | ÒÅÛ-ËÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÈÏÄÏ× ÎÅ ÍÅÎØÛÅ �. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ � �ÁÒ É ÄÏËÁÖÅÍ ÄÌÑ � + 1 �ÁÒÙ. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ� + 1 �ÁÒÙ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÈÏÄÏ× ÒÁ×ÎÏ �. �ÏÇÄÁ × ËÁÖÄÙÊÉÚ � ÈÏÄÏ× ÄÏÌÖÎÁ �ÅÒÅ×ÏÒÁÞÉ×ÁÔØÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÍÏÎÅÔÁ ÉÚ �ÅÒ-×ÙÈ � �ÁÒ. ìÅÇËÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ (� + 1)-Ê �ÁÒÙË ÎÕÖÎÏÍÕ ×ÉÄÕ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÈÏÄÏ×. îÏ �ÒÉ ËÁÖÄÏÍÉÚ ÜÔÉÈ ÈÏÄÏ× ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ �ÅÒÅ×ÏÒÁÞÉ×ÁÎÉÅ ÒÅÛËÉ, ÓÔÏÑÝÅÊ �ÅÒÅÄ(�+1)-Ê �ÁÒÏÊ, Á �ÒÉ Þ£ÔÎÏÍ ÞÉÓÌÅ �ÅÒÅ×ÏÒÁÞÉ×ÁÎÉÊ ÏÎÁ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑÒÅÛËÏÊ. úÎÁÞÉÔ, � ÈÏÄÏ× ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ.9.42. ðÏÌÕÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÈÏÄÉÍÏÅ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁ-ÇÕ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ. ïÎÏ ÎÅ ÕÂÙ×ÁÅÔ, Á ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÁ ×ÔÏÒÏÍ ÛÁ-ÇÕ ÏÎÏ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ ÎÁ �ÅÒ×ÏÍ (BC > BA). úÎÁÞÉÔ, ×ÅÒÎÕÔØ-ÓÑ × A ÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ �Ï ÄÏÒÏÇÅ ÂÏÌÅÅ ÄÌÉÎÎÏÊ, ÞÅÍ AB, ÞÔÏÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.9.43. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÇÒÁÎÑÈ ËÕÂÁ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ ÞÉÓÌÁ. ðÒÏÄÅ-ÌÁÅÍ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ, Ï�ÉÓÁÎÎÕÀ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ÚÁÄÁÞÉ, É �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ �ÒÉÜÔÏÍ ÞÉÓÌÁ ÎÁ�ÉÛÅÍ ÎÁ ÇÒÁÎÑÈ ×ÔÏÒÏÇÏ ËÕÂÉËÁ. óÏ ×ÔÏÒÙÍ ËÕÂÉ-ËÏÍ �ÒÏÄÅÌÁÅÍ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ É Ô. Ä. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÉÍ 26 ËÕÂÉ-ËÏ× ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ, ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÅ, ÎÁ i + 1-Í ËÕÂÉËÅ, �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑÉÚ ÞÉÓÅÌ, ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÈ ÎÁ i-Í, Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ, Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ×ÕÓÌÏ×ÉÉ ÚÁÄÁÞÉ. ðÕÓÔØ íi (i = 1; : : : ; 26) | ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ,ÚÁ�ÉÓÁÎÎÙÈ ÎÁ ÇÒÁÎÑÈ i-ÇÏ ËÕÂÉËÁ. �ÏÇÄÁ í1 > : : : > í26. îÏÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ í26 = í1, ÔÁË ÞÔÏ í1 = : : : = í26. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ 3-ÊËÕÂÉË. îÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÅÇÏ ÇÒÁÎÅÊ ÄÏÌÖÎÏ ÓÔÏÑÔØ ÞÉÓÌÏ, ÒÁ×ÎÏÅ í1É �ÕÓÔØ ÜÔÏ ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ. ìÅÇËÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ÞÅÔÙÒ£È ÂÏËÏ-×ÙÈ ÇÒÁÎÑÈ ×ÔÏÒÏÇÏ ËÕÂÉËÁ ÄÏÌÖÎÙ ÓÔÏÑÔØ ÞÉÓÌÁí1. ÷ ÔÏÞÎÏÓÔÉ,ÔÁË ÖÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ×ÓÅÈ ÇÒÁÎÑÈ �ÅÒ×ÏÇÏ ËÕÂÉËÁ ÓÔÏ-ÉÔ ÞÉÓÌÏ í1. îÏ �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÎÅ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ, ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÅ ÎÁÇÒÁÎÑÈ �ÅÒ×ÏÇÏ ËÕÂÉËÁ, ÒÁ×ÎÙ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.9.44. ðÕÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÁÍ ËÕÂÁ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÎÅËÏÔÏ-ÒÙÅ ÞÉÓÌÁ. þÉÓÌÁ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ, Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ× ÕÓÌÏ×ÉÉ ÚÁÄÁÞÉ, ÓÏÏÔÎÅÓÅÍ ×ÅÒÛÉÎÁÍ ×ÔÏÒÏÇÏ ËÕÂÁ. ðÏ×ÔÏÒÉÍÜÔÕ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ, ××ÅÄÑ ÔÒÅÔÉÊ ËÕÂ, É Ô. Ä. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚMi É miÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ É ÎÁÉÍÅÎØÛÉÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ, ÓÏÏÔÎÅÓ£ÎÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎÁÍ i-ÇÏËÕÂÁ. ðÏ×ÔÏÒÑÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÕÓÔÁÎÏ×ÉÍ, ÞÔÏí1 =í2 = : : : =í11, m1 = m2 = : : : = m11.9.45. 0. åÓÌÉ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ n ÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ a ÔÁË,ÞÔÏ an > 10k, Á (a− 1)n < 10k, ÔÏ, ×ÙÞÅÒËÎÕ× �ÅÒ×ÕÀ ÅÄÉÎÉ�Õ, ÍÙ�ÏÌÕÞÉÍ ÞÉÓÌÏ, ÍÅÎØÛÅÅ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ. éÔÁË, Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊÍÏÖÎÏ ÕÍÅÎØÛÉÔØ ÌÀÂÏÅ ÎÁ�ÅÒ£Ä ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.



394 éÎ×ÁÒÉÁÎÔ9.46. ðÕÓÔØ ò | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÄÏÒÏÇ Ó ËÏÎ�ÁÍÉ × ÇÏÒÏÄÁÈ Ó ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÍ �×ÅÔÏÍ ÆÌÁÇÏ×. ëÁÖÄÏÅ ÕÔÒÏ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ. ðÏ-ÓËÏÌØËÕ ò | �ÅÌÏÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, �ÒÏ�ÅÓÓ ÚÁËÏÎÞÉÔÓÑ.9.47. éÓÈÏÄÎÁÑ ËÁÒÔÁ | �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ë0, ÍÅÎØÛÁÑ ËÁÒ-ÔÁ | �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ë1 ⊂ ë0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ f ,ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÅÅ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ë0 ÎÁ ë1. ðÕÓÔØ ëi+1 = f(ëi).�ÁË ËÁË �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëi Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÑÇÉ×ÁÀÝÅÊÓÑ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ è, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ ×ÓÅÍ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍ ëi. �ÁËËÁË è �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ëi, ÔÏ ÔÏÞËÁ f(è) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ëi+1, Ô. Å.ÔÏÞËÁ f(è) ÔÁËÖÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ×ÓÅÍ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍ ëi. �ÁËËÁË ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ ×ÓÅÍ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉ-ËÁÍ, ÔÏ f(è) = è.9.48. îÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÓÏËÒÁÝÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ×ÓÅÈ �ÒÏ-×ÅÄ£ÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× (ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ), É×ÓÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÊ ÏÔÒÅÚËÏ× Ó×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÄÁÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÁÎÎÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓ ÎÅ ÍÏÖÅÔ�ÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ.9.49. óÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÔÁÂÌÉ�, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÄÁÎÎÏÊ�ÅÒÅÍÅÎÁÍÉ ÚÎÁËÏ× × ÓÔÒÏËÁÈ É ÓÔÏÌÂ�ÁÈ, ×ÏÚØÍ£Í ÔÕ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊÓÕÍÍÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁ. �ÁËÁÑ ÔÁÂÌÉ�Á � ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, �ÏÓËÏÌØËÕ Ó�Ï-ÓÏÂÏ×, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÏÖÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ �ÅÒÅÍÅÎÙ ÚÎÁËÏ× × ÓÔÒÏËÁÈÉ ÓÔÏÌÂ�ÁÈ 2m+n (× ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ (ÓÔÏÌÂ�Å) ÍÏÖÎÏ ÌÉÂÏ �ÏÍÅÎÑÔØÚÎÁË, ÌÉÂÏ ÎÅÔ) | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ÷ ÔÁÂÌÉ�Å � ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × ËÁ-ÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ É × ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,ÅÓÌÉ ÂÙ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÅ (ÉÌÉ ÓÔÏÌÂ�Å) ÔÁÂÌÉ�Ù �ÂÙÌÁ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ, ÔÏ, ÉÚÍÅÎÉ× ÚÎÁË × ÜÔÏÊ ÓÔÒÏËÅ (ÓÔÏÌÂ�Å), ÍÙ�ÏÌÕÞÉÌÉ ÂÙ ÔÁÂÌÉ�Õ Ó ÂÏÌØÛÅÊ ÓÕÍÍÏÊ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×Ï-ÒÅÞÉÔ ×ÙÂÏÒÕ ÔÁÂÌÉ�Ù � .9.50. òÁÚÏÂØ£Í �ÁÒÌÁÍÅÎÔ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁ Ä×Å �ÁÌÁ-ÔÙ É ÏÒÇÁÎÉÚÕÅÍ �ÒÏ�ÅÓÓ �ÅÒÅÓÁÖÉ×ÁÎÉÑ: ×ÙÂÅÒÅÍ �ÁÒÌÁÍÅÎÔÁÒÉÑ,ÉÍÅÀÝÅÇÏ ÎÅ ÍÅÎÅÅ Ä×ÕÈ ×ÒÁÇÏ× × Ó×ÏÅÊ �ÁÌÁÔÅ, É �ÅÒÅÓÁÄÉÍ ÅÇÏ× ÄÒÕÇÕÀ �ÁÌÁÔÕ. ïÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ �ÁÒ ×ÒÁÇÏ×, ÓÉÄÑÝÉÈ × ÏÄÎÏÊ �Á-ÌÁÔÅ, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ. ðÒÏ�ÅÓÓ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ, ÔÁË ËÁË ÞÉÓÌÏ×ÒÁÖÄÕÀÝÉÈ �ÁÒ ËÏÎÅÞÎÏ. ðÏÌÕÞÉ×ÛÅÅÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ-ÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÚÁÄÁÞÉ.9.51. ðÕÓÔØ ÍÁÛÉÎÁ ÉÍÅÅÔ ÚÁ�ÁÓ ÂÅÎÚÉÎÁ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÄÌÑ ÔÏ-ÇÏ, ÞÔÏÂÙ �ÒÏÅÈÁÔØ ×ÓÀ ÄÏÒÏÇÕ ÂÅÚ ÚÁ�ÒÁ×ÏË. ðÕÓÔØ ÏÎÁ ÎÁÞÉÎÁ-ÅÔ Ä×ÉÖÅÎÉÅ Ó ÌÀÂÏÊ ÓÔÁÎ�ÉÉ (ÚÁÂÉÒÁÑ �Ï ÄÏÒÏÇÅ ×ÅÓØ ÂÅÎÚÉÎ ÎÁËÁÖÄÏÊ ÓÔÁÎ�ÉÉ) É ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔ Ä×ÉÖÅÎÉÅ × ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞËÅ É Ó ÔÅÍÖÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÂÅÎÚÉÎÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ á ÓÔÁÎ�ÉÀ, �ÏÄßÅÚÖÁÑ



9. âÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ 395Ë ËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÛÉÎÁ ÉÍÅÌÁ × ÂÁËÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÁ ×Ó£ ×ÒÅÍÑ Ä×ÉÖÅ-ÎÉÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÂÅÎÚÉÎÁ. ðÕÓÔØ × ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÂÅÎÚÉÎÁ× ÍÁÛÉÎÅ ÂÙÌÏ ÒÁ×ÎÙÍ È. åÓÌÉ ÍÁÛÉÎÁ Ó ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÂÅÎÚÉÎÁ,ÒÁ×ÎÙÍ È, ÎÁÞÎ£Ô Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÓÏ ÓÔÁÎ�ÉÉ á, ÔÏ × ÂÁËÅ ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔÂÅÎÚÉÎÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ È. úÎÁÞÉÔ, ÅÓÌÉ ÍÁÛÉÎÕ Ó �ÕÓÔÙÍ ÂÁËÏÍ ÚÁ-�ÒÁ×ÉÔØ ÎÁ ÓÔÁÎ�ÉÉ á, ÔÏ ÏÎÁ ÓÍÏÖÅÔ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ä×ÉÖÅÎÉÅ Ó ÜÔÏÊÓÔÁÎ�ÉÉ, ÓÏ×ÅÒÛÉÔØ �ÏÅÚÄËÕ �Ï ËÒÕÇÕ (ÔÁË ËÁË ÜÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÈÂÅÎÚÉÎÁ ÍÏÖÎÏ Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ×ÙÌÉÔØ É ÓÏ×ÅÒÛÉÔØ �ÕÔÅÛÅÓÔ×ÉÅÂÅÚ ÎÅÇÏ).9.52. Á) ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÞÅÔ×£ÒËÁ (a; b; 
; d) ×ÓÔÒÅÔÉÌÁÓØ×ÎÏ×Ø. äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ab
d = 1. ðÕÓÔØab
d = Ò. �ÏÇÄÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ ×ÔÏÒÏÊ ÞÅÔ×£ÒËÉ ÒÁ×ÎÏ Ò2,ÔÒÅÔØÅÊ | Ò4, ÞÅÔ×£ÒÔÏÊ | Ò8, É Ô. Ä. ñÓÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ Ò 6= 1× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÎÅ ÂÕÄÅÔ Ä×ÕÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈÞÉÓÅÌ É, ÚÎÁÞÉÔ, ×ÓÅ �ÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÞÅÔ×£ÒËÉ ÂÕÄÕÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ò = 1. �Å�ÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÔÏÒÕÀ ÞÅÔ×£ÒËÕ:Áb, b
, 
d, da; ÔÁË ËÁË ab
d = 1, ÔÏ, ËÁË ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÅ-Ô×£ÒÔÏÊ ÞÅÔ×£ÒËÏÊ ÂÕÄÅÔ b2
2, 
2d2, d2a2, a2b2. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÞÅÔ×£ÒÔÁÑ ÞÅÔ×£ÒËÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ×ÔÏÒÏÊ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ × Ë×ÁÄÒÁÔÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ. �ÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÉÚ ÞÅÔ×£ÒÔÏÊ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÛÅÓÔÁÑÞÅÔ×£ÒËÁ, ÉÚ ÛÅÓÔÏÊ | ×ÏÓØÍÁÑ É Ô. Ä. åÓÌÉ ÎÅ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ×ÔÏÒÏÊÞÅÔ×£ÒËÉ ÒÁ×ÎÙ 1, ÔÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÉÚ ÎÉÈ ÂÏÌØÛÅ 1. �ÏÇÄÁ ÎÁÉ-ÂÏÌØÛÅÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ 2�-Ê ÞÅÔ×£ÒËÉ ÂÕÄÅÔ Ó ÒÏÓÔÏÍ � ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÕ×ÅÌÉÞÉ×ÁÔØÓÑ, Á ÜÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÏÎÉ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉ�Ï×ÔÏÒÑÀÔÓÑ. éÔÁË, ab = b
 = 
d = da = 1, Á ÚÎÁÞÉÔ, ×ÓÅ ÞÅÔ×£Ò-ËÉ, ÎÁÞÉÎÁÑ ÓÏ ×ÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÎÙ (1; 1; 1; 1), Ô. Å. ÎÅ ÒÁ×ÎÙ (a; b; 
; d).ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.Â) ðÒÉ n = 1 ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏÏÎÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï �ÒÉ � = k, É ÄÏËÁÖÅÍ ÅÇÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ �ÒÉ� = k + 1. úÁ�ÉÛÅÍ �ÅÒ×ÙÅ ÔÒÉ ÓÔÒÏÞËÉ:x1; x2; : : : ; x2k+1 ;x1x2; x2x3; : : : ; x2k+1x1;x1x3; x2x4; : : : ; x2k+1x2:ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ, ÓÔÏÑÝÉÅ ÎÁ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ, É ÞÉÓÌÁ,ÓÔÏÑÝÉÅ ÎÁ Þ£ÔÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÔÒÏÞËÉ, x1; x2; : : : ; x2k+1−1 Éx2; x4; : : : ; x2k+1 , ËÏÔÏÒÙÅ �ÞÅÒÅÚ ÛÁÇ� �ÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ÔÁË, ËÁË ÜÔÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ × ÕÓÌÏ×ÉÉ, Á ÔÁË ËÁË �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ ÓÔÒÏÞ-ËÁ ÄÌÉÎÙ 2k × ËÏÎ�Å ËÏÎ�Ï× �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ × ÓÔÒÏÞËÕ ÉÚ ÏÄÎÉÈÅÄÉÎÉ�, ÔÏ É ÉÚ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏÞËÉ ÄÌÉÎÙ 2k+1 �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÔÒÏÞËÁÉÚ ÏÄÎÉÈ ÅÄÉÎÉ�.



396 éÎ×ÁÒÉÁÎÔíÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚ ÓÔÒÏËÉ È ÄÌÉÎÙ m = 2kr, ÇÄÅ r ÎÅ-Þ£ÔÎÏ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÔÒÏËÁ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÅÄÉÎÉ�,ËÏÇÄÁ È ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ r ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÂÌÏËÏ× ÄÌÉÎÙ 2k, Ô. Å. ÉÍÅÅÔ�ÅÒÉÏÄ 2k.9.53. ëÁËÏÊ ÂÙ ÎÁÂÏÒ ÉÚ n ÞÉÓÅÌ x1; x2; : : : ; xn (ÓÒÅÄÉ ËÏÔÏÒÙÈÎÅ ×ÓÅ ÒÁ×ÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ) ÍÙ ÎÅ ×ÚÑÌÉ, ÞÅÒÅÚ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÛÁÇÏ×ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÁÂÏÒÁ ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ, Á ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ Õ×ÅÌÉÞÉÔ-ÓÑ. ïÔÓÀÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ×Ó£ ×ÒÅÍÑ ÏÓÔÁ-×ÁÔØÓÑ �ÅÌÙÍ, ÅÓÌÉ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÁÂÏÒÁ ÉÚ ÒÁ×ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ(a; a; : : : ; a).ðÕÓÔØ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ z1; : : : ; zn ×�ÅÒ×ÙÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÒÁ×ÎÙÈÞÉÓÅÌ: (z1 + z2)=2 = (z2 + z3)=2 = : : : = (zn−1 + zn)=2 = (z1 + zn)=2.�ÏÇÄÁ ÞÉÓÌÁ zi ÒÁ×ÎÙ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÏ. ðÒÉ ÎÅÞ£ÔÎÏÍ � ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.ðÕÓÔØ � Þ£ÔÎÏ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÉÚ ËÁËÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÍÏÖÅÔ �ÏÌÕÞÉÔØÓÑÎÁÂÏÒ (a; b; Á; b; : : : ; a; b). ðÕÓÔØ (y1 + y2)=2 = (y3 + y4)=2 = : : : == (yn−1+yn)=2 = a; (y2+y3)=2 = (y4+y5)=2 = : : : = (yn+y1)=2 = b.�ÏÇÄÁ y1+ : : :+yn = 2na, y2+y3+ : : :+yn+y1 = 2nb, Ô. Å. 2Á� = 2�bÉ a = b. éÔÁË, ÎÁÂÏÒ ÉÚ �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁ×ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ �ÏÌÕÞÅÎ ÂÙÔØ ÎÅÍÏÖÅÔ.9.54. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ËÁÖÄÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÕÍÍÁ S �Ï�ÁÒÎÙÈ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÞÉÓÅÌ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ (× ÜÔÏÊ ÓÕÍÍÅ ab+ b
+ 
dÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÁÓ+Ób+bd, a ab+
d < ÁÓ+bd, ÅÓÌÉ (a−d)(b−Ó) < 0).îÏ ÓÕÍÍÁ S ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈÚÎÁÞÅÎÉÊ.9.55. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÅÒÅ-ËÒÁÛÉ×ÁÎÉÉ ÌÀÂÏÊ �ÏÓÏÂÏÊ� ÔÏÞËÉ × ÄÒÕÇÏÊ �×ÅÔ ÞÉÓÌÏ ÏÔÒÅÚËÏ×Ó ÒÁÚÎÏ�×ÅÔÎÙÍÉ ËÏÎ�ÁÍÉ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÎÁ 1. ðÏ-ÜÔÏÍÕ �ÅÒÅËÒÁÛÉ×ÁÎÉÅ ÕÄÁÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÓÔÉ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏÒÁÚ, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÎÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÉ ÏÄÎÏÊ �ÏÓÏÂÏÊ� ÔÏÞËÉ.9.56. ðÕÓÔØ m=n É k=l | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ (ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÓÏËÒÁ-ÔÉÍÙÅ) ÄÒÏÂÉ. õÓÌÏ×ÉÍÓÑ �ÉÓÁÔØm=n→ k=l, ÅÓÌÉ ÄÒÏÂØ k=l ÍÏÖÅÔÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÁ ÉÚ ÄÒÏÂÉ m=n Ó �ÏÍÏÝØÀ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÕËÁÚÁÎ-ÎÙÈ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ÚÁÄÁÞÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ.äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �→� ÏÂÒÁÔÉÍÏ, Ô. Å. ÅÓÌÉ m=n→ k=l, ÔÏ É k=l →
→ m=n. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔØ ËÁÖÄÏÊ ÉÚÔÒ£È ÕËÁÚÁÎÎÙÈ × ÕÓÌÏ×ÉÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÅÒ×ÁÑ É ×ÔÏ-ÒÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ (×ÙÞÉÔÁÎÉÅ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ ÉÚ ÞÉÓÌÉÔÅÌÑ É �ÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÅÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ Ë ÞÉÓÌÉÔÅÌÀ) ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ, Á ÔÒÅÔØÑ (ÏÂÒÁÝÅÎÉÅÄÒÏÂÉ) | ÏÂÒÁÔÎÁ ÓÁÍÁ ÓÅÂÅ.ðÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ, ËÁË ÉÚ ÄÒÏÂÉ 1=2 �ÏÌÕÞÉÔØ ÄÒÏÂØ 67=91. ÷ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ ÓÏ ÓÄÅÌÁÎÎÙÍ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ËÁË



10. éÇÒÙ 397ÉÚ ÄÒÏÂÉ 67=91 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄÒÏÂØ 1=2. éÍÅÅÍ:67=91→ 91=67→ 24=67→ 67=24→ 19=24→ 24=19→ 5=19→
→ 19=5→ 4=5→ 5=4→ 1=4→ 4=1→ 2=1→ 1=2:9.57. åÓÌÉ ÞÅÔ×£ÒËÁ (Án; bn; 
n; dn) �ÏÌÕÞÅÎÁ ÉÚ ÄÁÎÎÏÊ ÎÁ �-ÍÛÁÇÅ (n > 1),ÔÏ Án + bn + 
n + dn = 0 É (n > 1)Á2n + b2n + 
2n + d2n > 2(Á2n−1 + b2n−1 + 
2n−1 + d2n−1):äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÚÎÏÓÔØ �ÒÁ×ÏÊ É ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÅÊ ÜÔÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÒÁ×ÎÁ2an−1bn−1 + 2bn−1
n−1 + 2
n−1dn−1 + 2dn−1an−1 == 2(an−1 + 
n−1)(bn−1 + dn−1);Á ÞÉÓÌÁ an−1 + 
n−1 É bn−1 + dn−1 ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÙÊ ÚÎÁË, Ô. Ë. ÉÈÓÕÍÍÁ | 0.9.58. éÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 1=a + 1=b > 4=(a + b) (Á; b > 0) ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ �ÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÕÍÍÁ S ÏÂÒÁÔÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ÞÉÓÅÌ, ÎÁ-�ÉÓÁÎÎÙÈ ÎÁ ÄÏÓËÅ, ÎÅ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ. ÷ÎÁÞÁÌÅ S = �, �ÏÜÔÏÍÕ ×ËÏÎ�Å S 6 �, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.9.59. îÅÔ. ðÕÓÔØ f(x) = Ax2 + BÈ + C | Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒ£È-ÞÌÅÎ (Ó ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÏÍ B2 − 4AC). ðÏÓÌÅ �ÅÒ×ÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÔÒ£È-ÞÌÅÎ f(x) ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÔÒ£ÈÞÌÅÎ (A+ B + C)x2 + (B + 2A)x + A ÓÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÏÍ B2 − 4AC, Á �ÏÓÌÅ ×ÔÏÒÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ | ÎÁ ÔÒ£È-ÞÌÅÎ Cx2 + (B − 2C)x+ (A−B +C) Ó ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÏÍ B2 − 4AC.éÔÁË, �ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÒÁÚÒÅÛ£ÎÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÓÏ-ÈÒÁÎÑÅÔÓÑ. îÏ Õ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÁ x2 + 4x+ 3 ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÒÁ×ÅÎ 4, Á ÕÔÒ£ÈÞÌÅÎÁ È2 + 10È+ 9 ÏÎ ÒÁ×ÅÎ 64.9.60. îÅÔ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÄÁÎÎÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÉÚ ÞÉÓÅÌ, ÄÅÌÑÝÉÈÓÑÎÁ 7, �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ 7.9.61. îÁÚÏ×ÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ ËÏÌÏÄÙ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÉÍÅÀÝÉÈ-ÓÑ × ÎÅÊ ËÁÒÔ ÔÏÊ ÍÁÓÔÉ, ËÏÔÏÒÏÊ × ËÏÌÏÄÅ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÂÏÌØÛÅ ×ÓÅ-ÇÏ. ðÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÈÏÄÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÌÉÂÏ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, ÌÉÂÏÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ ÎÁ 1. ÷ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÂÅÒ£ÔÓÑ ËÁÒ-ÔÁ ÚÁÇÁÄÁÎÎÏÊ ÍÁÓÔÉ. �ÁË ËÁË × ÎÁÞÁÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ËÏÌÏÄÙÒÁ×ÎÑÌÁÓØ 13, Á × ËÏÎ�Å | 0, �Ï ÈÏÄÕ ÉÇÒÙ ÏÎÁ ÕÍÅÎØÛÁÌÁÓØ13 ÒÁÚ.10. éçòù10.1. ðÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÈÏÄÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÕÞÅË Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 1.óÎÁÞÁÌÁ ÉÈ ÂÙÌÏ 3, × ËÏÎ�Å | 45. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÅÇÏ ÂÕÄÅÔÓÄÅÌÁÎÏ 42 ÈÏÄÁ. ðÏÓÌÅÄÎÉÊ, 42-Ê, ÈÏÄ ÓÄÅÌÁÅÔ ×ÔÏÒÏÊ ÉÇÒÏË.



398 éÎ×ÁÒÉÁÎÔ10.2. ðÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÈÏÄÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÕÓËÏ× Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑÒÏ×ÎÏ ÎÁ 1. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË.10.3. ðÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÈÏÄÁ É ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅÒÔÉËÁÌÅÊ, É ËÏÌÉÞÅ-ÓÔ×Ï ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÅÊ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÌÁÄÅÊ, ÕÍÅÎØÛÁ-ÅÔÓÑ ÎÁ 1, �ÏÜÔÏÍÕ ÉÇÒÁ ÂÕÄÅÔ �ÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ ÒÏ×ÎÏ 8 ÈÏÄÏ×. ðÏ-ÓÌÅÄÎÉÊ, ×ÙÉÇÒÙÛÎÙÊ ÈÏÄ ÂÕÄÅÔ ÓÄÅÌÁÎ ×ÔÏÒÙÍ.10.4. þ£ÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÅÄÉÎÉ� ÎÁ ÄÏÓËÅ �ÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÈÏÄÁ ÎÅÍÅÎÑÅÔÓÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÎÁÞÁÌÁ ÅÄÉÎÉ� ÂÙÌÏ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ �ÏÓÌÅ�ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÈÏÄÁ ÎÁ ÄÏÓËÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏÓÔÁ×ÁÔØÓÑ ÏÄÎÁ (ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉ-ÓÌÏ!) ÅÄÉÎÉ�Á. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ×ÔÏÒÏÊ ÉÇÒÏË.10.5. þ£ÔÎÏÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ �ÌÀÓÏ×É ÍÉÎÕÓÏ×, Á ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ × �ÅÒ-×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ. �ÁË ËÁË × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÈ 10 (Ô. Å. Þ£ÔÎÏÅÞÉÓÌÏ), ÔÏ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË.10.6. Á) ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ì£ÛÁ, ËÁË É × 10.5. Â) ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ì£ÛÁ:ÏÎ ÓÔÁ×ÉÔ �+� ÍÅÖÄÕ 5-Ê É 6-Ê ÅÄÉÎÉ�ÁÍÉ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÈÏÄÙ ÄÅÌÁÅÔÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÈÏÄÁÍ ÷ÉÔÉ.10.7. åÓÌÉ ÷ÁÓÑ 11-Í ÈÏÄÏÍ ÓÔÁ×ÉÔ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ðÅÔÑ ÓÔÁ-×ÉÔ 4, Á ÅÓÌÉ ÷ÁÓÑ ÓÔÁ×ÉÔ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ðÅÔÑ ÓÔÁ×ÉÔ 2.10.8. éÚ 10 ÞÉÓÅÌ Ó �ÏÓÌÅÄÎÅÊ �ÉÆÒÏÊ 0; 1; : : : ; 9 ×ÓÅÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ 7, �ÏÜÔÏÍÕ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ×ÔÏÒÏÊ.10.9. Á) ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÀÝÉÊ (ÏÎ ÍÏÖÅÔ �Ï×ÔÏÒÑÔØ ÈÏ-ÄÙ �ÅÒ×ÏÇÏ). Â) úÁËÁÎÞÉ×ÁÀÝÉÊ �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ. ÷ÙÉÇÒÙÛÎÁÑ ÓÔÒÁ-ÔÅÇÉÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÔÁËÏ×Á: ÎÁ �ÅÒ×ÏÍ ÈÏÄÕ ÏÎ ÓÔÁ×ÉÔ �ÉÆÒÕ, ÎÁ 1 ÍÅÎØ-ÛÕÀ, ÞÅÍ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ �ÅÒ×ÙÍ, Á �ÏÔÏÍ ÏÎ �Ï×ÔÏÒÑÅÔ ÈÏÄÙ �ÅÒ×ÏÇÏ.�ÏÇÄÁ �Ï ÏËÏÎÞÁÎÉÉ ÉÇÒÙ ÞÉÓÌÏ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ×ÉÄA = a0(a0 − 1)a1a1a2a2 : : : asasb ≡
≡ (a0+ : : :+ as+ b)− ((a0− 1)+ a1+ : : :+ as) = b+1 (mod 11):îÏ b = 0; : : : ; 9, �ÏÜÔÏÍÕ b + 1, Á, ÚÎÁÞÉÔ, É A, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÄÅÌÉÔØÓÑÎÁ 11.10.10. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÉÎÉÅ ÛÁÒÙ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÔÒÏÊËÁÍÉ, Á ÂÅ-ÌÙÅ | Ä×ÏÊËÁÍÉ. úÁÄÁÞÁ Ó×ÅÄÅÎÁ Ë ÔÁËÏÊ: × ÑÝÉËÅ ÌÅÖÁÔ 15 : 3 ++ 12 : 2 = 11 ËÕÂÉËÏ×. úÁ ÏÄÉÎ ÈÏÄ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÂÒÁÔØ 1 ËÕÂÉË.ëÔÏ ×ÏÚØÍ£Ô �ÏÓÌÅÄÎÉÊ? òÅÛÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ | ÜÔÏ ÉÇÒÁ, × ËÏÔÏ-ÒÏÊ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÉÇÒÏËÏ×.10.11. ÷ ÜÔÏÊ ÉÇÒÅ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÉÊ, ÄÏ�ÕÓÔÉ× ÏÛÉÂËÕ, ÍÏÖÅÔ�ÒÏÉÇÒÁÔØ. ïÛÉÂËÁ | × ÔÏÍ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ Ó×ÏÅÇÏ ÈÏÄÁ ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÎÅ-×ÙÞÅÒËÎÕÔÙÍÉ ËÌÅÔËÉ ÔÏÌØËÏ × ÏÄÎÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ÉÌÉ ÔÏÌØËÏ × ÏÄÎÏÊÓÔÒÏËÅ, �ÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÑÑ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÕ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ×ÙÉÇÒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÍ ÈÏÄÏÍ. ðÒÏÉÇÒÁ×ÛÉÍ × ÜÔÏÊ ÉÇÒÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÔ, ËÔÏ ÓÄÅÌÁÅÔ



10. éÇÒÙ 399ÜÔÏÔ ÒÏËÏ×ÏÊ ÈÏÄ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÓÔÁ×ÛÕÀÓÑ �ÏÓÌÅ ×ÙÞ£ÒËÉ×Á-ÎÉÑ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ ÞÁÓÔØ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÄÏÓËÉ Ô × n ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÉÔØ ÓÅÂÅ ËÁË ÄÏÓËÕ (m− 1)× �. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, �ÏÓÌÅ ×ÙÞ£ÒËÉ×ÁÎÉÑ×ÅÒÔÉËÁÌÉ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏÓËÁ m × (n − 1). óÉÔÕÁ�ÉÑ, × ËÏÔÏÒÏÊ ËÁ-ÖÄÙÊ ÈÏÄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏËÏ×ÙÍ� | ÜÔÏ ÄÏÓËÁ 2 × 2. ðÒÉ ËÁÖÄÏÍÈÏÄÅ ÓÕÍÍÁÒÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÅÊ É ×ÅÒÔÉËÁÌÅÊ ÎÁ ÄÏÓËÅÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ ÎÁ 1. ðÏÜÔÏÍÕ Þ£ÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÓÕÍÍÙ × ÎÁÞÁÌÅ ÉÇÒÙÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔ �ÏÂÅÄÉÔÅÌÑ. ÷ �ÕÎËÔÅ Á) ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË,Á × �ÕÎËÔÁÈ Â) É ×) | ×ÔÏÒÏÊ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × �ÕÎËÔÅ Â) ÒÅ-ÛÁÀÝÉÍ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ×ÔÏÒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ.10.12. ÷ �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÉÇÒÙ (ÓÒÁ×ÎÉÔÅ Ó ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ å×ËÌÉÄÁ) ÏÂÑ-ÚÁÔÅÌØÎÏ ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÉÓÁÎ îïä ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. úÎÁÞÉÔ, ÂÕÄÕÔ ×Ù-�ÉÓÁÎÙ É ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ, ËÒÁÔÎÙÅ ÅÍÕ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÅ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÉÚÉÓÈÏÄÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ îïä ÒÁ×ÅÎ 1. ðÏÜÔÏÍÕ ÂÕÄÕÔ×Ù�ÉÓÁÎÙ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 1 ÄÏ 36. éÔÁË, ÉÇÒÁ ÂÕÄÅÔ �ÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ34 ÈÏÄÁ (Ä×Á ÞÉÓÌÁ ÂÙÌÉ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ ÓÎÁÞÁÌÁ), É ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ×ÔÏ-ÒÏÊ.10.13. úÁ ÏÓØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ×ÏÚØÍ£Í �ÒÑÍÕÀ, ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÕÀ 4-ÀÉ 5-À ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ. óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔ ×Ù-ÉÇÒÙÛ ×ÔÏÒÏÍÕ ÉÇÒÏËÕ.10.14. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ. ãÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÉÌÉ ÏÓÅ×ÁÑ ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÑ.10.15. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ. ðÅÒ×ÙÊ ÈÏÄ × �ÅÎÔÒ ÄÏÓËÉ, Á ÚÁ-ÔÅÍ | �ÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ.10.16. ÷ ÏÂÏÉÈ �ÕÎËÔÁÈ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË. Á) ïÓÅ×ÁÑÓÉÍÍÅÔÒÉÑ. Â) ãÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ. òÅÛÁÀÝÉÍ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ä×Á ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ �ÏÌÑ ÎÅ �ÏÂÉÔÙ, ÔÏ �ÏÌÑ,Ó ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÁ ÏÎÉ ÂØÀÔÓÑ, ÔÁËÖÅ ÎÅ �ÏÂÉÔÙ.10.17. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ×ÔÏÒÏÊ. ãÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ.10.18. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ. ðÅÒ×ÙÍ ÈÏÄÏÍ ÏÎ ÓÎÉÍÁÅÔ �ÅÎ-ÔÒÁÌØÎÕÀ ÛÁÛËÕ, Á �ÏÔÏÍ ÉÇÒÁÅÔ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏ-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ.10.19. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ×ÔÏÒÏÊ ÉÇÒÏË. åÇÏ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ: ËÁÖÄÙÍ ÈÏ-ÄÏÍ ÏÎ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÔ ÌÁÄØÀ ÎÁ ÂÏÌØÛÕÀ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ Á1{h8.10.20. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ×ÔÏÒÏÊ ÉÇÒÏË �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊÓÔÒÁÔÅÇÉÉ: ËÁÖÄÙÍ Ó×ÏÉÍ ÈÏÄÏÍ ÏÎ ÂÅÒÅÔ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ËÁÍÎÅÊ,ÓËÏÌØËÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÍ ÈÏÄÏÍ ×ÚÑÌ �ÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË, ÎÏ ÉÚ ÄÒÕÇÏÊ ËÕÞÉ.10.21. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË. ðÅÒ×ÙÍ ÈÏÄÏÍ ÏÎ ÂÅÒÅÔ ×ÓÅËÁÍÎÉ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ËÕÞÉ, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÉÇÒÁÅÔ ËÁË × ÚÁÄÁÞÅ 10.20.10.22. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ. ðÅÒ×ÙÍ ÈÏÄÏÍ ÏÎ ÕÒÁ×ÎÉ×ÁÅÔ ËÏ-ÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÁÍÎÅÊ × ËÕÞËÁÈ, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÉÇÒÁÅÔ ËÁË × ÚÁÄÁÞÅ 10.20.



400 éÎ×ÁÒÉÁÎÔ10.23. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ. ðÅÒ×ÙÍ ÈÏÄÏÍ ÏÎ �ÒÏ×ÏÄÉÔ ÈÏÒÄÕ,�Ï ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÏ �Ï 9 ×ÅÒÛÉÎ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ,ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÈÏÄ ×ÔÏÒÏÇÏ ÏÎ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÈÏÄÏÍ �Ï ÄÒÕÇÕÀÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ ÜÔÏÊ ÈÏÒÄÙ.10.24. ÷ ÏÂÏÉÈ �ÕÎËÔÁÈ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ×ÔÏÒÏÊ. îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔÈÏÄÁ �ÅÒ×ÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ, ×ÔÏÒÏÊ ÍÏÖÅÔ �ÏÓÌÅ Ó×ÏÅÇÏ ÈÏÄÁ ÏÓÔÁ×ÉÔØÄ×Å ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ �Ï ÄÌÉÎÅ �Å�ÏÞËÉ ÌÅ�ÅÓÔËÏ×. äÁÌÅÅ | ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ.10.25. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ á. ïÎ ÓÔÁ×ÉÔ ÆÉÛËÕ ÔÏÇÏ ÖÅ �×ÅÔÁ × �ÒÏ-ÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ.10.26. �ÏÔ, ËÔÏ ÈÏÄÉÔ ×ÔÏÒÙÍ. ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅ ÓËÁÚÁÎÏ,ËÔÏ ÎÁÞÉÎÁÅÔ ÉÇÒÕ | á ÉÌÉ â. ðÕÓÔØ ÉÇÒÕ ÎÁÞÉÎÁÅÔ á. åÓÌÉ ÏÎ�ÒÉÂÉ×ÁÅÔ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÒÁÓÎÙÊ ÛÁÒ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ËÕÂÁ, ÔÏÉÇÒÏËÕ â ÌÕÞÛÅ ×ÓÅÇÏ × ÏÔ×ÅÔ �ÒÉÂÉÔØ ÔÁËÖÅ ËÒÁÓÎÙÊ ÛÁÒ × ÏÄÎÏÊÉÚ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ×ÅÒÛÉÎ É Ô. Ä. úÎÁÞÉÔ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ â.10.27. Á) ðÒÉ � = 9 ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÍÕ ÓÌÅÄÕÅÔ �ÅÒ×ÙÍ Ó×ÏÉÍÈÏÄÏÍ �ÅÒÅ�ÒÁ×ÉÔØ ÎÁ �ÌÀÓ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÍÉÎÕÓ, Á ÚÁÔÅÍ ÏÔ×Å-ÞÁÔØ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÈÏÄ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ ÈÏÄÏÍ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ �ÅÎÔÒÁ �Å�ÏÞËÉ. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÊ. ñÓÎÏ, ÞÔÏÜÔÁ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ �ÒÉÍÅÎÉÍÁ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÅÞ£ÔÎÏÍ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÞÉÓÌÅÍÉÎÕÓÏ×.Â) ðÒÉ � = 10 ÔÁËÖÅ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÊ: ÅÍÕ ÎÕÖÎÏ �ÅÒ-×ÙÍ ÈÏÄÏÍ �ÅÒÅ�ÒÁ×ÉÔØ Ä×Á �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÍÉÎÕÓÁ ÎÁ �ÌÀÓÙ, Á ÄÁÌØ-ÛÅ ÏÔ×ÅÞÁÔØ ÎÁ ÈÏÄ ×ÔÏÒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ ÈÏÄÏÍ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ �ÅÎÔÒÁ �Å�ÏÞËÉ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÔÁËÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ �ÒÉ×ÅÄÅÔ ÅÇÏË �ÏÂÅÄÅ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ Þ£ÔÎÏÍ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÍÉÎÕÓÏ×.10.28. Á) ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË. Â) ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊÉÇÒÏË.10.29. Á), Â) ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ×ÔÏÒÏÊ. ãÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ.×) ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ. ðÅÒ×ÙÍ ÈÏÄÏÍ ÏÎ �ÒÏÔÙËÁÅÔ ÒÑÄ, ÓÏÓÔÏ-ÑÝÉÊ ÉÚ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ËÕÂÉËÏ× ÞÅÔÙÒ£È ÓÌÏÅ× 3 × 3. äÁÌØÛÅ |�ÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ.10.30. ðÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, ËÔÏ ÏÔÌÏÍÉÔ ËÕÓÏË ÛÉÒÉÎÙ 1. ÷Ù-ÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË. ðÅÒ×ÙÍ ÈÏÄÏÍ ÏÎ ÒÁÚÌÁÍÙ×ÁÅÔ ÛÏËÏÌÁÄ-ËÕ ÎÁ Ä×Á ËÕÓËÁ 5× 5. äÁÌØÛÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ.10.31. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ: �ÅÒ×ÙÍ ÈÏÄÏÍ ÏÎ ÓÔÁ×ÉÔ ËÒÅÓÔÉË× �ÅÎÔÒÁÌØÎÕÀ ËÌÅÔËÕ. úÁÔÅÍ �ÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÈÏÄÁ ×ÔÏÒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁÏÎ ÓÔÁ×ÉÔ ËÒÅÓÔÉË × �ÅÎÔÒÁÌØÎÏ-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ËÌÅÔËÕ.10.32. Á) äÌÑ ×ÙÉÇÒÙÛÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÓÔÁ×ÌÑÔØ �ÁÒÔÎ£ÒÕ �ÒÉËÁÖÄÏÍ ÈÏÄÅ ÞÉÓÌÏ ËÁÍÎÅÊ, ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ 4. ðÅÒ×ÙÊ ÍÏÖÅÔ ÜÔÏÓÄÅÌÁÔØ, ÅÓÌÉ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÁÍÎÅÊ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4. Â) ðÅÒ×ÙÊ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ, ÅÓÌÉ n ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ m+ 1.



10. éÇÒÙ 40110.33. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ. ÷ÎÁÞÁÌÅ ÏÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔ 1, Á ÄÁÌÅÅ,ÅÓÌÉ ×ÔÏÒÏÊ �-Í ÈÏÄÏÍ �ÒÉÂÁ×ÌÑÅÔ Ô, ÔÏ �ÅÒ×ÙÊ (� + 1)-Í ÈÏÄÏÍ�ÒÉÂÁ×ÌÑÅÔ 11−Ô.10.34. Á) ðÏÌÏÖÅÎÉÅ × ÉÇÒÅ Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ Ó�ÉÞÅË, ÏÓÔÁ×-ÛÉÈÓÑ × ËÏÒÏÂËÅ, É Þ£ÔÎÏÓÔØÀ ÞÉÓÌÁ Ó�ÉÞÅË Õ ÉÇÒÏËÁ, ÉÍÅÀÝÅÇÏ�ÒÁ×Ï ÈÏÄÁ. íÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÉÇÒÙÛÎÙÅ �ÏÌÑ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ�(6k−1), ÎÅÞÅÔ�, �6k, ÎÅÞÅÔ� É �(6k+1), Þ£Ô�, ÇÄÅ k | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ,É �ÒÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÉÇÒÅ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÊ.10.35. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ×ÔÏÒÏÊ ÉÇÒÏË. ÷ÙÉÇÒÙÛÎÙÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ�ÏÚÉ�ÉÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÍÅÖÄÕ ÛÁÛËÁÍÉ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ËÒÁÔÎÏÅ 3 ÞÉÓÌÏ�ÕÓÔÙÈ ËÌÅÔÏË.10.36. ÷ÔÏÒÏÊ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÆÉÛËÁ× ÎÁÞÁÌØÎÏÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ ÓÔÏÉÔ ÎÁ �ÏÌÅ 4, 8 ÉÌÉ 12. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÕÞÁÅ×.1) ðÕÓÔØ ×ÎÁÞÁÌÅ ÆÉÛËÁ ÓÔÏÉÔ ÎÁ ËÌÅÔËÅ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ 0. �ÏÇÄÁ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ×ÔÏÒÏÊ ÉÇÒÏË, ÎÅ ÓÄÅÌÁ× ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÈÏÄÁ.2) ðÕÓÔØ ×ÎÁÞÁÌÅ ÆÉÛËÁ ÓÔÏÉÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ËÌÅÔÏË Ó ÎÏÍÅÒÁ-ÍÉ 1, 2 ÉÌÉ 3. úÄÅÓØ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË, �ÅÒÅÍÅÓÔÉ×ÆÉÛËÕ ÚÁ ÏÄÉÎ ÈÏÄ ÎÁ ËÌÅÔËÕ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ 0.3) äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÉÛËÁ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÔÏÉÔ ÎÁ ËÌÅÔËÅ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ 4.�ÏÇÄÁ ×ÙÉÇÒÁÅÔ ×ÔÏÒÏÊ ÉÇÒÏË: ÅÓÌÉ �ÅÒ×ÙÊ �ÅÒ×ÙÍ ÈÏÄÏÍ�ÅÒÅÄ×ÉÎÅÔ ÆÉÛËÕ ×ÌÅ×Ï ÎÁ 1, 2 ÉÌÉ 3 �ÏÌÑ, ÔÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÉÇÒÏ-ËÕ ÓÌÅÄÕÅÔ × ÏÔ×ÅÔ �ÅÒÅÄ×ÉÎÕÔØ Å£ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁ 3, 2ÉÌÉ 1 �ÏÌÅ, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÏÎÁ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÎÁ ËÌÅÔËÅ 0. �ÁËÏÊ ÏÔ-×ÅÔ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅÍ ÄÏ 4.4) ðÕÓÔØ ÆÉÛËÁ ×ÎÁÞÁÌÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ËÌÅÔÏË Ó ÎÏÍÅ-ÒÁÍÉ 5, 6 ÉÌÉ 7. îÁÞÉÎÁÀÝÅÍÕ ÓÌÅÄÕÅÔ �ÅÒÅÍÅÓÔÉÔØ ÆÉÛËÕÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁ 1, 2 ÉÌÉ 3 �ÏÌÑ | Ó ÔÅÍ ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ ÏËÁ-ÚÁÌÁÓØ ÎÁ ËÌÅÔËÅ 4, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÄÅÌÏ Ó×ÅÄ£ÔÓÑ Ë �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕÓÌÕÞÁÀ, ÎÏ Ó �ÅÒÅÍÅÎÏÊ ÉÇÒÏËÏ× ÍÅÓÔÁÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÙÉÇÒÙ-×ÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ.5) ðÕÓÔØ ÆÉÛËÁ ÓÔÏÉÔ ÎÁ �ÏÌÅ 8. úÄÅÓØ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ×ÔÏÒÏÊÉÇÒÏË, Ä×ÁÖÄÙ ÄÏ�ÏÌÎÑÑ ÞÉÓÌÏ �ÏÌÅÊ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ �ÅÒÅÍÅ-ÓÔÉÌ ÆÉÛËÕ ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÊ, ÄÏ 4.äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ ÆÉÛËÁ ×ÎÁÞÁÌÅ ÓÔÏÉÔ ÎÁ ËÌÅÔËÅ 9, 10 ÉÌÉ 11, ÔÏ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ, ÅÓÌÉ ÎÁ ËÌÅÔËÅ 12, ÔÏ ×ÔÏÒÏÊ ÉÇÒÏË, Á ÅÓÌÉ ÎÁËÌÅÔËÅ 13 ÉÌÉ 14, ÔÏ ÓÎÏ×Á �ÅÒ×ÙÊ.10.37. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË. ÷ÙÉÇÒÙÛÎÙÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ�ÏÚÉ�ÉÉ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ × ËÏÒÏÂËÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ 2n − 1 Ó�ÉÞËÁ. ðÅÒ×ÙÊÈÏÄ | ÏÓÔÁ×ÉÔØ 255 Ó�ÉÞÅË.



402 éÎ×ÁÒÉÁÎÔ10.38. ÷ ÜÔÏÊ ÉÇÒÅ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, ËÔÏ �ÏÌÕÞÉÔ ÅÄÉÎÉ�Õ. ðÏ-ÂÅÖÄÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ. ÷ÙÉÇÒÙÛÎÙÍÉ �ÏÚÉ�ÉÑÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÞ£ÔÎÙÅÞÉÓÌÁ.10.39. ÷ �ÕÎËÔÅ Á) ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ×ÔÏÒÏÊ ÉÇÒÏË, × �ÕÎËÔÅ Â) |�ÅÒ×ÙÊ. ÷ ÜÔÏÊ ÉÇÒÅ ×ÙÉÇÒÙÛÎÙÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÚÉ�ÉÉ, �ÒÉ ËÏÔÏ-ÒÙÈ × ËÁÖÄÏÊ ËÕÞËÅ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ó�ÉÞÅË.10.40. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË. úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ É×ÅÒÔÉËÁÌÉ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÉ × ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ. ëÏÏÒÄÉÎÁ-ÔÙ �ÏÌÑ Á1 | (1; 1), �ÏÌÑ h8 | (8; 8). ÷ÙÉÇÒÙÛÎÙÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ�ÏÚÉ�ÉÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÒÏÌØ ÓÔÏÉÔ ÎÁ �ÏÌÅ Ó Þ£ÔÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ-ÍÉ. ðÅÒ×ÙÊ ÈÏÄ | ÎÁ �ÏÌÅ b2.
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ë 10.41 ë 10.4210.41. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ×ÔÏÒÏÊ ÉÇÒÏË. ÷ÙÉÇÒÙÛÎÙÅ �ÏÚÉ�ÉÉ ÕËÁ-ÚÁÎÙ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ.10.42. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÁÎÁÌÉÚÏÍ Ó ËÏÎ�Á, ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ×ÙÉÇÒÙÛ-ÎÙÅ �ÏÚÉ�ÉÉ (ÓÍ. ÒÉÓ.). ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË, �ÒÉÞ£Í Õ ÎÅÇÏÅÓÔØ ÔÒÉ ×ÁÒÉÁÎÔÁ �ÅÒ×ÏÇÏ ÈÏÄÁ: ÎÁ �ÏÌÑ 
5, e3, d1.10.43. ðÒÏÎÕÍÅÒÕÅÍ ×ÅÒÔÉËÁÌÉ (Ó×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ) É ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ(Ó�ÒÁ×Á ÎÁÌÅ×Ï) ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 0 ÄÏ 7. ëÁÖÄÏÊ �Ï-ÚÉ�ÉÉ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÉÇÒÙ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ËÌÅÔËÕ, ÎÁÈÏÄÑÝÕÀÓÑ ÎÁ �ÅÒÅ-ÓÅÞÅÎÉÉ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ, ÒÁ×ÎÙÍ ÞÉÓÌÕ ËÁÍÎÅÊ × �ÅÒ×ÏÊËÕÞÅ, É ×ÅÒÔÉËÁÌÉ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ, ÒÁ×ÎÙÍ ÞÉÓÌÕ ËÁÍÎÅÊ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ËÕ-ÞÅ. èÏÄÕ × �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÉÇÒÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÈÏÄ ÆÅÒÚÑ ÉÚ 10.42,Ô. Å. ÍÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÌÉ ÉÇÒÕ Ó 10.42.10.44. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ. òÁÓÓÔÁÎÏ×ËÁ �ÌÀÓÏ× É ÍÉÎÕÓÏ×�ÏÓÌÅ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÄÏÓËÉ 12 × 12(ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ �ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÌÅ×ÙÊ ÎÉÖÎÉÊ ÕÇÏÌ) �ÏËÁ-ÚÁÎÁ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ.10.45. �ÁË ÍÏÖÅÔ ÉÇÒÁÔØ �ÅÒ×ÙÊ: ÏÎ ÓÔÁ×ÉÔ ËÒÅÓÔÉË × ÓÅÒÅÄÉ-ÎÕ ÄÏÓËÉ, Á ÄÁÌÅÅ ÂÕÄÅÔ ÓÔÁ×ÉÔØ ËÒÅÓÔÉËÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ×ÔÏÒÏÍÕÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ËÌÅÔËÉ.
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ë 10.44

10.46. üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÉ-ÍÅÒÏÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÉÎ-ÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÑ ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÁ ÄÌÑ �ÒÏ-×ÅÄÅÎÉÑ ÁÎÁÌÉÚÁ Ó ËÏÎ�Á. úÄÅÓØ �ÌÀ-ÓÁÍÉ É ÍÉÎÕÓÁÍÉ ÕÄÏÂÎÏ �ÏÍÅÞÁÔØÞÉÓÌÁ. ðÌÀÓÏÍ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÏÍÅ-ÞÅÎÙ ÞÉÓÌÁ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ 10. �Á-ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ×ÔÏÒÏÊÉÇÒÏË.10.47. áÎÁÌÉÚÉÒÕÑ Ó ËÏÎ�Á, ÎÁÈÏ-ÄÉÍ ×ÙÉÇÒÙÛÎÙÅ �ÏÚÉ�ÉÉ. üÔÏ ÞÉÓÌÁÏÔ 56 ÄÏ 111 É ÏÔ 4 ÄÏ 6. éÔÁË, ×Ù-ÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË (ÅÇÏ �ÅÒ×ÙÊÈÏÄ | × 4, 5 ÉÌÉ 6).10.48. áÎÁÌÉÚÉÒÕÑ Ó ËÏÎ�Á, ÎÁÈÏÄÉÍ ×ÙÉÇÒÙÛÎÙÅ �ÏÚÉ�ÉÉ:500; 250; 125; 62; 31; 15; 7; 3:÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË.10.49. áÎÁÌÉÚÉÒÕÑ Ó ËÏÎ�Á, ÎÁÈÏÄÉÍ ×ÙÉÇÒÙÛÎÙÅ �ÏÚÉ�ÉÉ |ÞÉÓÌÁ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ 3. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË, �ÅÒ×ÙÍ ÈÏÄÏÍÏÎ ÍÏÖÅÔ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ×ÙÞÅÓÔØ 1; 4; 16.10.50. ÷ÉÔÑ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ. ì£ÛÁ �ÒÉ �ÅÒ×ÏÍ Ó×Ï£Í ÈÏÄÅ �ÉÛÅÔÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ × �ÒÅÄÅÌÁÈ ÏÔ 16 ÄÏ 30. ÷ÉÔÅ × ÏÔ×ÅÔ ÌÕÞÛÅ ×ÓÅ-ÇÏ ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÞÉÓÌÏ 15. äÁÌÅÅ ì£ÛÁ �ÉÛÅÔ ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ × �ÒÅÄÅÌÁÈÏÔ 8 ÄÏ 14, Á ÷ÉÔÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÞÉÓÌÏ 7. úÁÔÅÍ ì£ÛÁ �ÉÛÅÔÞÉÓÌÏ ÏÔ 4 ÄÏ 6, Á ÷ÉÔÅ ÎÕÖÎÏ ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÞÉÓÌÏ 3. ì£ÛÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑÎÁ�ÉÓÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÞÉÓÌÏ 2, Á ÷ÉÔÅ | 1.10.51. ðÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ �ÕÎËÔÙ Á) É Â) × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÛÁÈÍÁÔ-ÎÏÊ ÄÏÓËÉ. éÇÒÁ Á) ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÉÇÒÅ ÉÚ ÚÁÄÁ-ÞÉ 10.41. òÁÓÓÔÁÎÏ×ËÁ �ÌÀÓÏ× É ÍÉÎÕÓÏ× × �ÕÎËÔÅ Â) ÔÁËÁÑ ÖÅ, ËÁË× �ÕÎËÔÅ Á) (�+� Ó �ÏÌÑ Á2 É ÄÁÌÅÅ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÏ). ÷ ÏÂÏÉÈ �ÕÎËÔÁÈ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË.10.52. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË. ÷ÙÉÇÒÙÛÎÙÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ�ÏÚÉ�ÉÉ Ó Ä×ÕÍÑ ÎÅÞ£ÔÎÙÍÉ ËÕÞËÁÍÉ. ðÅÒ×ÙÊ ÈÏÄ | ÓßÅÓÔØ ËÕÞ-ËÕ ÉÚ 21 ËÏÎÆÅÔÙ É ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ËÕÞËÕ ÉÚ 20 ËÏÎÆÅÔ ÎÁ ÌÀÂÙÅ Ä×ÅÎÅÞ£ÔÎÙÅ ËÕÞËÉ.10.53. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË. ÷ÙÉÇÒÙÛÎÙÅ �ÏÚÉ�ÉÉ |ÔÅ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ × ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ �Ï ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ËÁÍÎÅÊ ËÕÞËÅ ÏÓÔÁ-ÅÔÓÑ 2�−1 ËÁÍÅÎØ. ðÅÒ×ÙÊ ÈÏÄ | �ÅÒ×ÕÀ É ×ÔÏÒÕÀ ËÕÞËÉ ÍÏÖÎÏÒÁÚÂÉ×ÁÔØ ËÁË ÕÇÏÄÎÏ, Á ÔÒÅÔØÀ | ÎÁ ËÕÞËÕ ÉÚ 63 ËÁÍÎÅÊ É ËÕÞËÕÉÚ 7 ËÁÍÎÅÊ.



404 éÎ×ÁÒÉÁÎÔ10.54. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË. ðÏÓËÏÌØËÕ Ó×ÏÉÍ ÈÏÄÏÍ ÏÎÍÏÖÅÔ ×ÚÑÔØ 1; 2; : : : ; 5 Ó�ÉÞÅË, ÔÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÉÇÒÏËÕ ÏÎ ×ÓÅÇÄÁ ÏÓÔÁ-×ÌÑÅÔ ÞÉÓÌÏ Ó�ÉÞÅË, ËÒÁÔÎÏÅ 6. þÅÒÅÚ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÈÏÄÏ× ÏÎ ÏÓÔÁ-×ÉÔ ×ÔÏÒÏÍÕ ÉÇÒÏËÕ ÒÏ×ÎÏ 6 Ó�ÉÞÅË.10.55. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ. òÁÚÏÂØ£Í ×ÓÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÎÁÞÉ-ÎÁÑ Ó 2, ÎÁ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ �ÁÒÙ ×ÉÄÁ (2k; 2k + 1). �ÏÇÄÁ ÓÒÅÄÉÔÒ£È ÞÉÓÅÌ n; n− 1; n− 2 Ä×Á ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÁÒÕ. îÁÞÉÎÁÀÝÉÊ �ÅÒ×ÙÍÈÏÄÏÍ ÆÉÛËÕ, ÓÔÏÑÝÕÀ ÎÁ �ÏÌÅ Ó ÔÅÍ ÎÏÍÅÒÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ �Ï�ÁÌ× �ÁÒÕ, �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÁ �ÏÌÅ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ 1. îÁ ÈÏÄ ×ÔÏÒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ�ÅÒ×ÙÊ ÓÔÁ×ÉÔ ÏÓÔÁ×ÛÕÀÓÑ ÆÉÛËÕ ÎÁ �ÏÌÅ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ �ÁÒÕ.10.56. åÓÌÉ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÔ Þ£ÒÎÙÅ, ÔÏ ÂÅÌÙÅ, ÎÅ ÍÅÎÑÑ �ÏÚÉ�ÉÉ,�ÅÒÅÄÁÀÔ ÈÏÄ.10.57. ðÕÓÔØ Õ ÎÏÌÉËÏ× ÅÓÔØ ×ÙÉÇÒÙÛÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ. �ÏÇÄÁÜÔÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÅÊ ÍÏÇÕÔ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ËÒÅÓÔÉËÉ, ÉÇÎÏÒÉÒÕÑ Ó×ÏÊÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÚÎÁË.Á) Â)×) Ç)
ë 10.58

10.58. îÁÞÉÎÁÀÝÉÊ ÄÏÌÖÅÎ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ�ÅÒ×ÙÊ ËÒÅÓÔÉË ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÂÌÉÚËÏ Ë ÇÒÁ-ÎÉ�Å (ÎÅ ÂÌÉÖÅ ÞÅÍ ÎÁ 7 ËÌÅÔÏË). ìÅÇËÏ�ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÎÁÉÌÕÞÛÉÊ ÍÅÔÏÄ ÚÁÝÉÔÙ ÄÌÑ×ÔÏÒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ �Ï-ÓÔÁ×ÉÔØ �ÅÒ×ÙÊ ÎÕÌÉË �Ï ÓÏÓÅÄÓÔ×Õ Ó ËÒÅ-ÓÔÉËÏÍ. éÍÅÀÔÓÑ Ä×Å �ÒÉÎ�É�ÉÁÌØÎÏ ÒÁÚ-ÎÙÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ (ÒÉÓ. Á É Â); �ÒÏÞÉÅ Ó×Ï-ÄÑÔÓÑ Ë ÉÚÏÂÒÁÖ£ÎÎÙÍ �Ï×ÏÒÏÔÏÍ ÌÉÓÔÁ. òÁÚÂÅÒ£Í ÂÏÌÅÅ ÔÒÕÄÎÙÊ×ÁÒÉÁÎÔ, �ÏËÁÚÁÎÎÙÊ ÎÁ ÒÉÓ. Â. ðÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË ÓÔÁ×ÉÔ ËÒÅÓÔÉË,ËÁË ÜÔÏ �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. ×. åÓÌÉ ÎÕÌÉË ÎÅ ÂÕÄÅÔ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎ ÎÁ �ÏÌÅÍÅÖÄÕ ËÒÅÓÔÉËÁÍÉ, ÔÏ ËÒÅÓÔÉËÉ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÔ ÚÁ Ä×Á ÈÏÄÁ, �ÏÓÔÁ-×É× 4 ÚÎÁËÁ �Ï ×ÅÒÔÉËÁÌÉ. îÁÉÌÕÞÛÉÊ ×ÔÏÒÏÊ ÈÏÄ ÎÕÌÉËÏ× É ÏÔ×ÅÔËÒÅÓÔÉËÏ× ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. Ç. �Å�ÅÒØ ËÒÅÓÔÉËÉ ÉÍÅÀÔ Ä×Å Ó×Ï-ÂÏÄÎÙÈ �Ä×ÏÊËÉ� �Ï ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÍ. ðÒÏÉÇÒÙÛ ÎÕÌÉËÏ× ÎÅÉÚÂÅÖÅÎ,ÎÕÌÉËÉ �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÀÔ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÞÅÒÅÚ 3 ÈÏÄÁ �Ï ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÄÉÁÇÏ-ÎÁÌÅÊ.óÌÕÞÁÊ ÎÁ ÒÉÓ. Á �ÒÏÝÅ. ëÒÅÓÔÉËÉ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÔ ÚÁ �ÑÔØ ÈÏÄÏ×.10.59. îÁ ÄÏÓËÅ ÉÚ 7 ËÌÅÔÏË, �ÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ, ÎÁÞÉÎÁÀ-ÝÉÊ ÍÏÖÅÔ ×ÙÉÇÒÁÔØ, ËÁË ÂÙ ÎÉ ÉÇÒÁÌ ÅÇÏ �ÒÏÔÉ×ÎÉË: ÓÎÁÞÁÌÁ ÏÎÓÔÁ×ÉÔ ËÒÅÓÔÉË ÎÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÒÑÄÏ×, Á ÚÁÔÅÍ ÎÁ ÏÄÎÕ ÉÚ ÓÒÅÄÎÉÈËÌÅÔÏË × ÒÑÄÕ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÎÅÔ ÎÕÌÑ.ðÒÉ ÌÀÂÏÍ ÈÏÄÅ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ �ÅÒ×ÙÊ ÍÏÖÅÔ ×ÙÉÇÒÁÔØ ÎÁ ÔÒÅ-ÔØÅÍ ÈÏÄÕ. åÓÌÉ ÄÏÓËÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÉÚ 6 ËÌÅÔÏË, ÔÏ ×ÔÏÒÏÊÕÞÁÓÔÎÉË ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÅÔ �ÒÅÄÏÔ×ÒÁÔÉÔØ �ÏÂÅÄÕ �ÅÒ×ÏÇÏ. äÏËÁÖÅÍ



10. éÇÒÙ 405ÜÔÏ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÒÏÊËÏÊ ÔÒÉ ÒÑÄÏÍ ÓÔÏÑÝÉÅ ËÌÅÔËÉ. îÁ ÒÉÓ. ÁÉÍÅÅÔÓÑ ÞÅÔÙÒÅ ÔÒÏÊËÉ: (1; 2; 3); (2; 3; 4); (3; 4; 5) É (4; 5; 6), Á ÎÁÒÉÓ. Ç | 3 ÔÒÏÊËÉ: (5; 2; 3); (3; 5; 6) É (1; 4; 6).Á) 1 2 3 4 5 6 Â) 1 2 3 4 56 ×) 1 2 3 456 Ç) 1 2 34 56ë 10.59

ë 10.59
þÔÏÂÙ �ÒÅÄÏÔ×ÒÁÔÉÔØ �ÏÂÅÄÕ �ÅÒ×ÏÇÏ, ×ÔÏÒÏÍÕ ÄÏ-ÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÎÕÌÉËÕ ÎÁ ËÁÖÄÕÀÔÒÏÊËÕ. åÓÌÉ ÅÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ ÔÒÏÅË, ÔÏ ×ÔÏÒÏÊÕÞÁÓÔÎÉË ÍÏÖÅÔ Ä×ÕÍÑ ÈÏÄÁÍÉ ��ÅÒÅËÒÙÔØ� ÉÈ. ðÕÓÔØÅÓÔØ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ ÔÒÏÅË. åÓÌÉ ÒÑÄÏÍ ÓÔÏÉÔ 5 ÉÌÉ 6 ËÌÅ-ÔÏË, ÔÏ ×ÓÅ ÔÒÏÊËÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÜÔÏÍ ÒÑÄÕ (ÒÉÓ. Á ÉÂ). ðÏÓÔÁ×É× ÎÏÌÉË ÎÁ ÔÒÅÔØÀ ÏÔ ËÒÁÑ ËÌÅÔËÕ, ×ÔÏÒÏÊÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ ÎÅ�ÅÒÅËÒÙÔÕÀ ÔÒÏÊËÕ, ËÏÔÏÒÕÀ ÏÎ ÍÏÖÅÔ�ÅÒÅËÒÙÔØ ×ÔÏÒÙÍ ÈÏÄÏÍ. åÓÌÉ ÉÍÅÀÔÓÑ 4 ÒÑÄÏÍ ÓÔÏÑÝÉÅ ËÌÅÔËÉ,ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÁÍÏÅ ÂÏÌØÛÅÅ ÏÄÎÁ ÔÒÏÊËÁ, ÎÅÓÔÏÑÝÁÑ × ÜÔÏÍ ÒÑÄÕ(ÒÉÓ. ×). úÁÎÑ× ÏÄÎÕ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÒÅÄÎÉÈ ËÌÅÔÏË ÒÑÄÁ ÄÌÉÎÙ 4, ×ÔÏÒÏÊÕÞÁÓÔÎÉË �ÅÒÅËÒÙ×ÁÅÔ ÏÂÅ ÔÒÏÊËÉ, ÓÔÏÑÝÉÅ × ÜÔÏÍ ÒÑÄÕ, Á ×ÔÏÒÙÍÓ×ÏÉÍ ÈÏÄÏÍ �ÅÒÅËÒÙ×ÁÅÔ ÏÓÔÁ×ÛÕÀÓÑ ÔÒÏÊËÕ.ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÎÉËÁËÉÅ ÞÅÔÙÒÅ ËÌÅÔËÉ ÎÅ ÓÔÏÑÔ × ÒÑÄ(�ÒÉ ÜÔÏÍ 6 ËÌÅÔÏË ÍÏÇÕÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÔÒ£È ÔÒÏÅË). åÓÌÉÅÓÔØ ÔÒÉ ÔÒÏÊËÉ, ÔÏ ËÁÖÄÙÅ Ä×Å ÉÚ ÎÉÈ ÄÏÌÖÎÙ ÉÍÅÔØ ÏÂÝÕÀ ËÌÅÔ-ËÕ (ÒÉÓ. Ç) É ÅÓÔØ ÔÒÉ ÔÁËÉÅ ËÌÅÔËÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ �ÏÄ×Å ÔÒÏÊËÉ. ðÏÓÔÁ×É× ÎÏÌÉË ÎÁ ÏÄÎÕ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÌÅÔÏË, ×ÔÏÒÏÊ ÕÞÁÓÔ-ÎÉË �ÅÒ×ÙÍ ÖÅ ÈÏÄÏÍ �ÅÒÅËÒÏÅÔ Ä×Å ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÒÏÅË, ÏÓÔÁ×ÛÕÀÓÑÏÎ �ÅÒÅËÒÏÅÔ ×ÔÏÒÙÍ ÈÏÄÏÍ.10.60.íÏÖÅÔ. åÓÌÉ ÄÅ×ÏÞËÁ ÂÅÒ£Ô ËÏÎÆÅÔÕ ÉÚ ËÏÒÏÂËÉ, × ËÏÔÏ-ÒÏÊ ÌÅÖÉÔ ÏÄÎÁ ËÏÎÆÅÔÁ, ÔÏ ÍÁÌØÞÉË ÂÅÒ£Ô ËÏÎÆÅÔÕ ÉÚ ËÏÒÏÂËÉ,× ËÏÔÏÒÏÊ ÂÏÌØÛÅ ÏÄÎÏÊ ËÏÎÆÅÔÙ. åÓÌÉ ÄÅ×ÏÞËÁ ÂÅÒ£Ô ËÏÎÆÅÔÕ ÉÚËÏÒÏÂËÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÒÏ×ÎÏ Ä×Å ËÏÎÆÅÔÙ, ÔÏ ÍÁÌØÞÉË ÂÅÒ£Ô ÏÓÔÁ×-ÛÕÀÓÑ ËÏÎÆÅÔÕ ÉÚ ÔÏÊ ÖÅ ËÏÒÏÂËÉ. åÓÌÉ ÄÅ×ÏÞËÁ ÂÅÒ£Ô ËÏÎÆÅÔÕÉÚ ËÏÒÏÂËÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÂÏÌØÛÅ Ä×ÕÈ ËÏÎÆÅÔ, ÔÏ ÍÁÌØÞÉË ÂÅÒ£Ô ËÏÎ-ÆÅÔÕ ÉÚ ËÏÒÏÂËÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ËÏÎÆÅÔÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÁÌØÞÉË ÓÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ Ó×ÏÊ ÈÏÄ,×ÅÄ£ÔÓÑ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ. âÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÅÇÏ × ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÅ: ÍÁÌØ-ÞÉË ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ k ÈÏÄÏ×, É �ÏÓÌÅ ÅÇÏ k-ÇÏ ÈÏÄÁ ÞÉÓÌÏ ÎÅ�ÕÓÔÙÈËÏÒÏÂÏË ÒÁ×ÎÏ (50− k). âÁÚÁ (k = 0) ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. äÏËÁÖÅÍ �ÅÒÅÈÏÄ.åÓÌÉ ÄÅ×ÏÞËÁ ×ÚÑÌÁ (k + 1)-Í ÈÏÄÏÍ ËÏÎÆÅÔÕ ÉÚ ËÏÒÏÂËÉ Ó ÏÄÎÏÊ



406 éÎ×ÁÒÉÁÎÔËÏÎÆÅÔÏÊ, ÔÏ ÎÁ 50−k−1 ÎÅ�ÕÓÔÙÈ ËÏÒÏÂÏË �ÒÉÈÏÄÉÔÓÑ 100−2k−1ËÏÎÆÅÔ. ðÏ �ÒÉÎ�É�Õ äÉÒÉÈÌÅ, ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ËÏÒÏÂËÁ Ó ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÏÄ-ÎÏÊ ËÏÎÆÅÔÏÊ. åÓÌÉ ÄÅ×ÏÞËÁ ×ÚÑÌÁ ËÏÎÆÅÔÕ ÉÚ ËÏÒÏÂËÉ Ó Ä×ÕÍÑËÏÎÆÅÔÁÍÉ, ÔÏ �ÅÒÅÈÏÄ ÏÞÅ×ÉÄÅÎ. åÓÌÉ ÖÅ ÏÎÁ ×ÚÑÌÁ ËÏÎÆÅÔÕ ÉÚËÏÒÏÂËÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ ËÏÎÆÅÔ, ÔÏ ÎÁ 50− k ÎÅ�ÕÓÔÙÈ ËÏ-ÒÏÂÏË �ÒÉÈÏÄÉÔÓÑ 100− 2k − 1 ËÏÎÆÅÔ. úÎÁÞÉÔ, ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ËÏÒÏÂËÁÓ ÏÄÎÏÊ ËÏÎÆÅÔÏÊ.10.61. ÷ÔÏÒÏÊ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÒÉ ÞÉÓÌÅ ËÏÎÆÅÔ 2; 4; 16; 32; 64; : : : ,�ÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ ÎÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ä×ÏÊËÉ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÓÔÅ�ÅÎØÄ×ÏÊËÉ, Á ÉÚ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ä×ÏÊËÉ (ËÒÏÍÅ ÞÉÓÌÁ 2) ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÔÏÌØ-ËÏ ÎÅ ÓÔÅ�ÅÎØ Ä×ÏÊËÉ. éÔÁË, �ÒÉ 50 ËÏÎÆÅÔÁÈ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ.10.62. ÷ÙÉÇÒÁÅÔ á. óÁÍÙÊ ÓÅ×ÅÒÏ-×ÏÓÔÏÞÎÙÊ Ë×ÁÒÔÁÌ ÇÏÒÏ-ÄÁ ÂÕÄÅÔ ÏÓ×ÅÝ£Î × ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÓÌÅ �ÅÒ×ÏÇÏ ÈÏÄÁ. åÓÌÉ Õ ÷ÅÓÔØ ×ÙÉÇÒÙÛÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ, ÔÏ Õ ÎÅ£ ÅÓÔØ ×ÙÉÇÒÙÛÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÎÁÈÏÄ á, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ × ÏÓ×ÅÝÅÎÉÉ ÔÏÌØËÏ ÓÅ×ÅÒÏ-×ÏÓÔÏÞÎÏÇÏ Ë×ÁÒÔÁÌÁ.îÏ ÜÔÏÔ ÖÅ ÈÏÄ ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ á É ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ×ÙÉÇÒÙÛÎÏÊÓÔÒÁÔÅÇÉÅÊ ÷.10.63. Á) ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ: �ÅÒ×ÙÍ ÈÏÄÏÍ ÏÓ×ÅÝÁÅÍ ÍÁË-ÓÉÍÁÌØÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ, ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÊ Ó ÄÁÎÎÙÍ. äÁÌÅÅ | ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ. Â) ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ. ðÒÉÍÅÎÉÔÅ ÉÎÄÕË�ÉÀ.ðÅÒ×ÙÊ ÈÏÄ | × �ÒÁ×ÕÀ ÎÉÖÎÀÀ ÕÇÌÏ×ÕÀ ËÌÅÔËÕ. äÁÌÅÅ �ÅÒ×ÙÊÍÏÖÅÔ ËÁÖÄÙÍ ÈÏÄÏÍ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÔØ ÄÏÓËÕ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ��ÒÑÍÏÕÇÏÌØ-ÎÉË ÂÅÚ ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÌÅÔËÉ�.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉ-ËÁ ×ÓÅÇÄÁ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ×ÔÏÒÏÊ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÕÓÔØ ×ÔÏÒÏÊ ÉÍÅ-ÅÔ ×ÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÈÏÄÅ �ÒÁ×ÁÑ ÎÉÖÎÑÑ ËÌÅÔËÁ ×ÓÅÇÄÁ ÏÓ×ÅÝÁÅÔÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ 1-Ê�ÅÒ×ÙÍ ÈÏÄÏÍ ÄÅÌÁÅÔ ÈÏÄ × �ÒÁ×ÙÊ ÎÉÖÎÉÊ ÕÇÏÌ, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ÈÏÄ2-ÇÏ �ÒÉ×ÅÄÅÔ Ë ÔÏÍÕ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ, ÅÓÌÉ ÂÙ 1-Ê ÄÏ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÈÏ-ÄÉÌ. ðÏÜÔÏÍÕ 1-Ê ÓÍÏÖÅÔ ÔÅ�ÅÒØ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ 2-ÇÏ É ×Ù-ÉÇÒÁÔØ. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ×ÓÅÇÄÁ �ÅÒ×ÙÊ (ÎÏ Ñ×ÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÅ ÉÚ×ÌÅ-Þ£ÛØ).10.64. õËÁÚÁÎÉÅ. éÓËÕÓÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÅÒÅÂÏÒÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ. ÷Ù-ÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ, ÓËÁÚÁ× �ÅÒ×ÙÍ ÈÏÄÏÍ 2 ÆÒÁÚÙ (ÄÁÌØÎÅÊÛÅÅÒÅÛÅÎÉÅ | �ÅÒÅÂÏÒ ×ÁÒÉÁÎÔÏ×). íÏÖÎÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØ ÓÌÕÞÁÉ Ó ÄÒÕ-ÇÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÆÒÁÚ.10.65. Á) �ÅÒ×ÙÊ, ÂÒÁÔØ 300; Â) �ÅÒ×ÙÊ, ÂÒÁÔØ 300 ÉÌÉ 500;×) �ÅÒ×ÙÊ, 600; Ç) �ÅÒ×ÙÊ, 10; Ä) �ÅÒ×ÙÊ, 201; Å) �ÅÒ×ÙÊ, 400; Ö) ÎÉ-ÞØÑ �ÒÉ Á+ d = b+ Ó; ÉÎÁÞÅ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ: �ÒÉ Á+ d > b+ ÓÂÒÁÔØ d, �ÒÉ Á+ d < b+ Ó ÂÒÁÔØ b.



10. éÇÒÙ 40710.66. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ×ÔÏÒÏÊ. åÓÌÉ �ÅÒ×ÙÊ �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÅÔ ÉÚ×ÔÏÒÏÊ ÑÍËÉ × ÔÒÅÔØÀ, ÔÏ ×ÔÏÒÏÊ �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÅÔ ÉÚ ÞÅÔ×£ÒÔÏÊ× �ÑÔÕÀ, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. äÁÌÅÅ ×ÔÏÒÏÊ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ×ÓÅÇÄÁ. åÓÌÉ ÖÅ�ÅÒ×ÙÊ �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÅÔ ÉÚ �ÅÒ×ÏÊ ÑÍËÉ ×Ï ×ÔÏÒÕÀ, ÔÏ ×ÔÏÒÏÊ |ÉÚ ÔÒÅÔØÅÊ × ÞÅÔ×£ÒÔÕÀ, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. äÁÌÅÅ ×ÔÏÒÏÊ �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÅÔÛÁÒÉËÉ ÔÏÌØËÏ ÉÚ Þ£ÔÎÙÈ ÑÍÏË.10.67. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ. óÎÁÞÁÌÁ ÏÎ ×ÙÞ£ÒËÉ×ÁÅÔ 27, ÚÁÔÅÍÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k ≡ i (mod 5) �ÒÉ i 6= 0, ×ÙÞÅÒËÎÕÔÏÇÏ ×ÔÏÒÙÍ ÉÇÒÏ-ËÏÍ, �ÅÒ×ÙÊ ×ÙÞ£ÒËÉ×ÁÅÔ ÞÉÓÌÏ, ÒÁ×ÎÏÅ 5− i (mod 5). åÓÌÉ ×ÔÏÒÏÊ×ÙÞ£ÒËÉ×ÁÅÔ ÞÉÓÌÏ, ÒÁ×ÎÏÅ 0 (mod 5), ÔÏ �ÅÒ×ÙÊ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ×ÙÞ£ÒËÉ×ÁÅÔ ÞÉÓÌÏ, ÒÁ×ÎÏÅ 1 (mod 5), Á ÚÁÔÅÍ ÎÁ ÜÔÏÔ ÈÏÄ �ÅÒ-×ÙÊ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ×ÙÞ£ÒËÉ×ÁÎÉÅÍ ÞÉÓÌÁ, ÒÁ×ÎÏÇÏ 0 (mod 5); ÔÁË ËÁË1 + : : :+ 26 = 1 (mod 5).10.68. óÎÁÞÁÌÁ �ÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË ×ÙÞ£ÒËÉ×ÁÅÔ 9 ÞÉÓÅÌ ÏÔ 47 ÄÏ 55.ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ Ä×Å ÇÒÕ��Ù: ÏÔ 1 ÄÏ 46 É ÏÔ 56ÄÏ 101. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k, ×ÙÞÅÒËÎÕÔÏÇÏ ×ÔÏÒÙÍ ÉÇÒÏËÏÍ, �ÅÒ×ÙÊ ×Ù-Þ£ÒËÉ×ÁÅÔ |55− k|; ÒÁÚÎÏÓÔØ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÁ 55.10.69. ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ �ÅÒ×ÙÊ ÍÕÄÒÅ� ×ÙÞÅÒËÎÅÔ ×ÓÅ ÎÅÞ£ÔÎÙÅÞÉÓÌÁ, ÚÁÔÅÍ ×ÔÏÒÏÊ | ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ, ÂÏÌØÛÉÅ 512 (ÉÈ ÏÓÔÁÌÏÓØ 256),ÚÁÔÅÍ �ÅÒ×ÙÊ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ, ÂÏÌØÛÉÅ 256, É Ô. Ä. �ÏÇÄÁ × ÉÔÏÇÅ ×ÔÏ-ÒÏÊ Õ�ÌÁÔÉÔ �ÅÒ×ÏÍÕ 32. îÅÓÌÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÙÊ ×ÓÅÇÄÁÍÏÖÅÔ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 32, Á ×ÔÏÒÏÊ | ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÎÅÂÏÌØÛÅ 32.10.70. ÷ÉÔÑ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ: ÏÎ ×ÙÂÉÒÁÅÔ �ÅÎÔÒ ËÁËÏÊ-ÔÏ ËÌÅÔ-ËÉ É ÏÔÍÅÞÁÅÔ ÔÏÞËÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÔÏÞËÁÍ ì£ÛÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÜÔÏÇÏ �ÅÎÔÒÁ. ðÏÓÌÅ 6 ÈÏÄÏ× ì£ÛÁ ÍÏÖÅÔ ÏÔÍÅÞÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÕÚ-ÌÙ, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÅ × 6 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÈ ËÁ-ÖÄÏÊ ÓÔÏÒÏÎÏÊ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ É �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÍÉ ÓÏÓÅÄÎÉÈ Ó ÎÅÊÓÔÏÒÏÎ.10.71. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ. ðÅÒ×ÙÊ ÚÁËÒÁÛÉ×ÁÅÔ Ë×ÁÄÒÁÔ 18×
× 18, �ÒÉÍÙËÁÀÝÉÊ Ë ÂÏÌØÛÅÊ ÓÔÏÒÏÎÅ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÔÁË, ÞÔÏ-ÂÙ ÏÓØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ É ÏÓØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ-×�ÁÌÉ. �ÏÇÄÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÏÂÝÅÊ ÏÓÉ ÏÓÔÁÔÏË �ÒÑÍÏÕÇÏÌØ-ÎÉËÁ ÒÁÓ�ÁÄ£ÔÓÑ ÎÁ Ä×Å ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ. �Å�ÅÒØ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÈÏÄ×ÔÏÒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ �ÅÒ×ÙÊ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÈÏÄÏÍ, �ÒÉÞ£ÍÕ �ÅÒ×ÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ ÈÏÄ ×ÓÅÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ, ÔÁË ËÁË ×ÔÏÒÏÊ ÎÅ ÍÏÖÅÔÚÁËÒÁÓÉÔØ Ë×ÁÄÒÁÔ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÊ ÏÓØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ.10.72. äÁ. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ×ÔÏÒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ. ðÅÒ×ÙÅ 1000ÈÏÄÏ× ÏÎ �ÒÏ�ÕÓËÁÅÔ. èÏÄ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ n > 1000 ÏÎ ÄÅÌÁÅÔ ÔÁË:1) ÅÓÌÉ ÎÁ n-Í É (2000−n)-Í ÍÅÓÔÁÈ ÓÔÏÑÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÂÕË×Ù |ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÄÅÌÁÅÔ;



408 éÎ×ÁÒÉÁÎÔ2) ÅÓÌÉ ÎÁ ÜÔÉÈ ÍÅÓÔÁÈ | ÒÁÚÎÙÅ ÂÕË×Ù, ÔÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÔÏÉÔ ÎÁ 1000-Í ÍÅÓÔÅ. ÷ÔÏÒÏÊÉÇÒÏË ÍÅÎÑÅÔ Å£ Ó 1000-Ê ÂÕË×ÏÊ.10.73. òÁÚÏÂØ£Í ÄÏÓËÕ ÎÁ ÞÅÔÙÒÅ ÞÁÓÔÉ �Ï Ä×Å ×ÅÒÔÉËÁÌÉ ×ËÁÖÄÏÊ. ðÕÓÔØ Þ£ÒÎÙÅ × ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÈÏÄ ÂÅÌÙÈ × ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÞÁÓÔÉÄÅÌÁÀÔ ÈÏÄ × ÔÏÊ ÖÅ ÞÁÓÔÉ. �ÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ Þ£ÒÎÙÅ ÌÉÛÁÔ ÂÅÌÙÈ ×ÏÚ-ÍÏÖÎÏÓÔÉ ÈÏÄÉÔØ × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÞÁÓÔÅÊ, ÔÏ ÂÅÌÙÅ ÎÅ ÓÍÏÇÕÔ ÈÏÄÉÔØ×ÏÏÂÝÅ. éÔÁË, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ×ÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ Þ£Ò-ÎÙÈ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÉÇÒÁ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ × �ÒÅÄÅÌÁÈ Ä×ÕÈ ×ÅÒÔÉËÁ-ÌÅÊ. åÓÌÉ ÂÅÌÙÅ �ÅÒÅÄ×ÉÇÁÀÔ Ó×ÏÀ ÆÉÛËÕ ÎÁ k ËÌÅÔÏË ×�ÅÒ£Ä, ÔÏÞ£ÒÎÙÅ �ÅÒÅÄ×ÉÇÁÀÔ Ó×ÏÀ ÆÉÛËÕ, ÓÔÏÑÝÕÀ × ÄÒÕÇÏÊ ×ÅÒÔÉËÁÌÉ,ÎÁ k ËÌÅÔÏË ×�ÅÒ£Ä. åÓÌÉ ÖÅ ÂÅÌÙÅ �ÅÒÅÄ×ÉÇÁÀÔ Ó×ÏÀ ÆÉÛËÕ ÎÁ kËÌÅÔÏË ÎÁÚÁÄ, ÔÏ Þ£ÒÎÙÅ �ÅÒÅÄ×ÉÇÁÀÔ Ó×ÏÀ ÆÉÛËÕ, ÓÔÏÑÝÕÀ × ÔÏÊÖÅ ×ÅÒÔÉËÁÌÉ, ÎÁ k ËÌÅÔÏË ×�ÅÒ£Ä. �ÏÇÄÁ �ÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÈÏÄÁ Þ£Ò-ÎÙÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÆÉÛËÁÍÉ, ÓÔÏÑÝÉÍÉ × ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÔÉËÁÌÉ, ÉÆÉÛËÁÍÉ, ÓÔÏÑÝÉÍÉ × ÄÒÕÇÏÊ ×ÅÒÔÉËÁÌÉ, ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù-ÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÈÏÄ ÂÅÌÙÈ Þ£ÒÎÙÅ ÉÍÅÀÔ ÏÔ×ÅÔÎÙÊ ÈÏÄ, Á,ÚÎÁÞÉÔ, Þ£ÒÎÙÅ ÎÅ ÍÏÇÕÔ �ÒÏÉÇÒÁÔØ. �ÁË ËÁË Þ£ÒÎÙÅ ÈÏÄÑÔ ÔÏÌØËÏ×�ÅÒ£Ä, ÔÏ ÉÇÒÁ ÚÁËÏÎÞÉÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÈÏÄÏ×.10.74. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ÇÒÁÎÅÊ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏ-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ. ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÏÔÉ×, ×ÓÅ ÅÇÏn ÇÒÁÎÅÊ | ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ. �ÏÇÄÁ Õ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ 3n=2 Ò£-ÂÅÒ (ÉÂÏ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÔÒ£È Ò£ÂÅÒ ÌÀÂÏÊ ÇÒÁÎÉ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÄÎÏ×ÒÅ-ÍÅÎÎÏ Ä×ÕÍ ÇÒÁÎÑÍ) É n ×ÅÒÛÉÎ (ÉÂÏ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÔÒ£È ×ÅÒÛÉÎ ÌÀÂÏÊÇÒÁÎÉ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÔÒ£Í ÇÒÁÎÑÍ). ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ üÊ-ÌÅÒÁ ÉÍÅÅÍ n+n−3n=2 = 2, Ô. Å. n = 4, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÀÚÁÄÁÞÉ. ðÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË, ÞÔÏÂÙ ×ÙÉÇÒÁÔØ, ÄÏÌÖÅÎ �ÅÒ×ÙÍ ÈÏÄÏÍ ÚÁ-ÎÑÔØ ÇÒÁÎØ á1, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÕÀÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ. ÷ÔÏÒÙÍ ÈÏÄÏÍ ÏÎÄÏÌÖÅÎ ÚÁÎÑÔØ Ó×ÏÂÏÄÎÕÀ ÇÒÁÎØ á2, �ÒÉÌÅÖÁÝÕÀ Ë ÇÒÁÎÉ á1 ÉÉÍÅÀÝÕÀ ÏÂÝÉÅ ÒÅÂÒÁ Ó Ä×ÕÍÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ á3, á4, ÔÁË-ÖÅ �ÒÉÌÅÖÁÝÉÍ Ë ÇÒÁÎÉ á1 (ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, �ÏÓËÏÌØËÕ ×ÔÏÒÏÊÉÇÒÏË ÍÏÇ ÚÁÎÑÔØ ÌÉÛØ ÏÄÎÕ ÇÒÁÎØ, �ÒÉÌÅÖÁÝÕÀ Ë ÇÒÁÎÉ á1). îÁ-ËÏÎÅ�, ÔÒÅÔØÉÍ ÈÏÄÏÍ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÚÁÎÑÔØ ÏÄÎÕ ÉÚ ÇÒÁÎÅÊ á3 ÉÌÉ á4,ÎÅ ÚÁÎÑÔÕÀ ×ÔÏÒÙÍ ÉÇÒÏËÏÍ. éÔÁË, �ÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÎÁÔÒÅÔØÅÍ ÈÏÄÕ.10.75. ðÕÓÔØ a1 6 : : : 6 a9 | ÞÉÓÌÁ, ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÅ ÎÁ ËÁÒÔÏÞ-ËÁÈ. åÓÌÉ a1 + a9 > a2 + a8, ÔÏ �ÅÒ×ÙÊ ÓÔÁ×ÉÔ ÞÉÓÌÏ a9 × ËÌÅÔËÕ 2(ÓÍ. ÒÉÓ.), Á ×ÔÏÒÙÍ Ó×ÏÉÍ ÈÏÄÏÍ | ÞÉÓÌÏ a2 (ÉÌÉ a1) × ÏÄÎÕ ÉÚËÌÅÔÏË 1 ÉÌÉ 4. åÓÌÉ a1 + a9 < a2 + a8, ÔÏ �ÅÒ×ÙÊ ÓÔÁ×ÉÔ ÞÉÓÌÏa1 × ËÌÅÔËÕ 2, Á ×ÔÏÒÙÍ Ó×ÏÉÍ ÈÏÄÏÍ | ÞÉÓÌÏ a9 (ÉÌÉ a8) × ÏÄ-ÎÕ ÉÚ ËÌÅÔÏË 1 ÉÌÉ 4. åÓÌÉ a1 + a9 = a2 + a8, ÔÏ �ÅÒ×ÙÊ ÍÏÖÅÔ



10. éÇÒÙ 409�ÒÉÍÅÎÉÔØ ÌÀÂÕÀ ÉÚ Ï�ÉÓÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÓÔÒÁÔÅÇÉÊ (�ÒÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊÉÇÒÅ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÇÒÙ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÎÉÞØÑ). 12 34ë 10.75
10.76. 30. ï�ÉÛÅÍ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ×ÔÏÒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ, ËÏ-ÔÏÒÁÑ ÏÂÅÓ�ÅÞÉÔ ÅÍÕ ÔÁËÕÀ ÓÕÍÍÕ. òÁÚÏÂØ£Í ×ÓÅ ÞÉÓÌÁÎÁ �ÁÒÙ: (1; 2), (3; 4); : : : ; (19; 20). ëÁÖÄÙÊ ÒÁÚ, ËÏÇÄÁ�ÅÒ×ÙÊ ÓÔÁ×ÉÔ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÚÎÁË �ÅÒÅÄ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÞÉ-ÓÅÌ, ËÒÏÍÅ 19 É 20, ×ÔÏÒÏÊ ÄÏÌÖÅÎ ÓÔÁ×ÉÔØ �ÒÏÔÉ×Ï�Ï-ÌÏÖÎÙÊ ÚÎÁË �ÅÒÅÄ ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÊ ÖÅ �ÁÒÙ. ëÁË ÔÏÌØËÏ�ÅÒ×ÙÊ ÓÔÁ×ÉÔ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÚÎÁË �ÅÒÅÄ ÞÉÓÌÏÍ �Ï-ÓÌÅÄÎÅÊ �ÁÒÙ, ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÁ×ÉÔ ÔÏÔ ÖÅ ÚÎÁË �ÅÒÅÄ ÄÒÕÇÉÍ ÉÚ ÜÔÉÈÞÉÓÅÌ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÁÑ ÓÕÍÍÁ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅÞÅÍ 19 + 20− 1− 1− : : :− 1(9 ÅÄÉÎÉ�) = 30.äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÙÊ ÍÏÖÅÔ ÎÅ �ÏÚ×ÏÌÉÔØ ×ÔÏÒÏÍÕ ×ÙÂÒÁÔØÂÏÌØÛÅ 30, ÅÓÌÉ ÂÕÄÅÔ �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ Ó×Ï£Í ÈÏÄÅ ÓÔÁ×ÉÔØ �ÅÒÅÄ ÎÁÉ-ÂÏÌØÛÉÍ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÞÉÓÅÌ ÚÎÁË, �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÊ ÚÎÁËÕ ÉÍÅ-ÀÝÅÊÓÑ Ë ÜÔÏÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ ÓÕÍÍÙ (ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ 0, ÔÏ ÓÔÁ×ÉÔÓÑ�ÌÀÓ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ �ÁÒÔÉÀ. ðÕÓÔØ k-Ê ÈÏÄ | �ÏÓÌÅÄ-ÎÉÊ, × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÕÍÍÁ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË (×ËÌÀÞÁÑ ÈÏÄÙ,�ÅÒÅÄ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ 0). úÁ �ÅÒ×ÙÅ k−1 ÈÏÄÏ× ÂÕÄÕÔ ÚÁ×Å-ÄÏÍÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÙ ÞÉÓÌÁ 20; : : : ; 20− (k − 1). �ÁË ËÁË ÍÁËÓÉÍÁÌØ-ÎÁÑ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÓÕÍÍÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÍÏÖÅÔ �ÏÌÕÞÉÔØÓÑ �ÏÓÌÅ k-ÇÏ ÈÏÄÁ20 − (k − 1) + 20 − k = 41 − 2k. úÁ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ 10 − kÈÏÄÏ× ÓÕÍÍÁ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÎÁ 1, ÔÁË ËÁË �ÅÒ×ÙÊËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ×ÙÞÉÔÁÅÔ ÉÚ ÍÏÄÕÌÑ ÓÕÍÍÙ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑÞÉÓÅÌ m, Á ×ÔÏÒÏÊ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÄÏÂÁ×ÉÔØ Ë ÎÅÍÕ ÂÏÌØÛÅ m− 1. éÔÁË,× ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÓÕÍÍÁ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 41− 2k− (10− k) = 31− k 6 30.10.77. Á) åÓÌÉ n Þ£ÔÎÏ, ÔÏ ×ÓÀ ÄÏÓËÕ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ �ÒÑÍÏ-ÕÇÏÌØÎÉËÉ ÒÁÚÍÅÒÏÍ 1 × 2 (�ÄÏÍÉÎÏ�). îÁÞÉÎÁÀÝÉÊ ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔÉÍÅÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ×ÙÉÇÒÁÅÔ), ÅÓÌÉ ÏÎÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÔÁËÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ: ÅÓÌÉ ÆÉÛËÁ ÓÔÏÉÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚËÌÅÔÏË ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÄÏÍÉÎÏ, ÔÏ ÏÎ ÓÔÁ×ÉÔ Å£ ÎÁ ×ÔÏÒÕÀ ËÌÅÔËÕ ÔÏÇÏÖÅ ÄÏÍÉÎÏ (�ÚÁËÒÙ×ÁÅÔ� ÄÏÍÉÎÏ).Â) ÷ÓÅÇÄÁ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÊ. ðÒÉ Þ£ÔÎÏÍ n ÓÔÒÁÔÅÇÉÑÔÁ ÖÅ, ÞÔÏ É × Á). ðÒÉ ÎÅÞ£ÔÎÏÍ n ÎÕÖÎÏ ÓÎÏ×Á ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ×ÓÅ ËÌÅÔËÉ, ËÒÏÍÅ ÕÇÌÏ×ÏÊ; ÒÁÓËÒÁÓÉ× ÄÏÓËÕ × ÛÁÈÍÁÔÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ,ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÎÁ ÕÇÌÏ×ÕÀ ËÌÅÔËÕ ×ÔÏÒÏÊ ÎÉËÏÇÄÁ �ÏÊÔÉ ÎÅÓÍÏÖÅÔ, �ÏÜÔÏÍÕ �ÅÒ×ÙÊ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ, ÓÌÅÄÕÑ ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ.10.78. Á) ðÕÓÔØ m > 2�. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË ÍÏ-ÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ × �ÏÚÉ�ÉÉ (m;n) ÔÁËÏÊ ÈÏÄ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ �ÏÚÉ-�ÉÑ ÓÔÁÎÅÔ (ÄÌÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ) �ÒÏÉÇÒÙÛÎÏÊ. åÓÌÉ �ÏÚÉ�ÉÑ(m−�;m) | �ÒÏÉÇÒÙÛÎÁÑ, ÔÏ ÉÓËÏÍÙÊ ÈÏÄ: (m;n)→ (m−n;m).



410 éÎ×ÁÒÉÁÎÔåÓÌÉ ÖÅ ÜÔÁ �ÏÚÉ�ÉÑ ×ÙÉÇÒÙÛÎÁÑ, ÔÏ × ÎÅÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÈÏÄ, �ÒÅ-×ÒÁÝÁÀÝÉÊ Å£ × �ÒÏÉÇÒÙÛÎÕÀ. ðÏÓËÏÌØËÕ m − � > �, ÜÔÏÔ ÈÏÄÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (m− �; n)→ (m− kn; �), ÇÄÅ k | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØ-ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. îÏ ÔÏÇÄÁ ÉÓËÏÍÙÊ ×ÙÉÇÒÙÛÎÙÊ ÈÏÄ �ÅÒ×ÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ:(m;n) → (m − kn; �). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÚÄÅÓØ ÕÄÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ�ÏÚÉ�ÉÑ (m;�) �ÒÉ m > 2� ×ÙÉÇÒÙÛÎÁÑ, ÎÅ �ÒÅÄßÑ×ÌÑÑ × Ñ×ÎÏÍ×ÉÄÅ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÅÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ.Â) ðÒÉ Á > (1 +√5)=2. ëÁÖÄÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ (m;�), ÇÄÅ m > �, �Ï-ÓÔÁ×ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÔÏÞËÕ È = m=� > 1 ÎÁ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ. ðÒÉËÁÖÄÏÍ ÈÏÄÅ ÔÏÞËÁ È ÓÍÅÝÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ k ×ÌÅ×Ï;ÅÓÌÉ ÏÎÁ �Ï�ÁÄÁÅÔ × ÏÔÒÅÚÏË 0 < È < 1, ÔÏ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÏÂÒÁÔÎÕÀ:È → 1=È, �Ï�ÁÄÁÎÉÅ × 0 | �ÒÏÉÇÒÙÛ. ïÔÍÅÔÉÍ ÎÁ ÏÓÉ ÏÔÒÅÚÏË[1=t; t℄ ÄÌÉÎÙ 1; t− 1=t = 1 �ÒÉ t = (1 +√5)=2. �ÏÞËÉ È = m=�, ÌÅ-ÖÁÝÉÅ ×ÎÕÔÒÉ ÜÔÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ �ÒÏÉÇÒÙÛÎÙÍ �ÏÚÉ-�ÉÑÍ, �ÒÁ×ÅÅ ÎÅÇÏ | ×ÙÉÇÒÙÛÎÙÍ; × ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÚ ÔÁËÏÊ ÔÏÞËÉÍÏÖÎÏ ÏÞÅÒÅÄÎÙÍ (×ÙÉÇÒÙ×ÁÀÝÉÍ!) ÈÏÄÏÍ �Ï�ÁÓÔØ × ÜÔÏÔ ÏÔÒÅ-ÚÏË; ÅÓÌÉ 1 < È < t, ÔÏ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÈÏÄ ×Ù×ÏÄÉÔ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ, Á ÅÓÌÉÈ = 1, ÔÏ ×ÅÄÅÔ Ë �ÒÏÉÇÒÙÛÕ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ Ó�ÉÞÅË× ËÏÒÏÂËÁÈ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ, ÞÅÒÅÚ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÈÏÄÏ× ÉÇÒÁ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏÚÁËÏÎÞÉÔÓÑ.10.79. óÒÅÄÉ 8 ÞÉÓÅÌ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÒÉ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÅ 1=6, �ÒÉ-Þ£Í Ä×Á ÉÚ ÎÉÈ ÂÕÄÕÔ ÓÔÏÑÔØ ÎÁ ËÏÎ�ÁÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÇÒÁ-ÎÅÊ | Å£ É ÎÁÄÏ ×ÙÂÒÁÔØ �ÅÒ×ÏÍÕ.10.80. Á) ÷ÙÉÇÒÙÛÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÄÌÑ �ÅÒ×ÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ: ×ÎÁÞÁÌÅÏÎ �ÉÛÅÔ ÞÉÓÌÏ 6, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ×ÔÏÒÏÊ ÍÏÖÅÔ ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ4, 5, 7, 8, 9, 10. òÁÚÂÉ×ÁÑ ÉÈ ÎÁ �ÁÒÙ, �ÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË ÎÁ ÈÏÄ ×ÔÏÒÏÇÏ�ÉÛÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ �ÁÒÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.Â) äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÙÊ ÉÍÅÅÔ ×ÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ �ÒÉÌÀÂÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ p.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÏ×ÕÀ ÉÇÒÕ | Ó ÔÅÍÉ ÖÅ �ÒÁ×ÉÌÁÍÉ, ÎÏ Ó ÏÄÎÉÍÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ: ÚÁ�ÒÅÝÁÅÔÓÑ ×Ù�ÉÓÙ×ÁÔØ ÎÁ ÄÏÓËÅ ÞÉÓÌÏ 1 (ÑÓÎÏ,ÞÔÏ ÔÏÌØËÏ �ÅÒ×ÙÊ É ÔÏÌØËÏ �ÅÒ×ÙÍ ÈÏÄÏÍ ÍÏÖÅÔ ÎÁ�ÉÓÁÔØ 1).åÓÌÉ × ÜÔÏÊ ÎÏ×ÏÊ ÉÇÒÅ Õ �ÅÒ×ÏÇÏ ÅÓÔØ ×ÙÉÇÒÙÛÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ, ÔÏÏÎÁ ÇÏÄÉÔÓÑ É × ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÉÇÒÅ. åÓÌÉ ÖÅ × ÎÏ×ÏÊ ÉÇÒÅ Õ �ÅÒ×ÏÇÏ×ÙÉÇÒÙÛÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÎÅÔ, ÔÏ ÏÎ × ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÉÇÒÅ ÍÏÖÅÔ �ÅÒ×ÙÍÈÏÄÏÍ ÎÁ�ÉÓÁÔØ 1 É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ �ÒÅ×ÒÁÔÉÔØ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÉÇÒÕ × ÎÏ×ÕÀÓ ÔÏÊ ÌÉÛØ ÒÁÚÎÉ�ÅÊ, ÞÔÏ × ÜÔÏÊ ÎÏ×ÏÊ ÉÇÒÅ ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÍ ÂÕÄÅÔ×ÔÏÒÏÊ ÉÇÒÏË, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ×ÙÉÇÒÙÛÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ.10.81. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ×ÔÏÒÏÊ ÉÇÒÏË. ÷ ÎÁÞÁÌÅ �ÁÒÔÉÉ ÏÎ ÄÏÌÖÅÎÓÔÉÒÁÔØ ÞÉÓÌÁ, ËÒÁÔÎÙÅ 2 ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ÔÁËÏ×ÙÈ ÎÅ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ.�ÁË ËÁË ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÈ 1000 É ËÒÁÔÎÙÈ 3,



10. éÇÒÙ 411ÒÁ×ÎÏ 333, ÔÏ ×ÔÏÒÏÍÕ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 333 ÈÏÄÏ× ÄÌÑ ÔÏÇÏ,ÞÔÏÂÙ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÎÁ ÄÏÓËÅ ÞÉÓÅÌ ÎÅ ÄÅÌÉÌÏÓØ ÎÁ 3(ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ, ËÒÁÔÎÙÈ 3, ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÓÔ£ÒÔÙ É �ÅÒ×ÙÍÉÇÒÏËÏÍ). ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ×ÔÏÒÏÊ ÄÅÌÁÅÔ Ó×ÏÉ ÈÏÄÙ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÄÏÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ, ËÏÇÄÁ ÎÁ ÄÏÓËÅ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÔÒÉ ÞÉÓÌÁ. ëÁÖÄÏÅ ÉÚÎÉÈ ÂÕÄÅÔ ÄÁ×ÁÔØ ÏÓÔÁÔÏË 1 ÉÌÉ 2 �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 3, �ÏÜÔÏÍÕ ÓÒÅÄÉÔÒ£È ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÎÁ ÄÏÓËÅ ÞÉÓÅÌ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Á, ÄÁÀÝÉÅÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ. éÍÅÎÎÏ ÉÈ ÏÎ É ÄÏÌÖÅÎ ÏÓÔÁ×ÉÔØ.10.82. ðÕÓÔØ �ÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË ÎÁÚÙ×ÁÅÔ ÞÉÓÌÁ Á, b É Ó. äÁÖÅ ÅÓÌÉÏÎ ×ÙÂÅÒÅÔ ÉÈ �ÅÌÙÍÉ, ËÏÒÎÉ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÍÏÇÕÔ ÏËÁ-ÚÁÔØÓÑ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ. ðÏ-ÜÔÏÍÕ ÅÍÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÚÑÔØ ÞÉÓÌÁ Á, b É Ó ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Á+b+Ó = 0: ÔÏÇÄÁ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÁÈ2+bÈ+Ó = 0(É ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÎÏ ÒÁÓ�Ï-ÌÏÖÅÎÎÙÍÉ × ÉÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ) ×ÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ x1 = 1, Á ÔÁËÖÅËÏÒÅÎØ x2 = 
=a, ÅÓÌÉ Á 6= 0. äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ËÏÒÎÉ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÑ �ÏÌÕÞÉÌÉÓØ ÒÁÚÎÙÍÉ, ÎÕÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÞÉÓÌÁ Á, b É Ó ÔÁË, ÞÔÏÂÙÏÎÉ ÂÙÌÉ ÎÅ ÒÁ×ÎÙÍÉ 0 É ÔÁËÉÍÉ, ÞÔÏÂÙ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈÉÚ ÎÉÈ ÂÙÌÏ ÏÔÌÉÞÎÙÍ ÏÔ 1.úÎÁÞÉÔ, �ÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË ×ÙÉÇÒÁÅÔ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÁÚÏ×ÅÔ ÌÀÂÙÅ ÔÒÉÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁ Á, b É Ó, ÎÅ ÒÁ×ÎÙÈ ÎÕÌÀ, �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈÉ ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ Á+ b+ Ó = 0.10.83. ïÎ ÄÏÌÖÅÎ ×�ÉÓÁÔØ ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÍÅÓÔÏ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ Ú×£Ú-ÄÏÞËÉ ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å. äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ ×ÔÏÒÏÊ ÉÇÒÏË ×�ÉÓÙ×ÁÅÔÞÉÓÌÏ ×ÍÅÓÔÏ ÌÀÂÏÊ Ú×£ÚÄÏÞËÉ × ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å, ÏÎ ÄÏÌ-ÖÅÎ ×�ÉÓÁÔØ ÞÉÓÌÏ × ÔÏ ÖÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, �ÒÉÞ£Í ÅÓÌÉ ×�ÉÓÙ×ÁÅÍÏÅÞÉÓÌÏ | �ÏÓÌÅÄÎÅÅ × ÄÁÎÎÏÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å, ÅÇÏ ÎÁÄÏ �ÏÄÏÂÒÁÔØ ÔÁË,ÞÔÏÂÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ.10.84. åÓÌÉ �ÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË �ÏÓÔÁ×ÉÔ −1 �ÅÒÅÄ È × �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÅ�Å-ÎÉ, Á �ÒÉ ×ÔÏÒÏÍ Ó×Ï£Í ÈÏÄÅ ÏÎ �ÏÓÔÁ×ÉÔ ÎÁ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÓÔÁ×ÛÅÅÓÑÍÅÓÔÏ ÞÉÓÌÏ, �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÅ ÔÏÍÕ, ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÓÔÁ×ÉÌ ×ÔÏÒÏÊ, ÔÏ�ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ×ÉÄÁ È3−ÁÈ2−È+Á = (È2−1)(È−Á). ëÏÒÎÉÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ: −1, 1, Á | �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ.10.85. õ ×ÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ ×ÙÉÇÒÙÛ. úÁ Ó×ÏÉ ÞÅÔÙÒÅ ÈÏÄÁ ÏÎ ÚÁ-×ÅÄÏÍÏ ÓÍÏÖÅÔ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÏÓÔÁ×ÛÁÑÓÑ ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ, 5-ÇÏÈÏÄÁ �ÅÒ×ÏÇÏ Ú×£ÚÄÏÞËÁ ÓÔÏÑÌÁ �ÒÉ ÎÅÞ£ÔÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ x2l+1. ðÕÓÔØ�ÅÒÅÄ �ÏÓÌÅÄÎÉÍ 4-Í ÈÏÄÏÍ ×ÔÏÒÏÇÏ ×ÏÚÎÉË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ò (È)+∗Èm++ ∗x2l+1, ÇÄÅ ò (È) | ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÞÉÓÌÏ×ÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔÁÍÉ.ðÏÄÂÅÒ£Í ÞÉÓÌÁ a É Ó > 0 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ bÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ F (È) = ò (È)+axm+bx2l+1 ÂÙÌÏ 
F (l)+F (−2) = 0



412 éÎ×ÁÒÉÁÎÔ(ÔÏÇÄÁ F (x) ÂÕÄÅÔ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÉÍÅÔØ ËÏÒÅÎØ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [−2; 1℄); ÄÌÑÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÚÑÔØÓ = 22l+1; a = ò (−2)− Óò (1)
+ (−2)m ;(ËÏÎÅÞÎÏ, ÒÏÌÉ 1 É −2 ÍÏÇÌÉ ÂÙ ÉÇÒÁÔØ ÚÄÅÓØ É ÄÒÕÇÉÅ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚ-ÎÙÈ ÚÎÁËÏ×). ðÏÓÔÁ×É× ÜÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ 4-Í ÈÏÄÕ, ×ÔÏÒÏÊ ÏÂÅÓ�ÅÞÉÔÎÁÌÉÞÉÅ ËÏÒÎÑ.10.86. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÔÙÒÅ ÒÁÚÒÑÄÁ (ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï) ÞÅÒÅÚ r1,r2, r3, r4. éÇÒÁ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ Ä×Å ÆÁÚÙ: �ÄÅÂÀÔ� É �ÜÎÄÛ�ÉÌØ�×ÔÏÒÁÑ ÆÁÚÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ, ËÁË ÔÏÌØËÏ 2-Ê ÉÇÒÏË �ÏÓÔÁ×ÉÔ ÎÅ-ËÏÔÏÒÕÀ �ÉÆÒÕ × ÓÔÁÒÛÉÊ ÒÁÚÒÑÄ r1. ñÓÎÏ, ÞÔÏ × ÄÅÂÀÔÅ 1-ÊÉÇÒÏË ÎÅ ÄÏÌÖÅÎ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÁÌÅÎØËÉÈ �ÉÆÒ (ÏÔ 0 ÄÏ 3) ÉÌÉ ÂÏÌØ-ÛÉÈ (ÏÔ 6 ÄÏ 9), �ÏÓËÏÌØËÕ ×ÔÏÒÏÊ, �ÏÍÅÝÁÑ ÔÁËÕÀ �ÉÆÒÕ × r1(ÍÁÌÅÎØËÕÀ | × �ÅÒ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÕÀ | ×Ï ×ÔÏÒÏÅ), �ÅÒÅÈÏ-ÄÉÔ × ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ×ÙÉÇÒÙÛÎÙÊ ÜÎÄÛ�ÉÌØ ÅÓÌÉ ÒÁÚÎÏÓÔØ �ÅÒ×ÙÈ�ÉÆÒ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 3, ÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 3999. ÷�ÒÏ-ÞÅÍ, ÅÓÌÉ �ÅÒ×ÙÊ ÎÁÚ×ÁÌ �ÅÒ×ÏÊ �ÉÆÒÕ 4 (ÉÌÉ 5), ÔÏ ×ÔÏÒÏÊÍÏÖÅÔ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÒÁÚÎÏÓÔÉ, ÎÅ ÍÅÎØÛÅÊ 4000, ÓÒÁÚÕ �ÅÒÅÊÄÑ ×ÜÎÄÛ�ÉÌØ ÈÏÄÏÍ r1 = ( 4
∗
) ÉÌÉ r1 = (∗5), Á ÚÁÔÅÍ ×ÓÅ �ÏÑ×ÌÑÀ-ÝÉÅÓÑ �ÉÆÒÙ 0 (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ 9) �ÏÍÅÝÁÑ × ÒÁÚÒÑÄÙ r2, r3,r4, �ÏËÁ ÏÎÉ ÎÅ ÚÁ�ÏÌÎÑÔÓÑ; ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, �ÅÒ×ÁÑ ÖÅ �ÉÆÒÁ |ÎÅ 0 (ÎÅ 9) | ÂÕÄÅÔ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ × r1 (ÞÔÏ �ÒÉ×ÅÄÅÔ Ë ÒÁÚÎÏ-ÓÔÉ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÊ 3999), É �ÏÄ ÜÔÏÊ ÕÇÒÏÚÏÊ �ÅÒ×ÙÊ ÎÅÓÍÏÖÅÔ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÌÕÞÛÅÊ ÆÉÎÁÌØÎÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ, ÞÅÍ 4000 − 0000(9999−5999). íÙ �ÒÅÄßÑ×ÉÌÉ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ×ÔÏÒÏÇÏ, ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÝÕÀÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Á).îÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÌÉ ÏÎ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÂÏÌØÛÅÇÏ, × ÄÅÂÀÔÅ ÒÁÓÓÔÁ×É× ×ÒÁÚÒÑÄÁÈ r2{r4 ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÉÆÒÙ 4 É 5 É × ÕÄÁÞÎÙÊ ÄÌÑ ÓÅÂÑ ÍÏ-ÍÅÎÔ �ÅÒÅÊÄÑ × ÜÎÄÛ�ÉÌØ? þÔÏÂÙ �ÏÍÅÛÁÔØ ÜÔÏÍÕ, �ÅÒ×ÙÊ ÄÏÌÖÅÎÓÌÅÄÉÔØ ÚÁ ÔÅÍ ÒÁÚÒÑÄÏÍ ri Ó ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ i, × ËÏÔÏÒÏÍ ÓÔÏÑÔ �ÉÆÒÁÉ Ú×£ÚÄÏÞËÁ ÌÉÂÏ Ä×Å ÒÁÚÎÙÅ �ÉÆÒÙ.åÓÌÉ ri = (∗4) ÉÌÉ ri = (∗5), ÏÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔ �ÉÆÒÕ 5, ÅÓÌÉ ri = ( 4∗)ÉÌÉ ri = ( 5

∗
) | �ÉÆÒÕ 4, Á �ÏÚÉ�ÉÑ Ó ( 4∗) �ÒÉ ÔÁËÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ�ÅÒ×ÏÇÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ �ÏÌÕÞÉÔØÓÑ. ðÏÓÌÅ �ÅÒÅÈÏÄÁ × ÜÎÄÛ�ÉÌØ ÉÚ ÔÁ-ËÏÇÏ ÄÅÂÀÔÁ �ÅÒ×ÙÊ ÍÏÖÅÔ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÕÌÉ (ÅÓÌÉ × r1 �ÉÆÒÁ �ÏÓÔÁ-×ÌÅÎÁ × ×ÅÒÈÎÅÅ ÞÉÓÌÏ) ÉÌÉ ÄÅ×ÑÔËÉ (ÅÓÌÉ × ÎÉÖÎÅÅ). õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ�ÕÎËÔÁ Â) ÄÏËÁÚÁÎÏ.íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÞÉÓÌÅ ÒÁÚÒÑÄÏ× � > 0 × ÔÁËÏÊÉÇÒÅ Å£ ��ÅÎÁ� | ÒÁÚÎÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÉ ÎÁÉÌÕÞÛÅÊÉÇÒÅ ÏÂÏÉÈ, | ÒÁ×ÎÁ 4 · 10n−1.



10. éÇÒÙ 41310.87. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÅÒ×ÙÍ ÈÏÄÏÍ ÉÇÒÏË á ×ÙÂÉÒÁ-ÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ b = −1. ðÒÉ ÌÀÂÏÍ ÈÏÄÅ â ÏÓÔÁ×ÛÉÊÓÑ ÈÏÄ á ÄÅÌÁÅÔÔÁË, ÞÔÏÂÙ 4Ó + Á = 0. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Á ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅx3 + Áx2 − x − Á=4 = 0 ÉÍÅÅÔ ÔÒÉ ÒÁÚÎÙÈ ËÏÒÎÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÌÅ-×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÞÅÒÅÚ f(È). �ÏÇÄÁ f(−∞) = −∞, f(−1=2) = 3=8 > 0,f(1=2) = −3=8 < 0, f(+∞) = +∞. ÷×ÉÄÕ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ f(È),ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÔÒÉ ÒÁÚÎÙÈ ËÏÒÎÑ.10.88. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË. ï�ÉÛÅÍ ÅÇÏ ×ÙÉÇÒÙÛÎÕÀÓÔÒÁÔÅÇÉÀ. ÷ÎÁÞÁÌÅ ÏÎ ×ÙËÌÁÄÙ×ÁÅÔ ÎÁ ÓÔÏÌ 0 : 0, II ÏÔ×ÅÞÁÅÔ0 : a, ÔÏÇÄÁ I ×ÙËÌÁÄÙ×ÁÅÔ ËÏÓÔØ a : a. �Å�ÅÒØ II ÄÅÌÁÅÔ ÈÏÄ ÌÉÂÏ0 : n, ÌÉÂÏ a : n. ÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ I ×ÙËÌÁÄÙ×ÁÅÔ ËÏÓÔØ n : a,×Ï ×ÔÏÒÏÍ | n : 0. �ÏÇÄÁ �ÏÓÌÅ ÈÏÄÁ I ÉÇÒÏËÁ ÎÁ ËÏÎ�ÁÈ �Å�ÏÞËÉÂÕÄÕÔ 0 ÉÌÉ a. üÔÏ ÖÅ �ÒÏÉÚÏÊÄ£Ô �ÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÎÁ ÈÏÄ II ÉÇÒÏËÁ0 : m (a : m) I ÏÔ×ÅÔÉÔ m : a (m : 0). ëÏÓÔÉ ×ÉÄÁ 0 : n É a : n(n 6= 0; a) ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ �ÁÒÙ, �ÏÜÔÏÍÕ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÈÏÄ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑÚÁ �ÅÒ×ÙÍ ÉÇÒÏËÏÍ.10.89. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ðÅÔÑ. íÙÓÌÅÎÎÏ ÒÁÚÏÂØ£ÍËÏÎÔÁËÔÙ ÎÁ ÞÅÔÙÒÅ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÇÒÕ��Ù A, B, C É D. ÷ ËÁÖÄÏÊÇÒÕ��Å �ÒÏÎÕÍÅÒÕÅÍ ËÏÎÔÁËÔÙ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ 500. ðÅÔÑ ÂÕÄÅÔÏÔ×ÅÞÁÔØ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÈÏÄ ÷ÁÓÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÏÍÅÒÁ kÏÔ ËÏÎÔÁËÔÏ× Ak, Bk, Ck É Dk ÏÔÈÏÄÉÌÏ �ÏÒÏ×ÎÕ �ÒÏ×ÏÄÏ×. äÏÎÁÞÁÌÁ ÉÇÒÙ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ. éÍÅÎÎÏ ÂÌÁÇÏ-ÄÁÒÑ ÜÔÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ Õ ðÅÔÉ ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÏÔ×ÅÔÉÔØÎÁ ÈÏÄ ÷ÁÓÉ. �Å�ÅÒØ �ÏÄÒÏÂÎÅÅ Ï�ÉÛÅÍ ðÅÔÉÎÕ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ. åÓ-ÌÉ ÷ÁÓÑ �ÅÒÅÒÅÚÁÅÔ �ÒÏ×ÏÄ ÍÅÖÄÕ ËÏÎÔÁËÔÁÍÉ ÏÄÎÏÊ ÇÒÕ��Ù, ÎÁ-�ÒÉÍÅÒ, �ÒÏ×ÏÄ AiAj , ÔÏ ðÅÔÑ �ÅÒÅÒÅÖÅÔ �ÒÏ×ÏÄÁ BjBj , CiCj ÉDjDj . åÓÌÉ ÷ÁÓÑ �ÅÒÅÒÅÚÁÅÔ �ÒÏ×ÏÄ ÍÅÖÄÕ �ÒÏ×ÏÄÁÍÉ ÉÚ ÒÁÚÎÙÈÇÒÕ�� É Ó ÒÁÚÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÏ×ÏÄ AiBj , ÔÏ ðÅÔÑ ×ÏÔ×ÅÔ �ÅÒÅÒÅÖÅÔ �ÒÏ×ÏÄÁ AjBi, CiDj É CjDi. åÓÌÉ ÖÅ ÷ÁÓÑ �Å-ÒÅÒÅÚÁÌ �ÒÏ×ÏÄ ÍÅÖÄÕ ËÏÎÔÁËÔÁÍÉ ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ ÇÒÕ�� Ó ÏÄÉÎÁËÏ×Ù-ÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÏ×ÏÄ AkBk, ÔÏ ðÅÔÑ �ÅÒÅÒÅÖÅÔ �ÒÏ-×ÏÄ CkDk. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ðÅÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ �ÒÏ×ÏÄÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÎ ÓÏÂÉÒÁÅÔÓÑ ÒÅÚÁÔØ, ÎÅ ÂÕÄÕÔ ÏÔÒÅÚÁÎÙÄÏ ÅÇÏ ÈÏÄÁ.�ÁËÉÅ ÈÏÄÙ ðÅÔÑ ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ, ÔÁË ËÁË ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÏÔ-ÒÅÚÁÔØ ÏÄÉÎ �ÒÏ×ÏÄ ÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÎÔÁËÔÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØÏÔÒÅÚÁÔØ �Ï ÏÄÎÏÍÕ �ÒÏ×ÏÄÕ ÏÔ ËÏÎÔÁËÔÏ× Ó ÔÁËÉÍ ÖÅ ÎÏÍÅÒÏÍ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ �ÏÓÌÅ ÈÏÄÁ ðÅÔÉ ÏÔ ËÏÎÔÁËÔÏ× Ak, Bk,Ck É Dk ÏÔÈÏÄÉÔ �ÏÒÏ×ÎÕ �ÒÏ×ÏÄÏ×. úÎÁÞÉÔ, ðÅÔÑ ×ÓÅÇÄÁ ÓÍÏÖÅÔÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ, É, ÔÁË ËÁË ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÒÏ×ÏÄÏ× ËÏÎÅÞÎÏ, �ÒÏÉÇÒÁÅÔ÷ÁÓÑ.



414 éÎ×ÁÒÉÁÎÔéÇÒÙ-�ÒÅÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ10.90. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÕÞÅÎÉË ÍÏÖÅÔ ÕÂÅÖÁÔØ ÏÔ ÕÞÉÔÅÌÑ. ïÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔ �ÒÕÄÁ áBCD, ÅÇÏ �ÅÎÔÒ O, �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÕÞÅÎÉËÁ ×ÌÀÂÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ÔÏÞËÏÊ í , Á ÕÞÉÔÅÌÑ | ÔÏÞËÏÊ U . ðÕÓÔØ ÕÞÉÔÅÌØ�ÏÄÏÛ£Ì Ë ÔÏÞËÅ C, í1 É í2 | �ÒÏÅË�ÉÉ ÔÏÞËÉ í ÎÁ ÓÔÏÒÏ-ÎÙ AB É AD ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, U1 | ÔÏÞËÁ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÔÏÞËÅ UÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÅÎÔÒÁ ï �ÒÕÄÁ (ÓÍ. ÒÉÓ.).
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U1ë 10.90

õÞÅÎÉË ÄÏÌÖÅÎ �ÌÙÔØ �Ï ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀË ×ÅÒÛÉÎÅ A ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ÔÏÞËÁ U1ÏÓÔÁÅÔÓÑ ×ÎÕÔÒÉ ÕÇÌÁ M1MM2. ëÁË ÔÏÌØ-ËÏ ÔÏÞËÁ U1 ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÔÏÞÅËí1 ÉÌÉ í2, ÕÞÅÎÉË �Ï×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÔ × ÎÁ-�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ. þÔÏÂÙ ÄÏ�ÌÙÔØ ÄÏÂÅÒÅÇÁ, ÅÍÕ ÎÁÄÏ �ÒÏ�ÌÙÔØ ÍÅÎØÛÅ �ÏÌÏ-×ÉÎÙ ÄÌÉÎÙ Ë×ÁÄÒÁÔÁ. õÞÉÔÅÌÀ ÖÅ ÎÁÄÏ�ÒÏÂÅÖÁÔØ �ÏÌÏ×ÉÎÕ �ÅÒÉÍÅÔÒÁ Ë×ÁÄÒÁÔÁ.úÎÁÞÉÔ, �ÕÔØ ÕÞÉÔÅÌÑ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × 4 ÒÁÚÁÄÌÉÎÎÅÅ, ÞÅÍ �ÕÔØ ÕÞÅÎÉËÁ.10.91. óÔÏÒÏÖÁ �ÏÊÍÁÀÔ ÏÂÅÚØÑÎÕ, ÅÓ-ÌÉ �ÒÉÍÕÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ �ÌÁÎ. ÷ÎÁÞÁÌÅ ÏÎÉ ÄÏÌÖÎÙ ÚÁÎÑÔØ ×ÅÒÛÉ-ÎÙ á É ÷ (ÓÍ. ÒÉÓ.); ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÅÚØÑÎÁ ÎÁÈÏ-ÄÉÔÓÑ × ÎÉÖÎÅÊ ÞÁÓÔÉ ÒÉÓÕÎËÁ. �Å�ÅÒØ ÏÄÉÎ ÓÔÏÒÏÖ ÄÏÌÖÅÎ Ó�ÕÓ-ËÁÔØÓÑ ×ÄÏÌØ áó, Á ×ÔÏÒÏÊ | ËÏÎÔÒÏÌÉÒÏ×ÁÔØ ÏÔÒÅÚÏË á÷, ÞÔÏ-ÂÙ ÏÂÅÚØÑÎÁ ÎÅ �ÒÏÓËÏÞÉÌÁ ÞÅÒÅÚ á ÉÌÉ ÷. äÁÌØÎÅÊÛÅÅ �ÒÏÓÔÏ.
C
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ë 10.91

10.92. ðÕÓÔØ v | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ ×ÏÌËÁ.ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×ÏÌË, Ä×Å�ÒÑÍÙÅ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÍ Ë×ÁÄÒÁÔÁ. üÔÉ�ÒÑÍÙÅ × ÔÏÞËÁÈ C1, ó2, ó3, ó4 �ÅÒÅÓÅËÁÀÔ ËÏÎÔÕÒË×ÁÄÒÁÔÁ. �ÁË ËÁË ÓËÏÒÏÓÔØ �ÅÒÅÍÅÝÅÎÉÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚÔÏÞÅË C1; : : : ; ó4 ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ v√2 < 3v=2, ÔÏ ÓÏÂÁ-ËÉ ÓÍÏÇÕÔ × ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ × ÜÔÉÈ ÞÅ-ÔÙÒ£È ÔÏÞËÁÈ É, ÚÎÁÞÉÔ, ÎÅ ×Ù�ÕÓÔÑÔ ×ÏÌËÁ.10.93. úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ �ÒÏÓ�ÅËÔÙ ÏÔ 1 ÄÏ 10 Ó×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ. ðÕÓÔØ�ÅÒ×ÙÊ �ÏÌÉ�ÅÊÓËÉÊ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ �ÅÒ×ÙÍ �ÅÒÅËÒ£ÓÔËÅ, ×ÔÏÒÏÊ |ÎÁ ×ÔÏÒÏÍ, Á ÇÁÎÇÓÔÅÒ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ×ÅÒÈÎÅÊ �ÏÌÏÓÅ. �ÏÇÄÁ �ÅÒ×ÙÊ�ÏÌÉ�ÅÊÓËÉÊ, �ÒÏÊÄÑ �Ï Ó×ÏÅÍÕ �ÒÏÓ�ÅËÔÕ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 100 Ë×ÁÒÔÁÌÏ×,ÏÂÎÁÒÕÖÉÔ ÇÁÎÇÓÔÅÒÁ. åÓÌÉ ÖÅ ÜÔÏÇÏ ÎÅ �ÒÏÉÚÏÛÌÏ, ÔÏ, ÚÎÁÞÉÔ,ÇÁÎÇÓÔÅÒ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÅ × �ÅÒ×ÏÊ �ÏÌÏÓÅ É �ÏÌÉ�ÅÊÓËÉÅ ÍÏÇÕÔ Ó�Õ-ÓÔÉÔØÓÑ ÎÁ ÏÄÎÕ �ÏÌÏÓÕ ×ÎÉÚ. ëÏÎÔÒÏÌÉÒÕÑ ×ÔÏÒÕÀ É ÔÒÅÔØÀ�ÏÌÏÓÙ, ÏÎÉ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÔ, ÞÔÏ ÇÁÎÇÓÔÅÒ ÎÅ �Ï�ÁÄÅÔ ÎÁ �ÅÒ×ÕÀ



10. éÇÒÙ 415�ÏÌÏÓÕ. äÅÊÓÔ×ÕÑ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, É Ï�ÕÓËÁÑÓØ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ (ÅÓÌÉÜÔÏ ÎÕÖÎÏ) ÎÁ ÏÄÎÕ �ÏÌÏÓÕ ×ÎÉÚ, �ÏÌÉ�ÅÊÓËÉÅ × ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÏÍÅÎÔÏÂÎÁÒÕÖÁÔ ÇÁÎÇÓÔÅÒÁ.10.94. íÏÖÅÔ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÑ� ÓÎÁÞÁÌÁ ×ÙÂÉÒÁÅÔ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ×ÅÒÛÉÎÕ á Ë×ÁÄÒÁÔÁ É ÂÅÖÉÔ Ë ÎÅÊ �Ï ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊÓËÏÒÏÓÔØÀ ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ÎÅ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ, ÍÅÎØÛÅÍ(√2 − 1;4)=2 (ÓÔÏÒÏÎÕ Ë×ÁÄÒÁÔÁ �ÏÌÁÇÁÅÍ ÒÁ×ÎÏÊ 1). úÁÔÅÍ ÏÎ, ÎÅÍÅÎÑÑ ÓËÏÒÏÓÔÉ, Ó×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÔ ÎÁ 90◦ É Ä×ÉÖÅÔÓÑ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÄÉÁÇÏÎÁÌÉ Ë ÔÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÔÏÌØËÏÏÄÉÎ ×ÏÌË (ÅÓÌÉ × ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ×ÏÌË ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ×ÅÒÛÉÎÅá, ÔÏ ÚÁÑ�Ó×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÔ × ÌÀÂÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ). îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ × ÍÏÍÅÎÔ,ËÏÇÄÁ ÚÁÑ� �ÅÒÅÓÅÞ£Ô ÓÔÏÒÏÎÕ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, ÎÉ ÏÄÉÎ ×ÏÌË ÎÅ ÓÍÏÖÅÔÏËÁÚÁÔØÓÑ × ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞËÅ ÜÔÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓËÏÒÏÓÔØ ×ÏÌËÁ × √2 ÒÁÚ ÂÏÌØÛÅ ÓËÏÒÏÓÔÉÚÁÊ�Á, ÔÏ ×ÏÌËÉ ÌÏ×ÑÔ ÚÁÊ�Á.



ãåìùå þéóìá
11. äåìéíïó�ø11.1. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.ðÒÏÓÔÙÅ É ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ11.2. óÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ ÅÓÔØ ÞÉÓÌÁ, ËÒÁÔÎÙÅ 3, 5 É Ä×Á Þ£ÔÎÙÈ, ÏÄÎÏÉÚ ÎÉÈ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4.11.3. åÓÌÉ � = 2k, ÔÏ �3−4� = 8(k−1)k(k+1), Á (k−1)k(k+1)ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 6 �Ï 11.1.11.4. ab+ ba = 10a+ b+ 10b+ a = 11(a+ b).11.5. n6 − n4 − n2 + 1 = (�2 − 1)2(�+ 1).11.6. 15 ÒÕÂ. ãÅÎÁ ÌÙÖ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3 É ÎÁ 5.11.7. 1, 2, 3, 7. 11.8. −1, 1, −2, 2. 11.9. 2; 22; : : : ; 2k.11.10. ababab = 10101(10a+ b) = 37 · 13 · 7 · 3 · (10a+ b).11.11. Á) 4; Â) 6; ×) 9; Ç) (�+ 1)(Ô+ 1).11.12. åÓÌÉ � ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ,ÔÏ ÍÅÎØÛÉÊ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ √n. ðÒÉ � = 1601 ÍÅÎØÛÉÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØÍÅÎØÛÅ 40, ÚÎÁÞÉÔ, �ÒÏÓÔÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 37.11.13. Á) Ò− 1; Â) Ò2 − Ò.11.14. ëÁÖÄÏÍÕ ÄÅÌÉÔÅÌÀ d ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌØ �=d, �Ï-ÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ √n, ×ÓÅÇÄÁ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.11.15. ðÒÉ � 6= Ô2 ÍÅÎØÛÉÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÍÅÎØÛÅ √n, Á ×ÓÅÈ ÄÅÌÉ-ÔÅÌÅÊ ÍÅÎØÛÅ 2√n, �ÒÉ � = Ô2 ÍÅÎØÛÉÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÍÅÎØÛÅ √n−1,Á ×ÓÅÈ | ÍÅÎØÛÅ 2√n− 1.11.16. Á) 1; : : : ; 1; 2; : : : ; 2; 4; 5; 6 (89 ÅÄÉÎÉ�, 8 Ä×ÏÅË). éÈ ÓÕÍ-ÍÁ 120. Â) 1, 22; : : : ; 297; 299, 3, 3 · 298. éÈ ÓÕÍÍÁ 3 · 299.11.17. óÒÅÄÉ n+1; : : : ; 2n ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÅÓÔØ ÞÉÓÌÁ, ËÒÁÔÎÙÅ ËÁÖÄÏ-ÍÕ k, ÇÄÅ 1 6 k 6 n.11.18. åÓÌÉ qi | ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÌÁ n, ÔÏ n = qipi, ÇÄÅ pi | ÔÏÖÅÄÅÌÉÔÅÌØ. ðÕÓÔØ q1 < : : : < qs | ×ÓÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ �, ÔÏÇÄÁ p1 > : : : >> ps | ÔÅ ÖÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ, ÎÏ × ÏÂÒÁÔÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ.11.19. þÉÓÌÏ ÓÌÅ×Á ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 11, Á Ó�ÒÁ×Á | ÄÅÌÉÔÓÑ.11.20. 990 = 2 · 32 · 5 · 11, �ÏÜÔÏÍÕ � = 11.11.21. îÅÔ, ÔÁË ËÁË × 24! | 4 ÎÕÌÑ, Á × 25! ÕÖÅ 6 ÎÕÌÅÊ.



11. äÅÌÉÍÏÓÔØ 41711.22. 24. òÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÔÅ�ÅÎØ 5 × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ 100! ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.11.23. åÓÌÉ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ � ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ×ÈÏÄÉÔ 3,ÔÏ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �2 ×ÈÏÄÉÔ 9.11.24. åÓÌÉ ÒÁÚÎÏÓÔØ Á2 − b2 Þ£ÔÎÁ, ÔÏ Þ£ÔÎÙ Á − b É Á + b,ÚÎÁÞÉÔ, Á2 − b2 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4, Á 1998 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4.11.25. 4 + 7a = 7(a+ 1)− 3, a+ b = 2 + a− (35− b) + 33.11.26. îÁ 11 ÄÅÌÉÔÓÑ (Á2 + 9ab+ b2)− 11Áb = (Á− b)2, �ÏÜÔÏÍÕÁ− b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 11, ÎÏ Á2 − b2 = (Á+ b)(Á− b).11.27. n2 + 9n− 2 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ �+ 11, ÚÎÁÞÉÔ, ÎÁ �+ 11 ÄÅÌÉÔÓÑÔÁËÖÅ (n2 + 9n − 2) − (� − 2)(� + 11) = 20. ïÔÓÀÄÁ, � + 11 6 20,Ô. Å. � 6 9. íÁÌØÞÉËÏ× ÍÅÎØÛÅ.11.28. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÁ×ÎÏ 10Á+ b, ÔÏÇÄÁ ÅÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔ ÒÁ×ÅÎ10(10Á2+2Áb)+b2. þÉÓÌÏ 10Á2+2Áb Þ£ÔÎÏ, ÚÎÁÞÉÔ, b2 = 10(2k+1)+d,ÞÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ �ÒÉ b = 4 ÉÌÉ b = 6.11.29. 17 É 34, 13 É 52. ðÕÓÔØ Á É b | Ä×ÕÚÎÁÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏÇÄÁ100Á + b = kÁb ÉÌÉ b = Á(kb − 100), Ô. Å. b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Á. ðÏÌÁÇÁÑb = ÔÁ, �ÏÌÕÞÉÍ 100 = Ô(kÁ−1). �ÁË ËÁËÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑÄÅÌÉÔÅÌÅÍ 100, ÔÏ Ô = 1; 2; 4; 5, ÎÏ Ô = 1 É m = 5 ÎÅ �ÏÄÈÏÄÑÔ.11.30. ðÕÓÔØ N = xa, ÇÄÅ Á | �ÏÓÌÅÄÎÑÑ �ÉÆÒÁ N . �ÏÇÄÁ N == 10È+ Á, N1 = 10È+ 2Á = 2(10È+ 2Á)− 19È.11.31. 27. åÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ Òk ×ÈÏÄÉÔ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ N ÎÁ �ÒÏ-ÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÔÏ k ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ËÒÁÔÎÏ 3.11.32. 1 933 096.11.33. 10n, 53·10n.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÓÅAi ÄÏÌÖÎÙ ÉÍÅÔØ ×ÉÄ 2ni5mi .ðÒÉ n0 > m0 ÎÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ S(A) 6 A É ÉÎÄÕË�ÉÉ.ðÒÉ n0 < m0 ÉÚ S(5n) < 2n−3 �ÒÉ n > 10 É ÉÎÄÕË�ÉÉ ÓÌÅÄÕÅÔAk−1 = 53 · 10l = A0.11.34. ðÕÓÔØ N = 100È + 10y + z É È + y + z = 7. �ÏÇÄÁ N == 7á+ (y − z), ÏÔËÕÄÁ y = z.11.35. ðÕÓÔØ È = Ò=q, ÅÓÌÉ p=q+q=p = �, ÔÏ Ò2 ÄÏÌÖÎÏ ÄÅÌÉÔØÓÑÎÁ q, ÏÔËÕÄÁ q = ±1.11.36. éÚ b2−4ÁÓ = 23 ÓÌÅÄÕÅÔ (b−5)(b+5) = 2(2ÁÓ−1). îÏ b−5É b + 5 | ÞÉÓÌÁ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ Þ£ÔÎÏÓÔÉ, �ÏÜÔÏÍÕ ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ,ÅÓÌÉ ÏÎÏ Þ£ÔÎÏ, ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4, Á �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ | Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ 4.11.37. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ 5 ÞÉÓÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ: Á, b, Ó, d, Å�ÒÉÞ£Í b É e | Þ£ÔÎÙÅ, Á, Ó, d | ÎÅÞ£ÔÎÙÅ. éÍÅÅÍ Å = 
d + 1 == Áb2Ó+b(Á+Ó)+2. þÉÓÌÏ Áb2Ó ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4 (Ô. Ë. b Þ£ÔÎÏ), b(Á+Ó)ÔÏÖÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4, Á Å ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4.



418 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ11.38. îÅÌØÚÑ. ðÌÏÝÁÄØ ÇÒÁÎÉ 210×310 ÎÅ ËÒÁÔÎÁ 5, Á �ÌÏÝÁÄÉÇÒÁÎÅÊ ËÉÒ�ÉÞÉËÏ× ËÒÁÔÎÙ 5.11.39. 1+2+22+: : :+21990 = (1+2)+22(1+2)+: : :+21988(1 + 2) ++ 21990 = 3(1 + 22 + : : :+ 21988) + 21990.11.40. îÅÔ. 1986 = 12 · 331. ãÉÆÒÙ ÎÅ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 331.11.41. ðÕÓÔØ �(� + 1) : : : (� + 99) = k100. þÉÓÌÏ k ×ÈÏÄÉÔ ÍÎÏ-ÖÉÔÅÌÅÍ × ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ, ÎÏ k É k + 1 ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ (ÉÈ ÏÂÝÉÊÄÅÌÉÔÅÌØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ k + 1− k = 1).11.42. 108. ðÏ ÉÎÄÕË�ÉÉ ÍÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔÉÍÅÔØ ÂÏÌÅÅ ÔÒ£È ÚÎÁËÏ× (10n−1 > 12 · 9� �ÒÉ � > 3). ïÓÔÁÌÏÓØÒÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ 100È+ 10y + z = 12(È+ y + z).11.43. n2+3n+5 = (�−7)(�+4)+33. åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 11,ÔÏ (� − 7)(� + 4) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 11, ÎÏ � − 7 = (� + 4) − 11, ÚÎÁÞÉÔ,(�− 7)(�+ 4) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 121, Á 33 ÎÁ 121 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ.ðÒÏÓÔÙÅ É ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ11.44. ðÕÓÔØ Ò = Á2 + b2 = 
2 + d2, a > b, 
 > d, a > 
,a 6= 
. þÉÓÌÏ Ò2 ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ Ä×ÕÍÑ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ: p2 = (ÁÓ+bd)2++ (Ád − bÓ)2 = (Ád + bÓ)2 + (ÁÓ− bd)2. �ÁË ËÁË (ÁÓ+ bd)(Ád+ bÓ) == Ò(ab + 
d), ÔÏ ÁÓ + bd ÉÌÉ Ád + bÓ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ò. åÓÌÉ ÁÓ + bdÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ò, ÔÏ ÉÚ ÌÅ×ÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑ Ò2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Ád == bÓ. �ÁË ËÁË a > 
, ÔÏ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ b > d, Á ÔÏÇÄÁ Á2 + b2 >> 
2 + d2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ Ád + bÓ ÄÅ-ÌÉÔÓÑ ÎÁ Ò.11.45. Á+(Á+2)+: : :+(Á+2(n−1)) = na+2(1+2+: : :+(�−1)) == �Á+ �(�− 1) = �(Á+ �− 1).11.46. 65(Á + b) = 65Á + 65b = 65Á + 56Á = 121Á. îÏ 65 É 121×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ, ÚÎÁÞÉÔ Á+ b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 121 = 11 · 11.11.47. éÚ á ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÌÀÂÏÅ Þ£ÔÎÏÅ (ËÒÏÍÅ 2) ÞÉÓÌÏ,�ÒÉÂÁ×ÌÑÑ 2. ðÕÓÔØ ÷ = Ò�, ÇÄÅ Ò | �ÒÏÓÔÏÅ, � > 1. éÚ á �ÏÌÕÞÉÍ2Ò, ÚÁÔÅÍ �ÒÉÂÁ×ÌÑÅÍ �− 2 ÒÁÚÁ Ò.11.48. Á) 1998!+1. Â) äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÕÄÅÍ ×ÅÓÔÉ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �ÏËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÞÉÓÅÌ. ðÒÉ � = 1 ×ÏÚØÍ£Í ÌÀÂÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔ, ÂÏÌØÛÉÊ 1.ðÕÓÔØ Á1; : : : ; Á� ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÄÅÌÉÔÅÌÉ si | �ÏÌ-ÎÙÅ Ë×ÁÄÒÁÔÙ, ÂÏÌØÛÉÅ 1 É Ái = Á1+i−1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Án+1 = Á1+�,l = s1 : : : sn É á = l(l+2)Án+1, ÔÏÇÄÁ á+ Á1; : : : ; á+ Án+1 | ÉÓËÏ-ÍÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ: á + Án+1 = Án+1(l + 1)2 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ë×Á-ÄÒÁÔ. ×) áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Â), á = Án+1((l + 1)m − 1).11.49. äÁ. ðÅÒÅÍÎÏÖÉÍ ÎÅÞ£ÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 1001 ÄÏ 1999. �ÁËËÁË ÉÈ 500 É ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÍÅÎØÛÅ 2000, ÔÏ ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ



11. äÅÌÉÍÏÓÔØ 419ÍÅÎØÛÅ 2000500 = 32100 · 101500 < 100100 · 101500 = 101700. ðÒÉ�É-ÛÅÍ Ë ÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÕ Ó�ÒÁ×Á ÎÅÓËÏÌØËÏ ÎÕÌÅÊ, Á ÚÁÔÅÍ �ÉÆÒÕ 1 ÉÅÝ£ ÔÒÉ 0 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ �ÉÆÒ ÒÁ×ÎÑÌÏÓØ 1997. åÓÌÉ ×�ÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÎÅ ÍÅÎÑÔØ �ÏÓÌÅÄÎÀÀ �ÉÆÒÕ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÂÕÄÅÔÞ£ÔÎÙÍ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÓÏÓÔÁ×ÎÙÍ. åÓÌÉ ÉÚÍÅÎÉÔØ �ÏÓÌÅÄÎÉÅ ÔÒÉ 0 ÎÁÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ �ÏÓÌÅÄÎÉÅ 4 �ÉÆÒÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÞÉÓÌÏ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÅÄÅÌÉÔÓÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.11.50. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ. ðÕÓÔØ Ò1; : : : ; Ò� |×ÓÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÉÓÌÏ Ò1 · : : : · Ò� + 1. üÔÏ ÞÉ-ÓÌÏ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÉ ÎÁ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ Ò1; : : : ; Ò� (Ô. Ë. ÏÎÏ ÄÁ£Ô�ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ ÎÉÈ ÏÓÔÁÔÏË 1) É, ÚÎÁÞÉÔ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÝ£ ÏÄÎÉÍ�ÒÏÓÔÙÍ.11.51. Â) n4 + 4m4 = (n2 + 2m2)2 − (2mn)2.11.52. 3551 = 602 − 72.11.53{11.55. óÕÍÍÁ É ÒÁÚÎÏÓÔØ ËÕÂÏ×.11.56. íÎÏÖÉÔÅÌØ 111222.11.57. 1977 · 1997 + 100 = (1987− 10)(1987 + 10) + 100 = 19872.11.58. ðÒÉ n = 2m
7 2m
︷ ︸︸ ︷1 : : : 1 = 7 2m

︷ ︸︸ ︷1 : : : 1 · 99 = 63 2m
︷ ︸︸ ︷9 : : : 99 = 8 m

︷ ︸︸ ︷0 : : : 0 2 − 129 =
= 8 m

︷ ︸︸ ︷0 : : : 0 1 · 7 m
︷ ︸︸ ︷9 : : : 99 = m

︷ ︸︸ ︷8 : : : 8 9 · 7 m
︷ ︸︸ ︷9 : : : 9 :åÓÌÉ � = 6Ô+5, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3 (Ô. Ë. ÅÇÏ ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ ÞÉÓÌÁÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3), ÅÓÌÉ � = 6Ô+3, ÔÏ ÞÉÓÌÏ 71 : : : 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 13 (711 É111111 ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 13), ÅÓÌÉ � = 6Ô+1, ÔÏ ÞÉÓÌÏ 11171 : : : 1 ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ 7 (111111 É 1117111 ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 7).11.59. Á) åÓÌÉ � = ÒÔ É Ò 6= Ô, ÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. åÓÌÉ Ò = m, ÔÏn = Ò2 > 4 ÉÌÉ Ò > 2, ÏÔËÕÄÁ � = Ò2 > 2Ò. �ÏÇÄÁ × (� − 1)! ÅÓÔØÄ×Á ÒÁÚÎÙÈ ÞÌÅÎÁ Ò É 2Ò. Â) þÉÓÌÁ Ò É Ô ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ � − 3(ÉÎÁÞÅ, ÅÓÌÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Ò > � − 3, ÔÏ ÔÁË ËÁË Ô > 2, �ÏÌÕÞÉÍ� = ÒÔ > 2(� − 3) ÉÌÉ � < 6. ×) îÅÔ. (� − 4)! ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ��ÒÉ � = 6 ÉÌÉ � = 9.11.60. åÓÌÉ (Ò − 1)! + 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ò, ÔÏ Ò | ÎÅ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ(ÓÍ. 11.59). ðÕÓÔØ Ò | �ÒÏÓÔÏÅ, Á | ËÁËÏÊ-ÔÏ ÏÓÔÁÔÏË, ÔÏÇÄÁÁ; 2Á; : : : ; (Ò − 1)Á ×ÓÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙ �Ï ÍÏÄÕÌÀ Ò. (k1Á − k2Á ÎÅ ÍÏÖÅÔÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ Ò). úÎÁÞÉÔ, ÅÓÔØ ÔÁËÏÅ k, ÞÔÏ kÁ ≡ 1 (mod Ò). ïÔÍÅ-ÔÉÍ, ÞÔÏ k 6= Á �ÒÉ Á 6= 1, Á 6= p − 1, ÉÎÁÞÅ k2 ≡ 1 (mod Ò) ÉÌÉ(k − 1)(k + 1) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ò, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. éÔÁË, ×ÓÅ ÏÓÔÁÔËÉ ×



420 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ 1 · 2 · : : : · (Ò − 1), ËÒÏÍÅ 1 É Ò − 1 ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ�ÁÒÙ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÈ, Ô. Å.1·2·: : :·(Ò−1) ≡ 1·(2·2−1)·(3·3−1)·: : :·(p−1) ≡ Ò−1 ≡ −1 (mod Ò):óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, (Ò− 1)! + 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ò.11.61. îÅ×ÅÒÎÏ, �ÒÉ � = 6 ÞÉÓÌÏ 63 + 5 · 6− 1 ÒÁ×ÎÏ 5 · 72.11.62. åÓÌÉ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÅ ÒÁ×ÅÎ 0, ±1, ÔÏÚÎÁÞÅÎÉÑ F (kÁ) �ÒÉ �ÅÌÙÈ k ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ Á. åÓÌÉ Á = ±1, ÔÏ ÍÏÖÎÏÚÁÍÅÎÏÊ � = Ô + l �ÓÄ×ÉÎÕÔØ� ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Õ F (m + l)Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÓÔÁÌ ÂÙ ÎÅÒÁ×ÎÙÍ ±1. îÁ�ÒÉÍÅÒ, × 11.61 �ÏÌÏÖÉÍ� = Ô + 1, ÔÏÇÄÁ F (m + 1) = (Ô + 1)3 + 5(Ô + 1) − 1 Ó×ÏÂÏÄÎÙÊÞÌÅÎ ÒÁ×ÅÎ 5, É �ÏÜÔÏÍÕ F (6) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 5.11.63. Á) � = 3Ô. ðÕÓÔØ � = 3Ô, ÔÏÇÄÁ 2n− 1 = 8m− 1 ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ 8 − 1 = 7. ðÒÉ � = 3Ô + 1 ÉÍÅÅÍ 2n − 1 = 2(7 + 1)n − 1 ≡ 1(mod 7), �ÒÉ � = 3Ô+ 2 ÉÍÅÅÍ 2n − 1 = 4(7 + 1)m − 1 ≡ 3 (mod 7).Â) òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �. Á).11.64. 2n√2 = [2n√2℄ + a, ÇÄÅ 0 < Á < 1. åÓÌÉ Á < 1=2, ÔÏ[2n+1√2℄ | Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. åÓÌÉ Á > 1=2, ÔÏ 2n+1√2 = 2[2n√2℄+2aÉ 2n+1√2 | ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, �ÒÉÞ£Í {2Á} < {Á} ({x} | ÄÒÏÂÎÁÑÞÁÓÔØ x). õÍÎÏÖÁÑ 2n√2 ÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ 2, ÂÕÄÅÍÕÍÅÎØÛÁÔØ ÄÒÏÂÎÕÀ ÞÁÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ, �ÏËÁ ÜÔÁ ÄÒÏÂÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅÓÔÁÎÅÔ ÍÅÎØÛÅ 1=2.11.65. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ 1021000 ÞÅÒÅÚ Á, Á 2974 + 1 | ÞÅÒÅÚ �. �ÏÇÄÁÎÁÛÅ ÞÉÓÌÏ Án + 1 É ÏÎÏ ËÒÁÔÎÏ Á+ 1.11.66. ä×Á ÉÚ ÞÉÓÅÌ | ÏÄÎÏÊ Þ£ÔÎÏÓÔÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Á É b. ÔÏÇÄÁÒ | Þ£ÔÎÏÅ, ÎÏ ÏÎÏ É �ÒÏÓÔÏÅ, ÚÎÁÞÉÔ, Ò = 2, Á = b = 1, q = r.11.67. Â) åÓÌÉ Á = 12m+1 + 22m+1 + : : :+ n2m+1, ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Á ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ �(� + 1)=2 (Ô. Å. 2Á ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ � É� + 1). óÕÍÍÉÒÕÑ �Ï�ÁÒÎÏ ËÒÁÊÎÉÅ ÞÌÅÎÙ, ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ 2ÁÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ �+ 1, Á ÚÁÔÅÍ, ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÑ ÞÌÅÎ �n É ÓÕÍÍÉÒÕÑ ÔÁËÉÍÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÓÔÁ×ÛÕÀÓÑ ÓÕÍÍÕ, �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Á ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ �.11.68. n = 1; 4 É ×ÉÄÁ � = 4k + 2. åÓÌÉ È2 − Õ2 = �2, ÔÏ È − ÕÉ È + Õ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ Þ£ÔÎÏÓÔØ É � ÌÉÂÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4, ÌÉÂÏÉÍÅÅÔ ×ÉÄ 4k ± 1. ïÂÒÁÔÎÏ: �ÒÉ � = 4k ÉÍÅÅÍ È = k + 1, Õ = k − 1,ÅÓÌÉ � = 4k ± 1 = 2Ô+ 1, ÔÏ È = Ô+ 1; Õ = Ô.11.69. òÁÚÎÏÓÔØ Ä×ÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÁ 9010 : : : 0, Ô. Å. ÄÅ-ÌÉÔÓÑ ÎÁ 53 É �ÅÒ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 53.11.70. þÉÓÌÁ Á, b, 
 ÍÏÖÎÏ ÓÏËÒÁÝÁÔØ ÎÁ ÏÂÝÉÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ,�ÏÜÔÏÍÕ ÓÞÉÔÁÅÍ îïä(Á; b; 
) = 1. åÓÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ Á, b,
 ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ, ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ ±1, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÏÅ Ò, ÄÅÌÑÝÅÅ ÏÄÎÏ



11. äÅÌÉÍÏÓÔØ 421ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ É ÎÅ ÄÅÌÑÝÅÅ ÄÒÕÇÏÅ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Ò ×ÈÏÄÉÔ × ÚÎÁ-ÍÅÎÁÔÅÌØ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÙÈ ÄÒÏÂÅÊ Ô = Á=b + b=Ó + Ó=Á ÉÌÉ� = Á=Ó+ Ó=b+ b=Á. �ÏÇÄÁ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÅÌÙÍ. ðÕÓÔØk(È) | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ Ò × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ È ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏ-ÖÉÔÅÌÉ. óÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ k(Á) ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁ, ÔÏÇÄÁ k(a) > 0. ÷ÏÚÍÏÖ-ÎÙ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ: k(Á) > k(b) > k(
) = 0 ÉÌÉ k(Á) > k(
) > k(b) = 0.÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ô | ÓÕÍÍÁ Ä×ÕÈ ÄÒÏÂÅÊ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑÍÉ, ÎÅÄÅÌÑÝÉÍÉÓÑ ÎÁ Ò, É ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÏÊ ÄÒÏÂÉ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ, ÄÅÌÑ-ÝÉÍÓÑ ÎÁ Ò. ðÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ Ô ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ô, Ô. Å. ÔÎÅ�ÅÌÏÅ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ � ÎÅ ÂÕÄÅÔ �ÅÌÙÍ.11.71. âÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÄÁÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ × ×ÉÄÅ 3k − 2k.ðÏÌÏÖÉÍ k = 2k, n = 32t − 22t , ÇÄÅ t > 2. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ,ÞÔÏ �ÒÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ k É ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÅÌÙÈ x, y ÞÉ
ÌÏ xk − ykÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ È− Õ. �Å�ÅÒØ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÏÇÏ, ÞÔÏ 3n−1−2n−1ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ �, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏËÁÚÁÔÅÌØ n− 1 ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ 2t, Ô. Å. ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ 32t − 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2t (�ÏÓËÏÌØËÕ 22t ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ 2t). äÏËÁÖÅÍ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ t ÞÉÓÌÏ32t − 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2t+2. ðÒÉ t = 1 ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÕÓÔØÏÎÏ ×ÅÒÎÏ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ t. éÍÅÅÍ: 32t+1 − 1 = (32t + 1)(32t − 1).ðÅÒ×ÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2, ×ÔÏÒÏÊ | ÎÁ 2t+2. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÄÏËÁÚÁÎÏ.11.72. n = 1. åÓÌÉ 3n+5n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3n−1+5n−1, ÔÏ É 3n+5n −
− 3(3n−1 + 5n−1) = 2 · 5n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÎÅÇÏ.11.73. òÁÚÎÏÓÔØ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ 30(�−Ô) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7, ÅÓÌÉ �−ÔÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7. ðÏÜÔÏÍÕ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ 7 ÄÁÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ7 ÄÁÅÔ ÒÁÚÎÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ.11.74. ðÕÓÔØ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ Ò, Ò+�, Ò+2�. åÓÌÉ Ò = 2, ÔÏ Ò+2� |Þ£ÔÎÏÅ, �ÏÜÔÏÍÕ Ò > 2, n | Þ£ÔÎÏ É ÌÉÂÏ � = 6k + 2, ÌÉÂÏ� = 6k + 4. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Ò ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3. åÓÌÉ Ò = 3Ô + 1 É� = 6k + 2 (� = 6k + 4), ÔÏ Ò + � (Ò + 2�) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3 É �ÏÜÔÏÍÕÎÅ �ÒÏÓÔÏÅ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊ Ò = 3Ô+ 2.11.75. ðÕÓÔØ 22t + 1 = Ô5 − �5 = (Ô− �)(Ô4 +Ô3� +Ô2�2 ++Ô�3 + �4). �ÁË ËÁË ÏÎÏ �ÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ Ô − � = 1, É, ÚÎÁÞÉÔ, 22t == 5(�4 + 2�3 + 2�2 + �) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 5.11.76. óÕÍÍÉÒÕÑ �Ï�ÁÒÎÏ ËÒÁÊÎÉÅ ÞÌÅÎÙ, �ÏÌÕÞÉÍ pq=(Ò−1)! == n ÉÌÉ m(p − 1)! = pn. �ÁË ËÁË (Ò − 1)! ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ò, ÔÏ ÔÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ò.11.77. � | �ÒÏÓÔÏÅ É � = 9. åÓÌÉ � = Áb, ÇÄÅ Á > 4; b > 4,a 6= b ÔÏ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (� − 1)! ×ÈÏÄÑÔ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Á, 2Á, b, 2b,�ÏÜÔÏÍÕ (� − 1)! ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Á2b2 = �2. åÓÌÉ � = Ò2, ÇÄÅ Ò |



422 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ�ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ �ÒÉ Ò2 − 1 > 4Ò × (�− 1)! ×ÈÏÄÑÔ Ò, 2Ò, 3Ò É 4Ò,É ÏÎÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ò4 = �2. ïÓÔÁÀÔÓÑ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ: � | �ÒÏÓÔÏÅ (ÉÚÔÅÏÒÅÍÙ ÷ÉÌØÓÏÎÁ (Ò − 1)! �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ Ò ÄÁÅÔ ÏÓÔÁÔÏË −1) É� = 9 (8! ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 9, ÎÏ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 81).11.78. éÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÉÎÄÕË�ÉÀ. ðÒÉ � = 1 ÂÅÒÅÍ ÞÉÓÌÏ 2. åÓÌÉá = 2n ·÷ | �-ÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ 2n, ÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ2 · 10n + á ÉÌÉ 1 · 10n + á ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2n+1, ÔÁË ËÁË ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ5n +÷ ÉÌÉ 2 · 5n+÷ Þ£ÔÎÏ.11.79. åÓÌÉ q = 2, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ (Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ�ÒÏÓÔÏÇÏ) ÞÉÓÌÁ Ò ÞÉÓÌÏ (Ò+ 1)q = (Ò+ 1)2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ q | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ 2. ñÓÎÏ, ÞÔÏ q |ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÞÉÓÌÏ Ò+1 × ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ×ÉÄÅ Ò+1 == Òa11 pa22 : : : Òass , ÇÄÅ p1 < Ò2 < : : : < Òs | ×ÓÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉÞÉÓÌÁ Ò+1, a Á1; a2; : : : ; as | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. þÉÓÌÏ (Ò+1)q == pa1q1 pa2q2 : : : Òasqs × ÓÉÌÕ ÎÅÞ£ÔÎÏÓÔÉ q ÂÕÄÅÔ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÞÉÓÌÁ Á1; a2; : : : ; as Þ£ÔÎÙÅ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÞÉ-ÓÌÏ Ò + 1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ: Ò + 1 = m2. úÎÁÞÉÔ, Ò = m2 − 1 == (m−1)(m+1).�ÁË ËÁËm | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á Ò | �ÒÏÓÔÏÅ,ÔÏ m − 1 = 1, m + 1 = Ò, É �ÏÜÔÏÍÕ Ò = 3. úÎÁÞÉÔ, ÅÓÌÉ q > 2 |�ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ (Ò+1)q, ÇÄÅ Ò | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑË×ÁÄÒÁÔÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Ò = 3.11.80. åÓÌÉ � < 8, ÔÏ ÄÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ N = 28 + 211 + 2n == 2n(1 + 28−n + 211−n) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ Þ£ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ 2nÉ ÎÅÞ£ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ 1 + 28−n + 211−n. þÔÏÂÙ ÞÉÓÌÏ N ÂÙÌÏ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÏÍ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÞÔÏÂÙ ÞÉÓÌÏ � ÂÙÌÏ Þ£ÔÎÙÍ. îÏ, ËÁË �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ�ÒÏ×ÅÒËÁ, ÚÎÁÞÅÎÉÑ � = 2; 4; 6; 8 ÎÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ.åÓÌÉ � ÒÁ×ÎÏ 9 ÉÌÉ 10, ÔÏ ÞÉÓÌÏ N ÒÁ×ÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ 28 · 11ÉÌÉ 28 · 13 É ÔÁËÖÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ. åÓÌÉ � > 10, ÔÏ N == (24)2(9+2n−8). þÔÏÂÙN ÂÙÌÏ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÅ-Þ£ÔÎÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÂÙÌ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ (ÎÅÞ£ÔÎÏÇÏ) ÞÉÓÌÁ:9+2n−8 = (2k+1)2 = 4k2+4k+1, ÇÄÅ k | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ïÔ-ÓÀÄÁ ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ 2n−8 = 4(k−1)(k+2) ÉÌÉ 2n−10 = (k−1)(k+2).úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ k−1 É k+2 ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÌÉÞÎÕÀ Þ£ÔÎÏÓÔØ (ÏÎÉÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ 3). ðÏÓËÏÌØËÕ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÎÅÞ£ÔÎÙÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍÞÉÓÌÁ 2n−10, � > 10, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ 1, ÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØÍÅÓÔÏ ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ k − 1 = 1. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏk = 2, n = 12.11.81. ÷ÍÅÓÔÅ Ó ÞÉÓÌÏÍ a1 : : : a6 ÎÁ 37 ÄÅÌÑÔÓÑ ÞÉÓÌÁ a1a2a3 ++ a4a5a6, a2a3a1a6a4a5 É a3a1a2a4a6a5.11.82. 9440. ðÕÓÔØ Ô = 2 · 3 · 5 · 7 · 9 · Ò. ÷ÏÚØÍ£Í Ò ÔÁËÏÅ, ÞÔÏÒ− 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 11, Á Ò+ 1 | ÎÁ 13. �ÏÇÄÁ � = Ô− 10.



11. äÅÌÉÍÏÓÔØ 42311.83. È1 + È2 = −Á, È1È2 − 1 = b, a2 + b2 = (È21 + 1)(È22 + 1).11.84. 21982 + 1 = (2991 + 1)2 − 2 · 2991 = (2991 + 1)2 − (2496)2.11.85. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Ò É q, ÔÁËÉÅ,ÞÔÏ Ò2 = 2n+1, q2 = 3�+1. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÉÓÌÏ Ò ÎÅÞ£ÔÎÏÅ É ÂÏÌØÛÅ 1.ðÕÓÔØ Ò = 2k+1, ÇÄÅ k | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. �ÏÇÄÁ 2� = Ò2−1 == 2k(2k+2), � = 2k(k+1), É �ÏÜÔÏÍÕ q2 = 6k(k+1)+1. éÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁ-×ÅÎÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ q ÎÅÞ£ÔÎÏÅ É ÂÏÌØÛÅ 1. ðÕÓÔØ q = 2l+1,ÇÄÅ l | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. �ÏÇÄÁ 3n = q2−1 = 2l(2l+2) = 4l(l+1).�ÁË ËÁË �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ×ÓÅÇÄÁ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2, ÔÏ ÉÚ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 8, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.11.86. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÄÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ 1010 : : : 101 (k ÎÕÌÅÊ É k+1 ÅÄÉ-ÎÉ�, ÇÄÅ k > 2) ÞÅÒÅÚ ák. åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ k ÎÅÞ£ÔÎÏ (k = 2m+ 1), ÔÏAk = 101 · 100010001 : : : 100010001
︸ ︷︷ ︸m+1 ÅÄÉÎÉ�Á; 3m ÎÕÌÅÊ ;Ô. Å. ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ.åÓÌÉ k Þ£ÔÎÏ (k = 2m), ÔÏ11Ak = 11 : : : 11

︸ ︷︷ ︸4m+2 �ÉÆÒÙ= 11 : : : 11
︸ ︷︷ ︸2m+1 �ÉÆÒÙ·1 00 : : : 00︸ ︷︷ ︸2m �ÉÆÒ 1:÷ÔÏÒÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 11 (ÓÍ. 11.225) É ÂÏÌØÛÅ 11, ÚÎÁ-ÞÉÔ, Ak | ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.11.87. 1 É 9. åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ � = Ô2 ÉÍÅÅÔ Ô > 1 ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ, ÔÏ mÎÅÞ£ÔÎÏ (m = 2p+ 1), Á � ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ Ò ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ, ÍÅÎØÛÉÈ Ô, É�ÏÜÔÏÍÕ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2Ò− 1.11.88. ðÒÉ � > 2 È = 3, Õ = 2, z = 1; È = 6, Õ = 8, z = 4; �ÒÉ� = 2: È = 8, Õ = 3, z = 7.11.89. 376 É 625. ðÕÓÔØ á | ÉÓËÏÍÏÅ ÞÉÓÌÏ. �ÁË ËÁË á2−á == á(á − 1) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 1000 = 8 · 125, á É á − 1 ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ,ÔÏ ÌÉÂÏ á ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 8 É á − 1 | ÎÁ 125, ÌÉÂÏ ÎÁÏÂÏÒÏÔ. äÁÌÅÅÉÚ 7 ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ × ËÁÖÄÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÞÉÓÅÌ ÎÁÈÏÄÉÍ ÏÔ×ÅÔ.11.90. 2s = (n1987+21987)+ : : :+ (21987+n1987)+ 2 = (�+2)í ,ÇÄÅ í | �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ.11.91. 121, 241, 361, 481, 600. õÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÁÂÏÒ ÉÚ � ÞÉÓÅÌÁi = i · �! + 1, i = 1; : : : ; �. óÕÍÍÁ Ô ÞÉÓÅÌ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ô.11.92. 4545 + 5454 = (2545)2 + 2 · 2545 · 5452 + (5452)2 − 2 · 2545 ·5452 = (2545+5452)2− 2546− 5452 = (2545+5452)2− (2273− 545)2 == (2545 + 5452 + 2273 · 545)(2545 + 5452 − 2273 · 545).11.93. 1989.11.94. åÓÌÉ 2n+1 = k2, 3n+1 = m2, ÔÏ ÞÉÓÌÏ 5n+3 = 4(2n+1)−

− (3n + 1) = 4k2 − m2 = (2k + m)(2k − m) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÍ,



424 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ�ÏÓËÏÌØËÕ 2k − Ô 6= 1 (× �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | �ÒÉ 2k − Ô = 1,ÞÉÓÌÏ 5n + 3 ÒÁ×ÎÏ 2k +m = (m + 1) +m = 2m + 1 É (m − 1)2 == m2 − (2m + 1) + 2 = (3n + 1) − (5n + 3) + 2 = −2n < 0, ÞÔÏÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ). éÔÁË, ÞÉÓÌÏ 5n+ 3 ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÏÓÔÙÍ.11.95. ðÕÓÔØ � = pq, ÇÄÅ Ò É q | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ.ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ Ò+ q + 1 = 1000, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Ò+ q = 999. ðÏÜÔÏÍÕÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ Ò, q Þ£ÔÎÏ.ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Þ£ÔÎÏ ÞÉÓÌÏ Ò. �ÁË ËÁË Ò | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ,ÔÏ Ò = 2. úÎÁÞÉÔ, q = 997, n = 1994.11.96. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Ò = 3. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ò2+11 = Ò2−1+12 == (Ò − 1)(p + 1) + 12. åÓÌÉ Ò > 5 �ÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ ÞÉÓÌÁ Ò − 1 É Ò + 1ÏÂÁ Þ£ÔÎÙÅ, É ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ËÒÁÔÎÏ ÔÒ£Í. ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ(Ò− 1)(Ò+1) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 12, ÚÎÁÞÉÔ, Ò2+11 ÔÁËÖÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 12, ÁÚÎÁÞÉÔ, ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 7 ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ (6 ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÞÉÓÌÁ 12 É ÓÁÍÏÞÉÓÌÏ, Ò2 + 11 > 12). ïÓÔÁÌÏÓØ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ Ò = 2 É Ò = 3.11.97. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a1; : : : ; an, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈÕÓÌÏ×ÉÀ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ an+1, ÞÔÏ án+1 = a21 + : : :+ a2n+1 ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ ÷n+1 = a1+: : :+an+1. éÚán+1 = án+(Án+1−÷n)(Án+1+÷n)+÷2nÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ án+1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÷n+1, ÅÓÌÉ án+÷2n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÷n+1.éÔÁË, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÚÑÔØ Án+1 = án+÷2n−÷n. �ÁË ËÁË ÷2n−÷n > 0,ÔÏ Án+1 > An > Á2n > Án.11.98. îÅÔ. ðÕÓÔØ Á > b > Ó | ÞÉÓÌÁ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ-×ÉÑÍ ÚÁÄÁÞÉ. �ÏÇÄÁ Á2 − 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ b, Á É b ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ.ðÏÜÔÏÍÕ 
2 − 1, ËÏÔÏÒÏÅ �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ ÄÅÌÉÔÓÑ É ÎÁ Á É ÎÁ b, ÄÏÌÖÎÏÄÅÌÉÔØÓÑ É ÎÁ ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ 
2 − 1 > Áb. óÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Á > Ó É b > Ó, Ô. Å. Áb > 
2. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.11.99. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ È É Õ ÎÅÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ Ò. �ÁË ËÁË n ÎÅÞ£ÔÎÏ, ÔÏ (Èn + Õn)=(È + Õ) = Èn−1 −
− Èn−2Õ + : : :− Èyn−2 + Õn−1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÞÅÒÅÚ á. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ Ò > 2, ÚÎÁÞÉÔ, ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ È, ÕÂÏÌØÛÅ 1, Á ÔÁË ËÁË � > 1, ÔÏ É á > 1. �ÁË ËÁË á(È + Õ) = Òk,ÔÏ á ≡ 0 (mod Ò), È ≡ −Õ (mod Ò). �ÏÇÄÁ á ≡ Èn−1 − Èn−2(−È) ++ : : :−È(−È)n−2+(−È)n−1 (mod Ò) ÉÌÉ á ≡ �Èn−1 (mod Ò). �ÁË ËÁË�Èn−1 ≡ 0 (mod Ò), Á È ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ò, ÔÏ � ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ò. ðÕÓÔØ� = rs, ÇÄÅ r | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ Ò. �ÏÇÄÁ (Ès)r+(Õs)r == Òk | �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.11.100. � = 2. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ È, Õ ÎÅ ËÒÁÔÎÏ 3. ðÏ-ÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ k Þ£ÔÎÏ, ÔÏ Èk É yk �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 3 ÄÁÀÔ × ÏÓÔÁÔËÅ 1, ÁÚÎÁÞÉÔ, ÉÈ ÓÕÍÍÁ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 3 ÄÁÅÔ × ÏÓÔÁÔËÅ 2, Ô. Å. ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ÓÔÅ�ÅÎØÀ 3. ðÕÓÔØ k ÎÅÞ£ÔÎÏ. �ÁË ËÁË k ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3 (ÓÍ. 11.99),ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ k = 3. éÔÁË, È3 + Õ3 = 3n, (È+ Õ)(È2 − ÈÕ + Õ2) = 3n.



11. äÅÌÉÍÏÓÔØ 425úÎÁÞÉÔ, È2−ÈÕ+Õ2 = 3n. �ÁË ËÁË È2−ÈÕ+Õ2 > ÈÕ > 2, ÔÏ Ô > 0.ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ È2 − ÈÕ+ Õ2 = (È+ Õ)2 − 3ÈÕ É, ÚÎÁÞÉÔ, ÔÁË ËÁËÈ + Õ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3, Á ÈÕ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3, ÔÏ Ô < 2. éÔÁË, Ô = 1,� = 2.11.101. 2. ðÕÓÔØ ÎÁ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÍÅÓÔÅ × ÓÔÒÏËÅ ÓÔÏÉÔ ÞÉÓÌÏ È.óÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ × ÓÔÒÏËÅ, ËÒÏÍÅ È, ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ È; ÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÓÕÍÍÁ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ × ÓÔÒÏËÅ, ÒÁ×ÎÁÑ 1 + : : : + 37 = 37 · 19, ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ È.ïÔÓÀÄÁ È = 19, ÔÁË ËÁË ÞÉÓÌÏ 37 | ÎÁ �ÅÒ×ÏÍ ÍÅÓÔÅ. îÁ ÔÒÅÔØÅÍÍÅÓÔÅ ÓÔÏÉÔ ÄÅÌÉÔÅÌØ 37 + 1 = 38, ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ 1 É19, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÖÅ ÓÔÏÑÔ ÎÁ ÄÒÕÇÉÈ ÍÅÓÔÁÈ.11.102. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ ÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ, ÄÏËÁÖÅÍ ÔÏÖÄÅ-ÓÔ×Ï (Á+ b)7 − Á7 − b7 = 7Áb(Á+ b)(Á2 + Áb+ b2)2:ïÓÔÁÅÔÓÑ �ÏÄÏÂÒÁÔØ ÞÉÓÌÁ Á É b ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ Á2+Áb+ b2ÄÅÌÉÌÏÓØ ÎÁ 73 = 343. îÁ�ÒÉÍÅÒ, Á = 18, b = 1.11.103. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å á ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ q1q2 : : : qq1 , ÇÄÅ q1 < q2 < : : : < qq1(Ô. Å. ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÒÁ×ÎÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍÕ ÉÚ ÎÉÈ: ×á ×ÈÏÄÉÔ 2·3, 2·5, 2·7, . . . , 3·5·7, 3·5·11,. . . É Ô. Ä.). �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á S = {p1; p2; : : : } �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÇÄÅ p1 < p2 < : : : ,�ÏÌÏÖÉÍ k = p1, m = p1p2 : : : pp1 , n = p2p3 : : : pp1 + 1. ïÞÅ×ÉÄÎÏ,ÞÔÏ m ∈ á, Á � =∈ á.
11.2. ïÓÔÁÔËÉ11.104. Á1 = r1 + km, Á2 = r2 + lm, Á1 + Á2 = r1 + r2 + (k+ l)m,Á1Á2 = r1r2 + (r2k + r1l + kl)m.11.105. a) 1, Â) 6. 1989 = 3 · 663, ×) 1.11.106. Á) ÏÓÔ3(a2) = 0; 1; ÏÓÔ3(a3) = 0; 1; 2 Â) ÏÓÔ4(Á2) = 0; 1;ÏÓÔ4(Á3) = 0; 1; 3; ×) ÏÓÔ5(Á2) = 0; 1; 4; ÏÓÔ5(Á3) = 0; 1; 2; 3; 4;Ç) ÏÓÔ7(Á2) = 0; 1; 2; 4; 5; ÏÓÔ7(a3) = 0; 1; 6.11.107{11.110, 11.112. õËÁÚÁÎÉÅ. éÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅ 11.106.11.111. üÔÉ ÞÉÓÌÁ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 3 É 8.11.113. Á É b ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 3 É 7.11.114. 59. Á+ 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2, 3, 4, 5, 6.11.115. òÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÓÔÁÔËÉ ÄÅÌÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÓÕÍÍÙ ÎÁ 3.11.116. È É È3 ÄÁÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 6.11.117. åÓÌÉ d | ÎÅÞ£ÔÎÏ, ÔÏ q | Þ£ÔÎÏ, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ; ÅÓ-ÌÉ d ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3, ÔÏ ÓÒÅÄÉ p, q É r ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ, ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ 3,ÞÔÏ ÔÁËÖÅ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.



426 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ11.118. ïÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ È, Õ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3, ÉÎÁÞÅ z2 ÄÁÅÔ ÏÓÔÁÔÏË 2�ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 3. ä×Á ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÇÕÔ, ÔÁË ËÁË Ë×ÁÄÒÁÔÎÅÞ£ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 8 ÄÁÅÔ ÏÓÔÁÔÏË 1. åÓÌÉ ÏÄÎÏ ÎÅ-Þ£ÔÎÏÅ, ÔÏ ×ÔÏÒÏÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4, ÉÎÁÞÅ Ë×ÁÄÒÁÔ Þ£ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÎÅÄÅÌÑÝÅÇÏÓÑ ÎÁ 4, ÄÁÅÔ ÏÓÔÁÔÏË 4.11.119. åÓÌÉ ÎÅÔ ÔÒ£È ÞÉÓÅÌ Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ ÏÓÔÁÔËÁÍÉ, ÔÏ ÅÓÔØÞÉÓÌÁ Ó ÏÓÔÁÔËÁÍÉ 0, 1, 2 | ÏÎÉ ÉÓËÏÍÙÅ.11.120. Á) 6, Â) 9.11.121{11.123. ðÏÓÌÅÄÎÉÅ �ÉÆÒÙ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ÒÁ×ÎÙ.11.124. a) 9. ðÏËÁÚÁÔÅÌØ 999999 ÎÅÞ£ÔÅÎ, �ÏÜÔÏÍÕ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ�ÉÆÒÁ ÒÁ×ÎÁ ÏÓÔ10(9999999999 ) = ÏÓÔ10(99992k+1) = ÏÓÔ10(92k+1) == ÏÓÔ10(81k · 9) = 9. Â) ðÏÓÌÅÄÎÑÑ �ÉÆÒÁ 7n ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÏÓÔÁÔËÁÄÅÌÅÎÉÑ n ÎÁ 4. 77 ≡ −1 (mod 4), �ÏÜÔÏÍÕ ÜÔÁ �ÉÆÒÁ | 3.11.125. 0. ðÏÓÌÅÄÎÑÑ �ÉÆÒÁ ÄÁÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ s | ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÅÇÏÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 10, �ÏÜÔÏÍÕ s ≡ 10 · (12 + : : :+ 92) ≡ 0 (mod 10).11.126. Á) 00. õËÁÚÁÎÉÅ. CÇÒÕ��ÉÒÕÊÔÅ ËÕÂÙ (ËÒÏÍÅ 503) �Ï-�ÁÒÎÏ: 13+993, 23+983, . . . , 493+513. ëÁÖÄÁÑ ÔÁËÁÑ ÓÕÍÍÁ ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ 100. Â) 88, 67, 36.210 = 1024, �ÏÜÔÏÍÕ 210 ≡ −1 (mod 25), 21000 ≡ 1 (mod 25), ÚÎÁ-ÞÉÔ, 21000 ÍÏÖÅÔ ÏËÁÎÞÉ×ÁÔØÓÑ ÎÁ 01, 01 + 25 = 26, 01 + 50 = 51,01 + 75 = 76. îÏ ÉÚ-ÚÁ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÎÁ 4 ÜÔÏ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ�ÉÆÒÙ 76. �ÏÇÄÁ 2999 ÍÏÖÅÔ ÏËÁÎÞÉ×ÁÔØÓÑ ÌÉÂÏ ÎÁ 38 = 76 : 2,ÌÉÂÏ ÎÁ 88 = 176 : 2. îÏ Ï�ÑÔØ ÉÚ-ÚÁ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÎÁ 4 ÞÉÓÌÏ 2999ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 88.3999 = 33(34)249 ≡ 33(−19)249 ≡ 33(−19)(21)62 == 33(−19)212(214)15 ≡ 33 · 212(−19)16 ≡ 33 · 216 == (3 · 441)3 ≡ 233 ≡ 67 (mod 100):(142)7·1413 ≡ (−4)7·1413 (mod 25), ÎÏ 7 · 1413 ≡ −2 (mod 5), Ô. Å.7 · 1413 = 5Ò+ 3, Á (−4)5 ≡ 1 (mod 25), �ÏÜÔÏÍÕ 141414 ≡ (−4)3 ≡ 11(mod 25). ÷ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÏËÏÎÞÁÎÉÑ 11, 36, 61, 86, ÎÏ ÎÁ 4 ÄÅÌÉÔÓÑÌÉÛØ ÞÉÓÌÏ Ó ÏËÏÎÞÁÎÉÅÍ ÎÁ 36.11.127. åÓÌÉ ÂÙ 1+ : : :+� = �(�+1)=2 ≡ 2; 4; 7; 9 (mod 10), ÔÏ�(�+ 1) ≡ 4; 8; 4; 8 (mod 10), ÎÏ �(�+ 1) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÏ ÔÏÌØËÏ0, 2, 6 �Ï ÍÏÄÕÌÀ 10.11.128. 0000. ë×ÁÄÒÁÔ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÎÞÉ×ÁÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ �ÉÆÒÁÍÉ 0,1, 4, 9, 6, 5. îÏ (2k + 1)2 ≡ 1 (mod 4), Á (2k)2 ≡ 0 (mod 4), �ÏÜÔÏÍÕ11, 99, 66, 55 ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÇÕÔ; (2k)2 ≡ 0; 4 (mod 16), Á 4444 ≡ 12(mod 16), �ÏÜÔÏÍÕ 4444 ÂÙÔØ ÔÁËÖÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ.



11. äÅÌÉÍÏÓÔØ 42711.129. 1444 = 382. éÚ 11.128 Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÂÏÌÅÅÔÒ£È ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ �ÉÆÒ.11.130. 143. �ÁË ËÁË 74 = 2401, ÔÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ(ÄÌÑ 2400 É 1) ÉÍÅÅÍ:79999 ≡ 73 · 24012499 ≡ 343 · (1 + 2499 · 2400 + 24002N) ≡
≡ 343 · (1 + 600 + 0) ≡ 143 (mod 1000):11.131. 0 ÉÌÉ 1. åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 5, ÔÏ ÅÇÏ 100-Ñ ÓÔÅ�ÅÎØÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 125. äÌÑ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ 5�± 1 É 5�± 2 Ó �ÏÍÏÝØÀ ÂÉÎÏÍÁîØÀÔÏÎÁ ÉÍÅÅÍ ÏÔ×ÅÔ.11.132. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ N101−N = N(N100−1) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 1000.ðÒÉ N | ÎÅÞ£ÔÎÏÍ N100−1 = (N50+1)(N25+1)(N25−1) ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ 8. éÚ 11.131 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ N ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 5, ÔÏ N100 − 1ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 125. éÔÁË, N100 − 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 8 · 125 = 1000.11.133. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, 22225555+55552222 = (22225555+45555) ++ (55552222 − 42222)− 42222(43333 − 1). ðÅÒ×ÁÑ ÓËÏÂËÁ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ2222 + 4 = 2226 = 7 · 318, ×ÔÏÒÁÑ | ÎÁ 5555 − 4 = 5551 = 7 · 793,ÔÒÅÔØÑ ÓËÏÂËÁ | ÎÁ 64− 1 = 63 = 7 · 9.11.134. � = 8Ò, � = 2Ò− 1.11.135. Á) ðÕÓÔØ Ò = 30�+ r. åÓÌÉ r | ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ, ÔÏ ÔÁË ËÁË×ÓÅ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÍÅÎØÛÉÅ 30, ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ Ó 30, ÔÏÓÏÓÔÁ×ÎÙÍ ÂÕÄÅÔ Ò. Â) Ò = 109, 109 = 60 + 49.11.136. 107.11.137. 7. ïÎ ÒÁ×ÅÎ ÏÓÔ14(35), ÔÁË ËÁË á = 1981 · 1982�+ 35.11.138. îÅÔ. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÁÅÔ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 3 ÏÓÔÁÔÏË 2(ÓÍ. 11.106).11.139. a) îÅÔ. ðÕÓÔØ Á = 2�+1, b = 2k+1, ÔÏÇÄÁ a2+b2 = 4p+2ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2, ÎÏ ÎÅ ÎÁ 4. Â) îÅÔ. ïÓÔÁÔÏË Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÎÅÞ£ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 4 ÒÁ×ÅÎ 1.11.140. òÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÓÔÁÔËÉ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 4.11.141. ïÓÔÁÔËÉ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÞÉÓÅÌ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 8 | 0, 1, 4.11.142. þÉÓÌÁ ×ÉÄÁ 4�+ 3. ïÓÔÁÔËÉ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÏÔÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 4: 0, 1, 2.11.143. þÉÓÌÁ ×ÉÄÁ 9�+4. ëÕÂ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 9 ÄÁ£Ô ÏÓÔÁÔËÉ0, 1 É 8.11.144. óÍ. 11.106, �. Á).11.145. îÅÔ: ÏÓÔ4(5n+ 1) = 0, ÏÓÔ4(5k − 1) = 2.11.146. 5k + 7 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4 É ÎÁ 3 �ÒÉ ÎÅÞ£ÔÎÏÍ k (3n | ÎÅ-Þ£ÔÎÏ).



428 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ11.147. îÅÔ. �ÁË ËÁË �ÒÏÓÔÏÅ Ò (ÏÂßÅÍ) ÒÁ×ÅÎ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀÄÌÉÎ ÔÒ£È ÓÔÏÒÏÎ, ÔÏ Ä×Å ÉÚ ÜÔÉÈ ÄÌÉÎ ÒÁ×ÎÙ 1, Á ÔÒÅÔØÑ | Ò.�ÏÇÄÁ �ÌÏÝÁÄØ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÁ 4Ò+ 2.11.148. éÚ 11.106 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÅÓÔØ Ä×Á Ó ÒÁ×-ÎÙÍÉ ÏÓÔÁÔËÁÍÉ.11.149. ïÛÉÂÓÑ. óÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÁ 74, ÔÏÇÄÁ ËÁÖÄÁÑ ÉÚÓÕÍÍ ÞÉÓÅÌ, ÎÁÚ×ÁÎÎÙÈ ÍÁÌØÞÉËÁÍÉ É ÄÅ×ÏÞËÁÍÉ × ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ,ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ 37. ïÄÎÁËÏ ÉÚ ÎÁÚ×ÁÎÎÙÈ ÓÕÍÍ ÎÅÌØÚÑ ×ÙÂÒÁÔØ ÞÁÓÔØ,ÄÁÀÝÕÀ × ÓÕÍÍÅ 37: ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ, ËÒÏÍÅ 5, ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 3, 5 ≡ 2 (mod 3),Á 37 ≡ 1 (mod 3).11.150. ìÀÂÙÅ Ä×Á ÉÚ ÓÅÍÉ ÞÉÓÅÌ ÄÁÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ ÏÓÔÁÔÏË�ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 5.11.151. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ È É È+3 �ÒÉ ÌÀÂÏÍ È Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉÂÏ �ÌÏ-ÈÉÍÉ, ÌÉÂÏ ÈÏÒÏÛÉÍÉ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ. ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, È | �ÌÏ-ÈÏÅ, È+3 | ÈÏÒÏÛÅÅ, ÔÏÇÄÁ Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ È+18 = (È+3)+15 |ÈÏÒÏÛÅÅ, Á Ó ÄÒÕÇÏÊ È + 18 = ((È+ 6) + 6) + 6 | �ÌÏÈÏÅ. ïÔÓÀÄÁ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ Ó ÏÄÎÉÍ ÏÓÔÁÔËÏÍ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 3 ÌÉÂÏ ÈÏÒÏÛÉÅ, ÌÉÂÏ�ÌÏÈÉÅ. úÎÁÞÉÔ, �ÌÏÈÉÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ 333, 334, 666, 667.11.152. ðÒÉ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ �, ÂÏÌØÛÉÈ 4. �ÁË ËÁË ÉÍÅÅÔÓÑ �Ï 5 ËÏÒ-ÚÉÎ Ó Þ£ÔÎÙÍ É ÎÅÞ£ÔÎÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÑÂÌÏË, ÔÏ ÞÉÓÌÏ � | ÎÅ-Þ£ÔÎÏÅ. ðÒÉ � = 10Ò − 5 (Ò = 1; 2; : : : ) ËÌÁÄÅÍ × 5 ËÏÒÚÉÎ Ò ÑÂÌÏËÉ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÓÔÁ×ÉÍ 5 ËÏÒÚÉÎ Ó Ò − 1 ÑÂÌÏËÏÍ, �ÒÉ � = 10Ò − 3ÚÁÍÅÎÑÅÍ ÏÄÎÕ ÉÚ ËÏÒÚÉÎ Ó Ò ÑÂÌÏËÁÍÉ ÎÁ ËÏÒÚÉÎÕ Ó Ò + 1 ÑÂÌÏ-ËÏÍ, �ÒÉ � = 10Ò − 1 ÚÁÍÅÎÑÅÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÕÖÅ Ä×Å ËÏÒÚÉÎÙ, �ÒÉ� = 10Ò+ 1 | ÔÒÉ ËÏÒÚÉÎÙ É Ô. Ä.11.153. 3. ïÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3.11.154. 3. 11.155. 5. 11.156. Ò = 3.11.157. ïÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ 2n − 1, 2n, 2n + 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3. (2n ÎÅÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3.)11.158. ðÕÓÔØ � = 2m(2Ò+1), p 6= 0, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Á = 22m . �ÏÇÄÁ2n = Á2p+1 | ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ.11.159. Á) 1; 3; 7; 9; Â) îÅÔ.11.160. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, Ò | Þ£ÔÎÏ, ÎÏ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4. åÓÌÉ Ò+1 == Á2, ÔÏ Ò = (Á− 1)(Á+ 1), Á | ÎÅÞ£ÔÎÏ, �ÏÜÔÏÍÕ Ò ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4.åÓÌÉ ÂÙ Ò−1 = Á2, ÔÏ ÔÁË ËÁË Ò ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3, ÉÍÅÅÍ Ò−1 = 3Ô+2ÉÌÉ Á2 = 3Ô+ 2, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.11.161. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ Ò = 3� ± 1, ÔÏÇÄÁ 2Ò + 1 = 6� ± 2 + 1. �ÁËËÁË 2Ò + 1 | �ÒÏÓÔÏÅ, ÂÏÌØÛÅÅ 6, ÔÏ 2Ò + 1 6= 6� + 3, ÚÎÁÞÉÔ,2Ò+ 1 = 6�− 1, Ò = 3�− 1, 4Ò+ 1 = 12�− 3 = 3(4�− 1).11.162{11.163. ïÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ËÕÂÁ ÎÁ 9: 0; 1; 8.11.164. þÉÓÌÏ 1967k + 3 �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 7 ÄÁÅÔ ÏÓÔÁÔÏË 3.



11. äÅÌÉÍÏÓÔØ 42911.165. üÔÏ ÞÉÓÌÏ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 7 ÍÏÖÅÔ ÄÁÔØ ÏÓÔÁÔËÉ 2 É 3.11.166. åÓÌÉ Ò = 2�, ÔÏ ÏÓÔ4(3p + 1) = 2, Á ÅÓÌÉ Ò = 2�+ 1, ÔÏÏÓÔ8(3p + 1) = 4.11.167. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 11111,ÚÎÁÞÉÔ, ÓÔÅ�ÅÎØÀ Ä×ÏÊËÉ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ. �ÁË ËÁË 105 �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉÎÁ 11111 ÄÁÅÔ × ÏÓÔÁÔËÅ 1, ÔÏ ÌÀÂÏÅ ÉÚ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÁÅÔ �ÒÉÄÅÌÅÎÉÉ ÔÏÔ ÖÅ ÏÓÔÁÔÏË, ÞÔÏ É ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ËÁÒÔÏÞËÁÈ, ÁÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ (11111+ 99999)(105− 1)=2, Ô. Å. ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 11111.11.168. 11 = 36−52. ðÏÓÌÅÄÎÑÑ �ÉÆÒÁ ÞÉÓÌÁ 36k = 62k ÒÁ×ÎÁ 6,�ÏÓÌÅÄÎÑÑ �ÉÆÒÁ ÞÉÓÌÁ 5l ÒÁ×ÎÁ 5. ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ |62k−5l| ÏËÁÎÞÉ-×ÁÅÔÓÑ ÌÉÂÏ ÎÁ 1, ÌÉÂÏ ÎÁ 9. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï 62k−5l = 1 ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁËËÁË ÔÏÇÄÁ ÂÙÌÏ ÂÙ 5l = (6k − 1)(6k + 1), Á ÞÉÓÌÏ 6k + 1 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ 5. ðÒÉ k = 1 É l = 2 �ÏÌÕÞÉÍ 11. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï 5l − 62k = 9 ÔÁËÖÅÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË 5l �ÒÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ l ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3.11.169. 335 É 742. åÓÌÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ N ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ, ÔÏ 100 6 N 6 999 É N = 37m+2, N = 11�+5, ÇÄÅÔ É � | �ÅÌÙÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. úÎÁÞÉÔ, ÎÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ×ÓÅÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ Ô, �, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ100 6 37m + 2 6 999, 37m + 2 = 11n + 5, ÏÔËÕÄÁ 3 6 m 6 26,37m = 11n+ 3.íÅÔÏÄÏÍ �ÅÒÅÂÏÒÁ �Ï m ÏÔ 3 ÄÏ 26 ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÎÁÊÔÉ ×ÓÅ �Á-ÒÙ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (m;�), ËÏÔÏÒÙÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ,37m = 11n+3. þÔÏÂÙ Õ�ÒÏÓÔÉÔØ �ÅÒÅÂÏÒ, ÚÁ�ÉÛÅÍ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï× ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ×ÉÄÅ: 11(n− 3m) = 4m− 3. �ÏÇÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ 4m− 3ÄÏÌÖÎÏ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ 11, Á ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ �ÒÉ Ô = 9 É m = 20.ïÂÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ.11.170. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ � ÞÉÓÅÌ 21; 22; 23; : : : ; 2n. åÓÌÉ � ÎÅÞ£ÔÎÏÅÉ � > 3, ÔÏ ×ÓÅ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÎÅ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ �. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÓÔÁÔËÉ ÏÔÄÅÌÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ � ÞÅÒÅÚ r1; r2; : : : ; rn. ïÎÉ ÍÏÇÕÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØÌÉÛØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 1; 2; : : : ; � − 1. �ÁË ËÁË ÞÉÓÌÏ ÜÔÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÒÁ×ÎÏ�−1, Á ÞÉÓÌÏ ÏÓÔÁÔËÏ× ÒÁ×ÎÏ �, ÔÏ ÓÒÅÄÉ ÏÓÔÁÔËÏ× ÅÓÔØ Ä×Á ÒÁ×ÎÙÈ.ðÕÓÔØ ri = rj , i < j. �ÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ 2j−2i = 2i(2j−i−1) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ �.�ÁË ËÁË ÞÉÓÌÁ 2i É � ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ 2j−i − 1ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ �. úÄÅÓØ 1 6 j − i 6 �− 1.11.171. (3; 5; 7). ðÕÓÔØ ÉÓËÏÍÙÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ | Ò, q, r ÉÒ < q < r. ìÀÂÏÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ 3, ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ ÌÉÂÏ3� + 1, ÌÉÂÏ 3n + 2. ë×ÁÄÒÁÔ ÔÁËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 3 ÄÁÅÔÏÓÔÁÔÏË 1. úÎÁÞÉÔ, ÓÕÍÍÁ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÔÒ£È �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÉ ÏÄÎÏÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÒÁ×ÎÏ 3, ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3. �ÁË ËÁË ÞÉÓÌÏ Ò2+ q2+ r2 |�ÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ Ò, q, r ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÏ 3. ÷ÏÚÍÏÖÎÙÓÌÕÞÁÉ: Á) Ò = 3, ÔÏÇÄÁ q = 5, r = 7 É Ò2 + q2 + r2 = 83 | �ÒÏÓÔÏÅ



430 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁÞÉÓÌÏ; Â) q = 3, ÔÏÇÄÁ Ò = 2, r = 5 É Ò2+ q2+ r2 = 38 | ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅÞÉÓÌÏ; ×) Ô = 3, ÔÏÇÄÁ q = 2, Á �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÅÎØÛÉÈ 2, ÎÅÔ.11.172. ÷ ÚÁ�ÉÓÉ ÍÏÇÕÔ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ �ÉÆÒÙ 1, 3, 7, 9.îÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ í: í , í + 3179, í + 9137, í + 7913, í + 1397,í+3197,í+7139 ÄÁÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 7, ÚÎÁÞÉÔ,ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7.11.173. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ È, Õ É z ÄÁÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ�ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 3. �ÏÇÄÁ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏÈ+Õ+z ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 27. åÓÌÉ ÞÉÓÌÁ È, y É z ÄÁÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ �ÒÉÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 3, ÔÏ ÞÉÓÌÏ (È−Õ)(Õ− z)(z−È) ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3, Á ÞÉÓÌÏÈ+ Õ+ z, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅÄ×Á ÉÚ ÔÒ£È ÞÉÓÅÌ È, Õ, z ÄÁÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉÎÁ 3. îÏ ÔÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ È + Õ + z = (È − Õ)(Õ − z)(z − È) ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ 3, Á ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÞÔÏÂÙ É ÔÒÅÔØÅ ÞÉÓÌÏ ÄÁ×ÁÌÏ ÔÏÔ ÖÅÏÓÔÁÔÏË �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 3, ÞÔÏ É �ÅÒ×ÙÅ Ä×Á ÞÉÓÌÁ.11.3. óÒÁ×ÎÅÎÉÑ �Ï ÍÏÄÕÌÀ11.176. 1 �ÒÉ � | Þ£ÔÎÏÍ É −1 �ÒÉ � | ÎÅÞ£ÔÎÏÍ.11.177. 3099 ≡ −1 (mod 31), 61100 ≡ 1 (mod 31).11.178. Èn + Õn = (È+ Õ)(Èn−1 − Èn−2Õ + : : :+ Õn−1).11.179. óÕÍÍÉÒÕÅÍ �Ï�ÁÒÎÏ ËÒÁÊÎÉÅ ÞÌÅÎÙ.11.180. 103 ≡ −1 (mod 7), 103n+1 ≡ ±3 (mod 7), Á ÓÕÍÍÁ Ä×ÕÈËÕÂÏ× ÓÒÁ×ÎÉÍÁ Ó 0, ±1, ±2 �Ï ÍÏÄÕÌÀ 7.11.181. åÓÌÉ ÓÒÅÄÉ 51 ÞÉÓÌÁ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Á, ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÄÉÎÁËÏ-×ÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 100, ÔÏ ÉÚ È2 − Õ2 = (È+ Õ)(È− Õ) ×ÓÅÓÌÅÄÕÅÔ. ðÕÓÔØ ×ÓÅ 51 ÏÓÔÁÔÏË | ÒÁÚÎÙÅ. òÁÚÏÂØ£Í ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅÏÓÔÁÔËÉ ÎÁ 50 �ÁÒ | (0; 50) É (�; 50−�), � = 1; : : : ; 49. ðÏ �ÒÉÎ�É-�Õ äÉÒÉÈÌÅ ÉÚ 51 ÏÓÔÁÔËÁ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Á, �Ï�ÁÄÁÀÝÉÅ × ÏÄÎÕ �ÁÒÕ.åÓÌÉ ÜÔÁ �ÁÒÁ | (0; 50), ÔÏ ÏÂÁ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÞÉÓÅÌ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 100, ×�ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁ 100 ÄÅÌÉÔÓÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ.11.182. åÓÌÉ È | ÕÄÏÂÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ (1000001 − È) | ÔÁËÖÅÕÄÏÂÎÏÅ.11.183. 8, ÔÁË ËÁË 1996 ≡ 4 (mod 6).11.184. äÁ: 288. 18�+ 1 ≡ �+ 1 (mod 17), �ÏÌÏÖÉÍ � = 16.11.185. Á) îÅÔ, Â) îÅÔ. 11.186. îÁ�ÒÉÍÅÒ, −1 ÉÌÉ �− 1.11.187. 5. 11.188. 2858.11.189. äÁ. äÅÌÉÍÏÓÔØ ÎÁ 20 ÏÞÅ×ÉÄÎÁ, Á ÄÅÌÉÍÏÓÔØ ÎÁ 99 ÓÌÅ-ÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ 100 ≡ 1 (mod 99) É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 19+20+ : : :+80 == 99 · 31.11.190. îÅÔ, n2 + n+ 1 ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÄÁÖÅ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ 5.



11. äÅÌÉÍÏÓÔØ 43111.191. 11n+2 + 122n+1 = (133− 12)11n + 12 · 144n = 133 · 11n ++ 12(144n − 11n).11.192. Â) åÓÌÉ Ä×Á ÎÅÒÁ×ÎÙÈ ÞÉÓÌÁ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕ-ÇÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 15, ÔÏ ÏÎÉ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÏÂÝÉÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ,ÂÏÌØÛÉÈ 15. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ 16 �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÅÅ Ó ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ 15ÏÂÝÉÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ 2, 3, 5, 7, 11 É 13. ðÏÓÌÅ ×ÙÞ£ÒËÉ×ÁÎÉÑ Þ£ÔÎÙÈÞÉÓÅÌ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ 8 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. éÚ ÎÉÈ ÎÁ 3ÍÏÇÕÔ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÌÉÂÏ 3, ÌÉÂÏ 2; ÎÁ 5 É 7 ÌÉÂÏ 2, ÌÉÂÏ 1; ÎÁ 11 É 13ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. åÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ 8 ÞÉÓÅÌ ÅÓÔØ ÎÅÂÏÌÅÅ 5, ÄÅÌÑÝÉÈÓÑ ÎÁ 3, ÉÌÉ ÎÁ 5 ÉÌÉ ÎÁ 7, ÔÏ ÉÓËÏÍÏÅ ÏÄÎÏ ÞÉÓÌÏÎÁÊÄÅÔÓÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÉ, ËÏÇÄÁ ÞÉÓÅÌ, ÄÅÌÑÝÉÈÓÑ ÉÌÉ ÎÁ 3,ÉÌÉ ÎÁ 5, ÉÌÉ ÎÁ 7, ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 6.óÌÕÞÁÊ 1. óÒÅÄÉ 8 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ 3 ÄÅ-ÌÑÔÓÑ 3 ÞÉÓÌÁ, ÔÏÇÄÁ ÎÁ 5 ÍÏÇÕÔ ÄÅÌÉÔØÓÑ Ä×Á ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÞÉÓÅÌÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ËÒÁÊÎÉÈ ÞÉÓÅÌ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3, Á×ÔÏÒÏÅ ÎÁ 5. ÷ÙÞÅÒËÎÕ× ÜÔÉ 5 ÞÉÓÅÌ, ÏÓÔÁ×ÉÍ 2-Å, 5-Å É 6-Å ÞÉÓÌÁ,ÉÌÉ ÖÅ 3-Å, 4-Å É 7-Å. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÅÒ×ÙÊ ÓÌÕÞÁÊ. 2-Å, 5-Å É 6-Å ÞÉ-ÓÌÁ × ÒÑÄÕ ×ÓÅÈ 16 ÞÉÓÅÌ ÜÔÏ 4-Å, 10-Å É 12-Å ÉÌÉ 3-Å, 9-Å É 11-Å. îÉÏÄÎÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÎÉ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ 15ÞÉÓÅÌ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ 13, ÔÁË ËÁË ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÔ-ÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÎÅÇÏ ÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ ÎÁ 13. ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÒ£ÈÞÉÓÅÌ ÎÁ 7 É ÎÁ 11 ÍÏÖÅÔ ÄÅÌÉÔØÓÑ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ�ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ËÏÇÄÁ ÏÓÔÁÀÔÓÑ3-Å, 4-Å É 7-Å.óÌÕÞÁÊ 2. åÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ÎÁÛÉÈ 8 ÞÉÓÅÌ ÎÁ 3 ÄÅÌÑÔÓÑ Ä×Á ÞÉÓÌÁ, 3-ÅÉ 6-Å, ÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÞÔÏ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÎÁ 7 ÄÅÌÑÔÓÑ 1-Å É 8-Å, É ÎÁ 5ÄÅÌÑÔÓÑ 2-Å É 7-Å. ÷ÙÞÅÒËÎÕ× ÜÔÉ 6 ÞÉÓÅÌ, ÏÓÔÁ×ÉÍ ÉÚ ÎÁÛÉÈ 8 ÞÉÓÅÌ4-Å É 5-Å, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÂÕÄÕÔ ÕÖÅ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÉ ÎÁ 3, ÎÉ ÎÁ 5, ÎÉ ÎÁ 7.ïÂÁ ÜÔÉÈ ÞÉÓÌÁ ÂÕÄÕÔ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÍÉ Ó ËÁÖÄÙÍ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ15 ÞÉÓÅÌ, ÔÁË ËÁË ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÎÉÈÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ ÎÁ 11 É �ÏÜÔÏÍÕ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ Ó ÎÉÍÉ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ11 ÉÌÉ 13.×) óÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ 1184; : : : ; 1200 ÎÅÔ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÏÇÏÓÏ ×ÓÅÍÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ.11.193. óÕÍÍÁ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3 É ÎÁ 8.11.194. an − 22 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ an−6. ðÒÏÓÌÅÄÉÔÅ ÚÁ ÏÓÔÁÔËÁÍÉ ÏÔÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ an−6 ÞÌÅÎÏ× an−5; : : : ; an.11.195. ðÒÉ � = 2Ò: 19 · 82p + 17 ≡ 0 (mod 3); �ÒÉ � = 4Ò + 1:19 · 84p+1 + 17 = 13 · 84p+1 + 48 · 642p + 17 ≡ 0 (mod 13); � = 4Ò+ 3:19 · 84p+3 + 17 = 15 · 84p+3 + 4 · 83 · 642p + 17 ≡ 0 (mod 5).



432 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ11.196. ðÕÓÔØ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×-ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. þÔÏÂÙ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÂÙÌÉ �ÒÏÓÔÙÅ, ÎÅÌØÚÑ �ÒÉ�ÉÓÙ×ÁÔØÞ£ÔÎÙÅ �ÉÆÒÙ, �ÉÆÒÕ 5, Á 1 ÉÌÉ 7 ÍÏÖÎÏ �ÒÉ�ÉÓÁÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄ-ÎÏÇÏ ÒÁÚÁ, ÔÁË ËÁË �ÒÉ�ÉÓÙ×ÁÎÉÅ ÜÔÉÈ �ÉÆÒ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔ ÏÓÔÁÔÏËÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 3 ÎÁ 1. úÎÁÞÉÔ, �ÒÉ�ÉÓÁÔØ ÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ 3. îÏ Ë�ÒÏÓÔÏÍÕ ÞÉÓÌÕ Ò ÍÏÖÎÏ �ÒÉ�ÉÓÙ×ÁÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ò ÔÒÏÅË, ÔÁË ËÁËÉÚ ÞÉÓÅÌ 3; 33; : : : ; 3 : : : 3 (Ò ÔÒÏÅË) ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ËÒÁÔÎÏ Ò (�ÒÉÎ�É�äÉÒÉÈÌÅ).11.197. Á) äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ �ÉÆÒÙ ÞÉÓÌÁ, ËÒÏÍÅ, ÂÙÔØ ÍÏ-ÖÅÔ, �ÅÒ×ÙÈ 50 | ÎÕÌÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÏÚØÍ£Í 51-ÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ á ÉÚÁÍÅÎÉÍ ÅÇÏ �ÏÓÌÅÄÎÀÀ �ÉÆÒÕ Á ÎÕÌÅÍ | �ÏÌÕÞÉÍ ÞÉÓÌÏ ÷. þÉ-ÓÌÁ á É ÷, Á, ÚÎÁÞÉÔ, É ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ ËÒÁÔÎÙ 250, ÏÔËÕÄÁ Á = 0, Ô. Å.ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÒÁÔÎÏ 2999.11.198. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ. åÓÌÉ � ÉÓËÏÍÙÈ ÞÉÓÅÌ a1; a2; : : : ; an ÕÖÅ�ÏÓÔÒÏÅÎÙ, ÔÏ ÎÏ×ÙÅ �+1 ÞÉÓÅÌ ÓÔÒÏÉÍ ÔÁË: b0 = îïë(a1; : : : ; an),b1 = a1 + b0, . . . , bn = an + b0.11.199. ÷ÓÅ ÞÉÓÌÁ ×ÉÄÁ 6Ô+ 1, 6Ô+ 2.11.200. mn = Anm, nk = Bkn, (mk)n = (mn)k = Ak(nm)k == Ak(Bkn)m = AkBm(km)n. åÓÌÉ (mk)n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ (km)n, ÔÏ mkÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ km.11.201. éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 2kn−1 = (2n−1)(2n(k−1)+: : :+1) ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ 2kn − 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2n − 1, �ÏÜÔÏÍÕ 2kn+d − 1 = 2d(2kn − 1) ++ 2d− 1 ≡ 2d − 1 (mod 2n − 1). éÔÁË, 2n− 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2m− 1 ÅÓÌÉÉ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ � ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ô. ðÒÉ � = kÔ: (2km − 1)=(2m − 1) == 1+2m+: : :+2m(k−1). ëÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÒÁ×ÎÏ 1 �Ï ÍÏÄÕÌÀ 2m−1,�ÏÜÔÏÍÕ (2km−1)=(2m−1) ≡ k (mod 2n−1). �ÏÇÄÁ k = �=Ô ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ 2m − 1, Á ÜÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ � ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ô(2m− 1).11.202. n = 103, m = 3. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ 1978n −
− 1978m = 1978m(1978n−m − 1) = 1000Á, ÇÄÅ Á | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÁ-ÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ïÔÓÀÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ Ô > 3, ÔÁË ËÁË 1978m ÄÏÌÖ-ÎÏ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ 8. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ � − Ô, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈá = 1978n−m−1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 53. ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ á ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ5 ÌÉÛØ �ÒÉ �−Ô = 4k. ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÏÓÔÁÔÏË �ÒÉ ÄÅ-ÌÅÎÉÉ ÞÉÓÌÁ á ÎÁ 125, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ 1978 ÎÁ 103, Á 1034 ÎÁ 6. äÁ-ÌÅÅ ÉÍÅÅÍ 6k−1 = (1+5)k−1 = 5k+52k(k−1)=2+: : : , ÇÄÅ Ï�ÕÝÅÎÎÙÅÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 125. ðÏÜÔÏÍÕ 2k+5(k−1)k = k(5k−3) ÄÅÌÉÔ-ÓÑ ÎÁ 25, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ k ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 25. úÎÁÞÉÔ, �−Ô = 100k,Á �+Ô = 100k + 2Ô.11.203. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ k, Ô, � ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 2d−1 = k2, 5d−1 = m2, 13d−1 = n2. éÚ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Á �ÏÌÕÞÁÅÍ 2d = k2 + 1, ÚÄÅÓØ k | ÎÅÞ£ÔÎÏÅ É k2 + 1 ÒÁ×ÎÏ 2



11. äÅÌÉÍÏÓÔØ 433�Ï ÍÏÄÕÌÀ 4, ÚÎÁÞÉÔ, d | ÎÅÞ£ÔÎÏÅ. �ÁË ËÁË d | ÎÅÞ£ÔÎÏÅ, ÔÏ ÉÚ×ÔÏÒÏÇÏ É ÔÒÅÔØÅÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ× ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Ô É � | ÏÂÁ Þ£ÔÎÙÅ,Ô. Å. Ô = 2í , n = 2N . ÷ÙÞÔÅÍ ÉÚ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ×ÔÏÒÏÅ; �Ï-ÓÌÅ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ ÎÁ 4 �ÏÌÕÞÉÍ 2d = N2−M2. úÎÁÞÉÔ, ÞÉÓÌÏ N2−M2ÒÁ×ÎÏ 2 �Ï ÍÏÄÕÌÀ 4, ÞÅÇÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÔÁË ËÁË ÅÓÌÉ N É M |ÞÉÓÌÁ ÏÄÎÏÊ Þ£ÔÎÏÓÔÉ, ÔÏ N2 −M2 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4, Á ÅÓÌÉ ÒÁÚÎÏÊ,ÔÏ N2−M2 | ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. éÔÁË, ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÔÒ£È ÞÉÓÅÌ2d− 1, 5d− 1, 13d− 1 ÎÅ Ë×ÁÄÒÁÔ.11.204. éÍÅÅÍ Á1 = 1 É Á2 = Ò, ÇÄÅ Ò ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ�ÒÏÓÔÙÍ ÞÉÓÌÏÍ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÞÉÓÌÁ n; ak = n−1É r = p−1 | ÒÁÚÎÏÓÔØ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ. åÓÌÉ � | ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏÁ2 = 2, r = 1 É �ÒÏÇÒÅÓÓÉÑ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ 1; 2; : : : ; �−1. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ n Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ ÞÉÓÌÏÍ. åÓÌÉ � | Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ Ò > 3.óÌÕÞÁÊ 1. Ò = 3. �ÏÇÄÁ r = 2 É �ÒÏÇÒÅÓÓÉÑ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ 1; 3; : : : ;�− 1. ïÔÓÀÄÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅ�ÅÎØÀ Ä×ÏÊËÉ: � = 2m.óÌÕÞÁÊ 2. Ò > 3. �ÏÇÄÁ � ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3. éÍÅÅÍ Ák = Á1+r(k−1),ÏÔËÕÄÁ n− 1 = 1+ (Ò− 1)(k− 1). úÎÁÞÉÔ, Ò− 1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍÞÉÓÌÁ n−2. ÷ÏÚØÍ£Í �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ �ÒÏÓÔÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ q ÞÉÓÌÁ p−1.�ÏÇÄÁ q Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÞÉÓÌÁ � − 2. �ÁË ËÁË q < Ò, ÔÏ q |ÄÅÌÉÔÅÌØ �. ïÂÝÉÊ �ÒÏÓÔÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ � É �− 2 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÔÏÌØËÏ Ä×ÏÊËÏÊ, �ÏÜÔÏÍÕ Ò−1 = 2i É Ò = 2i+1. éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏÒ | �ÒÏÓÔÏÅ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ i | Þ£ÔÎÏÅ. äÁÌÅÅ, Á3 = a1+2r == 1 + 2(Ò− 1) = 2Ò− 1 = 2i+1 + 1 = 0 (mod 3). úÎÁÞÉÔ, Á3 ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ 3 É � ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3, Á ÜÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ×ÚÁÉÍÎÏÊ �ÒÏÓÔÏÔÅ ÞÉÓÅÌÁ3 É �.
�ÅÏÒÅÍÁ äÉÒÉÈÌÅ11.205. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ É �ÕÓÔØí = 2·3·: : :·p−1 (Ò |ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ×ÉÄÁ 3k − 1), í ≡ −1 (mod 3) É í ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑÎÉ ÎÁ ÏÄÎÏ ÉÚ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ 2, 3; : : : ; Ò. ñ×ÌÑÅÔÓÑ í �ÒÏÓÔÙÍ ÉÌÉÖÅ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ | × ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÜÔÉ�ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ ÂÏÌØÛÅ Ò. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ×ÉÄÁ 3k − 1. åÓÌÉ ÎÅÔ, ÔÏ ×ÓÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ í ÒÁ×ÎÙ 1 �ÏÍÏÄÕÌÀ 3, ÚÎÁÞÉÔ, ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ 1 �Ï ÍÏÄÕÌÀ 3, ÎÏ í ≡
≡ − 1 (mod 3).11.206. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍí = 6p1 ·: : :·p�−1 (p1; : : : ; Òn | ËÏÎÅÞÎÏÅÞÉÓÌÏ �ÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ×ÉÄÁ 6k − 1), í ≡ −1 (mod 6). äÁÌÅÅÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ 11.205, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ 3, ÒÁ×ÎÏ
±1 �Ï ÍÏÄÕÌÀ 6.



434 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁëÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ11.207. òÁÚÎÏÓÔØ �-ÇÏ É Ò-ÇÏ ÞÉÓÅÌ (� > Ò), ÒÁ×ÎÁÑ d(� − Ò),ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ô, ÉÎÁÞÅ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÂÙ, ÞÔÏ � − Ò ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ m, ÎÏ�− Ò < Ô. úÎÁÞÉÔ, ÞÉÓÌÁ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ ÓÒÁ×ÎÉÍÙ �Ï ÍÏ-ÄÕÌÀ Ô, Ô. Å. ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÏÓÔÁÔËÏ× ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ ÞÉÓÌÏ ÓÒÁ×ÎÉÍÏÓ ÎÉÍ �Ï ÍÏÄÕÌÀ m.11.208. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÉÎÄÕË�ÉÀ �Ï �. ðÒÉ � = 1 ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÞÅ-×ÉÄÎÁ. ðÕÓÔØ ÏÎÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á �ÒÉ � = k − 1. �ÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑÞÉÓÌÏ í ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ M ≡ ri (mod mi), i = 1; : : : ; k − 1. ðÕÓÔØd = m1m2 : : :mk−1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÉÓÌÁí ,í+d; : : : ;í+(mk−1)d.�ÁË ËÁË d ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÏ Ó mk, ÉÚ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÄÁÎÎÙÈÞÉÓÅÌ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ N , ÄÁÀÝÅÅ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ mk ÏÓÔÁÔÏË rk.þÉÓÌÏ N �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ m1; : : : ;mk−1 ÄÁÅÔ ÏÓÔÁÔËÉ r1; : : : ; rk−1ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.11.209. ðÏ 11.208 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ Á, ÞÔÏ Á ≡ r1 (mod m1), Á ≡
≡ r2 − 1 (mod m2), . . . , Á ≡ rn − n+1 (mod mn). �ÏÇÄÁ Á; Á+1; : : : ;Á+ �− 1 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ.11.210. Á) 48; 49; 50 (22, 52, 72) ÉÌÉ 548, 549, 550 (22, 32, 52);Â) ðÕÓÔØ p21; : : : ; Ò2n | Ë×ÁÄÒÁÔÙ � ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ. �Ï-ÇÄÁ �Ï 11.208 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ Ô, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÁÅÔ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁp21; : : : ; Ò2n ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÓÔÁÔËÉ p21−1; : : : ; Ò2n−�. ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÁÔ+ 1; : : : ;Ô+ � ÂÕÄÕÔ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ p21; : : : ; Ò2n.11.211. 788. éÚ 3� − 1 = 5l − 2 ÉÍÅÅÍ n = 3 + 5p, Ô. Å. ÔÏÌØËÏÞÉÓÌÁ ×ÉÄÁ 3(3 + 5Ò) − 1 = 8 + 15Ò ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 3 Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ −1É ÎÁ 5 Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ −2. äÁÌÅÅ ÉÚ 8 + 15Ò = 7Ô − 3 �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏÔÏÌØËÏ ÞÉÓÌÁ ×ÉÄÁ 53 + 105k ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 3 Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ −1, ÎÁ 5 ÓÏÓÔÁÔËÏÍ −2, ÎÁ 7 Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ −3 É Ô. Ä. (óÍ. ÚÁÄÁÞÉ ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ12.1.)11.4. ðÒÉÚÎÁËÉ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ É ÄÒÕÇÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙÓÞÉÓÌÅÎÉÑ11.213. óÔÅ�ÅÎÉ 10, ÓÏ 100, ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 4.11.214. þÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2n (ÎÁ 5n) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏ-ÇÄÁ ÞÉÓÌÏ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÅ ÅÇÏ �ÏÓÌÅÄÎÉÍÉ � �ÉÆÒÁÍÉ, ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2n(ÎÁ 5n).11.215. ä×Å �ÏÓÌÅÄÎÉÅ �ÉÆÒÙ ÞÉÓÌÁ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ Ä×ÕÈ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ�ÉÆÒ ÞÉÓÌÁ | Á É b, �ÒÉÞ£Í (10Á+ b)2 = 100Á2 + 20Áb+ b2. ñÓÎÏ,ÞÔÏ �ÉÆÒÁ ÄÅÓÑÔËÏ× b2 | ÎÅÞ£ÔÎÁ.11.216. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÏÓÔÁÔËÉ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 16.



11. äÅÌÉÍÏÓÔØ 43511.217. îÁ�ÒÉÍÅÒ, 1 : : : 19875 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 125.11.218. Á) 9876543210, Â) 9876543120, ×) 10234567895,Ç) 1234567980.11.219. Á) îÅÔ, ÞÉÓÌÏ 9981 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 27, Â) îÅÔ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ54. 11.220. 42048, 42840. þÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 8 (3 �ÏÓÌÅÄÎÉÅ �ÉÆÒÙÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 8) É ÎÁ 9.11.221. ä×Á: 2970 É 6975.11.222. 1155, 3150, 4155, 6150, 7155, 9150.11.223. 10234567896.11.224. ïÄÎÉÍ ÎÕÌÅÍ. þÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 10, ÎÏ ÎÅ ÎÁ 4, É, ÚÎÁ-ÞÉÔ, ÎÅ ÎÁ 100.11.225. 102n−1 ≡ −1 (mod 11), 102n ≡ 1 (mod 11).11.226. þÉÓÌÁ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 11.11.227. aabb ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 11, Á 
d
d
d
d | ÎÅÔ.11.228. ãÉÆÒÙ 1; : : : ; 6 ÎÅÌØÚÑ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ Ä×Å ÔÒÏÊËÉ, ÒÁÚÎÏÓÔØÓÕÍÍ × ËÏÔÏÒÙÈ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 11.11.229. üÔÉ Ä×Á ÞÉÓÌÁ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉÎÁ 9 É ÎÁ 11.11.230. þÉÓÌÏ n(n+ 1)=2 ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÕ ÖÅ �ÉÆÒÕ, ÞÔÏ É(n+ 20)(n+ 21)=2, ÔÁË ËÁË ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 10.11.231. 69. îÏ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ 100Á+ b + 2Á = 102Á+ b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 9,ÚÎÁÞÉÔ, É ÎÁ 3, ÎÏ 102 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3, �ÏÜÔÏÍÕ b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3, Á ÔÁËËÁË Á+ b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3, ÔÏ Á ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3. éÚ 102Á+ b = 9(10Á+ b)ÉÍÅÅÍ 3Á = 2b, Ô. Å. Á ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2, ÚÎÁÞÉÔ, ÎÁ 6.11.232. 6125, 6375, 4625, 4875, 5216, 6275, 5264, 5784. �ÁË ËÁË�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ 8-ÚÎÁÞÎÏ, ÔÏ ÉÓËÏÍÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÎÞÉ×ÁÔØÓÑÎÁ 0. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 1000, �ÏÜÔÏÍÕ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 125, Á ×ÔÏÒÏÊ ÎÁ 8. þÉÓÌÁ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ 125 × ËÏÎ�ÅÉÍÅÀÔ 125, 375, 625, 875.11.233. îÅÌØÚÑ. ðÒÏÓÌÅÄÉÔÅ ÚÁ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ �ÉÆÒÏÊ.11.234. aba = 101Á+ 10b = 7(14Á+ b) + 3(a+ b).11.235. ab
 = 100Á + 10b + Ó ≡ 2Á + 3b + Ó ≡ b − Ó (mod 7), ÔÁËËÁË 2(Á+ b+ Ó) ≡ 0 (mod 7).11.236. Á) þÉÓÌÏ 1001 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7, Â) þÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7(ÎÁ 13) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÁ 7 (13) ÄÅÌÉÔÓÑ ÚÎÁËÏ�ÅÒÅ-ÍÅÎÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÔÒÏÊËÁÍÉ�ÉÆÒ ÄÁÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. (þÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÔÒÏÊËÉ Ó�ÒÁ×Á ÎÁÌÅ×Ï.)11.237. þÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 37 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÁ 37ÄÅÌÉÔÓÑ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÔÒÏÊËÁÍÉ�ÉÆÒ ÄÁÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.



436 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ11.238. ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ Á, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÅ ÉÚ ÄÁÎÎÙÈ �ÉÆÒ, ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ Ó (Ó < Á). �ÏÇÄÁ Á − Ó ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ó. òÁÚÎÏÓÔØ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ ÓÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÓÕÍÍÏÊ �ÉÆÒ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 9, ÎÏ Ó É 9 ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ(Ó ÎÁ 3 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ), �ÏÜÔÏÍÕ Á − Ó ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 9Ó, Á 9Ó | ÞÉÓÌÏ×ÏÓØÍÉÚÎÁÞÎÏÅ.11.239. Á), Â) îÅÔ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÏÓÔÁÔËÉ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 9.11.240. 6. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ �ÒÉÚÎÁËÏÍ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÎÁ 9.11.241. îÅÔ, ab
− 
ba = 99(Á− Ó), Á 6= Ó.11.242. þÉÓÌÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 300 ÅÄÉÎÉ�.11.243. 45. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ 100Á+ b = 9(10Á+ b) ÉÍÅÅÍ 5Á = 4b, Ô. Å.b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 5.11.244. îÁÄÏ ×ÙÞÅÒËÎÕÔØ 2, 7, 9. þÉÓÌÏ 134 568 ÄÏÌÖÎÏ ÄÅÌÉÔØ-ÓÑ ÎÁ 8 É ÎÁ 9.11.245. ÷ÅÒÎÁ: ÞÉÓÌÁ ÒÁ×ÎÙ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 9.11.246. òÁÚÄÅÌÉÍ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÁ 1 : : : 1 (9 ÅÄÉÎÉ�). ðÏÌÕÞÉÍ10 : : : 01 : : : 10 : : : 01 (�Ï 8 ÎÕÌÅÊ É ×ÓÅÇÏ 9 ÅÄÉÎÉ�).11.247. Á) 81 ×ÓÔÒÅÔÉÔÓÑ �ÏÄ ÞÉÓÌÏÍ 9 : : : 9 (9 ÄÅ×ÑÔÏË), ÅÇÏ ÎÏ-ÍÅÒ 1 : : : 1(9 ÅÄÉÎÉ�), Â) ÞÅÔÙÒÅ ÒÁÚÁ �ÏÄÒÑÄ 27 ×ÓÔÒÅÔÉÔÓÑ ÒÁÎØ-ÛÅ | �ÏÄ ÞÉÓÌÁÍÉ 3969, 3978, 3987, 3996, Á 36 | �ÏÄ ÞÉÓÌÏÍ 9999.11.248. éÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ �ÒÉÎ�É� äÉÒÉÈÌÅ.11.249. äÏÍÎÏÖÉÔØ ÞÉÓÌÏ ÎÁ 1111 É ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ 1 É 0.11.250. îÅÔ. n(n+ 1) ≡ 0; 1; 2 (mod 5), Á 1989 ≡ 3 (mod 5).11.251. 29, 38, 47, 56, 65, 74, 83, 92. åÓÌÉ Á, b | �ÉÆÒÙ, ÔÏÁ+ b = 11.11.252. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÞÉÓÌÏ, ÓÏ-ÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ 3n+1 ÅÄÉÎÉ�Ù × ×ÉÄÅ1 : : : 1
︸ ︷︷ ︸3n ·1 0 : : : 0

︸ ︷︷ ︸3n−1 1 0 : : : 0︸ ︷︷ ︸3n−1 1:ðÅÒ×ÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3n �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ,Á ×ÔÏÒÏÊ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3, ÔÁË ËÁË ÓÕÍÍÁ ÅÇÏ �ÉÆÒ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3.11.253. 625 É 376.11.254. îÅÔ. óÏËÒÁÔÉ× �! ÎÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ 10, �ÏÌÕ-ÞÉÍ ÞÉÓÌÏ, ËÒÁÔÎÏÅ ÂÏÌØÛÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ 2, ÏÄÎÁËÏ 1976 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ 24.11.255. þÉÓÌÏ 51000 ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 5. ðÕÓÔØ × ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ-�ÉÓÉ ÜÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÁ �-Í ÍÅÓÔÅ, ÓÞÉÔÁÑ ÏÔ ËÏÎ�Á, ÓÔÏÉÔ 0, Á ×ÓÅ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÅ �ÉÆÒÙ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ 0. ðÒÉÂÁ×ÉÍ Ë ÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÕ 5100010k−1.÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÞÉÓÌÏ, ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ 51000, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔ-ÌÉÞÎÙ ÏÔ 0 �ÏÓÌÅÄÎÉÅ � �ÉÆÒ. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÕ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ, ÍÏÖÎÏ



11. äÅÌÉÍÏÓÔØ 437�ÏÌÕÞÉÔØ ÞÉÓÌÏ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÓÌÅÄÎÉÅ 1000 �ÉÆÒ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ 0.�Å�ÅÒØ ÏÔÂÒÏÓÉÍ ×ÓÅ �ÉÆÒÙ, ËÒÏÍÅ 1000 �ÏÓÌÅÄÎÉÈ.11.256. ðÕÓÔØ ÷ = á2 É á = 10Á+5. �ÏÇÄÁ ÷ = 100Á(Á+1)+25ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 25. þÉÓÌÏ Á(Á + 1) ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÂÏ ÎÁ 2, ÌÉÂÏÎÁ 6, ÌÉÂÏ ÎÁ 0. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÒÅÔØÑ Ó�ÒÁ×Á �ÉÆÒÁ ÞÉÓÌÁ ÷ ÒÁ×ÎÁ 6.éÔÁË, ÷ = 1000� + 625, Ô. Å. ÷ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 53, É �ÏÜÔÏÍÕ ÎÁ 54.ïÔÓÀÄÁ � ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 5, ÚÎÁÞÉÔ, 4-Ñ Ó�ÒÁ×Á �ÉÆÒÁ ÷ | 0 ÉÌÉ 5.11.257. äÁ. ÷Ù�ÉÓÙ×ÁÑ ÔÒ£ÈÚÎÁÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ 11,ÍÏÖÎÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÎÁÊÔÉ 3 ÞÉÓÌÁ, × ÚÁ�ÉÓÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ �É-ÆÒÙ ÏÔ 1 ÄÏ 9. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ: 275, 396, 418. ó ÉÈ �ÏÍÏÝØÀÌÅÇËÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÄÅÓÑÔÉÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ 11. îÁ�ÒÉÍÅÒ,2 753 961 180 = 275 · 107 + 396 · 104 + 418 · 10.11.258. 80. ðÏÌÏÖÉÍ Á = 1 : : : 1 (�+1 ÅÄÉÎÉ�), b = 1 : : : 1 (9 ÅÄÉ-ÎÉ�). �ÁË ËÁË á = 11Á, ÔÏ Á ÄÏÌÖÎÏ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ ÷ = 9b, Ô. Å. ÁÄÏÌÖÎÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ b É a=b ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ 9.
óÕÍÍÁ �ÉÆÒ11.259. îÅÔ. Á2 ≡ s(a2) ≡ 1 ÉÌÉ 0 (mod 3), Á 1970 ≡ 2 (mod 3).11.260. åÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ �ÉÆÒÁ Ë×ÁÄÒÁÔÁ | 5, ÔÏ �ÒÅÄ�ÏÓÌÅÄ-ÎÑÑ | 2. �ÏÇÄÁ N ≡ s(N) (mod 3) = 5 · 999 + 2 ≡ 2 (mod 3), ÎÏÁ2 6≡ 2 (mod 3). åÓÌÉ ÖÅ Ë×ÁÄÒÁÔ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 5∗, ÔÏ ÏÎ ÏËÁÎ-ÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 56 (ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÅÒÅÂÒÁÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÄÏ 252 | �ÏÓÌÅÄ-ÎÉÅ Ä×Å �ÉÆÒÙ n2 É (50−n)2 ÏÄÉÎÁËÏ×Ù). �ÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ ÅÇÏ �ÉÆÒ |5 · 999 + 6 | ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3, ÎÏ ÎÅ ÎÁ 9.11.261. 8. á ≡ s(A) (mod 9), 8 ≡ −1 (mod 9), 81997 ≡ −1 ≡ 8(mod 9).11.262. ðÏÓÌÅÄÎÑÑ �ÉÆÒÁ 2n ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ 2, 4, 6, 8. åÓÌÉ �É-ÆÒÁ 6, ÔÏ ×Ó£ ÑÓÎÏ. ãÉÆÒÁ 2 ×ÏÚÎÉËÁÅÔ �ÒÉ � = 4Ò− 3. 24Ò−3 ≡ −1(mod 3), �ÏÜÔÏÍÕ 24Ò−3 − 2 ≡ 0 (mod 3). ãÉÆÒÁ 8 ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ãÉÆÒÁ 4 ×ÏÚÎÉËÁÅÔ �ÒÉ � = 4Ò− 2. 24Ò−2 ≡ 1 (mod 3),�ÏÜÔÏÍÕ 24Ò−2 − 4 ≡ 0 (mod 3).11.263. óÕÍÍÁ �ÉÆÒ, ÓÔÏÑÝÉÈ ÎÁ Þ£ÔÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ�ÉÆÒ, ÓÔÏÑÝÉÈ ÎÁ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 11 (ÓÍ. 11.225), ÁÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ �ÉÆÒ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 9.11.264. îÅÔ. 46(40È+Õ) ≡ È+Õ (mod 9), Á ÉÓËÏÍÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁ×ÎÏ1 + È+ Õ (mod 9).11.265. ðÕÓÔØ N | ÄÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, N ≡ s(N) ≡ 1+ : : :+1967 == 1967 · 1968=2 ≡ 6 (mod 9) | ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3, ÎÏ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 9.úÎÁÞÉÔ, N ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅ�ÅÎØÀ ÞÉÓÌÁ.



438 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ11.266. �ÁË ËÁË á ≡ s(A) (mod 9), ÔÏ �ÅÒ×ÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ á−s(A)É �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 9. úÎÁÞÉÔ, ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÞÉÓÌÏ (ÓÏ ×ÔÏÒÏÇÏ)ÍÅÎØÛÅ ÎÁ 9, 18 ÉÌÉ 27. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÞÅÒÅÚËÁÖÄÕÀ ÓÏÔÎÀ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ×ÓÔÒÅÔÑÔÓÑ ÔÁËÉÅ Ä×Á ÞÉÓÌÁ, ÞÔÏ ÍÙÕÍÅÎØÛÁÅÍ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÎÁ 18, �ÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÁ ÉÚ 8-Ê ÓÏÔÎÉÉ ÍÅÎØÛÅ ÏÂÒÁÔÑÔÓÑ × 0 ÎÅ �ÏÚÄÎÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 93 ÛÁÇÅ. á × 9-Ê ÓÏÔÎÅ10 ÞÉÓÅÌ, ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ 18: 909; : : : ; 990.11.267. N ≡ s(N) (mod 9), 2N ≡ N (mod 9), Ô. Å. 2N −N = NÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 9.11.268{11.269. �ÁË ËÁË 10k ≡ 1 (mod 9 : : : 9 | k ÄÅ×ÑÔÏË), ÔÏ(10k)n ≡ 1 (mod 9 : : : 9 | k ÄÅ×ÑÔÏË), ÄÁÌÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕ-ÅÔ �ÒÉÚÎÁËÕ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÎÁ 3 (ÉÌÉ 9).11.270. åÓÌÉ ÂÙ ×ÓÅ �ÉÆÒÙ ÂÙÌÉ ÒÁÚÎÙÍÉ, ÔÏ ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÑ-ÌÁÓØ ÂÙ 0 + 1 + : : : + 9 = 45 ≡ 0 (mod 9), ÏÄÎÁËÏ ÎÉ ÏÄÎÏ ÞÉÓÌÏ ×�Å�ÏÞËÅ ÎÁ 9 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ.11.271. ðÕÓÔØ ÉÚ 2k �ÏÌÕÞÉÌÏÓØ 2n (� > k). �ÏÇÄÁ 2n − 2k ≡ 0(mod 9) (ÔÁË ËÁË ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÉÚ ÏÄÎÉÈ É ÔÅÈ ÖÅ �ÉÆÒ)É 2n−k − 1 ≡ 0 (mod 9), ÎÏ 2n−k = 2n=2k < 9, ÔÁË ËÁË �ÒÉ �ÅÒÅÓÔÁ-ÎÏ×ËÅ �ÉÆÒ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÔØÓÑ × 9 É ÂÏÌÅÅ ÒÁÚ.11.272. Á) òÅÛÅÎÉÊ ÎÅÔ: n + S(n) + S(S(n)) ≡ 0 (mod 3), ÎÏ1993 ÎÁ 3 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ, Â) �ÁË ËÁË � < 1993, S(n) 6 27, S(S(n)) 6 10,S(S(S(n))) 6 9. éÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ � > 1993−27−10−9 == 1947. ÷ÓÅ ÞÉÓÌÁ �, S(n), S(S(n)), S(S(S(n))) ÒÁ×ÎÙ �Ï ÍÏÄÕ-ÌÀ 9, Á 1993 ≡ 4 (mod 9), �ÏÜÔÏÍÕ � ≡ 1 (mod 9). éÚ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1947ÄÏ 1993 �ÏÄÈÏÄÉÔ 1963.11.273. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÒÉ ÓÌÏÖÅÎÉÉ ÞÉÓÅÌ á É ÷ ÓÔÏÌÂÉ-ËÏÍ ÎÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �ÅÒÅÎÏÓÏ× × ÓÔÁÒÛÉÅ ÒÁÚÒÑÄÙ, ÔÏ s(á + ÷) == s(á) + s(B) (ÔÏÇÄÁ �ÉÆÒÙ ÞÉÓÌÁ á+ ÷ ÒÁ×ÎÙ ÓÕÍÍÁÍ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÉÈ �ÉÆÒ ÞÉÓÅÌ á É B). ðÕÓÔØ è = a1a2 : : : ak | ÄÅÓÑÔÉÞ-ÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ÞÉÓÌÁ á. õÍÎÏÖÉÍ 5 ÎÁ á ÓÔÏÌÂÉËÏÍ. ðÒÉ ÓÌÏÖÅÎÉÉ�ÅÒÅÎÏÓÏ× �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÔ, ÔÁË ËÁË ÓÔÁÒÛÁÑ �ÉÆÒÁ ÞÉÓÌÁ5Ái, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 4 (5 · 9 = 45), a ÍÌÁÄÛÁÑ �ÉÆÒÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏÞÉÓÌÁ | 0 ÉÌÉ 5. úÎÁÞÉÔ, s(è) = s(5Á1) + : : :+ s(5Ák).11.274. ó ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 100 ÄÏ 109. ïÔ 0 ÄÏ 81 ÉÍÅÅÍ �Å�ÏÞËÕÉÚ ÄÅ×ÑÔÉ ×ÙÞÉÔÁÎÉÊ. þÉÓÌÏ 81 ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ 90 É 99. îÏ 90ÎÅ ÉÚ ËÁËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅ �ÏÌÕÞÉÛØ, Á 99 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ 100; : : : ; 109.11.275. îÅÔ. ðÕÓÔØ S(è) | ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ ÞÉÓÌÁ è. éÚ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÁ ÓÌÏÖÅÎÉÑ × ÓÔÏÌÂÉË ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ S(è + Y ) = S(è) + S(Y )−
−9ò (è;Y ), ÇÄÅ ò (è;Y ) | ÞÉÓÌÏ �ÅÒÅÎÏÓÏ× �ÒÉ ÓÌÏÖÅÎÉÉè É Y ×ÓÔÏÌÂÉË. ïÔÓÀÄÁ S(1998è) = S(2000è)−S(2è)+9ò (2è; 1998è) == 9ò (2è; 1998è), ÔÁË ËÁË S(2000è) = S(2è). îÏ ò (2è; 1998è) >
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> 3, ÔÁË ËÁË ÓÕÍÍÁ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÉÍÅÅÔ ÎÁ ËÏÎ�Å ÎÁ 3 ÎÕÌÑ ÂÏÌØÛÅ,ÞÅÍ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ.11.276. þÉÓÌÏ, ÚÁ�ÉÓÁÎÎÏÅ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ 3n ÅÄÉÎÉ�, ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ3n. 11.277. Ó = 9. Á 6 1962 · 9 < 19999, �ÏÜÔÏÍÕ b 6 1 + 4 · 9 = 37 ÉÓ 6 9.11.278. äÁ, 1962 + s(1962) = 1980.11.279. ðÏÌÏÖÉÍ Sn = S(n) + �. åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ � ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑÎÁ 9, ÔÏ Sn+1 < Sn, ÅÓÌÉ ÎÅ ÎÁ 9, ÔÏ Sn+1 = Sn + 2. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ Ô > 2 ×ÙÂÅÒÅÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ N , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ SN << Ô. �ÏÇÄÁ SN+1 > m, �ÒÉÞ£Í �ÏÓÌÅÄÎÑÑ �ÉÆÒÁ N | ÎÅ 9, É�ÏÔÏÍÕ ÌÉÂÏ SN+1 = Ô, ÌÉÂÏ SN+1 = Ô+ 1.11.280. ðÒÏ×ÅÒËÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ � = 1; 2; 3; 4; 5 �ÏÄ-ÈÏÄÉÔ ÔÏÌØËÏ � = 3. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÒÉ � > 6 ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ ÞÉÓÌÁ5n ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ 2n (Ô. Å. ÄÒÕÇÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ � ÎÅ �ÏÄÈÏÄÑÔ). äÅÊ-ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÞÉÓÌÏ 5n ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ �-ÚÎÁÞÎÏÅ, �ÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ ÅÇÏ�ÉÆÒ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ 9�. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �ÒÉ � > 6 Ó�ÒÁ×ÅÄ-ÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 2n > 9�. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÒÉ � = 6 ÏÎÏ ×ÅÒÎÏ,Á �ÒÉ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÉ � ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÕ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 9, Á ÌÅ×ÁÑ | ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ 64, úÎÁÞÉÔ, ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï ×ÅÒÎÏ É �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ (ÂÏÌØÛÅÍ 6) ÚÎÁÞÅÎÉÉ �.éÔÁË, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ �, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ � = 3.11.281. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ 9A = 10A− A. ðÒÉ ×ÙÞÉÔÁÎÉÉ ÜÔÉÈ ÞÉ-ÓÅÌ ÓÔÏÌÂÉËÏÍ ÎÉ × ÏÄÎÏÍ ÒÁÚÒÑÄÅ, ËÒÏÍÅ ÍÌÁÄÛÅÇÏ, ÎÅ �ÒÉÈÏÄÉÔÓÑÚÁÎÉÍÁÔØ ÅÄÉÎÉ�Õ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÒÁÚÒÑÄÁ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÕÍÍÁ�ÉÆÒ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÁ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÓÕÍÍÙ �ÉÆÒ ÞÉÓÅÌ 10A É A (ËÏÔÏ-ÒÙÅ ÒÁ×ÎÙ) �ÌÀÓ 9.11.282. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ 44n ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ 4 ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÏ× ÞÉÓÌÁ nÉ 4 ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÏ× ÞÉÓÌÁ 10n. åÓÌÉ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ �ÏÒÁÚÒÑÄ-ÎÏ, ÔÏ × ËÁÖÄÏÍ ÒÁÚÒÑÄÅ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ ÕÞÅÔ×ÅÒ£ÎÎÏÊ �ÉÆÒÙÉÚ ÜÔÏÇÏ ÖÅ ÒÁÚÒÑÄÁ ÞÉÓÌÁ n É ÕÞÅÔ×ÅÒ£ÎÎÏÊ �ÉÆÒÙ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÅÇÏ ÒÁÚÒÑÄÁ. åÓÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÎÉËÁËÉÈ �ÅÒÅÎÏÓÏ×,ÔÏ ËÁÖÄÁÑ �ÉÆÒÁ ÞÉÓÌÁ n ÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ 8 ÒÁÚ, É ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ ×Ï×ÓÅÈ ÒÁÚÒÑÄÁÈ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÊ 800. ðÒÉ �ÅÒÅÎÏÓÁÈ ÖÅ ÓÕÍÍÁ�ÉÆÒ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ (ÔÁË ËÁË ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÒÑÄÁ ×ÙÞÉ-ÔÁÅÔÓÑ 10, Á Ë ÄÒÕÇÏÍÕ �ÒÉÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ 1). ðÏÜÔÏÍÕ × ÓÉ-ÔÕÁ�ÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ �ÅÒÅÎÏÓÏ× ÎÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ,× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ �ÉÆÒÁ ÞÉÓÌÁ n ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2. �ÏÇÄÁ�ÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ n ÎÁ 3 �ÒÏÓÔÏ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ 3 ËÁÖÄÁÑ ÅÇÏ �É-ÆÒÁ, Á, ÚÎÁÞÉÔ, É ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ ÞÉÓÌÁ 3nÒÁ×ÎÁ 300.



440 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ11.283. 7. �ÁË ËÁË 4444 < 104, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÚÎÁËÏ× 44444444 ÍÅÎØÛÅ,ÞÅÍ 4 ·4444 = 17776, �ÏÜÔÏÍÕ á < 17 776 ·9 = 159984, ÷ 6 5 ·9 = 45.îÁÊÄ£Í ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ 44444444 ÎÁ 9. 4444 ≡ (−2) (mod 9),�ÏÜÔÏÍÕ(−2)4444 = 24444 = 2 · 81481 ≡ 2(−1)1481 ≡ 7 (mod 9):�ÏÇÄÁ B ÒÁ×ÎÏ 7, 16, 25, 34 ÉÌÉ 43, Ô. Å. s(B) = 7.äÒÕÇÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ11.284. Á) 101012 = 21, 101013 = 91, 2114 = 37, 1136 = 69,15811 = 184; Â) 100010 = 26277, 6910 = 1267, 15811 = 3527.11.285. Á) äÁ (7-ÒÉÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ), Â) îÅÔ (×ÔÏÒÏÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÏÇÌÏ ÂÙ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ × 5-ÒÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉ-ÓÌÅÎÉÑ).11.286. a) 10201b = 1012b . Â) ðÕÓÔØ x | ÓÁÍÁÑ ÂÏÌØÛÁÑ �ÉÆÒÁ× ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ. �ÏÇÄÁ 10101b = 111 · x1b.11.287{11.288. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÅÓÑÔÅÒÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ.11.289. éÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÔÒÏÉÞÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ. óÞÉÔÁÅÍ,ÞÔÏ ÔÒÏÉÞÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÉÚ k �ÉÆÒ (�ÒÉÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÚÁ�ÏÌÎÉÍ �ÕÓÔÕÀÝÉÅ ÓÔÁÒÛÉÅ ÒÁÚÒÑÄÙ ÎÕÌÑÍÉ).÷ÙÂÅÒÅÍ ÔÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÒÏÉÞÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÌØËÏ�ÉÆÒÙ 0 É 1. éÈ ÒÏ×ÎÏ 2k. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÉÓËÏÍÙÊ ÎÁÂÏÒ.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÅÓÔØ ÔÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ; Õ; z, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ È + Õ = 2z. �ÁË ËÁË ÞÉÓÌÁ ÈÉ Õ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ × ÏÄÎÏÍ ÒÁÚÒÑÄÅ, ÔÏ × ÔÒÏÉÞÎÏÊ ÚÁ�É-ÓÉ ÉÈ ÓÕÍÍÙ È + Õ × ÜÔÏÍ ÒÁÚÒÑÄÅ ÓÔÏÉÔ 1. á × ÚÁ�ÉÓÉ ÞÉÓÌÁ 2z×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ 0 É 2.11.290. îÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ ÔÁËÏÊ ÖÅ, ËÁË É × 11.289.11.291. a) �ÅÒ×ÙÊ, Â) 1925-Ê. ðÕÓÔØ ÓÔÏÉÔ � ÒÅÂÑÔ. úÁ�ÉÛÅÍ �× Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ. ðÅÒÅÎÅÓÑ �ÅÒ×ÕÀ �ÉÆÒÕ (ÅÄÉÎÉ�Õ)× ËÏÎÅ�, �ÏÌÕÞÉÍ Ä×ÏÉÞÎÕÀ ÚÁ�ÉÓØ ×ÏÄÑÝÅÇÏ: Á) 6410 = 10000002,0 : : : 012 = 110, Â) 198610 = 111110000102; 111100001012 = 192510.11.292. îÁÄÏ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ×Ï�ÒÏÓÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÙÊ �ÏÓÌÅÄÕ-ÀÝÉÊ ×Ï�ÒÏÓ ÕÍÅÎØÛÁÌ ×Ä×ÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÓÔÁÀÝÉÈÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ×ÁÒÉÁÎÔÏ×. ðÒÉ ÔÁËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ, ÞÔÏÂÙ ÕÇÁÄÁÔØ ÏÄÉÎ ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÁÒÉ-ÁÎÔÏ×, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ � ×Ï�ÒÏÓÏ×. �ÁË ËÁË �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ ÉÍÅÅÔÓÑ ×ÓÅÇÏ107 6 224 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÅÌÅÆÏÎÎÙÈ ÎÏÍÅÒÏ×, ÔÏ È×ÁÔÉÔ 24 ×Ï�ÒÏ-ÓÏ×. óÁÍÉ ×Ï�ÒÏÓÙ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁ×ÁÔØ �Ï-ÒÁÚÎÏÍÕ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏÓ�ÒÏÓÉÔØ: �÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ×ÁÛ ÎÏÍÅÒ ÂÏÌØÛÅ 5 000 000? åÓÌÉ ÏÔ×Å-ÔÉÌÉ �ÄÁ�, ÔÏ ×ÔÏÒÏÊ ×Ï�ÒÏÓ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÁËÏÊ: �âÏÌØÛÅ ÌÉ ÏÎ7 500 000?� É Ô. Ä.



11. äÅÌÉÍÏÓÔØ 441îÏ �ÒÏÝÅ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ. ëÁ-ÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÍÅÎØÛÅÅ 10 000 000, ÚÁ�ÉÛÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ 24 ÔÁËÉÍÉ�ÉÆÒÁÍÉ. íÏÖÎÏ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ÔÁËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ: �÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄ-ÎÑÑ �ÉÆÒÁ Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÎÏÍÅÒÁ ×ÁÛÅÇÏ ÔÅÌÅÆÏÎÁ | ÅÄÉÎÉ-�Á?�; �÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ �ÒÅÄ�ÏÓÌÅÄÎÑÑ �ÉÆÒÁ | ÅÄÉÎÉ�Á?� É Ô. Ä.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ 23 ×Ï�ÒÏÓÏ× ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÚÌÉÞ-ÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ ÉÚ 23 ÓÌÏ× �ÄÁ� É �ÎÅÔ� ÉÍÅÅÔÓÑ 223 < 10 000 000.ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÏÍÅÒÁ, �ÒÉ×ÏÄÑÝÉÈ Ë ÏÄÉÎÁ-ËÏ×ÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÔ×ÅÔÏ×, É Õ ÎÁÓ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÎÉËÁËÏÊ ×ÏÚ-ÍÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÛÉÔØ, ËÁËÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÉÓÔÉÎÎÙÊ.11.293. óÎÁÞÁÌÁ ÚÁ 24 ×Ï�ÒÏÓÁ ÕÚÎÁÅÍ 24 �ÉÆÒÙ Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÚÁ-�ÉÓÉ ÔÅÌÅÆÏÎÎÏÇÏ ÎÏÍÅÒÁ. úÁÔÅÍ ÎÕÖÎÏ ×ÙÑÓÎÉÔØ, ×ÅÒÎÙ ÌÉ ÎÁÊ-ÄÅÎÎÙÅ �ÉÆÒÙ, Á ÅÓÌÉ ÎÅÔ, ÔÏ ËÁËÁÑ ÉÍÅÎÎÏ �ÉÆÒÁ ÎÅ×ÅÒÎÁ. ðÒÏ-ÝÅ ×ÓÅÇÏ ÚÁÄÁÔØ ×Ï�ÒÏÓ: �÷ÓÅ ÌÉ �ÉÆÒÙ ×ÅÒÎÙÅ?� åÓÌÉ ÏÔ×ÅÔÉ-ÌÉ �ÄÁ�, ÔÏ ÜÔÏ �ÒÁ×ÄÉ×ÙÊ ÏÔ×ÅÔ (ÉÎÁÞÅ ÌÏÖØ ÓÏÄÅÒÖÁÌÁÓØ ÂÙ ×Ä×ÕÈ ÏÔ×ÅÔÁÈ, × �ÏÓÌÅÄÎÅÍ É × ÏÄÎÏÍ ÉÚ �ÅÒ×ÙÈ 24, Á ÜÔÏ �ÒÏÔÉ-×ÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ). åÓÌÉ ÖÅ �ÏÌÕÞÅÎ ÏÔ×ÅÔ �ÎÅÔ�, ÔÅ ÌÉÂÏ ÏÄÉÎ ÉÚ�ÅÒ×ÙÈ 24 ÏÔ×ÅÔÏ×, ÌÉÂÏ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÏÔ×ÅÔ ÌÏÖÎÙ. îÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÊ 5×Ï�ÒÏÓÁÍÉ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÙÑÓÎÉÔØ × ËÁËÏÍ ÖÅ ÉÚ 25 ÏÔ×ÅÔÏ× ÌÏÖØ(25 6 25). ðÒÉ ÔÁËÏÍ Ó�ÏÓÏÂÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ 24 + 1 + 5 = 30 ×Ï-�ÒÏÓÏ×. ïÄÎÁËÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×Ï�ÒÏÓÏ× ÍÏÖÎÏ ÕÍÅÎØÛÉÔØ, ÅÓÌÉ 25-Ê×Ï�ÒÏÓ ÚÁÄÁÔØ ÔÁË: �÷ÅÒÎÙ ÌÉ �ÅÒ×ÙÅ 15 �ÉÆÒ?� (15 | ÜÔÏ ÎÁÉ-ÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ×ÉÄÁ 2n − 1, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÅ 24). òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÁÎÁ-ÌÏÇÉÞÎÏ, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ ÏÔ×ÅÔÁ �ÎÅÔ� �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ 4 ×Ï�ÒÏ-ÓÁ, Á �ÏÓÌÅ ÏÔ×ÅÔÁ �ÄÁ� ÎÕÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ×ÙÑÓÎÉÔØ, ×ÓÅ ÌÉ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ9 �ÉÆÒ ×ÅÒÎÙÅ. 01010101010101010011001100110011000011110000111100000000111111111010101010101010110011001100110011110000111100001111111100000000ë 11.294

11.294. äÁ, ÚÁ 4 Ï�ÅÒÁ�ÉÉ. âÕÄÅÍ ÄÅÌÉÔØËÏÌÏÄÕ �Ï�ÏÌÁÍ, Á �ÏÔÏÍ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ ËÁÒÔÙ�ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ�, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ËÁÒÔÙ ÎÉÖÎÅÊ �ÏÌÏ-×ÉÎÙ.äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÒÁ-ÝÁÅÔ ËÏÌÏÄÕ. ðÒÏÎÕÍÅÒÕÅÍ ËÁÒÔÙ ÞÉÓÌÁÍÉÏÔ 0000 ÄÏ 1111 × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ. �ÏÇÄÁ ÄÏ-ÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ ÒÁÓ�ÏÌÏ-ÖÅÎÉÅ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� × ËÁÖÄÏÍ ÒÁÚÒÑÄÅ. ìÅÇ-ËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÏÄÎÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ �ÏÌÕÞÁ-ÅÔÓÑ ÔÏ, ÞÔÏ ÓÔÒÏÞËÏÊ ÎÉÖÅ (Á ÉÚ �ÏÓÌÅÄÎÅ-ÇÏ | �ÅÒ×ÏÅ). îÏ × ÎÁÞÁÌØÎÏÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ ÅÄÉÎÉ�Ù ÓÔÏÑÔ × �ÏÌÏ-ÖÅÎÉÑÈ, ÕËÁÚÁÎÎÙÈ × �ÅÒ×ÙÈ ÞÅÔÙÒ£È ÓÔÒÏËÁÈ, �ÏÜÔÏÍÕ × ËÏÎ�ÅÏÎÏ ÂÕÄÅÔ ÏÂÒÁÝÅÎÏ.



442 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÚÁ ÔÒÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅ×ÏÚÍÏÖ-ÎÏ. ðÒÉ �ÅÒ×ÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÞÁÓÔÅÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 8 ËÁÒÔ,�ÏÜÔÏÍÕ �ÏÓÌÅ ÎÅ£ ÅÓÔØ �Ï ÍÅÎØÛÅÊ ÍÅÒÅ 8 ËÁÒÔ × �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÍ�ÏÒÑÄËÅ, �ÒÉ ×ÔÏÒÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ × ÏÄÎÕ ÉÚ ÞÁÓÔÅÊ �Ï�ÁÄ£Ô �Ï ËÒÁÊ-ÎÅÊ ÍÅÒÅ ÞÅÔÙÒÅ ÉÚ ÎÉÈ, Ô. Å. ÂÕÄÕÔ 4 ËÁÒÔÙ × ÉÓÈÏÄÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, �ÏÓÌÅ ÔÒÅÔØÅÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ Ä×ÕÈ ËÁÒÔ,Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÌÓÑ �ÏÒÑÄÏË. úÎÁÞÉÔ, ÔÒ£È Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÍÁÌÏ.11.295. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1 ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÑ 2 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ ÌÀÂÏÇÏ ÈÏÄÁ ÉÚÍÅÎÑÅÔ-ÓÑ ÞÉÓÌÏ ËÁÍÎÅÊ × ËÁËÏÊ-ÔÏ ËÕÞËÅ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÊÒÁÚÒÑÄ ÅÇÏ Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ É �ÏÜÔÏÍÕ ÍÅÎÑÅÔÓÑ Þ£ÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁÅÄÉÎÉ� × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ ÓÔÏÌÂ�Å. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÑ 3 ÎÕÖÎÏ, ×ÚÑ× ÎÅÓËÏÌØËÏ ËÁÍÎÅÊ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ËÕÞËÉ, ÉÚÍÅÎÉÔØÞ£ÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÅÄÉÎÉ� ×Ï ×ÓÅÈ ÓÔÏÌÂ�ÁÈ Ó ÎÅÞ£ÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÅÄÉ-ÎÉ�. (É ÔÏÌØËÏ × ÎÉÈ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÒÁÊÎÉÊ ÌÅ×ÙÊ ÓÔÏÌÂÅ� Ó ÎÅÞ£Ô-ÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÅÄÉÎÉ� É ×ÙÄÅÌÉÍ ËÕÞËÕ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ × ÜÔÏÍ ÒÁÚÒÑÄÅÓÔÏÉÔ 1. þÉÓÌÏ ËÁÍÎÅÊ × ÜÔÏÊ ËÕÞËÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ:Ä×ÏÉÞÎÕÀ ÚÁ�ÉÓØ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÁÍÎÅÊ ÎÕÖÎÏ ÉÚÍÅÎÉÔØ × ÒÁÚ-ÒÑÄÁÈ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÔÏÌÂ�ÁÈ Ó ÎÅÞ£ÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÅÄÉÎÉ� É ×ÓÔÁÒÛÅÍ ÉÚ ÉÚÍÅÎÉ×ÛÉÈÓÑ ÒÁÚÒÑÄÏ× ×ÍÅÓÔÏ 1 ÂÕÄÅÔ ÓÔÏÑÔØ 0.
12. õòá÷îåîéñ é óéó�åíù õòá÷îåîéê÷ ãåìùè þéóìáè12.1. îÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ.ìÉÎÅÊÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ12.1. åÓÌÉ Á = ÒÔ É b = Ò�, ÔÏ Á± b = p(m± n).12.2. åÓÌÉ a = pm É b = pn, ÔÏ r1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.12.3. Á) 1, Â) 1, ×) 191.12.4. Á) 59=13, Â) 83=17, ×) 359=113, Ç) 271=883.12.5. 11. îïä(2� + 3;� + 7) = îïä(� + 7;−11) 6 11. ðÒÉn = 4 + 11k ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ.12.6. 210 − 1.12.7. õËÁÚÁÎÉÅ. îïä(2m − 1; 2n − 1) = 2p − 1, ÇÄÅ Ò == îïä(Ô;�).12.8. a) 1111, Â) 1 : : : 1 (d = îïä(Ô;�) ÅÄÉÎÉ�) ÉÚ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁå×ËÌÉÄÁ.12.9. îïä(30�+2; 12�+1) = îïä(12�+1; 6�) = îïä(6�; 1) == 1.



12. õÒÁ×ÎÅÎÉÑ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ 44312.10. −3, −2, 1. ÷ÙÄÅÌÉÍ ÉÚ ÄÒÏÂÉ �ÅÌÕÀ ÞÁÓÔØ 3 É ÎÁÊÄÅÍ�ÅÌÙÅ �, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÒÏÂØ (2�+ 16)=(7�+ 11) ÂÕÄÅÔ �Ï ÍÏÄÕÌÀÍÅÎØÛÅ 1, Ô. Å. ÎÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. üÔÏ ÂÕÄÕÔ � < −3 É � > 1. úÁÔÅÍ�ÒÏ×ÅÒÉÍ ÄÒÏÂØ �ÒÉ � = −3;−2;−1; 0; 1.12.11. ðÒÉ n > 2 ÜÔÁ ÄÒÏÂØ ÌÅÖÉÔ × ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ [1; 2℄.12.12. a) ðÕÓÔØ ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ a 6= b ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ; ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅ-ÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ a < b. �ÏÇÄÁ ÔÒÏÊËÁ ÞÉÓÅÌ (a; a + 5;b− a), ÂÕÄÅÔ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ �ÕÎËÔÁ Â) (ÅÓÌÉ �ÏÄÓÔÁ×ÉÔØÉÈ ×ÍÅÓÔÏ a, b É 
 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ).Â) ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ îïë(a; b) = îïë(Á + Ó; b + Ó). åÓÌÉ ÞÉ-ÓÌÁ a, b É 
 ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ d, ÔÏ ÓÏËÒÁÔÉÍ ÎÁ ÎÅÇÏ. ðÒÉÜÔÏÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÔÏÖÅ ÓÏËÒÁÔÑÔÓÑ ÎÁd. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ a, b É 
 ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ. �ÏÇÄÁÞÉÓÌÁ a+ 
 É b+ 
 ÔÏÖÅ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÏÎÉÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ �ÒÏÓÔÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ p, ÔÏ ÎÁ p ÄÅÌÉÔÓÑ ÔÁËÖÅ (a − b)(ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ) É îïë(a; b) (Ô. Ë. ÏÎ ÒÁ×ÅÎ îïë(Á+ Ó; b+ Ó)). �ÏÇÄÁÎÁ p ÄÅÌÉÔÓÑ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ a ÉÌÉ b, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÏÎÉ ÏÂÁ (Ô. Ë. ÎÁ pÄÅÌÉÔÓÑ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ). îÏ ÔÏÇÄÁ É 
 = (a+ 
)− a ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ÞÔÏ�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ×ÚÁÉÍÎÏÊ �ÒÏÓÔÏÔÅ ÞÉÓÅÌ a, b É 
. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,îïë(a+ 
; b+ 
) = (a+ 
)(b+ 
) > ab > îïë(a; b). ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.12.13. 20002 − 1. ðÕÓÔØ a = 2000m + n, b = 2000n + m, d |ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ a É b. �ÏÇÄÁ d ÄÅÌÉÔ ÔÁËÖÅ ÞÉÓÌÁ2000a− b = (20002 − 1)m É 2000b− a = (20002 − 1)n. ðÏÓËÏÌØËÕ mÉ n ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ, ÔÏ d ÄÅÌÉÔ 20002 − 1. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �ÒÉm = 20002 − 2000 − 1, n = 1, �ÏÌÕÞÁÅÍ a = (20002 − 1)(2000 − 1),b = 20002 − 1 = d.12.14. ðÕÓÔØ d = îïä(b; Ò−Á), b = kd É Ò−Á = ld. �ÏÇÄÁ ÞÉÓÌÁk É l ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ. äÁÌÅÅ, Ák+bl = Áb=d+(Ò−Á)b=d = Òk. éÔÁË,ak + bl ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ò.12.15. åÓÌÉ Á+b É a2+b2 ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ d, ÔÏ É (Á+b)2−(a2+b2) == 2Áb ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ d. úÎÁÞÉÔ, 2Á2 = 2Á(Á+b)−2Áb É 2b2 = 2b(Á+b)−
− 2Áb ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ d. îÏ ÅÓÌÉ Á É b ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ, ÔÏ Á2 É b2ÔÁËÖÅ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ, �ÏÜÔÏÍÕ 2Á2 É 2b2 ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ d > 2.12.16. åÓÌÉ Ò É q | ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÞÉ-ÓÌÏ z �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ z = px + qy. ÷ÓÑËÏÅ ÔÁËÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ z = pa + qb �ÏÏÂÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ z = p(a− qt)+ q(b+ pt), ÇÄÅ t | �ÅÌÏÅ, �ÒÉÞ£Í ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ 0 6 È 6 q−1.óÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÞÉÓÌÕ �ÁÒÕ (È; Õ) �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ 0 6 È 6 q−1,



444 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁz = px+qy. òÁÚÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÒÁÚÎÙÅ �ÁÒÙ,�ÒÉÞ£Í z ÂÕÄÅÔ ÈÏÒÏÛÉÍ �ÒÉ Õ > 0.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ z = px + qy | ÈÏÒÏÛÅÅ, ÔÏ ÞÉÓÌÏz′ = (q − 1 − È)Ò + (−1 − Õ)q | �ÌÏÈÏÅ É, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ z |�ÌÏÈÏÅ, ÔÏ z′ | ÈÏÒÏÛÅÅ. �ÏÞËÉ (È; Õ) É (q − 1− È;−1− Õ) ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ ((q − 1)=2;−1=2), Á ÓÁÍÉ ÞÉÓÌÁ z É z′ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ z0 = (Ò(q − 1) − q)=2, ÔÁË ËÁËz + z′ = Òq − Ò − q = 2z0 = Ó. éÔÁË, ÄÏËÁÚÁÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Á).�ÁË ËÁË ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÈÏÒÏÛÅÅ ÞÉÓÌÏ | 0, ÔÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ �ÌÏÈÉÍÂÕÄÅÔ Ó, Á ×ÓÅÇÏ �ÌÏÈÉÈ ÞÉÓÅÌ ÂÕÄÅÔ (Ó+ 1)=2 = (Ò− 1)(q − 1)=2.12.17. åÓÌÉ ÂÙ 1978m − 1 ÄÅÌÉÌÏÓØ ÎÁ D = 1000m − 1, ÔÏ É1978m − 1000m = 2m(989m − 500m) ÄÅÌÉÌÏÓØ ÂÙ ÎÁ D. îÏ ÜÔÏ ÎÅ-×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË 989m − 500m < D É D ÎÅÞ£ÔÎÏ.12.18. éÍÅÅÍ (a+ 1)=b+ (b+ 1)=a = (a2 + b2 + a+ b)=ab. ðÕÓÔØd | ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ Á É b. �ÁË ËÁË Áb ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ d2, ÔÏ a2+ b2+a+ b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ d2. þÉÓÌÏ a2+ b2 ÔÁËÖÅ ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ d2. ðÏÜÔÏÍÕ Á+ b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ d2 É √a+ b > d.12.19. òÅÛÅÎÉÅ 1. ðÏÌÏÖÉÍ m = kd, � = ld, ÇÄÅ d == îïä(m;�). �ÏÇÄÁ îïë(m;�) = kld É, ÚÎÁÞÉÔ, kld+ d = kd+ ld.ïÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ (k − 1)(l− 1) = 0, Ô. e. k = 1 ÉÌÉ l = 1. üÔÏÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ m, ÌÉÂÏ � ÒÁ×ÎÏ îïä(m;�). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,ÌÉÂÏ � ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ m, ÌÉÂÏ m ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ �.òÅÛÅÎÉÅ 2. îïë(m;n) · îïä(m;n) = mn, �ÏÜÔÏÍÕ îïë Éîïä | ËÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 − (m + n)x +mn = 0. ðÏÜÔÏÍÕ ÌÉÂÏîïë = m;îïä = n, ÌÉÂÏ ÎÁÏÂÏÒÏÔ.12.20. Ô = � = l = 2. ðÏÌÏÖÉÍ d = îïä(Ô;�; l). ðÕÓÔØ m == dm1, � = d�1, l = dl1, ÔÏÇÄÁ d(Ô1 + �1) = d2d2mn, ÇÄÅ dmn == îïä(m1;n1), ÏÔËÕÄÁ Ô1+�1 = dd2mn. óËÌÁÄÙ×ÁÑ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÓ Ä×ÕÍÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍÉ, �ÏÌÕÞÁÅÍ2(Ô1 + �1 + l1) = d(d2mn + d2ml + d2nl): (∗)ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ d ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÏ Ó ÓÕÍÍÏÊ Ô1 + �1 + l1. ÷ ÓÁ-ÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ Õ d É ÜÔÏÊ ÓÕÍÍÙ ÅÓÔØ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ d1 > 1,ÔÏ ÏÎ ÂÕÄÅÔ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ Ô1, �1 É l1 (ÔÁË ËÁËÓÕÍÍÁ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÉÚ ÎÉÈ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ d). îÏ ÔÏÇÄÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-ÎÉÅ dd1 | ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ Ô, � É l, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÀ d. úÎÁÞÉÔ, d | ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÌÁ 2, ÏÔËÕÄÁ d 6 2 (ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï (∗)). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ dmn, dml, dnl �Ï�ÁÒÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ(ÉÎÁÞÅ Õ Ô1, �1 É l1 ÎÁÛ£ÌÓÑ ÂÙ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ, ÎÅ ÒÁ×ÎÙÊ 1).ðÏÜÔÏÍÕ Ô1 = dmndmlÔ2, n1 = dmndnln2, l1 = dnldmll2, ÇÄÅ Ô2, �2,l2 | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ. �ÏÇÄÁ �ÅÒ×ÏÅ ÉÚ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ �ÒÉÍÅÔ



12. õÒÁ×ÎÅÎÉÑ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ 445×ÉÄ dmndmlÔ2 + dmndnln2 = dd2mn. ðÕÓÔØ dmn | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÉÚÞÉÓÅÌ dmn, dml, dnl. éÍÅÅÍ: dmlÔ2 + dnln2 > dml + dnl > 2dmn >

> ddmn (ÔÁË ËÁË d 6 2). éÔÁË, ×ÓÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á | ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÏÔ-ÓÀÄÁ, Ô2 = �2 = 1, d = 2 É dmn = dml = dnl. îÏ ÉÚ ×ÚÁÉÍÎÏÊ�ÒÏÓÔÏÔÙ dmn, dml, dnl ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÒÁ×ÎÙ 1, ÏÔËÕÄÁ ÉÍÅ-ÅÍ ÏÔ×ÅÔ.12.2. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ12.21. ðÕÓÔØ d = îïä(Á; b), ÔÏÇÄÁ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ d,�ÒÁ×ÁÑ | ÎÅÔ.12.22. ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ (x0 + bk; y0 − ak) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ:Á(È0+bk)+b(Õ0−ak) = ÁÈ0+bÕ0 = Ó. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ.ðÕÓÔØ (È; Õ) | ËÁËÏÅ-ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÔÏÇÄÁ ÁÈ + by = Ó = ÁÈ0 + bÕ0ÉÌÉ Á(È−È0)+ b(Õ− Õ0) = 0. �ÁË ËÁË ÞÉÓÌÏ È−È0 = b(Õ0− Õ)=Á |�ÅÌÏÅ, Á b É Á ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ k = (Õ0 − Õ)=Á | �ÅÌÏÅ.ðÏÜÔÏÍÕ È− È0 = bk, Õ − Õ0 = −Ák.12.23. a) |2; 1; 2; 1; 1; 4; 1; 1; 6; 10; 1; 1; 2|, Â) |3; 7; 15; 1; 292|,×) |0; 1; 99|, Ç) |3; 7; 16|.12.24. Á) ó×£ÒÔÙ×ÁÎÉÅ �Å�ÎÏÊ ÄÒÏÂÉ × ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÕÀ Ó×ÏÄÉÔÓÑË Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍ Ä×ÕÈ ÔÉ�Ï×: �ÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÀ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ É ÏÂÒÁÝÅÎÉÀ.ìÅÇËÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÒÏÂØ Á=b ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÁ, ÔÏ ÜÔÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÉÔÁËÖÅ �ÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÙÍ ÄÒÏÂÑÍ. îÏ 1=qn | ÎÅÓÏËÒÁÔÉ-ÍÁ, ÚÎÁÞÉÔ, ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÙ É ×ÓÅ Æk.Â) äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ×ÅÄ£ÔÓÑ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï n. âÁÚÁ (n = 2) ÏÞÅ-×ÉÄÎÁ. ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ n. äÏËÁÖÅÍ ÅÇÏ ÄÌÑn + 1. ðÕÓÔØ |a1; : : : ; an+1| = a1 + x′=y′, |a1; : : : ; an| = a1 + x=y,�ÏÇÄÁ y′=x′ = |a2; : : : ; an+1| É y=x = |a2; : : : ; an|. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,(−1)n−1=(xx′) = (y′=x′)− (y=x) = (xy′−x′y)=(xx′), Ô. Å. xy′−x′y == (−1)n−1. ïÔÓÀÄÁ (a1 + x′=y′) − (a1 + x=y) = (x′y − xy′)=(yy′) == (−1)n=(yy′).12.25. óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ 12.24, �. Â).12.26. óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ 12.22 É 12.25.12.27. Á) È = −4+15Ò, Õ = −5+19Ò, Â) È = 33+17Ò, Õ = 44+23Ò,×) È = 88 + 47Ò, Õ = 99 + 53Ò, Ç) È = −3 + 18Ò, Õ = 6 + 35Ò, Ä) È == − 25 + 71Ò, Õ = −30 + 85Ò, Å) È = −28 + 11Ò, Õ = −105 + 41Ò.12.28. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ 170È + 190Õ = 3000 ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ È = 2,Õ = 14.12.29. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ 25È− 36Õ = 1 ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ È = 13, Õ = 9.12.30. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ 8È − 5Õ = 13 ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅÈ = 6, Õ = 7, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ x+ y 6 20 É x; y > 0.



446 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ12.31. Á) 324 = 141 · 2 + 42 (2 Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 141 ÍÍ),141 = 43 · 2 + 15 (3 Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 42 ÍÍ), 42 = 15 · 2 + 12(2 Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 15 ÍÍ), 15 = 12+3 (1 Ë×ÁÄÒÁÔ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ12 ÍÍ), 12 = 3 ·4 (4 Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 3 ÍÍ). éÔÁË, ÄÌÉÎÁ 3 ÍÍ.Â) îÁ�ÒÉÍÅÒ, Á = 21, b = 13, �ÒÉ ÜÔÏÍ 13 = F7, 21 = F8.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ n ÔÁËÉÅ Á É b ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉÓ �ÏÍÏÝØÀ ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ (Fn+2 É Fn+1). îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ F1 == F2 = 1, Fn+2 = Fn+1+Fn. ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËa×b ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ (�ÒÉ ÄÁÎÎÏÍ n) ÒÁÚÍÅÒÙ.ãÅ�ÎÁÑ ÄÒÏÂØ ÄÌÑ Fn+1=Fn ÉÍÅÅÔ ÏÞÅÎØ �ÒÏÓÔÏÊ ×ÉÄ: ÏÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔÉÚ ÏÄÎÉÈ ÅÄÉÎÉ�.12.32. 5=8− 8=13 = 1=104. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ 13�− 8Ô = 1.12.33. ïÔÌÏÖÉ× 19 ÒÁÚ ÕÇÏÌ × 19◦, �ÏÌÕÞÉÍ 19 · 19 = 361, ÎÏ361◦ − 360◦ = 1◦, Ô. Å. ÏÔ ÓÔÏÒÏÎÙ �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÇÌÁ ÄÏ ÓÔÏÒÏÎÙ 19-ÇÏÕÇÌÁ ÒÏ×ÎÏ 1◦.12.34. 25È− 36Õ = 1 ÒÅÛÁÌÏÓØ × 12.29.12.35. òÅÛÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, �ÏÌÕÞÉÍ È = −55 − 13k, Õ = −33 −
− 8k. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ È < 0, Õ > 0 ÎÁÈÏÄÉÍ −55=13 < k < −33=4, ÞÔÏÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. éÔÁË, ÎÁ ÜÔÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË ÎÅÔ.12.36. ðÕÓÔØ (È; Õ) | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÔÏÇÄÁ Á(b − È) == bÕ, Ô. Å. bÕ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Á, ÏÔËÕÄÁ Õ = �Á. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ È = bÔ.ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, �ÏÌÕÞÉÍ �+Ô = 1.12.37. ðÒÏÄÁ×Å� ËÌÁÄÅÔ ÎÁ ÏÄÎÕ ÞÁÛËÕ 6 ÂÁÎÏË, Á ÎÁ ÄÒÕÇÕÀ |2 ÇÉÒØËÉ É ÓÁÈÁÒ, ×ÓÅÇÏ 8 ÇÉÒÅË É ÂÁÎÏË. 100È+450Õ = 2500. ïÂÝÅÅÒÅÛÅÎÉÅ È = 25+9Ò, Õ = −2Ò. åÓÌÉ ÇÉÒØËÉ É ÂÁÎËÉ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊÞÁÛËÅ, ÔÏ È > 0, Õ > 0 É ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÓÕÍÍÁ È + Õ = 25 + 7Ò = 11�ÒÉ Ò = −2. åÓÌÉ ÇÉÒØËÉ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÞÁÛËÅ, Á ÂÁÎËÉ É ÓÁÈÁÒÎÁ ÄÒÕÇÏÊ, ÔÏ È > 0, Õ 6 0 É ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÓÕÍÍÁ È+ (−Õ) = 25 �ÒÉÒ = 0. åÓÌÉ ÂÁÎËÉ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÞÁÛËÅ, Á ÇÉÒØËÉ É ÓÁÈÁÒ ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ, ÔÏÈ 6 0, Õ > 0 É ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÓÕÍÍÁ 8 �ÒÉ Ò = −3.12.38. x = 5p + 3q − 11, y = 11 − 5p − 2q, z = p; ÇÄÅ Ò É q |ÌÀÂÙÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ.12.39. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ 16È + 17Õ + 40z = 140 ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ È = 2,Õ = 4, z = 1.12.40. åÓÌÉ È, Õ | �ÅÎÙ ÛÁÌÔÁÑ É ÂÏÌÔÁÑ, ÔÏ 125Õ < 175È << 126Õ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÎÁÊÔÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ È É Õ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ. äÅÌÑ ÎÁ 25, �ÏÌÕÞÉÍ 5Õ < 7È < 126y=25, Ô. Å. Õ > 25.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ 7È−5Õ = 1, ÔÏÇÄÁ È = 3+5Ò, Õ = 4+7Ò. �ÁË ËÁË Õ > 25,ÔÏ Ò > 3. ðÒÉ Ò = 4 �ÏÌÕÞÉÍ È = 23, Õ = 32, ÎÏ 3·23+32 = 101 > 100.12.41. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ: ÞÉÓÌÁ � É � + 1, ÇÄÅ � + 1 = 89 : : : 90 : : : 0(221 ÄÅ×ÑÔËÁ É 222 ÎÕÌÑ). éÝÅÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ n =



12. õÒÁ×ÎÅÎÉÑ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ 447= a9 : : : 9 (Ò ÄÅ×ÑÔÏË). ðÕÓÔØ s(Á) | ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ ÞÉÓÌÁ Á, ÔÏÇÄÁs(n) = s(Á) + 9Ò É s(�+ 1) = s(Á) + 1 ÄÏÌÖÎÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 1997. äÌÑÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ s(Á) = 1996 ÉÍÅÅÍ 1996 + 9Ò = 1997k, ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ k = 2, Ò = 222.
12.3. îÅÌÉÎÅÊÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É ÓÉÓÔÅÍÙÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ12.42. (−4; 9), (20;−33), (4;−9), (−20; 33).12.43. (±16;±15) (4 ÒÅÛÅÎÉÑ).12.44. (5; 2), (2; 5), (0;−3), (−3; 0), (3; 3), (−1;−1).12.45. (3; 2), (3;−2), (−3; 2), (−3;−2).12.46. òÅÛÅÎÉÊ ÎÅÔ (mod 4). 12.47. òÅÛÅÎÉÊ ÎÅÔ (mod 7).12.48. òÅÛÅÎÉÊ ÎÅÔ (mod 3).12.49. (5; 6), (−5;−6), (13; 6), (−13;−6).12.50. (6;−21), (4; 15), (7;−12), (3; 6), (8;−9), (2; 3), (11;−6),(14;−5), (−1; 0), (−4;−1), (23;−4), (−13;−2).12.51. (5; 6), (−6;−5), (−3; 4), (−4; 3). ðÏÌÏÖÉÍ � = È− Õ, Ô == ÈÕ, ÔÏÇÄÁ �(�2 + 3Ô) = 91.12.52. (2; 14), (0;−20), (18;−2), (−16;−4). õÒÁ×ÎÅÎÉÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔ-ÓÑ Ë ×ÉÄÕ (È− 1)(Õ + 3) = 17.12.53. 1. (x− 1)(x2+2x+3) = 0. ÷ÔÏÒÏÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ËÏÒÎÅÊ ÎÅÉÍÅÅÔ: D = 4− 4 · 3.12.54. (2; 0), (0; 2), (2; 1), (1; 2), (−1; 0), (0;−1), (−1; 1), (1;−1).12.55. òÅÛÅÎÉÊ ÎÅÔ (mod 7). 12.56. òÅÛÅÎÉÊ ÎÅÔ (mod 5).12.57. òÅÛÅÎÉÊ ÎÅÔ. È2 + Õ2 ÄÏÌÖÎÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3, ÚÎÁÞÉÔ,È = 3�, Õ = 3Ò É 19�2 + 28Ò2 = 81, ÏÔËÕÄÁ Ò ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ 0 É ±1.12.58. (1; 3), (1;−3), (8; 3), (8;−3), (0; 1), (0;−1), (9; 1), (9;−1).12.59. òÅÛÅÎÉÊ ÎÅÔ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ Ë ×ÉÄÕ t2 − 8Õ = 15 É ÒÁÓ-ÓÍÏÔÒÅÔØ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 4.12.60. òÅÛÅÎÉÊ ÎÅÔ. åÓÌÉ È É Õ Þ£ÔÎÙ, ÔÏ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ 4, ÉÎÁÞÅ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅÞ£ÔÎÁ.12.61. òÅÛÅÎÉÊ ÎÅÔ (mod 3).12.62. (±498;±496), (±78;±64) (8 ÒÅÛÅÎÉÊ).12.63. òÅÛÅÎÉÊ ÎÅÔ (mod 4). 12.64. òÅÛÅÎÉÊ ÎÅÔ (mod 8).12.65. (1; 1; 0). éÚ ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÈÕ > 1, Ô. Å. x É y ÏÄÎÏÇÏÚÎÁËÁ, ÔÏÇÄÁ (ÉÚ �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ) È > 0, Õ > 0.12.66. òÅÛÅÎÉÊ ÎÅÔ (mod 8).12.67. òÅÛÅÎÉÊ ÎÅÔ. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ y ÎÅÞ£ÔÎÏ, Ô. Å. y == 2t+ 1. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÏ, �ÏÌÕÞÉÍ x2 − 10t2 − 10t = 6. îÏ x2 ≡ 0; 1



448 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ(mod 4) É t2+t ≡ 0; 2 (mod 4), �ÏÜÔÏÍÕ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÄÁ×ÁÔØÏÓÔÁÔÏË 2 �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 4.12.68. (0; 50), (50; 0), (2; 32), (32; 2), (8; 18), (18; 8). ðÅÒÅÎÅÓÑ ×ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ËÏÒÅÎØ ÉÚ È É ×ÏÚ×ÏÄÑ × Ë×ÁÄÒÁÔ, �ÏÌÕÞÉÍ Õ = 50+È−
− 10√2x. �ÏÇÄÁ È = 2Á2, Á ÔÁË ËÁË È 6 50, ÔÏ Á2 6 25. ðÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÁ = 0; 1; : : : ; 5 ÎÁÈÏÄÉÍ È É Õ.12.69. (1; 2), (2; 1).12.70. (1;±1), (3;±3). ðÒÉ È > 3 ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ 1! + 2! + : : : + È!ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ 33+10�, ÎÏ Ë×ÁÄÒÁÔ ÞÉÓÌÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÎÞÉ×ÁÔØÓÑ ÎÁ 3.12.71. (1; 1; 1), (−1;−1; 1), (−1; 1;−1), (1;−1;−1).òÅÛÅÎÉÅ 1. ðÒÉ×ÏÄÑ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÀ, �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏÈÕz > 0, �ÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ �Å-ÌÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÚÁÍÅÎÉ× ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁ �ÒÏÔÉ×Ï�Ï-ÌÏÖÎÙÅ. ðÒÅÏÂÒÁÚÕÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ë ×ÉÄÕ(xy−xz)2+(xz−yz)2+(yz−xy)2 = 2xyz((1−x)+(1−y)+(1−z));�ÏÌÕÞÉÍ (ÉÚ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ) ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÎÁÔÕ-ÒÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (1; 1; 1).òÅÛÅÎÉÅ 2. ðÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ëÏÛÉxyz + yzx + zxy > 3 3√xyz · yzx · zxy = 3 3√xyz > 3:òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÅÓÌÉ xy=z = yz=x = zx=y É xyz = 1.12.72. (0; 0), (1; 0), (0; 1), (2; 1), (1; 2), (2; 2). ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ë ×ÉÄÕ (È− 1)2 + (Õ − 1)2 + (È− Õ)2 = 2.12.73. òÅÛÅÎÉÊ ÎÅÔ (mod 4).12.74. (0; 0; 0). È3 Þ£ÔÎÏ, �ÏÜÔÏÍÕ È3 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 8. óÏËÒÁÝÁÑÎÁ 2, ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ Õ3 Þ£ÔÎÏ, �ÏÜÔÏÍÕ Õ3 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 8. óÏËÒÁÝÁÑÎÁ 2, �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ z3 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 8.12.75. òÅÛÅÎÉÊ ÎÅÔ (mod 9).12.76. (4; 1), (4;−3), (−4; 1), (−4;−3). ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÅ Ë ×ÉÄÕ (È+ Õ + 1)(È− Õ − 1) = 12.12.77. òÅÛÅÎÉÊ ÎÅÔ (mod 7).12.78. (0; 0; 0). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÒÕÇÉÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅÔ. ðÕÓÔØ È == 2nÈ1, Õ = 2mÕ1, z = 2pz1, ÇÄÅ È1, Õ1, z1 | ÎÅÞ£ÔÎÙÅ. óÏËÒÁÝÁÑÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÁ 2 × ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍ �ÏËÁÚÁÔÅÌÅ, �ÏÌÕÞÉÍ v2+u2+w2 == 2avwu, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ v, u, w Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ.åÓÌÉ ÎÅÞ£ÔÎÙ Ä×Á ÞÉÓÌÁ, ÔÏ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4, Á �ÒÁ×ÁÑÄÅÌÉÔÓÑ. ÷ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÂÙÔØ Þ£ÔÎÙÍÉ ÎÅ ÍÏÇÕÔ �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÞÉÓÅÌv, u, w.12.79. (0; 0; 0; 0). 12.80. (0; 0; 0). òÅÛÅÎÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ 12.78.



12. õÒÁ×ÎÅÎÉÑ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ 44912.81. òÅÛÅÎÉÊ ÎÅÔ. n4 ÄÁ£Ô �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 16 ÏÓÔÁÔÏË 0 ÉÌÉ 1,�ÏÜÔÏÍÕ x41 + : : : + x414 ÄÁ£Ô ÏÓÔÁÔÏË, ÎÅ ÂÏÌØÛÉÊ 14, Á 1599 ÄÁ£ÔÏÓÔÁÔÏË 15 �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 16.12.82. (0; 0). ðÕÓÔØ È É Õ | ÒÅÛÅÎÉÅ. ðÏÓÌÅ ÒÑÄÁ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÊ× Ë×ÁÄÒÁÔ ÉÍÅÅÍ √x+√x = m É √x = n | �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, �ÒÉÞ£Ím2 = n(n + 1). åÓÌÉ � > 0, ÔÏ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ n2 < m2 < (� + 1)2,ÔÏÇÄÁ n < m < n + 1 É Ô | ÎÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. úÎÁÞÉÔ, n = 0, Ô. Å.x = 0.12.83. òÅÛÅÎÉÊ ÎÅÔ. åÓÌÉ È, Õ É z ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÓÉÓÔÅÍÙ, ÔÏ z2 = 2y2+1 | ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. �ÁË ËÁË Ë×ÁÄÒÁÔ Þ£Ô-ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÅÓÔØ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ z | ÞÉÓÌÏ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ: z = 2m+1.éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÜÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ z, �ÏÌÕÞÉÍ 2Õ2 = z2 − 1 == 4m2 + 4m, Ô. Å. Õ2 = 2(m2 + m) | Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÚÎÁÞÉÔ, É ÕÞ£ÔÎÏÅ: Õ = 2k. þÉÓÌÏ x2 = Õ3 + 7z4 ÎÅÞ£ÔÎÏÅ. ðÏÜÔÏÍÕ È ÎÅÞ£Ô-ÎÏÅ: È = 2n + 1. éÚ �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÔÅ�ÅÒØ ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ 4n2 + 4n + 1 − 8k3 = 7(z2)2 = 7(2Õ2 + 1)2 = 7(4y4 + 4y2 + 1).ïÔÓÀÄÁ 3=2 = n2 + �− 2k3 − 7Õ4 − 7Õ2, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ �, k,Õ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.12.84. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï(È− Õ)3 + (Õ − z)3 + (z − È)3 = 3(È− Õ)(Õ − z)(z − È);ÚÁ�ÉÛÅÍ ÄÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ × ×ÉÄÅ (È − Õ)(Õ − z)(z − È) = 10.ïÂÏÚÎÁÞÁÑ Á = È − Õ, b = Õ − z, Ó = z − È, ÚÁ�ÉÛÅÍ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÅ × ×ÉÄÅ ÁbÓ = 10. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, Á + b + Ó == 0. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ É ×Ù-ÂÏÒÁ ÚÎÁËÏ× ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÁbÓ = 10 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ Á, b, ÓÒÁ×ÎÙ ÌÉÂÏ ±1, ±2, ±5, ÌÉÂÏ ±1, ±1, ±10. îÏ ×Ï ×ÓÅÈ ÜÔÉÈÓÌÕÞÁÑÈ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ×ÙÂÏÒÅ ÚÎÁËÏ× ÓÕÍÍÁ Á + b + Ó ÏÔÌÉÞÎÁÏÔ ÎÕÌÑ. éÔÁË, ÄÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ × �ÅÌÙÈÞÉÓÌÁÈ.12.85. (5; 4), (4; 5) É (0; 0). ðÏÌÏÖÉ× p = x + Õ, q = x − y É�ÏÄÓÔÁ×É× È = (Ò + q)=2, Õ = −(Ò − q)=2 × ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ,�ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ 7Ò = 3(Ò2 + 3q2)=4, Ô. Å. 28Ò = 3(Ò2 + 3q2).ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Ò ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ É ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3, Ô. e.Ò = 3k. ðÏÄÓÔÁ×É× Ò = 3k, �ÏÌÕÞÉÍ 28k = 3(3k2 + q2). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅ-ÄÕÅÔ, ÞÔÏ k ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3, �ÏÜÔÏÍÕ k = 3m. ðÏÄÓÔÁ×É× k = 3m,�ÏÌÕÞÉÍ 28m = 27m2 + q2, m(28 − 27m) = q2. �ÁË ËÁË q2 > 0,ÔÏ ÌÉÂÏ m = 0, ÌÉÂÏ m = 1. åÓÌÉ m = 0, ÔÏ k = 0, Ò = 0,q = 0, É, ÚÎÁÞÉÔ, È = Õ = 0. åÓÌÉ ÖÅ m = 1, ÔÏ k = 3, Ò = 9,q2 = 1. ðÒÉ q = 1, �ÏÌÕÞÁÅÍ È = 5, Õ = 4, Á �ÒÉ q = −1 |È = 4, Õ = 5.



450 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ12.86. (1; 0; 3; 1), (−1; 0;−3;−1), (3; 1; 1; 0), (−3;−1;−1; 0). éÚÓÉÓÔÅÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ:(Èz − 2Õt)2 + 2(Èt+ Õz)2 = (È2 + 2Õ2)(z2 + 2t2) = 11;ÏÔËÕÄÁ ÌÉÂÏ È2 + 2Õ2 = 1, ÌÉÂÏ z2 + 2t2 = 1.12.87. òÅÛÅÎÉÊ ÎÅÔ. ðÅÒÅ�ÉÓÁ× ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ × ×ÉÄÅ (x + y)3 == 7(x2y + xy2) + 4, �ÏÌÕÞÉÍ (x+ y)3 ≡ 4 (mod 7), ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.12.88. òÅÛÅÎÉÊ ÎÅÔ. åÓÌÉ È É Õ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÄÁÎÎÏÍÕ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÀ, ÔÏ È5 > Õ5 É, ÚÎÁÞÉÔ, È > Õ. úÁ�ÉÛÅÍ ÄÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ××ÉÄÅ (È− Õ)(È4 + È3Õ + È2y2 + ÈÕ3 + Õ4) = 1993:ðÏÓËÏÌØËÕ 1993 | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á È−Õ > 0, ÔÏ È−Õ ÒÁ×ÎÏ 1 ÉÌÉ1993. ðÅÒ×ÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÅÎ, ÔÁË ËÁË 1993 ≡ 3 (mod 5), Á ÌÅ×ÁÑÞÁÓÔØ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (�ÒÉ È − Õ = 1) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (Õ + 1)5 −
− Õ5 = 5(Õ4 + 2Õ3 + 2Õ2 + Õ) + 1 ≡ 1 (mod 5). ÷ÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊ ÔÁËÖÅÎÅ×ÏÚÍÏÖÅÎ: ×ÔÏÒÏÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÒÁ×ÅÎ 1,ÏÄÎÁËÏÈ4 + È3y + È2y2 + Èy3 + y4 = (È3 + y3)(x+ Õ) + È2y2 == (x+ y)2(x2 − xy + y2) + È2y2 > x2y2 > 1:12.89. (±1; 0), (±4; 3), (±4; 5). ðÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ,ÚÎÁÞÉÔ, Õ > 0, ÏÔËÕÄÁ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ (2Õ − 1)2 (ÍÏÄÕÌØÒÁÚÎÏÓÔÉ Õ2 É ÌÀÂÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ (2Õ − 1)).éÚ (2Õ − 1)2 6 1 + 16Õ ÉÍÅÅÍ Õ 6 5.12.90. (−9;±12), (−4;±12), (1;±12), (−8; 0), (−7; 0), (−1; 0),(0; 0). ðÏÌÏÖÉÍ z = È2 + 8È, ÔÏÇÄÁ z2 + 7z = Õ2. ðÒÉ z > 9 ÉÍÅ-ÅÍ (z + 3)2 < z2 + 7z = Õ2 < (z + 4)2, Ô. Å. ÞÉÓÌÏ Õ2 ÚÁËÌÀÞÅÎÏÍÅÖÄÕ Ë×ÁÄÒÁÔÁÍÉ Ä×ÕÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖ-ÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ È2+8È = z 6 9, ÏÔËÕÄÁ −9 6 È 6 1. äÁÌÅÅ �ÅÒÅÂÉÒÁÅÍÈ = −9; : : : ; 1.12.91. (0;−1), (−1;−1), (0; 0), (−1; 0), (5; 2), (−6; 2). õÍÎÏÖÉ×ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÁ 4 É �ÒÉÂÁ×É× Ë ÎÉÍ 1, �ÏÌÕÞÉÍ(2È+ 1)2 = (2Õ2 + Õ)2 + 3Õ2 + 4Õ + 1 = (2Õ2 + Õ + 1)2 − (Õ2 − 2Õ):åÓÌÉ Õ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ −1, 0, 1 É 2, ÔÏ 3Õ2 + 4Õ + 1 > 0 É Õ2 − 2Õ > 0,�ÒÉ ÜÔÏÍ (2Õ2 + Õ)2 < (2x + 1)2 < (2Õ2 + Õ + 1)2. üÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ (2È + 1)2 ÌÅÖÉÔ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉË×ÁÄÒÁÔÁÍÉ, Á �ÒÉ ÜÔÏ �ÒÉ �ÅÌÙÈ È ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.12.92. (0; 0), (1; 0), (−1; 0), (2; 6), (2;−6), (3; 12); (3;−12).12.93. ðÏÌÏÖÉÍ È = �2 − 1, ÔÏÇÄÁ Õ = �(�2 − 1).



12. õÒÁ×ÎÅÎÉÑ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ 45112.94. 15 ÒÅÛÅÎÉÊ. ðÏÓÌÅ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ × Ë×ÁÄÒÁÔ �ÏÌÕÞÉÍ Õ == 1960 + È − 28√10x, ÔÏÇÄÁ È = 10Á2 (a | �ÅÌÏÅ) É √y == (14 − a)√10. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÏÌÕÞÁÅÍ 15 ÒÅÛÅÎÉÊ �ÒÉ a == 0; : : : ; 14.12.95. éÚÂÁ×ÉÍÓÑ ÏÔ Ä×ÕÈ ËÕÂÏ× Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ z == − È. ðÏÌÕÞÉÍ 2x2 + y2 = y3, 2x2 = (y − 1)y2. òÅÛÅÎÉÅ ÎÁÊÄÅÔÓÑ,ÅÓÌÉ (y − 1)=2 ÂÕÄÅÔ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ, ÔÏÇÄÁ Õ = 2k2 + 1, È = k(2k2 + 1).12.96. ðÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 8 Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÁÀÔÏÓÔÁÔËÉ 0, 1 ÉÌÉ 4. �ÏÇÄÁ, ÓÕÍÍÁ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× (ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,É a2 + b2 − 8
) ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÄÁ×ÁÔØ ÏÓÔÁÔËÁ 6 �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 8.12.97. ðÕÓÔØ ÄÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏÞÉÓÌÁ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ Ò1; : : : ; Ò�. ðÕÓÔØ ò = Ò1 : : : Ò�. �ÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏò 2 + ò + 1 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÉ ÎÁ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ Ò1; : : : ; Ò� É, ÚÎÁÞÉÔ,ÉÍÅÅÔ �ÒÏÓÔÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ q, ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÊ ÎÉ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÜÔÉÈÞÉÓÅÌ. ïÔÓÀÄÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ È2 + È + 1 = qÕ ÉÍÅÅÔ �ÅÌÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ(ò ; (ò 2 + ò + 1)=q).12.98. Á) ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÞÅÒÅÚ ò (È; Õ). å£ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ÔÁË:ò (È; Õ) = È3 − 3ÈÕ2 + Õ3 = (y − È)3 − 3(Õ − È)È2 − È3 == −y3 + 3y(x− y)2 + (x− y)3:úÎÁÞÉÔ, ò (È; Õ) = ò (Õ − È;−È) = ò (−Õ; È− Õ). ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ �ÁÒÁÞÉÓÅÌ (È; Õ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÄÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÔÏ ÅÍÕ ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÔ ÔÁËÖÅ ÅÝ£ Ä×Å �ÁÒÙ: (Õ − È;−È) É (−Õ; È − Õ). ÷ÓÅ ÜÔÉÔÒÉ �ÁÒÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÔÁË ËÁË × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ È = Õ = 0, ÞÔÏÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ �ÒÉ � 6= 0. Á 0 1 2 3 4 5 6 7 83Á 0 3 6 0 3 6 0 3 6Á3 0 1 8 0 1 8 0 1 8ë 12.98
Â) þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ ×ÔÏÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÅÉÍÅÅÔ �ÅÌÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ, ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÌÅ-×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÉ �ÒÉ ËÁËÉÈ �Å-ÌÙÈ È É Õ ÎÅ ÄÁÅÔ �ÒÉ ÄÅÌÅ-ÎÉÉ ÎÁ 9 ÏÓÔÁÔÏË 2, �ÏÓËÏÌØ-ËÕ 2891 = 9 · 321 + 2. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÁÂÌÉ�ÅÊ,× ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 9 ÞÉÓÅÌÁ, 3Á É Á3.éÚ ÔÁÂÌÉ�Ù ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÓÔÁÔÏË 2 × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÍÏ-ÖÅÔ �ÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑÈ3, 3ÈÕ2 É Õ3 ÎÁ 9 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÙ 1, 0, 1; 0, 6, 8 ÉÌÉ 8, 6, 0.÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ 3ÈÕ2 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 9, �ÏÜÔÏÍÕ È ÉÌÉ Õ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3



452 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁÉ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÄÁ×ÁÔØ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 9 ÏÓÔÁÔÏË 1. ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ É ÔÒÅ-ÔØÅÍ ÓÌÕÞÁÑÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ È ÉÌÉ Õ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3, �ÏÜÔÏÍÕ 3ÈÕ2ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 9 ÂÅÚ ÏÓÔÁÔËÁ, Á ÎÅ ÄÁÅÔ ÏÓÔÁÔÏË 6, ËÁË ÎÁÍ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.ðÏËÁÚÁÔÅÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ12.99. (0; 1991). ðÒÉ È > 0 ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÍÅÎØÛÅ 2, �ÒÉ È < 0ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅÞ£ÔÎÁ.12.100. òÅÛÅÎÉÊ ÎÅÔ (mod 5).12.101. (0; 1), (1; 2). ðÒÉ È 6≡ 0 (mod 3) ÉÍÅÅÍ Õ = 2Ò, ÔÏÇÄÁ3x = (2x − 1)(2x + 1), ÏÔÓÀÄÁ 2x − 1 = 1.12.102. (0; 0), (1; 2). úÁ�ÉÓÙ×ÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ × ×ÉÄÅ (1+È)(1+È2) == 2y, �ÏÌÕÞÉÍ 1+È = 2m, 1+È2 = 2y−m, ÉÌÉ, �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ, 2y−m−1 ×
× (1 + 22m−y+1 − 23m−y) = 1, É �ÒÉ m > 0 ÉÍÅÅÍ y −m − 1 = 0 É2m − y + 1 = 3m − Õ ÉÌÉ Ô = 1, Õ = 2, È = 1. á �ÒÉ Ô = 0 ÉÍÅÅÍÈ = Õ = 0.12.103. (4; 2), (2; 4), (�; �), ÇÄÅ � | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ. ðÕÓÔØ (x; y),ÇÄÅ È > Õ | ÒÅÛÅÎÉÅ. �ÏÇÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ x É y ÄÏÌÖ-ÎÙ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, Ô. Å. x == p�11 : : : p�kk É y = p�11 : : : p�kk . ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÉÍÅÅÍ:�1=�1 = : : : = �k=�k = a=b > 1, ÔÏÇÄÁ È = Õa=b. ðÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ× ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÁÅÔ ay=b = Õa=b ÉÌÉ a=b = Õa=b−1, ÏÔËÕÄÁ b = 1 ÉÁ = Õa−1. ìÅÇËÏ �ÏËÁÚÁÔØ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ, ÞÔÏ Á < 2a−1 �ÒÉ Á > 2,�ÏÜÔÏÍÕ Á < Õa−1 (�ÒÉ Õ > 2). äÌÑ Á = 2 É Á = 1 �ÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔ×ÅÔ.12.104. (1;±3). ðÏ ÍÏÄÕÌÀ 2 ÉÍÅÅÍ Õ = 2Ò+ 1.12.105. (3;±3). 2x = (Õ−1)(Õ+1). ïÔÓÀÄÁ Õ−1 = 2p, Õ+1 = 2n(ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ Õ > 0) É p < n. �ÏÇÄÁ 2n − 2p = 2, Ô. Å.2p(2n−p − 1) = 2, ÏÔËÕÄÁ �− Ò = 1, Ò = 1.12.106. (0;±2), (3;±5), (4;±7). ðÒÉ Õ = 3Ò+ 2 ÉÍÅÅÍ:2x = (3Ò+ 1)(Ò+ 1):ðÏÄÈÏÄÑÔ Ò = 0; 1, Á �ÒÉ Ò > 2 �ÏÌÕÞÉÍ 4(Ò+1) > 3Ò+1 > 2(Ò+1),ÚÎÁÞÉÔ, Ò+ 1 É 3Ò+ 1 | ÎÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ 2 ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊ Õ = 3Ò+ 1.õÒÁ×ÎÅÎÉÑ × �ÉÆÒÁÈ12.107. a) È = 3, Õ = 4. 100 6 (È+ Õ)3 < 1000 ÉÌÉ 5 6 È+ Õ 6 9,ÄÁÌÅÅ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÍ �ÅÒÅÂÏÒÏÍ. Â) È = 5, Õ = 1, z = 2.12.108. x = 1, y = 2, z = 5. óÕÍÍÁ È + Õ + z 6 27 É Ñ×ÌÑÅÔÓÑÄÅÌÉÔÅÌÅÍ 1000, Ô. Å. ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÁ 1, 2, 4, 5, 8, 10, 20, 25.



12. õÒÁ×ÎÅÎÉÑ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ 45312.109. 145, 150, 295. ïÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÄÒÕÇÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ | 15. ðÕÓÔØÈ, Õ, z | �ÉÆÒÙ ÓÏÔÅÎ, ÄÅÓÑÔËÏ×, ÅÄÉÎÉ�, Ó | ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÎÏ×ÏÊÓÉÓÔÅÍÙ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ. �ÏÇÄÁ 2(100È+ 10Õ + z) = Ó2È+ ÓÕ + z, ÏÔËÕÄÁ(200− Ó2)È+ (20− Ó)Õ + z = 0. åÓÌÉ 0 < Ó 6 14, ÔÏ(200− Ó2)È+ (20− Ó)Õ + z > 4È+ 6Õ + z > 4;ÅÓÌÉ ÖÅ Ó > 16 |(200− Ó2)È+ (20− Ó)Õ + z 6 −56È+ 4Õ + z 6 −56 + 36 + 9 = −11:ðÏÜÔÏÍÕ Ó = 15. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÅÇÏ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÉÍÅÅÍ: −25È+ 5Õ ++ z = 0. ïÔÓÀÄÁ z = 0 ÉÌÉ 5.õÒÁ×ÎÅÎÉÑ × ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ12.110. 14. ðÕÓÔØ È É Õ | ÞÉÓÌÏ ÓÏÒÏËÏÎÏÖÅË É ÄÒÁËÏÎÏ×, � |ÞÉÓÌÏ ÎÏÇ Õ ÄÒÁËÏÎÁ. �ÏÇÄÁ x+3y = 26, 40x+ny = 298. éÚ ×ÔÏÒÏÇÏÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x 6 7, Á ÉÚ �ÅÒ×ÏÇÏ | x ≡ 2 (mod 7). ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÔÁËÉÅx × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÎÁÈÏÄÉÍ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ �ÅÌÏÅ n | 14 (�ÒÉ x = 5).12.111. ïÄÉÎ | �ÅÒ×ÏÅ, Ä×ÏÅ | ×ÔÏÒÏÅ É Ä×ÏÅ | ÔÒÅÔØÅ.12.112. ðÕÓÔØ Ó�ÏÒÔÓÍÅÎ È ÒÁÚ �Ï�ÁÌ × ×ÏÓØÍ£ÒËÕ, Õ ÒÁÚ | ×ÄÅ×ÑÔËÕ, z ÒÁÚ | × ÄÅÓÑÔËÕ. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ 8È+9Õ+10z = 100.ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ 8È+ 8Õ + 8z = 8(È+ Õ + z) < 100, Ô. Å. ÞÉÓÌÏ×ÙÓÔÒÅÌÏ× È + Õ + z < 100=8 < 13. �ÁË ËÁË È + Õ + z > 11, ÔÏ�ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ È+ Õ + z = 12. îÏ ÔÏÇÄÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄÕ + 2z = 4. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Õ | Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Õ = 2t, t > 1,Ô. Å. t+z = 2. �ÁË ËÁË t > 1 É z > 1, ÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØÀÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á t = 1, z = 1, Ô. Å. Õ = 2, É, ÚÎÁÞÉÔ, È = 9, z = 1.12.113. (1; 2; 3). ðÕÓÔØ È < Õ < z. �ÏÇÄÁ È+Õ < 2z, (x+y)=z < 2,ÏÔËÕÄÁ È + Õ = z. ïÔÓÀÄÁ È + z = 2È + Õ É 2È ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Õ. îÏ2È < 2Õ, ÚÎÁÞÉÔ, Õ = 2È É È = 1.12.114. îÅÔ. �ÁË ËÁË �ÏÒÑÄÏË ÚÁÍÅÎÙ ÚÎÁËÏ× ÎÅ ×ÁÖÅÎ, ÓÞÉÔÁ-ÅÍ, ÞÔÏ ×ÎÁÞÁÌÅ �ÏÍÅÎÑÌÉ ÚÎÁËÉ × � ÓÔÒÏËÁÈ, ÚÁÔÅÍ × Ò ÓÔÏÌÂ�ÁÈ.þÉÓÌÏ ÍÉÎÕÓÏ× ÓÔÁÌÏ (�+Ò)100−�Ò = 1970, Ô. Å. (100−�)(100−Ò) == 8030, �ÒÉ ÜÔÏÍ 1 6 �; Ò 6 100, ÎÏ ÔÁËÉÈ � É Ò ÎÅÔ, �ÏÓËÏÌØËÕ8030 = 2 · 5 · 11 · 73 ÎÅÌØÚÑ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ Ä×Á ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ, ËÁÖÄÙÊÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÅÎØÛÅ 100.12.115. (5; 4; 7). ðÕÓÔØ È, Õ, z | ÞÉÓÌÏ ÒÙÂÁËÏ× × ÇÒÕ��ÁÈ. �Ï-ÇÄÁ ÉÍÅÅÍ 13È + 5Õ + 4z = 13, È + Õ + z = 16. ïÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÉÍ9È = 49 − Õ. �ÁË ËÁË Õ = 16 − È − z < 16, ÔÏ 33 6 49 − Õ 6 49,É 49 − Õ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 9. îÏ 9È = 36 (È = 4, Õ = 13, z = −1) |ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, �ÏÜÔÏÍÕ 9È = 45, ÏÔËÕÄÁ È = 5, y = 4, z = 7.



454 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ12.116. (1; 1; 1), (2; 1; 1), (3; 2; 1), (7; 3; 2). ðÕÓÔØ Á > b > Ó. ðÒÉÓ = 1 �ÏÌÕÞÉÍ ÔÒÉ �ÅÒ×ÙÈ ÒÅÛÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ Ó > 2. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Á,b, Ó �Ï�ÁÒÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ. åÓÌÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Ò | ÄÅÌÉÔÅÌØ Á Éb, ÔÏ Ò | ÄÅÌÉÔÅÌØ ÁÓ É b É ÁÓ + 1 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ò, Á ÔÅÍ ÂÏÌÅÅÎÁ b, ÚÎÁÞÉÔ, Á > b > Ó. þÉÓÌÏ s = Áb + ÁÓ + Ób + 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ Á, b É Ó, Á × ÓÉÌÕ ÉÈ ×ÚÁÉÍÎÏÊ �ÒÏÓÔÏÔÙ É ÎÁ ÉÈ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, �ÏÜÔÏÍÕ s > ÁbÓ. åÓÌÉ b > 4, ÔÏ Á > 5, ÁbÓ > 40 És = Áb+ ÁÓ+ Ób+ 1 6 ab
=2 + ab
=4 + ab
=5 + 1 == ab
− ab
=20 + 1 6 ab
− 40=20 + 1 < ab
:úÎÁÞÉÔ, b < 4, ÏÔËÕÄÁ Ó = 2 É Á = 7.12.117. ëÕÂÉËÏ× ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ 60, 72, 84, 90, 120. ðÕÓÔØ �ÁÒÁÌÌÅ-ÌÅ�É�ÅÄ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÙm×n×p (m > n > p). ÷ÓÅÇÏ ÎÅÏËÒÁÛÅÎÎÙÈËÕÂÉËÏ× ÂÕÄÅÔ (m− 1)(n− 1)(p− 1). �ÏÇÄÁmnp = 2(m− 1)(n− 1)(p− 1);ÏÔËÕÄÁ 2 < Ò < 5. (åÓÌÉ p > 5, ÔÏ 2 · m−1m · n−1n · p−1p > 2 · ( 56)3 > 1:)äÁÌÅÅ �ÒÉ p = 3 É p = 4 ÒÅÛÁÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ m É n.12.118. 7 ÄÎÅÊ. ðÕÓÔØ � É Ò | ÞÉÓÌÏ ÄÎÅÊ, ËÏÇÄÁ ÄÅÖÕÒÉÌÏ9 É 10 ÂÏÇÁÔÙÒÅÊ, �ÒÉÞ£Í ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÄÅÖÕÒÉÌ m ÒÁÚ. �ÏÇÄÁ9n+ 10p = 3m. ðÒÉ m = 1 ÎÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ, �ÒÉ m = 2 �ÏÌÕÞÉÍ� = 4, Ò = 3.12.119. x = 1, y = 2, z = 3. óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏ-ÖÅÎÉÑ × �Å�ÎÕÀ ÄÒÏÂØ.12.120. (2; 2; 1), (1; 1; 2). ðÕÓÔØ È 6 Õ, ÔÏÇÄÁ ÈÕz 6 2Õ, Ô. Å.Èz 6 2, ÏÔËÕÄÁ È 6 2, z 6 2.12.121. {x; y; z} = {1; 2; 3} (6 ÒÅÛÅÎÉÊ). ðÕÓÔØ È 6 Õ 6 z, ÔÏÇÄÁÈÕz 6 3z, Ô. Å. Èy 6 3.12.122. {x; y; z} = {1; 2; 3} (6 ÒÅÛÅÎÉÊ).12.123. a) {x; y; z} = {2; 3; 6}, {2; 4; 4}, {3; 3; 3};Â) {x; y; z} = 1; a;−a (a 6= 0).12.124. (x; y; z; t) = (3; 2; 5; 1), (2; 3; 5; 1), (3; 2; 1; 5), (2; 3; 1; 5),(1; 5; 3; 2), (5; 1; 3; 2), (1; 5; 2; 3), (5; 1; 2; 3) É (2; 2; 2; 2). óÌÏÖÉ× ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÑ, �ÏÓÌÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ �ÏÌÕÞÉÍ:(È− 1)(Õ − 1) + (z − 1)(t− 1) = 2:ìÉÂÏ ÏÂÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÒÁ×ÎÙ 1, ÌÉÂÏ ÏÄÎÏ ÒÁ×ÎÏ 2, Á ÄÒÕÇÏÅ | 0.12.125. (4; 1; 6; 5), (6; 5; 4; 1). ÷ÏÚ×ÅÄÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × Ë×ÁÄÒÁÔ ÉÓÌÏÖÉÍ ÉÈ: (Á2+d2)(b2+Ó2) = 1517 = 37 ·41. íÎÏÖÉÔÅÌÉ 37 É 41 |�ÒÏÓÔÙÅ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙË×ÁÄÒÁÔÏ×: 37 = 12 + 62, 41 = 42 + 52.



12. õÒÁ×ÎÅÎÉÑ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ 45512.126. (1; 3), (3; 5). ðÕÓÔØ y > 6. �ÏÇÄÁ 3x + 5 ≡ 0 (mod 64),ÞÔÏ ×ÅÒÎÏ ÌÉÛØ �ÒÉ x = 16n + 11. îÏ 316�+11 + 5 ≡ 12 (mod 17), Á2y 6≡ 12 (mod 17). ïÓÔÁÌÏÓØ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ y = 1; : : : ; 5.12.127. (2; 1; 1). ðÕÓÔØ È, Õ, z ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. �ÏÇÄÁ ÉÚ �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Õ < ÈÉ z < È. �ÁË ËÁË È, Õ, z ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙ, ÔÏ Õ 6 È − 1, z 6 È − 1. éÚÜÔÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× É ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏÈ2 6 2(È−1+È−1), (È−2)2 6 0, ÏÔËÕÄÁ È = 2. �ÁË ËÁË Õ 6 È−1 = 1,ÔÏ Õ = 1. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ z = 1. ðÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ × ÄÁÎÎÕÀÓÉÓÔÅÍÕ ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÔÒÏÊËÁ (2; 1; 1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅ-ÍÙ. äÒÕÇÉÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÁÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ.12.128. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÏ×ÅÄ£Í ÍÅÔÏÄÏÍ ÏÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ.ðÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁm, �, Ò, ÞÔÏmm+nn == pp. �ÏÇÄÁ pp > mm, pp > nn. éÚ ÜÔÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏÒ > m É Ò > �. (äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÂÙ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Ò 6 m, ÔÏÒp 6 mp 6 mm, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ Òp > mm.) úÎÁÞÉÔ,Ò > m+1, Ò > �+1. ðÏÜÔÏÍÕ Òp > (Ô+1)m+1 = (m+1)(Ô+1)m >

> 2(Ô + 1)m > 2Ôm, Ô. Å. Òp > 2mm É, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, Òp > 2nn.óËÌÁÄÙ×ÁÑ ÜÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, �ÏÌÕÞÁÅÍ 2pp > 2mm + 2nn. ðÒÏÔÉ-×ÏÒÅÞÉÅ.12.129. (5; 6). ðÏÌÏÖÉÍ È − Õ = Ò, ÔÏÇÄÁ p3 6 (3Ò − 1)Õ2 ++ (3Ò2 − Ò)Õ + Ò3 = 61, ÚÎÁÞÉÔ Ò 6 3.12.130. (11; 6). 2y(2x−y − 1) = 1984 = 26 · 31.12.131. ìÀÂÁÑ �ÁÒÁ ÞÉÓÅÌ, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ Ó�ÏÓÏ-ÂÏÍ: È1 = 50, Õ1 = 7, È�+1 = 50È� + 357Õ�, Õ�+1 = 7È� + 50Õ�.12.132. (1; 1) É (2; 4). äÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÀ (7x − 1)=(7− 1) = 2y−1;ÉÌÉ 7x−1 + 7x−2 + : : :+ 1 = 2y−1:ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Õ > 0. ðÁÒÁ (1; 1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÑ. åÓÌÉ Õ > 1, ÔÏ Ó�ÒÁ×Á × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÓÔÏÉÔ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÁÓÌÅ×Á | ÓÕÍÍÁ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ × ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å È. úÎÁÞÉÔ, È | Þ£Ô-ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ(7 + 1)(7x−2 + 7x−4 + : : :+ 72 + 1) = 2y−1;ÉÌÉ 7x−2 + 7x−4 + : : :+ 1 = 2y−4:ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Õ > 3. ðÁÒÁ (2; 4) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÑ. ðÒÉ Õ > 4 Ó�ÒÁ×Á × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÓÔÏÉÔ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á ÓÌÅ-×Á | ÓÕÍÍÁ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ × ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å (x=2). úÎÁÞÉÔ, (x=2) |



456 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Ô. Å. ÞÉÓÌÏ È ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4, É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�É-ÓÁÔØ × ×ÉÄÅ (72 + 1)(7x−4 + 7x−8 + : : :+ 74 + 1) = 2y−4:ìÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 5 (Ô. Ë. 72 + 1 = 50),Á �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ | ÎÅÔ. úÎÁÞÉÔ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ �ÒÉ Õ > 4 ÎÅ ÉÍÅÅÔÒÅÛÅÎÉÊ × ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ.12.133. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÏÓÔÁÔËÉ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 3 �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏy Þ£ÔÎÏ. ðÕÓÔØ y = 2t, ÔÏÇÄÁ 22t = x2+615 É (2t−È)(2t+È) = 615 == 3 · 5 · 41. ïÓÔÁÌÏÓØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ 615 × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ä×ÕÈÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÓÕÍÍÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ 2, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: 615 = 123 · 5, ÏÔËÕÄÁ t = 6, x = 59, y = 12.12.134. ðÕÓÔØ È = k�, Õ = �Ò, z = kÒ, ÇÄÅ k, �, Ò | ÎÁÔÕÒÁÌØ-ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÌÑ ÔÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁÔÒÅÔØÅ, ÚÎÁÞÉÔ, ÞÉÓÌÁ ÂÕÄÕÔ ÉÓËÏÍÙÍÉ, ÅÓÌÉ k�−�Ò+ kÒ = 1, Ô. Å.kÒ = �(Ò − k). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Ò − k = 1,ÔÏÇÄÁ Ò = k + 1, � = k2 + k + 1. éÔÁË, �ÏÌÕÞÅÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÅÒÉÑÒÅÛÅÎÉÊ: È = k(k2 + k + 1), y = (k2 + k + 1)(k + 1), z = k(k + 1).12.135. ðÏÓËÏÌØËÕ 1991 = 11 · 181, ÉÝÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ× ×ÉÄÅ 1=1991 = 1=x + 1=(11x) + 1=(181x). ïÔÓÀÄÁ È = 11 + 181 ++ 1991 = 2183.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ É ÄÒÕÇÉÅ ÔÒÏÊËÉ ÞÉÓÅÌ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ: 1=2123+ 1=13937+ 1=384263 == 1=1991:12.136. Á) òÅÛÅÎÉÅ 1. òÅÛÅÎÉÅ (13; 3; 14) ÄÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ�ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÅÒÉÀ ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ×ÉÄÁ (k313; k23; k314),ÇÄÅ k ∈ NòÅÛÅÎÉÅ 2. úÁ�ÉÛÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ × ×ÉÄÅ Õ3 = z2 − x2. �ÁË ËÁËÕ3 = ((y3 + 1)=2)3 − ((y3 − 1)=2)3, ÔÏ �ÒÉ ÎÅÞ£ÔÎÏÍ Õ > 1 ÍÏÖ-ÎÏ ×ÚÑÔØ z = (y3 + 1)=2, x = (y3 + 1)=2. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÁÑÔÒÏÊËÁ ((y3 − 1)=2; y; (y3 + 1)=2), ÇÄÅ Õ | ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Õ > 1,Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÄÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. Â) òÅÛÅÎÉÅ (28; 26; 25) ÄÁÎ-ÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÅÒÉÀ ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ×ÉÄÁ(k2028; k1526; k1225).12.137. a = 1 (ÆÅ×ÒÁÌØ), b = 4 (Á�ÒÅÌØ, ÉÀÎØ, ÓÅÎÔÑÂÒØ, ÎÏ-ÑÂÒØ), 
 = 7 (ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÍÅÓÑ�Ù ÇÏÄÁ).12.138. ðÕÓÔØ a+b+
 6 11. �ÏÇÄÁ 28a+30b+31
 6 11·31 = 341.ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. ðÕÓÔØ a+b+
 > 13. �ÏÇÄÁ 28a+30b+31
 > 13 ·28 == 364, �ÒÉÞ£Í ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ Á = 13, b = Ó = 0.÷Ï ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ 28a + 30b + 31
 > 366. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ a+ b+ 
 = 12.



12. õÒÁ×ÎÅÎÉÑ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ 45712.139. (a; b;m; n) = (2r; 2r; 2r; 2r + 1) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏ-ÇÏ r. �ÁË ËÁË a2 + b2 − 2ab > ab, ÔÏ m < n. ðÕÓÔØ d = îïä(Á; b),ÔÏÇÄÁ a = dA, b = dB, (A2 + B2)m = (AB)nd2(n−m). åÓÌÉ p |ÄÅÌÉÔÅÌØ á, ÔÏ ÏÎ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÷. îÏ á É ÷ ×ÚÁÉÍÎÏ�ÒÏÓÔÙ, �ÏÜÔÏÍÕ á = 1. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÷ = 1. �ÁË ËÁË 2(n−m) > 1,ÔÏ d | ÄÅÌÉÔÅÌØ (A2 + B2)m = 2m, Ô. Å. d | ÓÔÅ�ÅÎØ 2. úÎÁÞÉÔ,a = b = 2r ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ r. éÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (2r + 1)m = 2rn É×ÚÁÉÍÎÏÊ �ÒÏÓÔÏÔÙ 2r + 1 É 2r ÉÍÅÅÍ m = 2Mr, n = (2r + 1)N .ïÔÓÀÄÁ M = N , ÎÏ m É n ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ, �ÏÜÔÏÍÕ M = N = 1.õÒÁ×ÎÅÎÉÑ × �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÌÁÈ12.140. (2; 2; 5). �ÁË ËÁË z > 2 É �ÒÏÓÔÏÅ, Ô. Å. ÎÅÞ£ÔÎÏÅ, ÔÏÈ | Þ£ÔÎÏÅ, Ô. Å. È = 2.12.141. òÅÛÅÎÉÊ ÎÅÔ. éÚ Õ3 = (z2 − È)(z2 + È) É �ÒÏÓÔÏÔÙ Õ�ÏÌÕÞÁÅÍ ÌÉÂÏ z2 − x = 1, z2 + È = Õ3, ÌÉÂÏ z2 − È = y, z2 + È = Õ2.õ ÜÔÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÒÅÛÅÎÉÊ × �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÎÅÔ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ×�ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÍ x = (z−1)(z+1), ÏÔËÕÄÁ z = 2, x = 3, y3 = 7.÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÍ 2x = y(y − 1), �ÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ y − 1 > 3,ÔÏ x | ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ (Ô. Ë. ÔÏÇÄÁ (y − 1)=2 | �ÅÌÏÅ, ÂÏÌØÛÅÅ 1). ÷ÓÌÕÞÁÅ y = 2 ÉÍÅÅÍ x = 1, Á �ÒÉ y = 3 | z2 = 6.12.142. (3; 3; 5). éÚ 2È+1 = (z−Õ)(z+Õ) ÉÍÅÅÍ z = 2n−1+2È−�,Õ = 2È−�−2�−1, ÇÄÅ � | �ÅÌÏÅ. ðÒÉ �−1 > 1 Õ É z | Ä×Á Þ£ÔÎÙÈÞÉÓÌÁ É ÏÎÉ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ �ÒÏÓÔÙÍÉ. åÓÌÉ � = 1,ÔÏ z = 2È−1 + 1, Õ = 2È−1 − 1 | Ä×Á �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÎÅÞ£ÔÎÙÈÞÉÓÌÁ, ÚÎÁÞÉÔ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3, ÔÏÇÄÁ ÌÉÂÏ z = 3, ÌÉÂÏÕ = 3. ðÒÉ z = 3, Õ = 1 | ÎÅ �ÒÏÓÔÏÅ.ïÂÝÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ó Ä×ÕÍÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ12.143. ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ × ÚÁÄÁÞÅ ÚÁÄÁÀÔ �ÉÆÁ-ÇÏÒÏ×Õ ÔÒÏÊËÕ. ðÕÓÔØ Õ �ÉÆÁÇÏÒÏ×ÏÊ ÔÒÏÊËÉ îïä(È; Õ; z) = 1 ÉÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔÉ È Þ£ÔÎÏ, Á Õ É z ÎÅÞ£ÔÎÙ. �ÏÇÄÁ È2 = z2−Õ2 == (z + Õ)(z − Õ) = (2Á)(2b), ÇÄÅ Á = (z + Õ)=2, b = (z − Õ)=2 |�ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. þÉÓÌÁ Á É b ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ: ÅÓÌÉ ÂÙ ÏÎÉ ÉÍÅ-ÌÉ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ, ÂÏÌØÛÉÊ 1, ÔÏ ÔÁËÏÊ ÖÅ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÉÍÅÌÉÂÙ É ÞÉÓÌÁ z = a + b, Õ = a − b É È, Ô. Å. îïä(È; Õ; z) 6= 1.òÁÓËÌÁÄÙ×ÁÑ Á É b × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ �ÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÚÁ-ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÄÏÌÖÅÎ ×ÈÏÄÉÔØ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ4Áb = È2 ÔÏÌØËÏ × Þ£ÔÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ, �ÒÉÞ£Í ÅÓÌÉ ÏÎ ×ÈÏÄÉÔ × ÒÁÚ-ÌÏÖÅÎÉÅ Á, ÔÏ ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ b É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. ðÏÜÔÏÍÕ



458 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁÓÁÍÉ ÞÉÓÌÁ Á É b Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÁÍÉ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÏÌÏÖÉÍÔ = √a, � = √b, ÔÏÇÄÁ �ÏÌÕÞÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á y = a − b = m2 − n2,z = a+ b = m2 + n2 É È = 2Ô�.13. òáúîùå úáäáþé îá ãåìùå þéóìá.�åïòåíù æåòíá é üêìåòá13.1. Á) îÁ�ÒÉÍÅÒ: 2 + 2 − 2 − 2 = 0, (2 + 2) : (2 + 2) = 1,(2 : 2)+(2 : 2) = 2, (2+2+2) : 2 = 3, 2 ·2+(2−2) = 4, 2 ·2+2 : 2 = 5,2 · 2 · 2 − 2 = 6, 2 + 2 + 2 + 2 = 8, 22 : 2 − 2 = 9, 2 · 2 · 2 + 2 = 10;Â) îÅÔ.13.2. Á) 99 + 99=99, Â) 91 + 5742=638.13.3. 97524=10836.13.4. Á) n ÒÁÚ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ1 · 2 · : : : · 2�1 · 2 · : : : · � = (1 · 3 · : : : · (2�− 1)) · (2 · 4 · : : : · 2�)1 · 2 · : : : · � == 1 · 3 · : : : · (2�− 1) · 2n;Â) �ÁË ËÁË ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ 1; : : : ; 1984 ÎÁ 2 ÄÅÌÉÔÓÑ [1984=2℄ = 992ÞÉÓÌÁ, ÎÁ 4 | [992=2℄ = 496,. . . , ÎÁ 210 | [3=2℄ = 1, ÔÏ Ä×ÏÊËÁ×ÈÏÄÉÔ × ÜÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ992 + 496 + 248 + 124 + 62 + 31 + 15 + 7 + 3 + 1 = 1979 ÒÁÚ:13.5. Á) (((((((1 : 2) : 3) : 4) : 5) : 6) : 7) : 8) : 9 = 1=(2 · 3 · : : : · 9).Â) 1 : (((((((2 : 3) : 4) : 5) : 6) : 7) : 8) : 9) = 3 · 2 · 5 · 6 · 7 · 8 · 9.13.6. îÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ | 1112213 : : : 199222 : : : 899991, ÎÁÉ-ÂÏÌØÛÅÅ | 9988997 : : : 911888 : : : 211119. éÈ ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ 1 : : : 10(162 ÅÄÉÎÉ�Ù É 1 ÎÏÌØ).13.7. Á) 00000123450, Â) 99999785960.13.8. 1941, 470. 13.9. 3087.13.10. a) 9 = (È+ 1=È)2, x2 + (1=x)2 = 7, Â) 24.13.11. éÎÄÕË�ÉÑ.13.12. Á), Â) ðÒÉ×ÅÄÅÍ ×ÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ × ÓÕÍÍÁÈ í É N Ë ÏÂÝÅ-ÍÕ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÀ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÕ ÄÒÏÂØ, × ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ ËÏÔÏÒÏÊÓÔÏÉÔ ÓÁÍÁÑ ×ÙÓÏËÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ 2 (ÔÁËÁÑ ÄÒÏÂØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ). �ÏÇÄÁ ÕÜÔÏÊ ÄÒÏÂÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ | ÞÉÓÌÏ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ. õ ×ÓÅÊÓÕÍÍÙ í (ÉÌÉ N) ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ | Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á ÞÉÓÌÉÔÅÌØ |ÎÅÞ£ÔÎÏÅ, ÔÁË ËÁË ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÕÍÍÙ Þ£ÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÏÄÎÏÇÏ ÎÅ-Þ£ÔÎÏÇÏ. ×) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × ë ÄÒÏÂØ Ó ÓÁÍÏÊ ×ÙÓÏËÏÊ ÓÔÅ�ÅÎØÀ 3 ×ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ × ë ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ 3, Á ÞÉÓÌÉÔÅÌØ | ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ.



13. òÁÚÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ 45913.13. 2, 3, 5, 7 É 11. ìÀÂÏÅ Ò, ÂÏÌØÛÅÅ 11, ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ××ÉÄÅ Ò = (Ò− 9) + 9.13.14. 1; 2; : : : ; 12; 14. ðÏÓËÏÌØËÕ 1+: : :+12+13 = 91, ÌÉÛØ ÏÄÎÏÞÉÓÌÏ ÂÏÌØÛÅ Ó×ÏÅÇÏ ÎÏÍÅÒÁ �ÒÉ Õ�ÏÒÑÄÏÞÉ×ÁÎÉÉ �Ï ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÀ.13.15. òÁÚÏÂØ£Í ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÇÒÕ��Ù �Ï ÔÒÉ ÞÉÓÌÁ:(1; 2; 3); : : : ; (34; 35; 36); (37; 38; 39); : : :÷ �ÅÒ×ÙÈ 12 ÇÒÕ��ÁÈ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ 11 �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, Á × ËÁÖÄÏÊ ÉÚÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÏÄÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ, ÔÁË ËÁË �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÞÉÓÌÏ ×ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕ��Å ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3, Á ÉÚ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ ÏÄÎÏ Þ£ÔÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ�ÒÉ n > 12 ÞÉÓÌÏ Òn ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × (�+ 1)-Ê ÇÒÕ��Å ÉÌÉ ÅÝ£ ÄÁÌØÛÅ,ÞÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÔÏ Òn > 3n.13.16. Á) äÁ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, 7125. Â) îÅÔ. ðÕÓÔØ È | ÚÁÞ£ÒËÉ×ÁÅ-ÍÁÑ �ÉÆÒÁ, � | ÞÉÓÌÏ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ �ÉÆÒ, Õ | ÞÉÓÌÏ, ÏÓÔÁÀÝÅÅÓÑ�ÏÓÌÅ ÚÁÞ£ÒËÉ×ÁÎÉÑ. �ÏÇÄÁ 10nx + Õ = 58Õ ÉÌÉ 10nx = 57Õ. îÏ 57ÉÍÅÅÔ �ÒÏÓÔÏÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ 19, ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÅ×Á ÎÅÔ.13.17. 105263157894736842.13.18. 1 : : : 12 : : : 2 = 1 : : : 1
︸ ︷︷ ︸100 ·(10100 + 2) = 3 : : : 3

︸ ︷︷ ︸100 · 3 : : : 34︸ ︷︷ ︸100 .13.19. −20. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ Á+ b+ Ó = 100 É Á+ b=2 = 80. ÷ÙÞÉÔÁÑ�ÅÒ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ, �ÏÌÕÞÉÍ Á− Ó = −20.13.20. (Á1 − Á2) + 2(Á2 − Á3) + : : :+ (�− 1)(Án−1 − Án) + �Án == Á1 + Á2 + : : :+ Án.13.21. 30 É 35. ðÕÓÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÞÉÓÅÌ | n, ÉÚ ÎÉÈ p ÏÔÒÉ�Á-ÔÅÌØÎÙ, (n−p) �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ. �ÏÇÄÁ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ�ÏÌÕÞÁÔÓÑ �ÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-ÎÏÅ, Ô. Å. ×ÓÅÇÏ p(n − p) = 1000 É Ò > 1, � − Ò 6 100. õ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÄ×Á ÒÅÛÅÎÉÑ: n = 70 É n = 65.13.22. 100 ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ, ÏËÁÎÞÉ×ÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁ 2 ÎÕÌÑ.(100Á+ 10b+ Ó)=(Á+ b+ Ó) = (99Á+ 9b)=(Á+ b+ Ó) + 1 6

6 (99Á+9b)=(Á+ b)+1 = 90a=3(a+ b)+9+1 6 90a=a+10 = 100:13.23. 6210001000. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ Á1 + : : : + Á10 = 10.ïÂÏÚÎÁÞÉÍÁ1 = �, �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÓÒÅÄÉ �ÉÆÒ ÞÉÓÌÁ ÒÏ×ÎÏ � ÎÕÌÅÊ, ÚÎÁÞÉÔ, ÜÔÉÎÕÌÉ É �ÉÆÒÁ � ÚÁÎÉÍÁÀÔ �+1 ÒÁÚÒÑÄ × ÞÉÓÌÅ, Á ÓÕÍÍÁ ÜÔÉÈ �ÉÆÒÒÁ×ÎÁ �. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ 10− (�+ 1) = 9− � �ÉÆÒ (ÚÁ×ÅÄÏÍÏÎÅ ÎÕÌÉ) × ÓÕÍÍÅ ÄÁÀÔ 10 − �, Ô. Å. ÓÕÍÍÁ ÜÔÉÈ �ÉÆÒ ÂÏÌØÛÅ ÉÈËÏÌÉÞÅÓÔ×Á, ÞÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ, ÅÓÌÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÜÔÉÈ �ÉÆÒ | 2, ÁÏÓÔÁÌØÎÙÅ 8−� �ÉÆÒ | 1. éÔÁË, Á1 = �, Á2 = 8−�, Á3 = 1, ÏÔËÕÄÁÁ1 + Á2 + Á3 = 9, ÚÎÁÞÉÔ, Á4 + : : : + Á10 = 1, Ô. Å. ÓÒÅÄÉ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ�ÉÆÒ ÏÄÎÁ 1, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÛÅÓÔØ | 0.



460 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ13.24. ðÒÉ ÎÅÞ£ÔÎÏÍ k. ðÕÓÔØ n + 1; : : : ; n + k É m + 1; : : : ;m + k | Ä×Å ÇÒÕ��Ù ÞÉÓÅÌ. ðÒÉ ÉÈ ÓÌÏÖÅÎÉÉ �ÏÌÕÞÉÍ p + 1; : : : ;p + k, ÓÕÍÍÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÇÒÕ��:(2p+k+1)k=2 = (2n+k+1)k=2+(2m+k+1)k=2, Ô. Å. 2(p−n−m) == k + 1, ÏÔËÕÄÁ k ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÎÅÞ£ÔÎÙÍ. òÅÛÅÎÉÅ �ÒÉ ÎÅÞ£ÔÎÏÍk = 2q − 1: � + 1; � + 3; : : : ; � + 2q − 1; n + 2; : : : ; n + 2q − 2 Ém+ q;m+ q − 1; : : : ;m+ 1; m+ 2q − 1; : : : ;m+ q + 1.13.25. ðÕÓÔØ á | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ�ÏÌÕÞÉÔØ. �ÏÇÄÁ × ÎÅÍ ÞÅÒÅÄÕÀÔÓÑ Þ£ÔÎÙÅ É ÎÅÞ£ÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ìÅÇ-ËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ (ÎÅ ËÒÁÊÎÉÊ) ÜÌÅÍÅÎÔ ÒÁ×ÅÎ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÁÒÉÆ-ÍÅÔÉÞÅÓËÏÍÕ Ó×ÏÉÈ ÓÏÓÅÄÅÊ, Ô. Å. á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏ-ÇÒÅÓÓÉÅÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ � É Ô. á ÔÁË ËÁË � É Ô ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ�ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ, ÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÁ 1. úÎÁÞÉÔ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁÏÔ 0 ÄÏ �.13.26. ðÕÓÔØí | ÎÅ ÓÔÅ�ÅÎØ 2, ÔÏÇÄÁí = 2n(2m+1). îÁÊÄÅÍÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ Á É Ò, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Á+: : :+(Á+Ò−1) =í . ðÒÉ 2n > m:Á = 2n − m, Ò = 2m + 1; �ÒÉ 2n 6 m: Á = m + 1 − 2n, p = 2n+1.ðÕÓÔØ M = a + (a + 1) + : : : + (a + k) = (2a + k)(k + 1)=2, ÔÏÇÄÁ(2a+k)−(k+1) = 2Á−1 | ÎÅÞ£ÔÎÏ, �ÏÜÔÏÍÕ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ Þ£ÔÎÏ,Á ÄÒÕÇÏÅ | ÎÅÞ£ÔÎÏ É í | ÎÅ ÓÔÅ�ÅÎØ 2.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÌØËÏ × ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ �ÒÏÓÔÏÅ, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÅÇÏ × ÓÕÍÍÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ.13.27. 8 Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. ðÕÓÔØ (p + 1) + : : : + (p + n) = 1971 ÉÌÉ(2p + n + 1)n = 2 · 33 · 73. �ÁË ËÁË 2p + n + 1 > n É 73 > 2 · 33, ÔÏ73 | ÎÅ ÄÅÌÉÔÅÌØ n, �ÏÜÔÏÍÕ n = 1; 2; 3; 6; 9; 18; 27; 54.13.28. 3025. ë×ÁÄÒÁÔ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÎÞÉ×ÁÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÎÁ 5, ÚÎÁÞÉÔ,ÎÁ 25.13.29. Á) (1996(1996+ 1)+ 1)2, Â) üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÁ×ÎÏ (19942− 5)2,Ô. Ë. (Á− 3)(Á− 1)(Á+ 1)(Á+ 3) + 16 = (Á2 − 5)2.13.30. (n− 1)n(n+ 1)(n+ 2) + 1 = (n2 + n− 1)2.13.31. Á) 1 : : : 1
︸ ︷︷ ︸n 5 : : : 5

︸ ︷︷ ︸n−1 6 = 3 : : : 3
︸ ︷︷ ︸n−1 42, �ÏÓËÏÌØËÕ

3 : : : 3
︸ ︷︷ ︸n−1 42 = (9 : : : 9

︸ ︷︷ ︸n =3 + 1)2 = ((10n − 1)=3 + 1)2 == ((102n − 1) + 4(10n − 1))=9 + 1 = 1 : : : 15 : : : 56;Â) 4 : : : 4
︸ ︷︷ ︸n 8 : : : 8

︸ ︷︷ ︸n−1 9 = 6 : : : 6
︸ ︷︷ ︸n−1 72.13.32. 10 : : : 030 : : : 030 : : : 1 = (10 : : : 01)3 (�Ï n ÎÕÌÅÊ).



13. òÁÚÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ 46113.33. 1 : : : 1
︸ ︷︷ ︸2000 − 2 : : : 2︸ ︷︷ ︸1000 = 1 : : : 1

︸ ︷︷ ︸1000 0 : : : 0
︸ ︷︷ ︸1000 − 1 : : : 1︸ ︷︷ ︸1000 = (101000 − 1)×

× 1 : : : 1
︸ ︷︷ ︸1000 = (101000 − 1)2=9 = 3 : : : 3

︸ ︷︷ ︸1000 2.13.34. íÏÖÅÔ: (9992 − 499) + : : :+ (9992 + 499) = 9993.13.35. ðÕÓÔØ È = a2 + b2, Õ = 
2 + d2. �ÏÇÄÁ ÈÕ = (a
 + bd)2 ++ (b
− ad)2.13.36. îÅÔ. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ m2 + (m + 1)2 = n4 + (n + 1)4 �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ m(m+ 1) = (�(�+ 1)) · (�(�+ 1) + 2). ïÓÔÁ£ÔÓÑÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅ ÍÏ-ÖÅÔ ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁ 2.13.37. N = 10n. ðÕÓÔØN | p-ÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Ô. Å. 10p−1 6 N << 10p. �ÏÇÄÁ102p−2
6 N · 10p−1

6 N2 < N · 10p < 102p;�ÏÜÔÏÍÕ N2 | ÞÉÓÌÏ (2Ò− 1)-ÚÎÁÞÎÏÅ ÌÉÂÏ 2p-ÚÎÁÞÎÏÅ. ðÕÓÔØ ÏÎÏ(2p − 1)-ÚÎÁÞÎÏ. �ÏÇÄÁ N2 = N · 10p−1 + N1, ÉÌÉ N(N − 10p−1) == N1, ÇÄÅ N1 ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ (p− 1)-ÚÎÁÞÎÏ. åÓÌÉ N − 10p−1 6= 0, ÔÏN(N − 10p−1) > N > 10p−1 | �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ò-ÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.ðÏÜÔÏÍÕ N − 10p−1 = 0.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ ÏÎÏ 2p-ÚÎÁÞÎÏ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÏÌÕÞÉÍ N(N−10p) == N1, ÇÄÅ N1 ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ p-ÚÎÁÞÎÏ. îÏ N < 10p, �ÏÜÔÏÍÕ N1ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.13.38. ðÕÓÔØ a : : : f | ÄÁÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ Ò �ÉÆÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×ÁÞÉÓÌÁ: N1 = a : : : f0 : : : 0 É N2 = a : : : f9 : : : 9 (�Ï Ò �ÉÆÒ Á : : : f É3Ò ÎÕÌÅÊ É ÄÅ×ÑÔÏË). ðÕÓÔØ �2 ÔÁËÏÊ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ Ë×ÁÄÒÁÔ, ÞÔÏ�2 < N1. ñÓÎÏ, ÞÔÏ � < 102p. �ÏÇÄÁ N1 < (�+ 1)2 = �2 + 2�+ 1 << N1 + 2 · 102p + 1 < N1 + 103p − 1 = N2. ðÏÜÔÏÍÕ (� + 1)2 |ÉÓËÏÍÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ.13.39. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÁ Á, b É Ó ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅ-ÌÉÔÅÌÑ, ÔÏ ÁbÓ | �ÏÌÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ. ðÕÓÔØ Ò | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÓ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Òn, ÔÏÇÄÁ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Áb = −Ó(Á + b) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ Á É b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Òn, Á ÄÒÕÇÏÅ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ò; ÚÎÁ-ÞÉÔ, ÁbÓ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ò2n. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÓÓÕÖÄÁÑ �ÒÏ ÄÅÌÉÔÅÌÉ Á Éb, �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÈÏÄÉÔ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÁbÓ ×Þ£ÔÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ. åÓÌÉ Õ ÞÉÓÅÌ Á, b, Ó ÅÓÔØ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ, ÔÏ ÏÎ×ÏÊÄÅÔ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ × ËÕÂÅ.13.40. 10 Ë×ÁÒÔÉÒ Ó ÓÕÍÍÏÊ �ÉÆÒ 9.13.41. 44, 50, 47. ðÒÉ Ä×ÕÚÎÁÞÎÏÍ ÷ �ÏÌÕÞÉÍ 47.13.42. 49. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÏÌØÛÅ É ÍÅÎØÛÅ 49 ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ.13.43. äÁ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ 1 : : : 1 (50 ÅÄÉÎÉ�). 13.44. 95 210.



462 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ13.45. îÁ�ÒÉÍÅÒ ÞÉÓÌÏ, ÇÄÅ ÓÔÏÑÔ 1 × ÒÁÚÒÑÄÁÈ 1, 2, 22; : : : ; 21000,Á × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÒÁÚÒÑÄÁÈ | 0. åÇÏ ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ 1001. ðÒÉ ×ÏÚ-×ÅÄÅÎÉÉ × Ë×ÁÄÒÁÔ �ÏÌÕÞÉÍ 1 × ÒÁÚÒÑÄÁÈ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ 22i (i == 0; 1; : : : ; 1000), 2 | × ÒÁÚÒÑÄÁÈ 2i+j (i; j = 0; 1; : : : ; 1000, i 6= j) É0 × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÒÁÚÒÑÄÁÈ. óÕÍÍÁ �ÉÆÒ ÜÔÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÒÁ×ÎÁ 10012.13.46. 201. ðÕÓÔØ �(á) | ÞÉÓÌÏ �ÉÆÒ, ÒÁ×ÎÙÈ á. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÉÆÒÙ ÷ É ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÅÒÅ-ÄÉÎÙ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ �(÷) = ó É �(ó) = ÷. îÏ ÔÏÇÄÁ ÜÔÉ �ÉÆÒÙ ×ÓÀÄÕÄÏÌÖÎÙ ÓÔÏÑÔØ ÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ, �ÏÜÔÏÍÕ �(÷) = �(ó) É÷ = ó. ïÔÓÀÄÁ, �(á) = á, �ÒÉÞ£Í �ÉÆÒÁ ÎÁ 15-Í (ÓÒÅÄÎÅÍ) ÍÅÓÔÅ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ, Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ �ÉÆÒÙ | Þ£Ô-ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ. îÏ ÔÏÇÄÁ úÎÁÞÉÔ, × ÎÁÛÅÍ ÞÉÓÌÅ ÒÏ×ÎÏ 2 Ä×ÏÊËÉ, 4ÞÅÔ×£ÒËÉ, 6 ÛÅÓÔ£ÒÏË, 8 ×ÏÓØÍ£ÒÏË É 9 ÄÅ×ÑÔÏË. óÕÍÍÁ ÅÇÏ �ÉÆÒÒÁ×ÎÁ 201.13.47. åÓÌÉ s(è) | ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ è, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ, ÞÔÏs(á + ÷) 6 s(á) + s(÷) É s(á÷) 6 s(á)s(÷). �ÏÇÄÁ × �ÕÎËÔÅÁ) ÉÍÅÅÍ: s(ë) = s(1000ë) = s(125 · 8ë) 6 s(125)s(8ë) = 8s(8ë).Â) áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, s(N) = s(105N) = s(2555N) 6 s(32)s(55N) == 5s(55N). ï�ÅÎËÉ ÕÌÕÞÛÉÔØ ÎÅÌØÚÑ, ÔÁË ËÁË s(125) = 8s(1000),s(32) = 5s(105).13.48. ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ Ë ×ÉÄÕ (È− 2Õ)(È− Õ)(È+ Õ)×
× (È+ 2Õ)(È+ 3Õ). ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ,Á 33 ÎÅÌØÚÑ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ 4 ÒÁÚÎÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ.13.49. ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ 210 = 1024, �ÏÜÔÏÍÕ 2100 = 102410.�ÁË ËÁË 100010 �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÞÉÓÌÏ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÅ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�ÙÓ 30 ÎÕÌÑÍÉ, Á 102410 > 100010, ÞÉÓÌÏ 2100 ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÍÅÎØÛÅ31 �ÉÆÒÙ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,
(10241000)10 < (10251000)10 = (4140)10 < 4140 · 4039 · : : : · 3231 = 4131 < 10:úÎÁÞÉÔ, 2100 < 10 ·100010, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ 2100 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÅÎØ-ÛÅ 32 �ÉÆÒ. éÔÁË, ÞÉÓÌÏ 2100 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 31 �ÉÆÒÙ.üÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÏÞÅÎØ ÌÅÇËÏ ÒÅÛÉÔØ, ÅÓÌÉ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ-ÍÉ: ÔÁË ËÁË lg 2 ≈ 0;3010, ÔÏ lg 2100 = 100 lg 2 ≈ 30;10 É, ÚÎÁÞÉÔ,ÞÉÓÌÏ 2100 ÉÍÅÅÔ 31 �ÉÆÒÕ.13.50. ïÄÎÏ ÉÚ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÒÁ×ÎÏ 164, Á ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈÒÁ×ÎÏ 163. (þÉÓÌÁ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ �ÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁ×ÎÙÍÉ.)13.51. îÅ ÍÏÖÅÔ. ðÕÓÔØ ab
d | ÉÓËÏÍÏÅ 4-ÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Éab
d − d
ba = 1008. �ÁË ËÁË a > d, ÔÏ ×ÙÞÉÔÁÑ Ó ËÏÎ�Á, �ÏÌÕ-ÞÉÍ a = d+ 2, 
 = b+ 1, ÎÏ ÔÏÇÄÁ �ÉÆÒÁ ÓÏÔÅÎ Õ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÄÏÌÖÎÁÂÙÔØ 9, Á ÎÅ 0.



13. òÁÚÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ 46313.52. �ÁË ËÁË 1974n > 103n, ÔÏ Ò | ÞÉÓÌÏ �ÉÆÒ × 1974n ÎÅÍÅÎØÛÅ 3�. ðÕÓÔØ Õ 2n + 1974n ÂÏÌØÛÅ �ÉÆÒ, ÞÅÍ Õ 1974n. �ÏÇÄÁ2n+1974n > 10p. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ 987n < 2p−n5p 6 987n+1, ÔÁËËÁË 10p ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2n. úÎÁÞÉÔ, 2p−n5p = 987n+1, Ò−� > 2�. åÓÌÉ� > 2, ÔÏ 2p−n5p ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 8, ÎÏ 987 + 1 ≡ 2; 4; 6 (mod 8).13.53. 410 256. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÉÓÌÏ ÞÅÒÅÚ È = 4 · 10n + á, �ÏÓÌÅ�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ �ÅÒ×ÏÊ �ÉÆÒÙ × ËÏÎÅ� �ÏÌÕÞÉÍ Õ = 10á + 4. �ÏÇÄÁ4 · 10n + á = 4(10á + 4) ÉÌÉ 13á = 4 · 3 : : : 32 (� − 1 ÔÒÏÊËÁ).äÅÌÑ �× ÓÔÏÌÂÉË� ÎÁ 13, ÎÁÈÏÄÉÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ á = 10256, ÏÔËÕÄÁÈ = 410256.13.54. 5 ÞÅÌÏ×ÅË. ðÕÓÔØ Ô | ÏÂßÅÍ ÍÏÌÏËÁ, Ò | ÏÂßÅÍ ËÏÆÅ,� | ÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔØ ÓÅÍØÉ. ðÒÉÍÅÍ ÏÂß£Í ÞÁÛËÉ ÚÁ 1, ÔÏÇÄÁ m+p == n, m=4 + p=6 = 1. ïÔÓÀÄÁ m + 2n = 12, É, ÚÎÁÞÉÔ, m Þ£ÔÎÏ. îÏÅÓÌÉ m > 4, ÔÏ n 6 m, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, m = 2,ÏÔËÕÄÁ n = 5.13.55. 7·143·143 = 143 143. ðÕÓÔØ È, Õ | ÉÓËÏÍÙÅ ÔÒ£ÈÚÎÁÞÎÙÅÞÉÓÌÁ. �ÏÇÄÁ 7ÈÕ = 1000È + Õ ÉÌÉ 7Õ = 1000 + Õ=È, Õ=È | �ÅÌÏÅÞÉÓÌÏ × �ÒÅÄÅÌÁÈ ÏÔ 1 ÄÏ 9, �ÏÜÔÏÍÕ 1001 6 7Õ 6 1009, 143 6 Õ 6

6 144. ïÔÓÀÄÁ Õ=È = 1, Õ = 143, È = 143.13.56. þÉÓÌÏ 180 625 �ÏÓÌÅ ×ÙÞ£ÒËÉ×ÁÎÉÑ 8 ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ ×17 ÒÁÚ. ðÕÓÔØ b | ×ÙÞÅÒËÎÕÔÁÑ �ÉÆÒÁ, Á | ÞÁÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÓÌÅ×ÁÏÔ b, Ó | Ó�ÒÁ×Á ÏÔ b, ÔÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ ab
. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Ë �ÏÌÕÞÅÎÎÏÍÕ:r = a10n + b10n−1 + 
a10n−1 + Ó ; (∗)ÇÄÅ Ó < 10n−1, r − 10 = (b10n−1 − 9
)=(a10n−1 + Ó) < b=a 6 9=a 6 9.éÔÁË, r 6 19.ðÏÓËÏÌØËÕ r ÞÉÓÌÏ �ÅÌÏÅ, ÔÏ Á 6 9. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ �ÏÉÓËÁ ÍÁËÓÉ-ÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ �. ðÅÒÅ�É-ÛÅÍ (∗) × ×ÉÄÅ (b+10a−ra)10n−1 = (r−1)
. þÉÓÌÏ Ó �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ ÎÅÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÕÌÅÍ, �ÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Ó ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉÌÉÂÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ä×ÏÅË, ÌÉÂÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÑÔ£ÒÏË.óÌÕÞÁÊ 1. 
 ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ä×ÏÅË. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀÓÔÅ�ÅÎØ Ä×ÏÊËÉ Õ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ r − 1. üÔÏ 16. ðÏÜÔÏÍÕ n 6 5. ðÒÉn = 5: (b − 7a)54q = 
. ðÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ Ó ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 625, Á = 1,b = 8 ÉÌÉ b = 9. ðÒÉ b = 9 ÞÉÓÌÏ ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÕÌÅÍ, É �ÏÔÏÍÕ ÎÅ�ÏÄÈÏÄÉÔ. ðÒÉ b = 8 �ÏÌÕÞÁÅÍ Ó = 625 É ÏÔ×ÅÔ 180 625.óÌÕÞÁÊ 2. Ó ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÑÔ£ÒÏË, ÔÏÇÄÁ r− 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÓÔÅ-�ÅÎØ �ÑÔ£ÒËÉ ÎÅ ×ÙÛÅ �ÅÒ×ÏÊ, �ÏÜÔÏÍÕ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2, É ÞÉÓÌÏ ÚÁ×Å-ÄÏÍÏ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ.



464 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ13.57. 57. òÁÚÌÏÖÉÍ 1995 ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ 1995 = 3 · 5 · 7 · 19.úÎÁÞÉÔ, �ÉÆÒÁÍÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ 3, 5 É 7.ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÔÒ£ÈÚÎÁÞÎÙÍ ÉÌÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏ ÂÙÔØ ÎÅÍÏÖÅÔ (× �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÁ 3 ·5 ·7 ÒÁ×ÎÏ 1995, Ô. Å.ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏ 19, Á ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÏÎÏ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 19). éÚ Ä×ÕÚÎÁÞÎÙÈÞÉÓÅÌ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÉÚ ÜÔÉÈ �ÉÆÒ, ÎÁ 19 ÄÅÌÉÔÓÑ ÔÏÌØËÏ 57. ìÅÇËÏÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ 57 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ.13.58. �ÁË ËÁË ËÁÖÄÁÑ �ÉÆÒÁ ÕÞÁÓÔ×ÕÅÔ × ÒÁÚÒÑÄÁÈ ÅÄÉÎÉ�,ÄÅÓÑÔËÏ× É ÓÏÔÅÎ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ, ÔÏ ÏÔ×ÅÔ ÒÁ×ÅÎ (0+1+ : : :+9) ++ (0 + 10 + : : :+ 90) + (0 + 100 + : : :+ 900) = 4995.13.59. äÁ, 50!. íÎÏÖÉÔÅÌØ 1 �ÏÑ×ÉÔÓÑ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ 100 ÒÁÚ,ÍÎÏÖÉÔÅÌØ 2 | 99 ÒÁÚ, 3 | 98 ÒÁÚ É Ô. Ä. ÄÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏ-ÖÉÔÅÌÑ 100. úÎÁÞÉÔ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ299 · 398 · : : : · 992 · 100 = Á2 · 2 · 4 · : : : · 100 = Á2 · 250 · 1 · 2 · : : : · 50:13.60. ðÏÓËÏÌØËÕ 300 É 198 ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 6, ðÅÔÑ ÓÍÏÖÅÔ ÓÎÑÔØÌÉÛØ ÓÕÍÍÕ, ËÒÁÔÎÕÀ 6 ÄÏÌÌÁÒÁÍ. íÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ËÒÁÔÎÏÅ 6É ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÅ 500, | ÜÔÏ 498. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÎÑÔØ 498 ÄÏÌ-ÌÁÒÏ× ×ÏÚÍÏÖÎÏ. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ: 500−300 = 200,200 + 198 = 398, 398 − 300 = 98, 98 + 198 = 296, 296 + 198 = 494.óÕÍÍÁ, ÌÅÖÁÝÁÑ × ÂÁÎËÅ, ÕÍÅÎØÛÉÌÁÓØ ÎÁ 6 ÄÏÌÌÁÒÏ×. ðÒÏÄÅÌÁ×ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ 16 ÒÁÚ, ðÅÔÑ ÓÎÉÍÅÔ 96 ÄÏÌÌÁÒÏ×. úÁÔÅÍÏÎ ÍÏÖÅÔ ÓÎÑÔØ 300, �ÏÌÏÖÉÔØ 198 É ÓÎÏ×Á ÓÎÑÔØ 300. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅÕ ÎÅÇÏ ÂÕÄÅÔ 498 ÄÏÌÌÁÒÏ×.
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13.61. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÕÂÁ ÂÕË×ÁÍÉA, B, C, D, E, F , G, H ÔÁË, ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ, Á ÞÉÓÌÁ, ÓÔÏÑÝÉÅ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ËÕ-ÂÁ | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÍÁÌÅÎØËÉÍÉ ÌÁÔÉÎ-ÓËÉÍÉ ÂÕË×ÁÍÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÉÚÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÙ ÍÏ-ÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ a (ÏÎÏ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ××ÅÒÛÉÎÅ A). �ÏÇÄÁ ÞÉÓÌÁ × ÓÏÓÅÄÎÉÈ Ó A ×ÅÒÛÉ-ÎÁÈ (ÜÔÏ ×ÅÒÛÉÎÙ B, D É E) ÍÏÇÕÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØÔÏÌØËÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ a ÉÌÉ a+1 (ÔÁË ËÁË a−1 < a).úÎÁÞÉÔ, ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ Ä×Á ÉÚ ÞÉÓÅÌ b, d É e ÒÁ×ÎÙ. ðÕÓÔØ ÒÁ×ÎÙÅ ÞÉ-ÓÌÁ ÓÔÏÑÔ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ B É E (ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÔ×ÅÔÏÍ ÂÕÄÕÔ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ-×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ E É C: e = b, Á ÞÉÓÌÁ 
 É b ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ 1, �ÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÁ e É 
 ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ 1.13.62. îÅÔ, ÎÅ ÍÏÖÅÔ. äÏËÁÖÅÍ ÍÅÔÏÄÏÍ ÏÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ. ðÒÅÄ-�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Á ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁ k É n ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ



13. òÁÚÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ 465n(n + 1) = 2k(2k + 2). ïÔÍÅÔÉÍ ÞÉÓÌÁ 2k É 2k + 2 ÎÁ ÞÉÓÌÏ×ÏÊÏÓÉ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ: n > 2k É n > 2k. åÓÌÉ n 6 2k,ÔÏ n + 1 < 2k + 2, �ÏÜÔÏÍÕ n(n + 1) < 2k(2k + 2). ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.åÓÌÉ n > 2k, ÔÏ n + 1 > 2k + 2, �ÏÜÔÏÍÕ n(n + 1) > 2k(2k + 2).ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.13.63. òÁÚÏÂØ£Í ÄÁÎÎÙÅ 23 ÞÉÓÌÁ ÎÁ ×ÏÓÅÍØ ÇÒÕ�� ÉÚ ÓÔÏÑÝÉÈ�ÏÄÒÑÄ ÞÉÓÅÌ: ÔÒÉ ÇÒÕ��Ù �Ï �ÑÔØ ÞÉÓÅÌ É ÞÅÔÙÒÅ ÇÒÕ��Ù �Ï Ä×ÁÞÉÓÌÁ (× ËÁËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ ÜÔÉ ÇÒÕ��Ù ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ, ÎÅ×ÁÖÎÏ). ëÁ-ÖÄÕÀ ÇÒÕ��Õ ÚÁËÌÀÞÉÍ × ÓËÏÂËÉ, Á ÍÅÖÄÕ ÇÒÕ��ÁÍÉ ÒÁÓÓÔÁ×ÉÍÚÎÁËÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. åÓÌÉ ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ ÚÎÁËÉ ×ÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕ��ÙÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ × ÇÒÕ��Å ÉÚ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ ÄÅÌÉÌÓÑÎÁ 2, Á × ÇÒÕ��Å ÉÚ �ÑÔÉ ÞÉÓÅÌ | ÎÁ 5, ÔÏ ×Ó£ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ 24 · 53 = 2000.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÎÁËÏ× × ÇÒÕ��ÁÈ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ. åÓÌÉ ÞÉÓÌÁ × ÇÒÕ��Å ÉÚ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁÚÎÏÊ Þ£ÔÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÍÅÖÄÕÎÉÍÉ ÎÕÖÎÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÚÎÁË ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ Þ£ÔÎÏ-ÓÔÉ | ÓÌÏÖÅÎÉÑ. òÅÚÕÌØÔÁÔ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÂÕÄÅÔ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ 2. òÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÕ��Õ ÉÚ ÞÉÓÅÌ a1, a2, a3, a4, a5, ÉÄÕÝÉÈ ÉÍÅÎÎÏ × ÔÁËÏÍ�ÏÒÑÄËÅ. ÷Ù�ÉÛÅÍ ÏÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 5 ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ �ÑÔÉ ÓÕÍÍ:a1, a1 + a2, a1 + a2 + a3, a1 + a2 + a3 + a4, a1 + a2 + a3 + a4 + a5.åÓÌÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÏÓÔÁÔËÏ× ÒÁ×ÅÎ 0, ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÓÕÍÍÁ ÄÅ-ÌÉÔÓÑ ÎÁ 5. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ ÚÎÁËÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕÞÉÓÌÁÍÉ, ×ÈÏÄÑÝÉÍÉ × ÜÔÕ ÓÕÍÍÕ, ÓÁÍÕ ÓÕÍÍÕ (ÅÓÌÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ) ÚÁ-ËÌÀÞÉÔØ × ÓËÏÂËÉ, Á ×ÓÅ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ �ÒÏÍÅÖÕÔËÉ ÍÅÖÄÕ ÞÉÓÌÁÍÉÇÒÕ��Ù ÚÁ�ÏÌÎÉÔØ ÚÎÁËÁÍÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. åÓÌÉ ÖÅ ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÏÓÔÁÔ-ËÏ× ÎÕÌÀ ÎÅ ÒÁ×ÅÎ, ÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÉÎ�É�Õ äÉÒÉÈÌÅ, ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÎÁÊ-ÄÕÔÓÑ Ä×Á ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÏÓÔÁÔËÁ. ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÓÕÍÍÙ a1+: : :+aiÉ a1 + : : :+ aj (i < j) ÄÁÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 5.�ÏÇÄÁ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ÓÏÂÏÊ ÓÕÍÍÕ �ÏÄÒÑÄ ÓÔÏÑÝÉÈÞÉÓÅÌ ai+1 + : : :+ aj , ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 5, É ÍÙ Ï�ÑÔØ ÒÁÓÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÚÎÁËÉÓÌÏÖÅÎÉÑ, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ ÜÔÕ ÓÕÍÍÕ × ÓËÏÂËÉ, Á ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ �ÏÚÉ�ÉÉÚÁ�ÏÌÎÑÅÍ ÚÎÁËÁÍÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅÎÁÍ ÕÄÁÓÔÓÑ ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ ÚÎÁËÉ × ÇÒÕ��Å ÉÚ �ÑÔÉ ÞÉÓÅÌ ÔÁË, ÞÔÏÂÙÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÅÌÉÌÓÑ ÎÁ 5.13.64. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f(n) = n3 + an2 + bn + 
, ÔÏ f(1),f(2), f(3), f(4) ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÂÙÔØ �ÏÌÎÙÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ-ÍÉ. ìÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ f(4)− f(2) ≡ 2b (mod 4) É f(3)− f(1) ≡
≡ 2b+2 (mod 4). úÎÁÞÉÔ, ÏÂÅ ÜÔÉ ÒÁÚÎÏÓÔÉ Þ£ÔÎÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÏÌ-ÎÙÅ Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÄÁÀÔ ÏÓÔÁÔÏË 0 ÉÌÉ 1 �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 4, f(3)−f(1) Éf(4)−f(2) ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 4. îÏ ÔÏÇÄÁ 2 ≡ (2b+2)−2b ≡ (f(3)−f(1))−
− (f(4)− f(2)) ≡ 0− 0 ≡ 0 (mod 4). ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.



466 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ13.65. 21531056.13.66. îÅ ÍÏÖÅÔ. ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ, ÏËÁÎÞÉ×ÁÀÝÅÅÓÑ ÎÁ 1999, Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ á É á = 10÷ + È, ÇÄÅ È |�ÏÓÌÅÄÎÑÑ �ÉÆÒÁ ÞÉÓÌÁ á. ðÏÓËÏÌØËÕ á2 ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 9, ÔÏ ÉÈ2 ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÖÅ ÎÁ 9, �ÏÜÔÏÍÕ È = 3 ÉÌÉ È = 7. åÓÌÉ È = 3,ÔÏ á2 = 10(10÷2 + 6÷) + 9, Á 10÷2 + 6÷ Þ£ÔÎÏ, ÚÎÁÞÉÔ, �ÒÅÄ�Ï-ÓÌÅÄÎÑÑ �ÉÆÒÁ á2 Þ£ÔÎÁÑ É ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÏÊ 9. åÓÌÉ È = 7,ÔÏ á2 = 10(10÷2 + 14÷ + 4) + 9, Á 10÷2 + 14÷ + 4 Þ£ÔÎÏ, ÚÎÁÞÉÔ,�ÒÅÄ�ÏÓÌÅÄÎÑÑ �ÉÆÒÁ á2 Þ£ÔÎÁÑ É ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÏÊ 9.13.67. íÏÖÅÔ. ÷ÍÅÓÔÅ Ó ËÏÍ�ØÀÔÅÒÏÍ ÏÎ ÓÔÒÏÉÔ ÔÁËÕÀ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ: 123, 225, 327, 429, 531, 135, 237, 327, 429 É Ô. Ä.13.68. ðÕÓÔØÔ(Ô+1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ò-Ê ÓÔÅ�ÅÎØÀ. �ÁË ËÁËÔ ÉÔ+1×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ, ÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ Ò-Ê ÓÔÅ�ÅÎØÀ. îÏÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ: ÅÓÌÉ Ô = Áp, ÔÏ ÕÖÅ (Á + 1)p > (Á + 1)Áp−1 == Áp + Áp−1 > Ô+ 1 (Ò > 1).13.69. 412 = 1681. ðÕÓÔØ �2 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÔÏÇÄÁ �2 == 100Á2+b, ÇÄÅ 0 < b < 100. ðÏÜÔÏÍÕ � > 10Á É, ÚÎÁÞÉÔ, � > 10Á+1.üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ b = �2 − 100Á2 > 20Á+ 1, ÏÔËÕÄÁ 20Á+ 1 < 100,É �ÏÜÔÏÍÕ Á 6 4. ðÒÉ Á = 4 ÌÉÛØ � = 41 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ:ÅÓÌÉ � > 41, ÔÏ �2 − 402 > 422 − 402 > 100.13.70. îÅÔ. ðÕÓÔØ Õ 6 x. �ÏÇÄÁ x2 < x2 + y 6 x2 + x < (x+1)2,Ô. Å. x2 + y ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.13.71. 108, 135, 180, 117. ðÕÓÔØ x1, x2, x3, x4 | ÉÓËÏÍÙÅ ÞÉ-ÓÌÁ, s | ÉÈ ÓÕÍÍÁ, Á | �ÅÒ×ÁÑ �ÉÆÒÁ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÈ ÎÉÈ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ100Á 6 xi 6 100(Á+1), ÔÏÇÄÁ xi+300Á 6 s < xi+300(Á+1), ÏÔËÕÄÁ1+300Á=xi 6 s=xi < 1+300(Á+1)=xi, ÚÎÁÞÉÔ 1+3Á=(Á+1) < s=xi << 4 + 3=Á. ðÒÉ Á = 1 ÉÍÅÅÍ 2;5 < s=xi < 7, Á �ÒÉ Á > 2 |3 < s=xi < 5;5. �ÁË ËÁË ÔÒÉ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È ÞÁÓÔÎÙÈ s=xi | �ÅÌÙÅÉ ÒÁÚÎÙÅ, ÔÏ ÓÌÕÞÁÊ Á > 2 ÎÅ×ÏÚÍÏÖÅÎ. ðÏÜÔÏÍÕ Á = 1 É �ÅÌÙÅÞÁÓÔÎÙÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÙ 3, 4, 5 É 6. îÏ 3 É 6 ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ, ÔÁË ËÁË ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÔÒ£ÈÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌÏÔ 100 ÄÏ 199 ÍÅÎØÛÅ 2. ïÓÔÁÌÉÓØ 2 ÓÌÕÞÁÑ: ÞÁÓÔÎÙÅ 3, 4, 5 É 6, 5, 4.÷ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ s ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 60. ÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÞÉÓÌÁ 12�, 15�,20� É 13�. ðÅÒ×ÁÑ �ÉÆÒÁ ÏÄÉÎÁËÏ×Á ÌÉÛØ �ÒÉ � = 9, ÞÔÏ É ÄÁÅÔÏÔ×ÅÔ. ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÞÉÓÌÁ 10�, 12�, 15� É 23� ÎÅ �ÏÄÈÏÄÑÔ,ÔÁË ËÁË ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ 23� É 10� ÂÏÌØÛÅ 2.13.72. n = k É k = 1, 8, 9. åÓÌÉ nn ÉÍÅÅÔ k �ÉÆÒ, Á kk |� �ÉÆÒ, ÔÏ 10k−1 6 nn < 10k É 10n−1 6 kk < 10n. ðÕÓÔØ ÄÌÑÏ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔÉ k 6 �. �ÏÇÄÁ nn < 10n, Ô. Å. � < 10 É k < 10.îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÒÏ×ÅÒËÏÊ �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÌÉÛØ 107 < 88 < 108 É108 < 99 < 109.



13. òÁÚÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ 46713.73. 15 ÞÉÓÅÌ (111; : : : ; 999, 407, 518, 629, 370, 481, 592). ðÕÓÔØA = ÁbÓ | ÉÓËÏÍÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏÇÄÁ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÉÍÅÅÍ 222(Á+ b+ Ó) == 6(100Á + 10b + Ó) ÉÌÉ 7Á = 3b + 4Ó, 7(a − b) = 4(
 − b). ïÔÓÀÄÁÌÉÂÏ Á = b = Ó, ÌÉÂÏ Á− b = 4, ÌÉÂÏ b− Á = 4.13.74. 105. ðÕÓÔØ xyz | ÉÓËÏÍÏÅ ÞÉÓÌÏ.ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ7(10È + z) = 100È + 10Õ + z, ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÓÌÅ �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ �ÏÄÏÂÎÙÈÞÌÅÎÏ× É ÓÏËÒÁÝÅÎÉÊ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ: 3z = 15È+ 5Õ. éÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ z ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 5 É z > 0, ÔÁË ËÁË È > 0. ðÏÜÔÏÍÕ z = 5,Á �ÉÆÒÙ È, Õ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ 3 = 3È + Õ, ÉÍÅÀÝÅÍÕÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ È = 1, Õ = 0.13.75. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ �Ï ËÒÕÇÕ ÚÁ�ÉÓÁÎÙ 2nÞÉÓÅÌ Á1; a2; : : : ; Á2�−1; Á2� . ïÔ�ÒÁ×ÌÑÑÓØ ÏÔ ÞÉÓÌÁ Á1 É ×ÙÞ£ÒËÉ×ÁÑËÁÖÄÏÅ ×ÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÍÙ ÚÁ ÏÄÉÎ ËÒÕÇ ×ÙÞÅÒËÎÅÍ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ Ó Þ£Ô-ÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ É ÓÎÏ×Á �ÒÉÄ£Í Ë Á1. ïÓÔÁÎÕÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÞÉÓÌÁ Ó ÎÅ-Þ£ÔÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ, ÔÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ, ÂÕÄÅÔ 2n−1. ðÏÓÌÅ �ÏÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏÏÂÈÏÄÁ �Ï ËÒÕÇÕ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ×ÙÞ£ÒËÉ×ÁÎÉÊ ÓÎÏ×Á �ÒÉÄ£ÍË Á1, Á ÎÁ ËÒÕÇÅ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ 2n−2 ÞÉÓÅÌ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, �ÏÓÌÅ � ÏÂÈÏÄÏ×�Ï ËÒÕÇÕ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÞÉÓÌÏ Á1. ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ �Ï ËÒÕÇÕÚÁ�ÉÓÁÎÙ ÞÉÓÌÁ 1; 2; 3; : : : ; 1909; 1910; 1911; 1912; : : : ; 1978; 1979. úÁ-ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ 1979 = 955 + 1024 = 955 + 210. ïÔ�ÒÁ×ÌÑÑÓØ ÏÔ ÞÉÓÌÁ 1É ×ÙÞ£ÒËÉ×ÁÑ ËÁÖÄÏÅ ×ÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ, ×ÙÞÅÒËÎÅÍ 955 ÞÉÓÅÌ. ðÏÓÌÅÜÔÏÇÏ ÎÁ ËÒÕÇÅ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ 210 ÞÉÓÅÌ É �ÅÒ×ÙÍ ÂÕÄÅÔ Á1 = 1911:1911; 1912; : : : ; 1978; 1979; 1; 3; : : : ; 1909. ëÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ×ÙÛÅ, ÏÔ�ÒÁ-×ÌÑÑÓØ ÏÔ Á1 = 1911, �ÏÓÌÅ 10 ÏÂÈÏÄÏ× �Ï ËÒÕÇÕ É ×ÙÞ£ÒËÉ×ÁÎÉÊÍÙ ÏÓÔÁ×ÉÍ ÔÏÌØËÏ ÞÉÓÌÏ Á1 = 1911.13.76. 2 ·105. ðÕÓÔØ � | ÉÓËÏÍÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÏ ÕÓÌÏ-×ÉÀ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Á É b, ÞÔÏ n = 2a5,� = 5b2. éÚ �ÅÒ×ÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ× ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ � | Þ£ÔÎÏÅÞÉÓÌÏ. �ÏÇÄÁ ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ É b ÔÁËÖÅ Þ£ÔÎÏÅÞÉÓÌÏ: b = 2k. ÷ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ n = 20k2, a2 = �=2 = 10k2 = 2 · 5 · k2.ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ 2 É 5 | ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÞÉÓÌÁ Á(ÔÁË ËÁË ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ, ËÒÏÍÅ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÞÉ-ÓÌÁ a, ÞÉÓÌÏ a5 ÉÍÅÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ). éÔÁË, Á = 2 · 5m, k2 = 104m5.îÏ m > 1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, k2 > 104 É � = 20k2 > 2 · 105. þÉÓÌÏ� = 2 · 105 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÚÁÄÁÞÉ: �=2 = 105, �=5 = 2002.13.77. îÅÔ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ nk, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÏ-ÍÅÒÁ Ò ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ, Ô. Å. nÒ = nÒ+1 = : : :13.78. îÅÔ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ k-ÚÎÁÞÎÏÅ (k > 2) ÞÉ-ÓÌÏ N Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ ÕÞÉÓÌÁ N �ÒÅÄ�ÏÓÌÅÄÎÑÑ �ÉÆÒÁ Þ£ÔÎÁÑ. ðÕÓÔØ N | ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉ-ÓÌÏ, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ ÞÉÓÌÁ M , Ô. Å. N = í2. ñÓÎÏ, ÞÔÏ í



468 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁÎÅÞ£ÔÎÏ, É �ÕÓÔØ í = 10Á + b, ÇÄÅ a É b | �ÉÆÒÙ É b ÎÅÞ£ÔÎÏ.�ÏÇÄÁ N =í2 = (10a+ b)2 = 100a2+20ab+ b2. íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ Ä×Å�ÏÓÌÅÄÎÉÅ �ÉÆÒÙ ÞÉÓÌÁ N Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ 20ab+ b2. ÷ ÜÔÏÊÓÕÍÍÅ �ÅÒ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ 20ab ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 0, Á ÅÇÏ �ÒÅÄ�ÏÓÌÅÄ-ÎÑÑ �ÉÆÒÁ Þ£ÔÎÁ, Á ×ÔÏÒÏÅ | Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÅÞ£ÔÎÏÇÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏÞÉÓÌÁ É ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÞÉÓÅÌ 12 = 1, 32 = 9,52 = 25, 72 = 49, 92 = 81. éÔÁË, ÞÉÓÌÏ b2 ÌÉÂÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÞ£ÔÎÙÍÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ, ÌÉÂÏ Ä×ÕÚÎÁÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ, �ÒÅÄ�ÏÓÌÅÄÎÑÑ �É-ÆÒÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ Þ£ÔÎÁ, Á �ÏÓÌÅÄÎÑÑ | ÎÅÞ£ÔÎÁ. úÎÁÞÉÔ, �ÒÉ ÓÌÏÖÅ-ÎÉÉ ÞÉÓÅÌ 20ab É b2 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ, �ÏÓÌÅÄÎÑÑ �ÉÆÒÁ ËÏÔÏÒÏÇÏÎÅÞ£ÔÎÁ, Á �ÒÅÄ�ÏÓÌÅÄÎÑÑ | Þ£ÔÎÁ.13.79. Á) k = 3; 720 = 2 ·3 ·4 ·5 ·6 = 8 ·9 ·10. Â) åÓÌÉ m(m+1) == n(n + 1)(n + 2)(n + 3), ÔÏ m2 + m + 1 = (n2 + 3n + 1)2, ÞÔÏÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.13.80. 7744 = 882. éÓËÏÍÏÅ ÞÉÓÌÏ N �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ aabb,�ÏÜÔÏÍÕ N = 1000Á+100Á+10b+b = 1100a+11b = 11(100a+b). �ÁËËÁË ÞÉÓÌÏ N ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 11 É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ, ÔÏ ÏÎÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ112, É, ÚÎÁÞÉÔ, ÞÉÓÌÏ 100a+b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 11. éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 100a+b == 99a + (Á+ b) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ a + b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 11. �ÁË ËÁË a,b | �ÉÆÒÙ, ÔÏ 0 < Á+ b < 19, É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, a+ b = 11.éÔÁË, N = 11(99Á+ 11) = 11 · 11(9Á+ 1). þÔÏÂÙ ÞÉÓÌÏ N ÂÙÌÏË×ÁÄÒÁÔÏÍ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ (É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ), ÞÔÏÂÙ ÞÉÓÌÏ 9Á + 1 ÂÙÌÏË×ÁÄÒÁÔÏÍ. ðÅÒÅÂÉÒÁÑ �ÉÆÒÙ ÎÁÈÏÄÉÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÅÚÎÁÞÅÎÉÅ a = 7. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, b = 4.13.81. � = 5. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �, ÕÄÏ-×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ, ÒÁ×ÎÏ 5. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ� > 5 ÎÅÔ ÔÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ. ðÒÉ ÌÀÂÏÍ n ÞÉÓÌÏ 2� ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÉÌÉÎÁ 2, ÉÌÉ ÎÁ 4, ÉÌÉ ÎÁ 6, ÉÌÉ ÎÁ 8. �ÁË ËÁË �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒÞÉÓÌÁ 2� ÒÁ×ÎÁ 5, ÔÏ Ä×Å �ÏÓÌÅÄÎÉÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÉÓËÌÀÞÁÀÔÓÑ.åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ 2�, � > 5, ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 4 É ÓÕÍÍÁ ÅÇÏ �ÉÆÒÒÁ×ÎÁ 5, ÔÏ ÏÎÏ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 32, ÔÁË ËÁË �ÏÓÌÅÄÎÉÅ ÔÒÉ �ÉÆÒÙÅÇÏ ÎÅ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 8. ÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ ÞÉÓÌÏ 2�, � > 5, ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ26 = 64 É ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 32. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ 2� �ÒÉ � > 5ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ, ÔÏ ÏÎÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÎÞÉ×ÁÔØÓÑ ÎÁ 4.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ Õ ÞÉÓÌÁ 2�, � > 5, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅ-ÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ, �ÏÓÌÅÄÎÑÑ �ÉÆÒÁ × ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÒÁ×ÎÁ 2.�ÏÇÄÁ ÏÎÏ ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÂÏ ÎÁ 02, ÌÉÂÏ ÎÁ 22, ÌÉÂÏ ÎÁ 12. ðÅÒ×ÙÅÄ×Á ÓÌÕÞÁÑ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÙ, ÔÁË ËÁË ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÎÅ ÄÅÌÑÔÓÑÎÁ 4. ðÕÓÔØ, ÎÁËÏÎÅ�, ÞÉÓÌÏ 2� ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 12. �ÏÇÄÁ ÏÎÏ ÏËÁÎ-ÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÂÏ ÎÁ 012, ÌÉÂÏ ÎÁ 112, ÌÉÂÏ ÎÁ 212. åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÏËÁÎ-ÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 012, ÔÏ ÏÎÏ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 8. åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ



13. òÁÚÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ 469ÎÁ 212 É ÓÕÍÍÁ ÅÇÏ �ÉÆÒ ÒÁ×ÎÁ 5, ÔÏ ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏ 212 É ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ,ÚÎÁÞÉÔ, ÓÔÅ�ÅÎØÀ ÞÉÓÌÁ 2.ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÅÝ£ ÏÄÎÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ: ÞÉÓÌÏ 2� ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 112,Ô. Å. ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ 10 : : : 01112 (m ÎÕÌÅÊ). üÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ÔÁËÖÅ ÎÅ×ÏÚÍÏ-ÖÅÎ, ÔÁË ËÁË ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ 1112 (m = 0) É 10112 (m = 1) ÜÔÏ �ÒÏ×ÅÒÑ-ÅÔÓÑ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ. á �ÒÉm > 1 ÞÉÓÌÏ 10 : : : 01112 = 10m+3+112ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 32, ÔÁË ËÁË 10m+3 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 32, Á 112 ÎÁ 32 ÎÅ ÄÅ-ÌÉÔÓÑ, É, ÚÎÁÞÉÔ, ÔÁËÖÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, ÓÔÅ�ÅÎØÀ 2. éÔÁË, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ2� �ÒÉ � > 5, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ, ÔÏ ÏÎÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔÏËÁÎÞÉ×ÁÔØÓÑ ÎÁ 2.13.82. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÔÒ£ÈÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ab
 É ÏÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ F ÒÁÚÎÏÓÔØ ab
− (a3 + b3 + Ó3). �ÏÇÄÁF = 100a+ 10b+ 
− a3 − b3 − Ó3 == (100a− a3) + (10b− b3) + (Ó− Ó3) = f1(a) + f2(b) + f3(Ó);ÇÄÅ f1(a) = 100a − a3, f2(b) = 10b − b3, f3(
) = Ó − Ó3. þÉÓÌÏ F ÂÕ-ÄÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÂÕÄÕÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙ f1(a),f2(b) É f3(
). ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ Á = 1; : : : ; 9 × f1(a) ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÉÂÏÌØ-ÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f1(a) ÒÁ×ÎÏ 384 É ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ �ÒÉ a = 6. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÎÁÉÂÏÌØÛÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f2(b) É f3(Ó) ÒÁ×ÎÙ 12 É 0 ÄÏÓÔÉÇÁÀÔÓÑ �ÒÉb = 2 É �ÒÉ Ó = 0 É Ó = 1. úÎÁÞÉÔ, ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ FÒÁ×ÎÏ 384 + 12 + 0 = 396 É ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ �ÒÉ ab
 = 621 É ab
 = 620.�ÁË ËÁË ÞÉÓÌÁ f1(a) = 99Á−(a−1)a(a+1), f2(b) = 9b+(b−b3) == 9b− (b− 1)b(b+ 1), f3(Ó) = −(Ó− 1)Ó(Ó+ 1) ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 3, ÔÏ ÎÁ 3ÄÅÌÉÔÓÑ ÞÉÓÌÏ F É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉÎÅ ÍÅÎØÛÅ 3. úÎÁÞÅÎÉÅ 3 ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ �ÒÉ ab
 = 437, 474, 856.13.83. åÓÌÉ ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ÞÉÓÌÁ á, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÓÔÅ�Å-ÎØÀ 10, ÓÏÄÅÒÖÉÔ N �ÉÆÒ, ÔÏ 10N−1 < á < 10N , Ô. Å. N−1 < lgA << N . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, N = lgA+ a, ÇÄÅ 0 < Á < 1. ÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅÉÍÅÅÍ: m = lg 21984 + a1 = 1984 lg 2 + a1; ÇÄÅ 0 < a1 < 1;� = lg 51984 + a2 = 1984 lg 5 + a2; ÇÄÅ 0 < a2 < 1;É �ÏÜÔÏÍÕ m + � = 1984(lg 2 + lg 5) + a1 + a2 = 1984 + a1 + a2.ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ a1+a2 �ÅÌÏÅ, Á ÔÁË ËÁË 0 < a1+a2 < 2,ÔÏ a1 + a2 = 1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, m+ � = 1985.úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅ-ÓÔ×Ï �ÉÆÒ × ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ ÚÁ�ÉÓÑÈ ÞÉÓÅÌ 2q É 5p ÒÁ×ÎÏ Ò+ q.2. ÷ÙÞÉÓÌÉ× Ó ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ lg 2 É lg 5, ÍÏÖÎÏ �ÏËÁ-ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ �ÉÆÒ × ÚÁ�ÉÓÉ ÞÉÓÌÁ 21984 ÒÁ×ÎÏ 598, Á ÞÉÓÌÏ �ÉÆÒ× ÚÁ�ÉÓÉ ÞÉÓÌÁ 51984 ÒÁ×ÎÏ 1387.



470 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ13.84. È = 9, Õ = 0; È = 4, Õ = 2.13.85. 2178. ðÕÓÔØ xyzt | ÉÓËÏÍÏÅ ÞÉÓÌÏ. �ÏÇÄÁ: 4 · xyzt == tzyx. ïÔÓÀÄÁ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÞÔÏ È | Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏÈ = 2. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÒÉ È > 3 ÞÉÓÌÏ ÓÌÅ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÑÔÉÚÎÁÞ-ÎÙÍ. úÎÁÞÉÔ, È = 2.ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ 4t ÍÏÖÅÔ ÏËÁÎÞÉ×ÁÔØÓÑ �ÉÆÒÏÊ 2 ÔÏÌØËÏ × ÓÌÕ-ÞÁÑÈ t = 3 É t = 8. ãÉÆÒÁ t = 3 ÎÅ �ÏÄÈÏÄÉÔ, ÉÂÏ ÓÁÍÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅÍÅÎØÛÅ 8000. ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÌÉÛØ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ t = 8. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅÕÓÌÏ×ÉÅ ÚÁÄÁÞÉ: 4(2000+100Õ+10z+8) = 8000+100z+10y+2 ÉÌÉ2z = 13Õ + 1. ïÔÓÀÄÁ Õ = 1, z = 7.13.86. ðÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÅÇÏÓÔÏÒÏÎ È É Õ (È > Õ) ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÈÕ > Ô É È(Õ−1) < Ô.ðÒÉ ÌÀÂÏÍ Ô > 12 ÜÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÑ: È = �−1, Õ = �+2�ÒÉ Ô = �2; È = �, Õ = � + 1 �ÒÉ �2 < Ô < �(� + 1); È = � − 1,Õ = �+3 �ÒÉÔ = �(�+1) É È = Õ = �+1 �ÒÉ �(�+1) < Ô < (�+1)2.13.87. 142 857. ðÕÓÔØ a1a2 : : : an | ÉÓËÏÍÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀana1 : : : an−1 = 5a1a2 : : : an. ïÔÓÀÄÁ �ÏÓÌÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ �ÏÌÕÞÁ-ÅÍ: an ·9 : : : 95 (�− 2 ÄÅ×ÑÔÏË) = 49·a1a2 : : : an. �ÁË ËÁË ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØÄÏÌÖÎÁ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ 49, Á an | �ÉÆÒÁ, ÔÏ 9 : : : 95 ÄÏÌÖÅÎ ÄÅÌÉÔØÓÑ�Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÎÁ 7. îÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ×ÉÄÁ 99 : : : 95, ÄÅÌÑÝÅÅÓÑÎÁ 7 | ÜÔÏ 99995, ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÉ � = 6. úÎÁÞÉÔ, × ÚÁ�ÉÓÉÞÉÓÌÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ 6 �ÉÆÒ. �ÏÇÄÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÒÉ-ÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ: 99995a6 = 49 · a1a2a3a4a5 ÉÌÉ 14285a6 = 7 · a1a2a3a4a5.þÉÓÌÏ 14285 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7, ÚÎÁÞÉÔ, a6 = 7.13.88. äÁ. éÍÅÅÔÓÑ ×ÓÅÇÏ 6 ÞÅÔÙÒ£ÈÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (Ó 0), ÄÅÌÑ-ÝÉÈÓÑ ÎÁ 1992: 0000, 1992, 3984, 5976, 7968, 9960. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ ×ÚÑÔØ ÞÉÓÌÏ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ �ÉÆÒ ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÎÉ ÓÏÄÎÏÊ ÉÚ �ÉÆÒ ×Ù�ÉÓÁÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÔÏÑÝÉÈ ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈÍÅÓÔÁÈ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, 2111).13.89. 29. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ �ÉÆÒ,ÔÏ N > 9. á ÔÁË ËÁË ÞÉÓÌÁ, ÓÏÓÅÄÎÉÅ Ó ÞÉÓÌÏÍ 9, ÄÏÌÖÎÙ ÓÏÄÅÒÖÁÔØÄÅ×ÑÔËÕ × Ó×ÏÅÊ ÚÁ�ÉÓÉ, ÔÏ ÍÅÎØÛÅÅ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÅÎØ-ÛÅ, ÞÅÍ 19, Á ÂÏÌØÛÅÅ | ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ 29. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, N > 29.òÁ×ÅÎÓÔ×Ï N = 29 ×ÏÚÍÏÖÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÚÁÄÁÞÉ ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÅÔ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÔÁËÏÊ �ÏÒÑÄÏË ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ 29�Ï ËÒÕÇÕ:1; 11; 10; 20; 21; 12; 2; 22; 23; 3; 13; 14; 4; 24; 25; 5;15; 16; 6; 26; 27; 7; 17; 18; 8; 28; 29; 9; 19:13.90. 2 ·3658. ðÕÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÄÏÓÔÉ-ÇÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁ�ÉÓÉ × ×ÉÄÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÞÉÓÌÁ 1976: 1976 =



13. òÁÚÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ 471= Á1+Á2+ : : :+Án. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ai ÂÏÌØÛÅ 1. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,ÅÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÂÙÌÏ ÂÙ ÒÁ×ÎÏ 1, ÔÏ, ÏÂßÅÄÉÎÉ× ÅÇÏ Ó ÌÀ-ÂÙÍ ÄÒÕÇÉÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ × ÏÄÎÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÂÙ ÂÏÌØÛÅÅ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, �ÏÓËÏÌØËÕ 1+Á > 1Á. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÁÖÄÏÅ Ái,ÍÅÎØÛÅ 5, ÔÁË ËÁË ÄÌÑ Ák > 5 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ák < 3(Ák−3),Ô. Å., ÚÁÍÅÎÉ× Ák ÎÁ Ä×Á ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ 3 É Ák − 3, ÍÙ Õ×ÅÌÉÞÉÌÉ ÂÙ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ. îÁËÏÎÅ�, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÞÅÔ×£ÒËÉ ÓÕÍÍÏÊÄ×ÕÈ Ä×ÏÅË �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, �ÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ,ÞÔÏ ×ÓÅ Ák �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 2 É 3. ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔØ, ÞÔÏËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ä×ÏÅË ÎÅ ÂÏÌØÛÅ Ä×ÕÈ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, 2+2+2 = 3+3,Îo 2 · 2 · 2 < 3 · 3. ðÏÓËÏÌØËÕ 1976 = 658 · 3 + 2, ÎÕÖÎÏÅ ÎÁÍ �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ 2 · 3658.13.91. (7; 50), (37; 50), (50; 7), (50; 37). üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ �ÏÓÌÅ �ÒÏÞÔÅ-ÎÉÑ Å£ ÕÓÌÏ×ÉÑ ×ÙÚÙ×ÁÅÔ ÖÅÌÁÎÉÅ �ÒÏÓÔÏ �ÅÒÅÂÒÁÔØ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ.óÎÁÞÁÌÁ Ï�ÅÎÉÍ ÞÉÓÌÏ q. ðÏÓËÏÌØËÕ 442 < 1977 < 452, ÔÏ q 6 44.ðÕÓÔØ q = 44. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ r = 41, É ÕÓÌÏ×ÉÅ Á2+ b2 = (Á+ b)q+ rÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ (Á − 22)2 + (b − 22)2 = 1009. ÷×ÅÄÑ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÅÎÉÑ Á − 22 = È É b − 22 = Õ, �ÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ È2 + Õ2 == 1009. �ÁË ËÁË Ë×ÁÄÒÁÔÙ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÇÕÔ ÏËÁÎÞÉ×ÁÔØÓÑ ÌÉÛØÎÁ 0, 1, 4, 5, 6 É 9, ÔÏ ÓÕÍÍÁ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÂÕÄÅÔ ÏËÁÎÞÉ×ÁÔØ-ÓÑ ÎÁ 9 ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÏËÁÎÞÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ 0 É 9ÉÌÉ ÎÁ 5 É 4. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÎÅÉÚ-×ÅÓÔÎÙÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÞÉÓÌÁ, ÏËÁÎÞÉ×ÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ 0 ÉÌÉ 5, Á �Ï-ÓËÏÌØËÕ ÅÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1009, ÓÁÍÏ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÌÉÛØ ÏÄÎÉÍ ÉÚ 7 ÞÉÓÅÌ: 0, 5, 10, 15, 20, 25, 30. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ×ËÁÞÅÓÔ×Å È ÜÔÉ 7 ÞÉÓÅÌ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ 1009 −È2 ÏËÁÖÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÌÉÛØ �ÒÉ È = ±15; �ÒÉÜÔÏÍ Õ = ±28. éÚ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÎÁÈÏÄÉÍ ×ÔÏÒÏÊ ÎÁ-ÂÏÒ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ: È = ±28, Õ = ±15. ïÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ4 ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÁÒÙ (Á; b): (7; 50), (37; 50), (50; 7) É(50; 37). íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÄÁÌØÛÅ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÓÍÏ-ÔÒÅÎ ÓÌÕÞÁÊ q = 43, r = 128, ÚÁÔÅÍ q = 42 É Ô. Ä., ÏÄÎÁËÏ ×ÓÅÜÔÉ ÓÌÕÞÁÉ ÕÄÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ×ÍÅÓÔÅ, ÄÏËÁÚÁ×, ÞÔÏ �ÒÉ q 6 43ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅÔ.éÔÁË, �ÕÓÔØ q 6 43, ÔÏÇÄÁ r > 128. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÉÚ×ÅÓÔ-ÎÙÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (Á + b)2 6 2(Á2 + b2), �ÏÌÕÞÉÍ (Á + b)2=2 6

6 (Á+ b)q + r. äÁÌÅÅ, ÕÍÎÏÖÉ×, ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÎÁ 2 É ÒÁÚÄÅÌÉ× ÎÁ Á + b, ÉÍÅÅÍ (Á + b) 6 2q + 2r=(a+ b). �ÁË ËÁËr < Á+ b, ÔÏ r < a+ b 6 2q+2r=(a+ b) < 2q+2 6 88, Ô. Å. r < 88 |�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó r > 128.



472 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ13.92. úÁÍÅÔÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ k ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÏ Ó 10.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ, ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ k É ÎÁÞÉÎÁÀÝÅ-ÅÓÑ Ó 1, ÏÂÒÁÝ£ÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÖÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ k É ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑÎÁ 1. ÷ÏÚØÍ£Í ÞÉÓÌÏ 500ab : : : z, ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ k, ÔÏÇÄÁ ÎÁ k ÄÅÌÑÔ-ÓÑ: z : : : ba005, z : : : ba00500 : : : 0 + 500ab : : : z = z : : : ba01000a : : : z,ÏÂÒÁÝ£ÎÎÏÅ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÞÉÓÌÏ z : : : bz00010a : : : z, z : : : a00010a : : : z −
− z : : : a01000a : : : z = 990 : : : 0, ÏÔËÕÄÁ 99 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ k.13.93. Á) éÚ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ 2k1+ : : :+2kn , ÄÅÌÑÝÉÈÓÑ ÎÁ 2m−1,×ÙÂÅÒÅÍ ÞÉÓÌÁ Ó ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ �, Á ÉÚ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÙÂÅÒÅÍÞÉÓÌÏ Ó ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ k1 + : : : + kn. ÷ÓÅ ÞÉÓÌÁ × ÎÁÂÏÒÅ (k1; : : : ; kn)ÒÁÚÌÉÞÎÙ. åÓÌÉ � < Ô, ÔÏ ki 6 m−1 É 2k1+: : :+2kn < 2m−1. Â) îÅÔ.ðÕÓÔØ ò = a110r + : : : + kr | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ, ÄÅÌÑÝÉÈÓÑÎÁ í = 11 : : : 1 (Ô ÅÄÉÎÉ�) É ÉÍÅÀÝÉÈ ÓÕÍÍÕ �ÉÆÒ, ÍÅÎØÛÕÀ Ô.�ÏÇÄÁ Ô 6 r É ÞÉÓÌÏ ò1 = ò − (10r − 10r−m), ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ í ,ÍÅÎØÛÅ ò É ÉÍÅÅÔ ÓÕÍÍÕ �ÉÆÒ, ÎÅ ÂÏÌØÛÕÀ ÓÕÍÍÕ �ÉÆÒ ò .13.94. Á) 49 = 72, 1681 = 412. ðÕÓÔØ (10È+t)2 = 100È2+20Èt+t2,ÇÄÅ 20Èt+t2 | Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÍÅÎØÛÅÇÏ 10, È É t |�ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 1 ÄÏ 9 É È2 > 10. �ÏÇÄÁ È > 4 É Èt 6 4, ÞÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÌÉÛØ �ÒÉ È = 4 É t = 1.Â) äÁ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ 256 036 = 5062.×) þÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÎÕÖÎÏÅ ÏÓÏÂÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÉÄÁ (105È + 1)2 == 1010È2 + 2 · 105È+ 1, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ �ÅÌÏÅ È ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ 109 << È2 < 1010 É 2 · 105È+ 1 = Õ2 < 1010. íÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ È = 5 · 104 − 1(ÉÓËÏÍÙÍ 20-ÚÎÁÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÂÕÄÅÔ (4 999 900 001)2).Ç) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k ÏÓÏÂÙÍ 4k-ÚÎÁÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÉÛØ(10kÈ+ t)2 = 102kÈ2 + 2 · 10kÈt+ t2 �ÒÉ 102k−1 6 È2 < 102k, ÏÔËÕÄÁÈ > 3 · 10k−1 É 6 · 102k−1t < 102k, ÏÔËÕÄÁ t = 1. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï 2 · 10kÈ + 1 = (2u + 1)2, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ 2k−15kÈ = u(u + 1),×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ × ÔÒ£È ÓÌÕÞÁÑÈ: 1) u + 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 5 · 10k−1; 2) uÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2k−1, u + 1 | ÎÁ 5k; 3) u ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 5k, u + 1 | ÎÁ2k−1. ëÁÖÄÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÄÁÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÀÝÅÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ u < 5 · 10k−1, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÍÕ 2u + 1 < 10k (×ÓÌÕÞÁÑÈ 2 É 3) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÒÁÚÎÏÓÔØ Ä×ÕÈ ÒÅÛÅÎÉÊ,ÞÔÏÂÙ �ÒÉÊÔÉ × �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÜÔÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÔÒ£È (ÂÏÌÅÅ ÄÅÔÁÌØÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ,ÞÔÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ) ÏÓÏÂÙÈ ÞÉÓÅÌ.Ä) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÏ (4k + 2)-ÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á ÉÍÅÎÎÏ z2 = v + w2, ÇÄÅ v = 25 · 102k−1, w |ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ √v. ðÕÓÔØ Õ = w2 − v,�ÒÉ ÜÔÏÍ z2 = 4vw2 + Õ2 = 102k+1w2 + Õ2 �ÓÏÓÔÏÉÔ� ÉÚ w2 É Õ2É ÂÕÄÅÔ ÏÓÏÂÙÍ, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 0 < Õ2 < 102k+1 É



13. òÁÚÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ 473102k 6 w2 < 102k+1. �ÁË ËÁË w − 1 < √v É (w − 1)2 6 v − 1, ÔÏÕ < 2√v É Õ2 < 4v = 102k+1; ÄÁÌÅÅ 102k < v < w2 = v + y << v + 2√v < 3v < 102k+1. ó �ÏÍÏÝØÀ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ�ÒÉ k = 7 ÞÉÓÌÏ, Ë×ÁÄÒÁÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ | 30-ÚÎÁÞÎÏÅ ÏÓÏÂÏÅ ÞÉÓÌÏ:z = 25 · 1013 + 158113892 = 500000022109321.íÁÌÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ13.95. ka − kb ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ kn, Ô. Å. k(a − b) = mkn, �ÏÜÔÏÍÕa− b = mn.13.96. Á) 1. 2100 ≡ 1 (mod 101) (101 | �ÒÏÓÔÏÅ). Â) 9. 3102 == 9 · 3100 ≡ 9 (mod 101).13.97. 3003000 = (300500)6 ≡ 1 (mod 7), ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ 3003000 ≡ 1(mod 11) É (mod 13). úÎÁÞÉÔ, 3003000 − 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7, 11, 13, Ô. Å.ÎÁ 1001.13.98. 7. 8(831)29 ≡ 8 · 831 ≡ 83 · 829 ≡ 642 ≡ 62 ≡ 7 (mod 29).13.99. (712)10 ≡ 1 (mod 11) É (710)12 ≡ 1 (mod 13), ÎÏ 11 · 13 == 143.13.100. üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 31.13.101. (Á + b)Ò ≡ a + b (mod Ò), ÎÏ ÁÒ ≡ Á (mod Ò) É bÒ ≡ b(mod Ò), ÏÔËÕÄÁ ÁÒ+ bÒ ≡ Á+ b (mod Ò). ÷ÔÏÒÏÊ Ó�ÏÓÏÂ | Ó �ÏÍÏ-ÝØÀ ÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ.13.102. äÌÑ �ÅÌÏÇÏ È ×ÅÒÎÏ È5 ≡ È (mod 30).13.103. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ pq + qÒ − Ò− q ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ò É ÎÁ q.13.104. ðÏÌÏÖÉÔÅ b = ÁÒ−2.13.105. (�8 + 1)(�8 − 1) = �16 − 1 ≡ 0 (mod 17).13.106. Á) 1 : : : 1 (Ò ÅÄÉÎÉ�) = (10Ò − 1)=9, Á 10Ò − 1 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ Ò, ÔÁË ËÁË 10Ò−1 ≡ 10−1 = 9 (mod Ò). Â) 1 : : : 1 (Ò− 1 ÅÄÉÎÉ�Á) == (10Ò−1−1)=9, Á 10Ò−1−1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ò, ÔÁË ËÁË Ò ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÏÓ 10 É 9.13.107. õËÁÚÁÎÉÅ. 10Ò ≡ 10 (mod Ò), 102Ò ≡ 100 (mod Ò); : : : ;108Ò ≡ 108 (mod Ò).�ÅÏÒÅÍÁ üÊÌÅÒÁ13.108. 4 ÌÏÍÁÎÙÅ. ìÏÍÁÎÙÅ Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ Ú×ÅÎØÑÍÉ �ÏÌÕ-ÞÁÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÓÏÅÄÉÎÑÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ Ó k-Ê �ÏÓÞ£ÔÕ �ÏÓÌÅ ÎÅ£ ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ÎÅ ×ÅÒÎÅÍÓÑ × ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÔÏÞËÕ.ðÅÒÅÂÏÒÏÍ k = 1; : : : ; 19 �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ 20-Ú×ÅÎÎÙÅ ÌÏÍÁÎÙÅ �ÏÌÕ-ÞÁÀÔÓÑ �ÒÉ k = 1 (�ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ 20-ÕÇÏÌØÎÉË), 3, 7 É 9. ðÒÉ ÌÀÂÏÍ



474 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ� ÒÁÚÎÙÈ �Ï ÆÏÒÍÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ �-Ú×ÅÎÎÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÌÏÍÁÎÙÈÂÕÄÅÔ '(n)=2.13.109. ÷ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÅ Ó p� | ÜÔÏ ÔÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ËÒÁÔÎÙÒ. þÉÓÅÌ, ËÒÁÔÎÙÈ Ò É ÍÅÎØÛÅ p� ÂÕÄÅÔ (p�=Ò)−1 = p�−1−1. �ÏÇÄÁ'(p�) = (p� − 1)− (p�−1 − 1) = p� − p�−1.13.110. òÁÓ�ÏÌÏÖÉÍ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 1 ÄÏ Ô ÔÁË: × 1-Ê ÓÔÒÏËÅ ÏÔ 1ÄÏ �, ×Ï 2-Ê | ÏÔ � + 1 ÄÏ 2�, . . . , × Ô-Ê | ÏÔ (Ô − 1)� + 1ÄÏ Ô�. �ÏÇÄÁ × ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ '(n) ÞÉÓÅÌ, ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ Ó �,Á × ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å '(m) ÞÉÓÅÌ, ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ Ó Ô. �ÁË ËÁËÔ É � ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÏ Ó Ô� ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÓÔÏÉÔ ÎÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÓÔÏÌÂ�Á Ó ÎÏÍÅ-ÒÏÍ, ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÍ Ó �, É ÓÔÒÏËÉ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ, ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÍÓ m.13.111. óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ 13.109 É 13.110.13.112. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÏÞÔÉ ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË Õ ÔÅÏÒÅÍÙ æÅÒ-ÍÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ Ô É ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÅ ÓÔ: Á1 = 1; : : : ; Á'(m). ðÕÓÔØ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ Á ÎÁ Ô ÅÓÔØ Á′,ÔÏÇÄÁ ÉÚ ×ÚÁÉÍÎÏÊ �ÒÏÓÔÏÔÙ Á É Ô ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Á′ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏÄÎÉÍ ÉÚ Ái. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ (Á′)'(m) ≡ a'(m) (mod Ô). òÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ '(m) ÞÉÓÅÌ: a′, a2a′, . . . , Á'(m)a′. ÷ÓÅ ÏÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅ-ÎÉÑ ÎÁ Ô Õ ÎÉÈ ÒÁÚÎÙÅ, �ÏÜÔÏÍÕ, �ÅÒÅÍÎÏÖÉ× ÉÈ, �ÏÌÕÞÉÍ a′ ·a2a′ · : : : · a'(m)a′ = 1 · a2 · : : : · a'(m)(Á′)'(m) ≡ 1 · a2 · : : : · a'(m)(mod Ô). �ÁË ËÁË ×ÓÅ Ái ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ Ó Ô, ÔÏ �Ï ÌÅÍÍÅ ÉÍÅÅÍ(Á′)'(m) ≡ 1 (mod Ô).13.113. 341 = 11·31. 2341−2 = 2(2340−1). äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ,ÞÔÏ 2340− 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 11 É ÎÁ 131. îÏ 2340 = (234)10 ≡ 1 (mod 11),2340 = 25·68 = 3268 ≡ 168 (mod 31).13.114. åÓÌÉ Á ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 561, ÔÏ ÜÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÕÓÔØ ÁÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 561. �ÏÇÄÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Á560 − 1 ÄÅ-ÌÉÔÓÑ ÎÁ 11, 3 É ÎÁ 17 (11 · 3 · 17 = 561), (Á56)10 ≡ 1 (mod 11),(Á280)2 ≡ 1 (mod 3), (Á36)16 ≡ 1 (mod 17) (�ÒÉ Á ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÏÍÓ 11, 3 É 17). åÓÌÉ Á ÄÅÌÉÔÓÑ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÁ 17, ÔÏ Á561 − Á ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ 17.13.115. Á) äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅ-ÍÙ æÅÒÍÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÉÓÌÁ 1; : : : ; 131. �ÏÇÄÁ2131 · 1 · : : : · 131 = 2 · 4 · : : : · 262 == 2 · 4 · : : : · 130 · (263− 131) · (263− 129) · : : : · (263− 1) ≡
≡ 2 · 4 · : : : · 130 · (−131) · (−129) · : : : · (−1) = 1 · 2 · : : : · 131 · (−1)66 ≡

≡ 1 · 2 · : : : · 131 (mod 263):



13. òÁÚÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ 475Â) ðÕÓÔØ Ô = 3n+1. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ üÊÌÅÒÁ 2'(m) ≡ 1 (mod Ô), ÎÏ'(3n+1) = 3n+1−3n = 3n ·2 É �ÏÜÔÏÍÕ (23�)2−1 = (23�−1)(23�+1)ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3n+1. á 23� − 1 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3, ÔÁË ËÁË �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ23� ≡ −1 (mod 3), ÚÎÁÞÉÔ, ÎÁ 3n+1 ÄÅÌÉÔÓÑ 23� + 1.13.116. ðÒÏÓÔÏÅ Ò ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ×ÉÄ 4k É 4k + 2. ðÕÓÔØ Ò == 4k + 3. �ÏÇÄÁ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ æÅÒÍÁ zÒ−1 = z4k+2 ≡ 1 (mod p), ÎÏz4k+2 = (z2)2k+1 ≡ −1 (mod p) ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. ðÏÜÔÏÍÕÒ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ×ÉÄ ÔÏÌØËÏ 4k + 1.13.117. ðÒÉ Ò = 2 ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ 22k − (2k) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ò.ðÕÓÔØ Ò > 2, ÔÏÇÄÁ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ æÅÒÍÁ 2Ò−1 ≡ 1 (mod Ò), 2m(Ò−1) ≡ 1(mod Ò). åÓÌÉ ÖÅÔ ≡ −1 (mod Ò), ÔÏ 2m(Ò−1)−Ô(Ò−1) = 2m(Ò−1) ++Ô−ÔÒ ≡ 0 (mod Ò). éÔÁË, �ÒÉ Ò > 2 ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ 2n − �, ÇÄÅ� = (kÒ− 1)(Ò− 1) (k | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ), ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ò.13.118. 1972 ÒÁÚÁ. ìÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ � ×Ù�ÉÓÁÎÏ ÓÔÏÌØËÏ ÒÁÚ, ÓËÏÌØ-ËÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÞÉÓÅÌ, ÍÅÎØÛÉÈ � É ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ Ó � − '(n). îÏ1973 | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ.13.119. ðÕÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÅÓÔØ. �ÏÇÄÁ È Þ£ÔÎÏ, ÉÎÁÞÅ È2 == (2k + 1)2 = 4k(k + 1) + 1 ≡ 1 (mod 4), ÏÔËÕÄÁ Õ3 = È2 + 5 ≡ 2(mod 4), ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ (ÔÁË ËÁË × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Õ Þ£ÔÎÏ, ÏÔËÕÄÁÕ3 ≡ 0 (mod 4)). éÚ Þ£ÔÎÏÓÔÉ È ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Õ3 = È2+5 ≡ 1 (mod 4),�ÏÜÔÏÍÕ Õ ≡ 1 (mod 4). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ È = 2�, Õ = 4Ô + 1, ÔÏÇÄÁ ÉÚÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÍÅÅÍ 4(�2+1) = È2+4 = Õ3− 1 = (Õ− 1)(Õ2+ Õ+1) == 4m(16m2+12m+3), ÏÔËÕÄÁ �2+1 = Ôd, ÇÄÅ d = 16m2+12m+3 ≡
≡ 3 (mod 4). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ �ÒÏÓÔÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊÞÉÓÌÁ d ÄÏÌÖÅÎ ÉÍÅÔØ ×ÉÄ p = 4l + 3. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÔÁË ËÁËd ÎÅÞ£ÔÎÏ, ÔÏ ×ÓÅ ÅÇÏ �ÒÏÓÔÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÅÞ£ÔÎÙ. åÓÌÉ ÂÙ ×ÓÅÏÎÉ ÂÙÌÉ ÒÁ×ÎÙ 1 �Ï ÍÏÄÕÌÀ 4, ÔÏ É d ÂÙÌÏ ÂÙ ÒÁ×ÎÏ 1 �Ï ÍÏÄÕ-ÌÀ 4. éÔÁË, �2 + 1 = Ôd ≡ 0 (mod Ò), �ÏÜÔÏÍÕ �2 ≡ −1 (mod Ò)É �Ò−1 = �4l+2 = (�2)2l+1 ≡ −1 (mod Ò), ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÍÁÌÏÊÔÅÏÒÅÍÅ æÅÒÍÁ.



ëïíâéîá�ïòéëáé üìåíåî�ù �åïòéé÷åòïñ�îïó�åê
14. ëïíâéîá�ïòéëá14.1. ðÒÁ×ÉÌÁ ÓÕÍÍÙ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ14.1. Á) 18, Â) 36, ×) 45. 14.2. Á) 11, Â) 21, ×) 20.14.3. Á) 10, Â) 120, ×) 54.14.4. ðÏ �ÒÁ×ÉÌÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÉÍÅÅÍ 1002 = 10 000 Ó�ÏÓÏÂÏ×.14.5. 20. 14.6. Á) 8, Â) 9. 14.7. 48. 14.8. 25; 20. 14.9. 480; 437.14.10. 1024; 4032.14.11. âÅÌÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ×ÙÂÉÒÁÅÍ 32 Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ É ×ÙÞ£ÒËÉ×ÁÅÍÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØ É ×ÅÒÔÉËÁÌØ. îÁ ÏÓÔÁ×ÛÅÊÓÑ ÞÁÓÔÉÄÏÓËÉ ÅÓÔØ 24 Þ£ÒÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÁ. ÷ÓÅÇÏ 32 · 24 = 768 Ó�ÏÓÏÂÏ× ×Ù-ÂÏÒÁ.14.12. ðÏ �ÒÁ×ÉÌÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ 12 · 9 · 10 = 1080.14.13. 6 · 5 = 30. 14.14. 147.14.15. íÏÖÎÏ ËÕ�ÉÔØ ÌÉÂÏ �Ï ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÕ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÏÍÁÎÁ, ÌÉ-ÂÏ ÔÏÍ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ Ä×Á ÒÏÍÁÎÁ É ÜËÚÅÍ�ÌÑÒ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÒÏÍÁÎÁ. ðÏ�ÒÁ×ÉÌÁÍ ÓÕÍÍÙ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ �ÏÌÕÞÁÅÍ 6 · 3 · 4 + 5 · 4 + 7 · 6 == 134 Ó�ÏÓÏÂÁ.14.16. íÏÖÎÏ ËÕ�ÉÔØ ÅÝ£ ÔÏÍ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÒÏÍÁÎÙ �òÕÄÉÎ� É�ïÔ�Ù É ÄÅÔÉ� É ÏÄÉÎ ÜËÚÅÍ�ÌÑÒ �ä×ÏÒÑÎÓËÏÇÏ ÇÎÅÚÄÁ�. äÏÂÁ×ÌÑ-ÅÔÓÑ 3 · 3 = 9 Ó�ÏÓÏÂÏ×, Á ×ÓÅÇÏ ÉÍÅÅÍ 143 Ó�ÏÓÏÂÁ.14.17. âÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ×ÙÂÏÒÏ×, ÅÓÌÉ ×ÚÑÔÏ ÑÂÌÏËÏ, ÔÁË ËÁË11 · 10 > 12 · 9.14.18. 6 · 8 · 10 = 480; ÅÓÌÉ �ÅÒ×ÙÅ Ä×Á ×ÏÌÞËÁ Õ�ÁÌÉ ÎÁ ÓÔÏÒÏ-ÎÕ �1�, ÔÏ ÔÒÅÔÉÊ ×ÏÌÞÏË ÍÏÖÅÔ Õ�ÁÓÔØ 10 Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ: ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÓÌÕÞÁÉ, ËÏÇÄÁ ÎÁ ÔÁËÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ �ÁÄÁÀÔ ÄÒÕÇÉÅÄ×Á ×ÏÌÞËÁ; ×ÓÅÇÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ 6 + 8 + 10 Ó�ÏÓÏÂÏ×, ÎÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÏÄÉÎÓ�ÏÓÏÂ (ËÏÇÄÁ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÕ �1� �ÁÄÁÀÔ ×ÓÅ ÔÒÉ ×ÏÌÞËÁ) ÓÞÉÔÁÅÔÓÑÔÒÉÖÄÙ; �ÏÜÔÏÍÕ ÏÓÔÁÅÔÓÑ 22 Ó�ÏÓÏÂÁ.



14. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ 47714.19. 10. ðÏ 2 Ó�ÏÓÏÂÁ, ÅÓÌÉ 2, 3, 4 ÂÅÌÙÈ ÇÒÁÎÉ, É �Ï 1 × ÄÒÕÇÉÈÓÌÕÞÁÑÈ.14.20. åÓÌÉ �Ï×ÔÏÒÑÀÝÁÑÓÑ 3 ÒÁÚÁ �ÉÆÒÁ | 0, ÔÏ, ÄÏÂÁ×ÌÑÑÏÄÎÕ ÉÚ 9 ÄÒÕÇÉÈ �ÉÆÒ, �ÏÌÕÞÉÍ 9 ÞÉÓÅÌ. åÓÌÉ �Ï×ÔÏÒÑÅÔÓÑ ÎÅ 0,ÔÏ ÞÉÓÅÌ 9 · 4 · 9. ÷ÓÅÇÏ 333 ÞÉÓÌÁ.
14.2. òÁÚÍÅÝÅÎÉÑ, �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÓÏÞÅÔÁÎÉÑ14.21. �ÁË ËÁË �ÏÒÑÄÏË ËÒÁÓÏË ÎÅ ÉÇÒÁÅÔ ÒÏÌÉ, ÔÏ ó35 = 10 Ó�Ï-ÓÏÂÏ×.14.22. a) úÄÅÓØ �ÏÒÑÄÏË ËÒÁÓÏË ÕÖÅ ×ÁÖÅÎ; �ÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÍá35 == 60 Ó�ÏÓÏÂÏ×. Â) åÓÌÉ ÏÄÎÁ �ÏÌÏÓÁ ËÒÁÓÎÁÑ, ÔÏ ÉÍÅÅÍ 3 · á24 == 36 Ó�ÏÓÏÂÏ×.14.23. á25 = 20 ÓÌÏ×ÁÒÅÊ. 14.24. á210 −á25 = 70.14.25. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁÚÍÅÝÅÎÉÑ Ó �Ï×ÔÏÒÅÎÉÑÍÉ ÉÚ 13 ËÁÒÔ �Ï 4.÷ÓÅÇÏ 134 = 28 561 Ó�ÏÓÏÂ. åÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ËÁÒÔ ÎÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ �ÁÒ,ÔÏ ÉÍÅÅÍ ÒÁÚÍÅÝÅÎÉÑ ÂÅÚ �Ï×ÔÏÒÅÎÉÊ; ÉÈ ÞÉÓÌÏ á413 = 17 160.14.26. �ÁË ËÁË ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÏÄÎÕ Þ£ÒÎÕÀ É ÏÄÎÕ ËÒÁÓ-ÎÕÀ ËÁÒÔÕ, ÔÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ 132 = 169 Ó�ÏÓÏÂÏ× ×ÙÂÏÒÁ.14.27. ÷ ÏÄÎÏÊ ËÏÍÁÎÄÅ ÉÇÒÁÅÔ ÏÄÉÎ ÀÎÏÛÁ, Á × ÄÒÕÇÏÊ |Ä×ÏÅ. àÎÏÛÅÊ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ËÏÍÁÎÄÙ ÔÒÅÍÑ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. ðÏÓÌÅÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ×ÙÂÒÁÔØ × �ÅÒ×ÕÀ ËÏÍÁÎÄÕ ÔÒ£È ÄÅ×ÕÛÅË ÉÚ �ÑÔÉ. üÔÏÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ó35 = 10 Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. ÷ÓÅÇÏ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ�ÏÌÕÞÁÅÍ 3 · 10 = 30 Ó�ÏÓÏÂÏ× ÒÁÚÂÉ×ËÉ ÎÁ ËÏÍÁÎÄÙ.14.28. þÉÓÌÏ Ó�ÏÓÏÂÏ× ÒÁÚÂÉÔØ � ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÅÄÍÅÔÏ× ÎÁk ÇÒÕ�� ÒÁ×ÎÏ k�. ÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÍ 36 = 729 Ó�ÏÓÏÂÏ×.14.29. éÚ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (0; 1; 2; : : : ; 9) ÎÁÂÉÒÁÀÔÓÑ ×Ù-ÂÏÒËÉ Ó �Ï×ÔÏÒÅÎÉÑÍÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ �Ï 7 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.14.30. 10(107 − 1)=7. îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ ÞÉÓÅÌ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ËÏ-ÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÙÂÏÒÏË �Ï ÏÄÎÏÍÕ, Ä×ÕÍ É ÄÁÌÅÅ ÄÏ ÓÅÍÉÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.14.31. 243. 14.32. á710.14.33. 2�. éÓÈÏÄÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, Á×ÙÂÏÒËÉ Ó �Ï×ÔÏÒÅÎÉÑÍÉ | ÉÚ � ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.14.34. 720.14.35. a) òÁÚÏÂØ£Í ×ÓÅ Ó�ÏÓÏÂÙ Õ�ÏÒÑÄÏÞÉÔØ ÏÒÁÔÏÒÏ× ÎÁ �ÁÒÙ,ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ Ó�ÏÓÏÂÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ �ÅÒÅ-ÓÔÁÎÏ×ËÏÊ á É â. ÷ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÅ ÅÓÔØ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ Ó�ÏÓÏÂ, ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÝÉÊ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÍ 5!=2 = 60 Ó�Ï-ÓÏÂÏ×.



478 ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ É ÔÅÏÒÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊÂ) åÓÌÉ á ×ÙÓÔÕ�ÁÅÔ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ �ÅÒÅÄ â, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉ-ÔÁÔØ ÉÈ ÚÁ ÏÄÎÏÇÏ ÏÒÁÔÏÒÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÍ 4! = 24 Ó�ÏÓÏÂÁ.14.36. Á) ÷ÙÂÏÒ ÍÅÓÔ ÄÌÑ ÍÕÖÞÉÎ É ÄÌÑ ÖÅÎÝÉÎ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØÄ×ÕÍÑ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÕÖÞÉÎ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÁÄÉÔØ ÎÁ ×ÙÂÒÁÎ-ÎÙÅ ÍÅÓÔÁ 5! Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. óÔÏÌØËÏ ÖÅ Ó�ÏÓÏÂÏ× ÒÁÓÓÁÄÉÔØ ÖÅÎÝÉÎ.÷ÓÅÇÏ 2(5!)2 = 28 800 Ó�ÏÓÏÂÏ×. Â) ðÏÌÕÞÁÅÍ × 10 ÒÁÚ ÍÅÎØÛÅ Ó�Ï-ÓÏÂÏ×, ÞÅÍ × �ÕÎËÔÅ Á), Ô. Å. 2880 Ó�ÏÓÏÂÏ×.14.37. ïÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ Ó�ÏÓÏÂÏ× ×ÙÎÕÔØ 10 ËÁÒÔ ÒÁ×ÎÏ ó1052 . þÉÓÌÏÓ�ÏÓÏÂÏ×, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ×ÙÂÉÒÁÀÔ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÔÕÚÁ, ÒÁ×ÎÏ ó1048 .ðÏÜÔÏÍÕ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÔÕÚ ÂÕÄÅÔ × ó1052 −ó1048 ÓÌÕÞÁÑÈ. òÏ×ÎÏ ÏÄÉÎÔÕÚ × ó14ó948 ÓÌÕÞÁÑÈ, ÎÅ ÍÅÎÅÅ Ä×ÕÈ ÔÕÚÏ× × ó1052 − ó1048 − 4ó949 ÓÌÕ-ÞÁÑÈ É ÒÏ×ÎÏ Ä×Á ÔÕÚÁ × ó24ó848 ÓÌÕÞÁÑÈ (×ÙÂÉÒÁÅÍ Ä×ÕÈ ÔÕÚÏ× ó24Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ É ÅÝ£ 8 ËÁÒÔ ÉÚ 48 | ó848 Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ).14.38. 3m Ó�ÏÓÏÂÏ×. 14.39. 232.14.40. ÷ÙÂÅÒÅÍ, ËÔÏ ÉÚ ÔÒ£È �ÁÓÓÁÖÉÒÏ×, ËÏÔÏÒÙÍ ÎÅ×ÁÖÎÏËÁË ÓÉÄÅÔØ, ÓÑÄÅÔ ÌÉ�ÏÍ Ë �ÁÒÏ×ÏÚÕ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÒÅÍÑÓ�ÏÓÏÂÁÍÉ. îÁ ËÁÖÄÏÊ ÓËÁÍØÅ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÓÁÖÉ×ÁÔØ �ÁÓÓÁÖÉÒÏ× 5!Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. ÷ÓÅÇÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ 3(5!)2 = 43 200 Ó�ÏÓÏÂÏ×.14.41. á49 = 3024. 14.42. ó1552 = 2598 960.14.43. îÏÍÅÒÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÏÄÎÕ ÂÕË×Õ | 32 · 104, Ä×Å ÂÕ-Ë×Ù | 322 ·104 É ÔÒÉ ÂÕË×Ù | 323 ·104. ÷ÓÅÇÏ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ ÓÕÍÍÙÅÓÔØ 33 820 · 104 ÎÏÍÅÒÏ×.14.44. Á) 2 · 29!; Â) 28 · 29!.14.45. 968. îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ ÞÉÓÅÌ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÁËËÏÒÄÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁ-ÝÉÈ �Ï 3, 4 É ÄÁÌÅÅ ÄÏ 10 Ú×ÕËÏ×. ïÄÉÎ ÁËËÏÒÄ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ kÚ×ÕËÏ×, | ×ÙÂÏÒËÁ k ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÓÏÄÅÒ-ÖÁÝÅÇÏ 10 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×; �ÏÒÑÄÏË ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ×ÙÂÏÒÅ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÅÎ.14.46. 40 · 39 · ó538. ðÒÅÄÓÅÄÁÔÅÌØ É ÓÅËÒÅÔÁÒØ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ×Ù-ÂÏÒËÕ ÂÅÚ �Ï×ÔÏÒÅÎÉÊ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÓÈÏÄÎÏÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ 40 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. 5 ÞÌÅÎÏ× ËÏÍÉÓÓÉÉ ÏÂÒÁ-ÚÕÀÔ ×ÙÂÏÒËÕ ÂÅÚ �Ï×ÔÏÒÅÎÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á ÉÚ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ 38 ÞÌÅÎÏ×.14.47. ó×ÏÊÓÔ×Ï ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ órn ÌÉÂÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ-×ÁÔØ ÔÏ, ÞÔÏ r-ÓÏÞÅÔÁÎÉÑ É (n − r)-ÓÏÞÅÔÁÎÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ×ÚÁÉÍÎÏÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ �ÁÒÙ.14.48. òÁÚÂÉÔØ r-ÓÏÞÅÔÁÎÉÑ ÎÁ Ä×Á ËÌÁÓÓÁ | ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÎÅ-ËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÅÇÏ.14.49. ó�ÒÁ×Á ÓÔÏÉÔ ÞÉÓÌÏ ×ÓÅÈ �-ÒÁÚÍÅÝÅÎÉÊ Ó �Ï×ÔÏÒÅÎÉÑ-ÍÉ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ä×ÕÈ ÔÉ�Ï×. òÁÚÏÂØ£Í ÉÈ ÎÁ ËÌÁÓÓÙ, ÏÔÎÅÓÑ × k-ÊËÌÁÓÓ ÔÅ, × ËÏÔÏÒÙÅ ×ÈÏÄÑÔ k ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÅÒ×ÏÇÏ ÔÉ�Á É �− k ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ× ×ÔÏÒÏÇÏ ÔÉ�Á. þÉÓÌÏ ÒÁÚÍÅÝÅÎÉÊ k-ÇÏ ËÌÁÓÓÁ | ókn.



14. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ 47914.50. ó�ÒÁ×Á ÓÔÏÉÔ ÞÉÓÌÏ ×ÓÅÈ Ô-ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ Ó �Ï×ÔÏÒÅÎÉÑÍÉÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× � + 1 ÔÉ�Á. òÁÚÏÂØ£Í ÉÈ ÎÁ ËÌÁÓÓÙ, ÏÔÎÅÓÑ × k-ÊËÌÁÓÓ ÓÏÞÅÔÁÎÉÑ, × ËÏÔÏÒÙÅ k ÒÁÚ ×ÈÏÄÑÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÅÒ×ÏÇÏ ÔÉ�Á.þÉÓÌÏ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ k-ÇÏ ËÌÁÓÓÁ | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ (Ô − k)-ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ Ó�Ï×ÔÏÒÅÎÉÑÍÉ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �+ 1 ÔÉ�Á.14.51. ó�ÒÁ×Á ÓÔÏÉÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÕÔÅÊ, ×ÅÄÕÝÉÈ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ðÁÓËÁÌÑ Ë ÞÉÓÌÕ, ÓÔÏÑÝÅÍÕ ÎÁ �-Í ÍÅÓÔÅ × 2�-Ê ÓÔÒÏ-ËÅ. ëÁÖÄÙÊ ÔÁËÏÊ �ÕÔØ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÏ ÞÉÓÌÏ �-Ê ÓÔÒÏ-ËÉ. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÕÔÅÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÞÉÓÌÏ, ÓÔÏÑÝÅÅ ÎÁ k-ÏÍÍÅÓÔÅ, ÒÁ×ÎÏ (ókn)2.14.52. õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÚÌÏÖÉÔÅ ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ × ÓÕÍÍÕ �Ï 14.48.14.53. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ô-ÒÁÚÍÅÝÅÎÉÑ Ó �Ï×ÔÏÒÅÎÉÑÍÉ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ× � ÓÏÒÔÏ×. þÉÓÌÏ Ô-ÒÁÚÍÅÝÅÎÉÊ Ó �Ï×ÔÏÒÅÎÉÑÍÉ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁ-ÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÅÒ×ÙÈ k ÓÏÒÔÏ×, Ô. Å. ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×ÏÓÔÁÌØÎÙÈ �− k ÓÏÒÔÏ×, ÒÁ×ÎÏ (�− k)m.14.54. õËÁÚÁÎÉÅ. éÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÉÎÄÕË�ÉÀ.
14.3. ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ É ÓÏÞÅÔÁÎÉÑÓ �Ï×ÔÏÒÅÎÉÑÍÉ. ëÏÍÂÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ14.55. óÎÁÞÁÌÁ �ÏÌÏÖÉÍ × ËÁÖÄÙÊ ËÏÛÅÌ£Ë �Ï ÏÄÎÏÍÕ �ÑÔÁËÕ.úÁÔÅÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÉÍ 7 �ÑÔÁËÏ× �Ï 5 ËÏÛÅÌØËÁÍ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØó411 = 330 Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ.14.56. ó214 = 91. 14.57. ó830. 14.58. ó434.14.59. Á) éÚ 5 ÄÎÅÊ ÎÁÄÏ ×ÙÂÒÁÔØ Ä×Á, ËÏÇÄÁ ÄÁÀÔ ÑÂÌÏËÉ. ÷ÓÅÇÏó25 = 10 Ó�ÏÓÏÂÏ×. Â) áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ óÔÔ+�. ×) P (2; 3; 4) == 1260.14.60. C1210, C810, C810. 14.61. P (2; 2; 2; 1; 1) = 5040.14.62. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ � �ÁÓÓÁÖÉÒÏ× ÍÏÖÅÔ ×ÙÂÒÁÔØ ÌÀÂÕÀ ÉÚm ÏÓÔÁÎÏ×ÏË. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÍ mn Ó�ÏÓÏÂÏ× ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. åÓÌÉÕÞÉÔÙ×ÁÔØ ÌÉÛØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÁÓÓÁÖÉÒÏ×, ×ÙÛÅÄÛÉÈ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚÏÓÔÁÎÏ×ÏË, ÔÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ Cm−1m+n−1 Ó�ÏÓÏÂÏ×.14.63. üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÁ×ÎÏ ò (m;�; Ò) = (m+ n+ p)!=(m!n! p!).14.64. ëÁÍÎÉ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÔØ ò (5; 6; 7) Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. ðÒÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÉÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÈ É �ÒÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑÈ (×ÓÅÇÏ 36 �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÊ) ÂÒÁÓÌÅÔ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍ. ðÏÌÕÞÁÅÍ ò (5; 6; 7)=36 == 18!=(36 · 5! 6! 7!) Ó�ÏÓÏÂÏ×.14.65. 2520.14.66. 165. õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÙÂÏÒËÁ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ �Ï×ÔÏÒÅ-ÎÉÊ ÏÂß£ÍÁ 8 ÎÁÂÉÒÁÅÔÓÑ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È ÇÒÕ�� ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.



480 ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ É ÔÅÏÒÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ14.67. C716 = ó916. ÷ÙÂÏÒËÁ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ �Ï×ÔÏÒÅÎÉÊ ÏÂß-£ÍÁ 7 ÎÁÂÉÒÁÅÔÓÑ ÉÚ 10 ÇÒÕ�� ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.14.68. 52!=(13!)4. üÔÏ ÞÉÓÌÏ ×ÙÂÏÒÏË ÓÏÓÔÁ×Á (13; 13; 13; 13).14.69. ó�Ô+1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÙÂÏÒËÕ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ �Ï×ÔÏ-ÒÅÎÉÊ, ÉÍÅÀÝÕÀ ÓÏÓÔÁ× (Ô+1; �), ÇÄÅÔ+1 | ÞÉÓÌÏ �ÒÏÍÅÖÕÔËÏ×ÍÅÖÄÕ Ô ÂÅÌÙÍÉ ÛÁÒÁÍÉ, Á � | ÞÉÓÌÏ Þ£ÒÎÙÈ ÛÁÒÏ×. þÉÓÌÏ ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÈ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ÏË ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ×ÙÂÏÒÏË ÓÏÓÔÁ×Á(Ô+ 1; �).14.70. 2 · (6!)2. ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ÕÞÅÎÉËÉ Ó ËÁËÉÍ ×ÁÒÉÁÎÔÏÍ ÂÕ-ÄÕÔ ÓÉÄÅÔØ ÓÌÅ×Á ÍÏÖÎÏ Ä×ÕÍÑ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ, Á ÒÁÓÓÁÄÉÔØ 6 ÕÞÅÎÉËÏ×ËÁÖÄÏÇÏ ÒÑÄÁ ÎÁ ÍÅÓÔÁ | 6! Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ.14.71. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ó�2�+kó�2n−k 6 (ó�2n)2.14.72. òÅÂ£ÎÏË ÍÏÖÅÔ �ÏÌÕÞÉÔØ ÌÉÂÏ ÏÄÎÏ, ÌÉÂÏ Ä×Á, ÌÉÂÏÔÒÉ ÉÍÅÎÉ, �ÒÉÞ£Í ×ÓÅ ÉÍÅÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ÷ÓÅÇÏ 300 + 300 · 299 ++ 300 · 299 · 298 = 26 820 600 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÉÍ£Î.14.73. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÏÓÅÄÓÔ×Á ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÈ �Å-ÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÈ É �ÒÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÍ ÏÔÒÁÖÅÎÉÉ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÞÅÔÙÒ£ÈÞÅÌÏ×ÅË ÍÙ ÉÍÅÅÍ 2 · 4 = 8 �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÅ ÓÏÓÅÄÓÔ×Á. �ÁË ËÁË ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÒÁ×ÎÏ 4! = 24,ÔÏ ÉÍÅÅÍ 24 : 8 = 3 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ Ó�ÏÓÏÂÁ ÒÁÓÓÁÄËÉ. åÓÌÉ ÚÁ ÓÔÏÌÏÍÓÉÄÑÔ 7 ÞÅÌÏ×ÅË, ÔÏ ÉÍÅÅÍ 7!=14 = 360 Ó�ÏÓÏÂÏ×, ×ÏÏÂÝÅ, × ÓÌÕ-ÞÁÅ � ÞÅÌÏ×ÅË (� − 1)!=2 Ó�ÏÓÏÂÏ×. þÉÓÌÏ Ó�ÏÓÏÂÏ×, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈÄ×Á ÄÁÎÎÙÈ ÞÅÌÏ×ÅËÁ ÓÉÄÑÔ ÒÑÄÏÍ, ×Ä×ÏÅ ÂÏÌØÛÅ ÞÉÓÌÁ Ó�ÏÓÏÂÏ×�ÏÓÁÄÉÔØ 6 ÞÅÌÏ×ÅË (× ÓÉÌÕ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ �ÏÍÅÎÑÔØ ÜÔÉÈ ÌÀÄÅÊ ÍÅ-ÓÔÁÍÉ). úÎÁÞÉÔ, ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏ 5! = 120. �ÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÞÉÓÌÏ Ó�ÏÓÏÂÏ×,�ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÁÎÎÙÊ ÞÅÌÏ×ÅË ÉÍÅÅÔ ÄÁÎÎÙÈ Ä×ÕÈ ÓÏÓÅÄÅÊ, ÒÁ×ÎÏ4! = 24.14.74. ó58ó210. 14.75. ó432ó24 .14.76. ó1052 −ó1048 . éÓËÏÍÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁ×ÎÏ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÏÂÝÅÇÏ ÞÉÓÌÁÓ�ÏÓÏÂÏ× ×ÙÎÕÔØ 10 ËÁÒÔ ÉÚ 52 É ÞÉÓÌÁ Ó�ÏÓÏÂÏ× ×ÙÎÕÔØ 10 ËÁÒÔÉÚ 48 ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÓÒÅÄÉ 10 ËÁÒÔ ÎÅ ÂÙÌÏ ÔÕÚÁ.14.77. ó45ó215ó310. 14.78. 120. 14.79. 4 · C444. 14.80. á410á46.14.81. ðÏ �ÒÁ×ÉÌÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ 7 · 9 = 63 Ó�ÏÓÏÂÁ. ðÅÒ×ÙÊÍÏÖÅÔ ×ÙÂÒÁÔØ ËÎÉÇÉ ÄÌÑ ÏÂÍÅÎÁ C27 = 21 Ó�ÏÓÏÂÏÍ, Á ×ÔÏÒÏÊó29 = 36 Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. ÷ÓÅÇÏ 21 · 36 = 756 Ó�ÏÓÏÂÏ× ÏÂÍÅÎÁ.14.82. Á) ëÁÖÄÁÑ ËÎÉÇÁ ÍÏÖÅÔ �Ï�ÁÓÔØ Ë ÌÀÂÏÍÕ ÉÚ 8 ÓÙÎÏ×ÅÊ.ðÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÍ 85 = 32 768 Ó�ÏÓÏÂÏ×. Â) á58 = 6720 Ó�ÏÓÏÂÏ×.14.83. ó430 = 27 405; á430 = 657 720.14.84. óÎÁÞÁÌÁ ×ÙÂÉÒÁÅÍ 6 ÁÂÏÎÅÎÔÏ× ó6� Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. òÁÓ�Ï-ÌÁÇÁÅÍ ÜÔÉÈ ÁÂÏÎÅÎÔÏ× × ÌÀÂÏÍ �ÏÒÑÄËÅ É ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍ ÎÁ �ÁÒÙ



14. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ 481(1-Ê, 2-Ê, �ÏÔÏÍ 3-Ê, 4-Ê É, ÎÁËÏÎÅ�, 5-Ê, 6-Ê). üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅ-ÌÁÔØ 6! Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. �ÁË ËÁË ÁÂÏÎÅÎÔÏ× ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÔØ ×ÎÕ-ÔÒÉ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÙ, a ÔÁËÖÅ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÅÎ �ÏÒÑÄÏË �ÁÒ, ÔÏ ÏÂÝÅÅÞÉÓÌÏ Ó�ÏÓÏÂÏ× ÎÁÄÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÎÁ 23 · 3! = 48. ÷ÓÅÇÏ �ÏÌÕÞÁÅÍn!=(48(n− 6)!) Ó�ÏÓÏÂÏ×.14.85. �ÁË ËÁË ËÁÖÄÙÊ ÓÔÕÄÅÎÔ ÍÏÖÅÔ �ÏÌÕÞÉÔØ ÔÒÉ ×ÉÄÁ Ï�Å-ÎÏË, ÔÏ ÉÍÅÅÍ 34 = 81 Ó�ÏÓÏÂ ÓÄÁÞÉ ÜËÚÁÍÅÎÏ×.14.86. �ÁË ËÁË ÏÖÅÒÅÌØÑ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍÉ �ÒÉ �ÉËÌÉÞÅ-ÓËÉÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÈ ÂÕÓÉÎÏË É �ÅÒÅ×ÏÒÁÞÉ×ÁÎÉÉ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ-×ÉÔØ 7!=14 = 360 ×ÉÄÏ× ÏÖÅÒÅÌÉÊ.14.87. ÷ÉÄÙ ÏÖÅÒÅÌÉÊ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÞÉÓÌÏÍ ÍÁ-ÌÅÎØËÉÈ ÂÕÓÉÎÏË, ÚÁËÌÀÞ£ÎÎÙÈ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÂÏÌØÛÉÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕÉÍÅÅÍ ÔÒÉ ×ÉÄÁ ÏÖÅÒÅÌÉÊ.14.88. á710 = 604 800; ó310 = 120. åÓÌÉ Ä×Å ÄÅ×ÕÛËÉ ÚÁ×ÅÄÏÍÏÂÕÄÕÔ �ÒÉÇÌÁÛÅÎÙ ÎÁ ÔÁÎÅ�, ÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ á27 ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ×ÙÂÏÒÁ ÉÈ�ÁÒÔÎ£ÒÏ×; ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ 5 ÀÎÏÛÅÊ ×ÙÂÉÒÁÀÔ �ÁÒÔÎ£ÒÛÕ ÉÚ ÞÉÓÌÁ8 ÄÅ×ÕÛÅË á58 Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ, Á ×ÓÅÇÏ ÉÍÅÅÍ á27á58 = 282 240 Ó�ÏÓÏÂÏ×.îÁËÏÎÅ�, ÅÓÌÉ ÄÁÎÎÙÅ Ä×Å ÄÅ×ÕÛËÉ �ÒÉÇÌÁÛÅÎÙ ÎÁ ÔÁÎÅ�, ÔÏ ÅÝ£�ÑÔØ ÄÅ×ÕÛÅË ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ó58 Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ.14.89. ïÆÉ�ÅÒÁ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ó13 Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ, ÓÅÒÖÁÎÔÏ×ó26 Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ É ÒÑÄÏ×ÙÈ ó2060 Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. ÷ÓÅÇÏ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ �ÏÌÕÞÁÅÍ ó13ó26ó2060 Ó�ÏÓÏÂÏ× ×ÙÂÏÒÁ. åÓÌÉ × ÏÔÒÑÄ ÄÏÌ-ÖÅÎ ×ÏÊÔÉ ËÏÍÁÎÄÉÒ ÒÏÔÙ É ÓÔÁÒÛÉÊ ÉÚ ÓÅÒÖÁÎÔÏ×, ÔÏ �ÏÌÕÞÁÅÍó15ó2060 Ó�ÏÓÏÂÏ× ×ÙÂÏÒÁ.14.90. þÅÔÙÒ£È ÄÅ×ÕÛÅË ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ó412 Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. úÁ-ÔÅÍ ×ÙÂÉÒÁÅÍ á415 Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÀÎÏÛÅÊ (ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ �ÏÒÑÄÏË). ÷ÓÅÇÏó412á415 = 17 417 400 Ó�ÏÓÏÂÏ×.14.91. ìÀÂÁÑ ËÕÒÉ�Á ÌÉÂÏ ×ÈÏÄÉÔ, ÌÉÂÏ ÎÅÔ × ÞÉÓÌÏ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ.ðÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÍ 23 Ó�ÏÓÏÂÏ× ×ÙÂÏÒÁ ËÕÒ. �ÁË ËÁË �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ ÈÏÔÑÂÙ ÏÄÎÁ ËÕÒÉ�Á ÂÕÄÅÔ ×ÙÂÒÁÎÁ, �ÏÌÕÞÁÅÍ 7 Ó�ÏÓÏÂÏ× ×ÙÂÏÒÁ ËÕÒ.�ÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÅÓÔØ 24 − 1 = 15 Ó�ÏÓÏÂÏ× ×ÙÂÏÒÁ ÕÔÏË É 22 − 1 == 3 Ó�ÏÓÏÂÁ ×ÙÂÏÒÁ ÇÕÓÅÊ. ÷ÓÅÇÏ 7 · 15 · 3 = 315 Ó�ÏÓÏÂÏ×.14.92. íÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ Ä×ÕÈ, ÔÒ£È ÉÌÉ ÞÅÔÙÒ£È ÖÅÎÝÉÎ. ä×ÕÈÖÅÎÝÉÎ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ó24 Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ×ÙÂÒÁÔØ4 ÍÕÖÞÉÎ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ó47 Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. ðÏ �ÒÁ×ÉÌÕ �ÒÏÉÚ×Å-ÄÅÎÉÑ �ÏÌÕÞÁÅÍ ó24ó47 Ó�ÏÓÏÂÏ×. åÓÌÉ ×ÙÂÉÒÁÀÔ ÔÒ£È ÖÅÎÝÉÎ, ÔÏ�ÏÌÕÞÁÀÔ ó34ó37 Ó�ÏÓÏÂÏ×, Á ÅÓÌÉ ÞÅÔÙÒ£È | ÔÏ ó47ó37 Ó�ÏÓÏÂÏ×.÷ÓÅÇÏ ó24ó47 + ó34ó37 + ó44ó37 = 371 Ó�ÏÓÏÂ.14.93. þÉÓÌÏ ÄÏÌÖÎÏ ÏËÁÎÞÉ×ÁÔØÓÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ËÏÍ-ÂÉÎÁ�ÉÊ: 12, 24, 32, 44, 52; �ÅÒ×ÙÅ ÖÅ Ä×Å �ÉÆÒÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ. ÷ÓÅÇÏ 52 · 5 = 125 ÞÉÓÅÌ.



482 ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ É ÔÅÏÒÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ14.94. �ÁË ËÁË ÞÉÓÌÁ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÎÁÞÉÎÁÔØÓÑ Ó ÎÕÌÑ, ÔÏ ÉÍÅÅÍ74 − 73 = 2058 ÞÉÓÅÌ.14.95. Á) 1225. õÞÅÓÔØ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÁÑ �ÉÆÒÁ ÞÉÓÌÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. Â) 750.14.96. ëÎÉÇÉ × Þ£ÒÎÙÈ �ÅÒÅ�Ì£ÔÁÈ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ Ô! Ó�Ï-ÓÏÂÁÍÉ, Á × ËÒÁÓÎÙÈ | �! Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. ÷ÓÅÇÏ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-ÎÉÑ Ô!�! Ó�ÏÓÏÂÏ×. åÓÌÉ ËÎÉÇÉ × Þ£ÒÎÙÈ �ÅÒÅ�Ì£ÔÁÈ ÓÔÏÑÔ ÒÑÄÏÍ,ÔÏ ÎÁÄÏ ÅÝ£ ×ÙÂÒÁÔØ ÄÌÑ ÎÉÈ ÍÅÓÔÏ ÍÅÖÄÕ ËÎÉÇÁÍÉ × ËÒÁÓÎÙÈ�ÅÒÅ�Ì£ÔÁÈ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ � + 1 Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. ÷ÓÅÇÏ �ÏÌÕÞÁÅÍÔ!�!(�+ 1) = m!(n+ 1)! Ó�ÏÓÏÂÏ×.14.97. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ 15 ÞÅÌÏ×ÅË ÍÏÖÅÔ ÉÌÉ ×ÏÊÔÉ ÉÌÉ ÎÅ ×ÏÊÔÉ× ÇÒÕ��Õ. �ÁË ËÁË ÇÒÕ��Á ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÕÓÔÏÊ, ÔÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ215 − 1 Ó�ÏÓÏÂÏ×. äÌÑ � ÞÅÌÏ×ÅË ÉÍÅÅÍ 2n − 1 Ó�ÏÓÏÂÏ×.14.98. þÉÓÌÏ pk ÍÏÖÅÔ ×ÏÊÔÉ × ÄÁÎÎÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ Ó �ÏËÁÚÁÔÅÌÑ-ÍÉ 0; 1; : : : ; �k | ×ÓÅÇÏ �k + 1 Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. ðÏ �ÒÁ×ÉÌÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-ÎÉÑ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÒÁ×ÎÏ (�1+1) : : : (��+1). þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕÄÅÌÉÔÅÌÅÊ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ(1 + p1 + : : :+ p�11 ) : : : (1 + pn + : : :+ p�nn ):åÓÌÉ ÒÁÓËÒÙÔØ × ÎÅÍ ÓËÏÂËÉ, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÍ ÓÕÍÍÕ, × ËÏÔÏÒÕÀ ËÁ-ÖÄÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ×ÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÓÕÍÍÙ ÇÅÏÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ(p�1−11 − 1) : : : (p�n−1n − 1)(p1 − 1) : : : (pn − 1) :14.99. éÓËÏÍÏÅ ÞÉÓÌÏ k ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2 É 9, �ÏÜÔÏÍÕ �ÕÓÔØ Ô1 |ËÒÁÔÎÏÓÔØ 2, Ô2 | ËÒÁÔÎÏÓÔØ 3, Ô3 | ËÒÁÔÎÏÓÔØ p3, . . . , Ô� |ËÒÁÔÎÏÓÔØ pn. �ÏÇÄÁ �Ï 14.98 14 = (Ô1+1)(Ô2+1) : : : (Ô�+1), ÇÄÅÔ1 + 1 > 2, Ô2 + 1 > 3, ÏÔËÕÄÁ Ô1 = 1, Ô2 = 6, Ô. Å. k = 2 · 36.ðÒÉ ÚÁÍÅÎÅ 14 ÎÁ 15 �ÏÌÕÞÉÍ k = 22 · 34 ÉÌÉ k = 24 · 32. ñÓÎÏ,ÞÔÏ k ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ 17 ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ (ËÁË É ÌÀÂÏÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁÄÅÌÉÔÅÌÅÊ).14.100. äÏÂÁ×ÉÍ Ë 32 ÂÕË×ÁÍ 5 ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ��ÅÒÅÇÏÒÏÄÏË� ÉÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈÎÉ ÏÄÎÁ �ÅÒÅÇÏÒÏÄËÁ ÎÅ ÓÔÏÉÔ × ÎÁÞÁÌÅ ÉÌÉ ËÏÎ�Å É ÎÉËÁËÉÅ Ä×Å�ÅÒÅÇÏÒÏÄËÉ ÎÅ ÓÔÏÑÔ ÒÑÄÏÍ. âÕË×Ù �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ 32! Ó�ÏÓÏ-ÂÁÍÉ, Á ÄÌÑ �ÅÒÅÇÏÒÏÄÏË ÉÍÅÅÍ 31 ÍÅÓÔÏ É ÉÈ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔØó531 Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. õÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ �ÏÒÑÄÏË ÓÌÏ× ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÅÎ, �ÏÌÕ-ÞÁÅÍ 32!ó531=6! Ó�ÏÓÏÂÏ× ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÓÌÏ×Á.14.101. éÚ ó1217 Ó�ÏÓÏÂÏ× ×ÙÂÒÁÔØ 12 ÞÅÌÏ×ÅË × ó1015 ÓÌÕÞÁ-ÑÈ × ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ×ÈÏÄÑÔ ÄÁÎÎÙÅ Ä×Á ÞÅÌÏ×ÅËÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÓÔÁ£ÔÓÑó1217 − ó1015 ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ×ÙÂÏÒÏ×.



14. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ 48314.102. äÏÂÁ×ÉÍ Ë 20 ËÎÉÇÁÍ ÞÅÔÙÒÅ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÒÁÚÄÅÌÑÀ-ÝÉÈ �ÒÅÄÍÅÔÁ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÏÂß-ÅËÔÏ×. éÈ ÞÉÓÌÏ ÒÁ×ÎÏ 24!=4! ëÁÖÄÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔÓ×ÏÊ Ó�ÏÓÏÂ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ ËÎÉÇ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏÓ�ÏÓÏÂÏ× ÎÁÄÅÔØ ËÏÌØ�Á ÒÁ×ÎÏ 8!=3! = 6720.14.103. þÁÛËÉ ÒÁÓÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ A34 Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ, ÂÌÀÄ�Á A35 ÉÞÁÊÎÙÅ ÌÏÖËÉ A36 Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. ÷ÓÅÇÏ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑA34 ·A35 ·A36 = 172 800 Ó�ÏÓÏÂÏ×.14.104. åÓÌÉ ÍÕÖ �ÒÉÇÌÁÓÉÔ × ÇÏÓÔÉ k ÖÅÎÝÉÎ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ �ÒÉ-ÇÌÁÛ£ÎÎÙÈ ÉÍ ÍÕÖÞÉÎ ÒÁ×ÎÏ 6−k. �ÏÇÄÁ ÖÅÎÁ �ÒÉÇÌÁÓÉÔ 6−k ÖÅÎ-ÝÉÎ É k ÍÕÖÞÉÎ. ðÏ �ÒÁ×ÉÌÁÍ ÓÕÍÍÙ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÔÁËÏÊ ×ÙÂÏÒÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÞÉÓÌÏÍ (ó05 )2(ó67)2+(ó15 )2(ó57)2+ : : :+(ó55 )2(ó67)2 == 267 148 Ó�ÏÓÏÂÏ×.14.105. îÁ ÌÅ×ÏÍ ÂÏÒÔÕ ÍÏÇÕÔ ÓÉÄÅÔØ 0, 1, 2, 3 ÉÌÉ 4 ÞÅÌÏ×ÅËÁÉÚ ÞÉÓÌÁ ÔÅÈ, ËÏÍÕ ÂÅÚÒÁÚÌÉÞÅÎ ×ÙÂÏÒ ÂÏÒÔÁ. åÓÌÉ ÉÚ ÉÈ ÞÉÓÌÁ ×Ù-ÂÒÁÎÏ k ÞÅÌÏ×ÅË, ÔÏ ÎÁÄÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÅÝ£ 4 − k ÞÅÌÏ×ÅË ÉÚ ÞÉÓÌÁ 10,�ÒÅÄ�ÏÞÉÔÁÀÝÉÈ ÌÅ×ÙÊ ÂÏÒÔ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÏÓÔÁÅÔÓÑ 12+(9−k) ËÁÎ-ÄÉÄÁÔÏ×, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÂÉÒÁÅÍ 4 ÇÒÅÂ�Ï× ÎÁ �ÒÁ×ÙÊ ÂÏÒÔ. ÷ÓÅÇÏÉÍÅÅÍ ók9ó4−k10 ó421−k Ó�ÏÓÏÂÏ× ×ÙÂÏÒÁ. óÕÍÍÉÒÕÑ �Ï k, �ÏÌÕÞÁÅÍÏÔ×ÅÔ.14.106. þÉÓÌÏ 9 ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ 3 ÒÁÚÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÔÒÅÍÑÓ�ÏÓÏÂÁÍÉ: 9 = 1 + 2 + 6 = 1 + 3 + 5 = 2 + 3 + 4. óÕÍÍÁ, ÍÅÎØÛÁÑ,ÞÅÍ 9, ÂÕÄÅÔ × 4 ÓÌÕÞÁÑÈ: 1 + 2 + 3 = 6, 1 + 2 + 4 = 7, 1 + 2 + 5 == 1+3+4 = 8. �ÁË ËÁË ÔÒÉ ÖÅÔÏÎÁ ÍÏÖÎÏ ×ÙÎÕÔØ ó310 Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ,ÔÏ × ó310 − 4 = 116 ÓÌÕÞÁÑÈ ÓÕÍÍÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 9.14.107. óÎÁÞÁÌÁ ×ÙÂÅÒÅÍ �Ï ÏÄÎÏÊ ËÁÒÔÅ ËÁÖÄÏÊ ÍÁÓÔÉ. üÔÏÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ 134 Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ×ÙÂÅÒÅÍ ÅÝ£ Ä×Å ËÁÒÔÙ.åÓÌÉ ÏÎÉ ÒÁÚÎÙÈ ÍÁÓÔÅÊ, ÔÏ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ 122ó24 = 864 Ó�ÏÓÏ-ÂÁÍÉ. ëÏÍÂÉÎÉÒÕÑ ÜÔÉ Ó�ÏÓÏÂÙ Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ×ÙÂÒÁÔØ�ÅÒ×ÙÅ 4 ËÁÒÔÙ É ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ �ÏÒÑÄ-ËÁ ×ÙÂÏÒÁ Ä×ÕÈ ËÁÒÔ ÏÄÎÏÊ ÍÁÓÔÉ, �ÏÌÕÞÁÅÍ 216 · 134 Ó�ÏÓÏÂÏ×.åÓÌÉ ÎÏ×ÙÅ Ä×Å ËÁÒÔÙ ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÍÁÓÔØ, ÔÏ �ÏÌÕÞÁ-ÅÍ 4 · ó212 = 264 Ó�ÏÓÏÂÏ× ×ÙÂÏÒÁ. ðÏ ÔÅÍ ÖÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ ÏÎÉ�ÒÉ×ÏÄÑÔ Ë 88 · 134 Ó�ÏÓÏÂÁÍ ×ÙÂÏÒÁ ×ÓÅÈ ËÁÒÔ. ÷ÓÅÇÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ304 · 134 Ó�ÏÓÏÂÏ×.14.108. ÷ �ÅÒ×ÙÊ ÄÅÎØ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ×ÙÂÉÒÁÅÍ ó610 = 210 Ó�ÏÓÏ-ÂÁÍÉ, ×Ï ×ÔÏÒÏÊ | ó610−1 = 209 É × ÔÒÅÔÉÊ | ó610−2 = 208 Ó�Ï-ÓÏÂÁÍÉ. ÷ÓÅÇÏ 210 · 209 · 208 = 9 129 120 Ó�ÏÓÏÂÏ×.14.109. �ÁË ËÁË ó36 = 20, ÔÏ ËÁÖÄÙÊ Ó�ÏÓÏÂ ×ÙÂÏÒÁ ËÏÍ�Á-ÎÉÑ ÂÕÄÅÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ. þÉÓÌÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÜÔÉÈÓ�ÏÓÏÂÏ× ÒÁ×ÎÏ 20!.



484 ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ É ÔÅÏÒÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ14.110. ëÁÖÄÙÊ ÀÎÏÛÁ ÍÏÖÅÔ ×ÙÂÉÒÁÔØ ÉÚ 5 ÍÅÓÔ ÒÁÂÏÔÙ, ÁËÁÖÄÁÑ ÄÅ×ÕÛËÁ | ÉÚ 4 ÍÅÓÔ. ÷ÓÅÇÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ 53 · 42 = 2000 Ó�Ï-ÓÏÂÏ× ×ÙÂÏÒÁ.14.111. îÁ �ÅÒ×ÏÍ ÍÅÓÔÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÌÀÂÕÀ ÉÚ 33 ÂÕË×, ÁÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ | ÌÀÂÕÀ ÉÚ 32 ÂÕË× (ÉÓËÌÀÞÁÅÔÓÑ �ÒÅÄ-ÛÅÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÂÕË×Á). ÷ÓÅÇÏ ÉÍÅÅÍ 33 · 324 = 34 603 008 ÓÌÏ×.14.112. óÎÁÞÁÌÁ ×ÙÂÅÒÅÍ �ÒÉÚ£ÒÏ×, Á �ÏÔÏÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÅÖ-ÄÕ ÎÉÍÉ ËÎÉÇÉ. ðÏ �ÒÁ×ÉÌÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ �ÏÌÕÞÁÅÍ ó620ò (3; 2; 1)Ó�ÏÓÏÂÏ×. ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÎÁÞÁÌÁ ×ÙÂÅÒÅÍ, ËÔÏ �ÏÌÕÞÉÌ �ÅÒ×ÕÀËÎÉÇÕ, �ÏÔÏÍ, ËÔÏ �ÏÌÕÞÉÌ ×ÔÏÒÕÀ, É, ÎÁËÏÎÅ�, ËÏÍÕ ÄÏÓÔÁÌÁÓØÔÒÅÔØÑ ËÎÉÇÁ. ÷ÓÅÇÏ ó320ó220ó120 Ó�ÏÓÏÂÏ× ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.14.113. ðÏÓÔÁ×ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ËÁÖÄÏÊ ËÏÓÔÉ (p; q) ËÏÓÔØ(� − Ò; � − q). åÓÌÉ p + q = n − r, ÔÏ (� − Ò) + (� − q) = n + r.úÎÁÞÉÔ, ÞÉÓÌÏ ËÏÓÔÅÊ Ó ÓÕÍÍÏÊ ÏÞËÏ× � − r ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ËÏ-ÓÔÅÊ Ó ÓÕÍÍÏÊ ÏÞËÏ× � + r. ïÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ×ÓÅÈ ËÏÓÔÅÊ ÄÏÍÉÎÏÒÁ×ÎÏ ó2�+1.14.114. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ ÍÅÓÔÁ, ÚÁÎÑÔÙÅ ÖÅÎÝÉÎÁÍÉ É ÍÕÖ-ÞÉÎÁÍÉ, ÞÅÒÅÄÕÀÔÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÍ 2(7!)2 Ó�ÏÓÏÂÏ×.14.115. ÷ÙÂÅÒÅÍ �Ï ÏÄÎÏÊ ÌÏÛÁÄÉ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÙ áá′, ÷÷′,óó ′ (8 Ó�ÏÓÏÂÏ× ×ÙÂÏÒÁ), ÔÒ£È ÌÏÛÁÄÅÊ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ 10 (ó310 == 120 Ó�ÏÓÏÂÏ×) É ×ÙÂÅÒÅÍ �ÏÒÑÄÏË ÚÁ�ÒÑÇÁÎÉÑ ÌÏÛÁÄÅÊ (6! Ó�ÏÓÏ-ÂÏ×) ÷ÓÅÇÏ 8 · 6!ó310 = 691 200 Ó�ÏÓÏÂÏ×.14.116. óÏÇÌÁÓÎÙÅ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ó49 Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ, Á ÇÌÁÓÎÙÅ |ó37 Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. ÷ÙÂÒÁÎÎÙÅ 7 ÂÕË× ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÔØ 7! Ó�ÏÓÏÂÁ-ÍÉ. ÷ÓÅÇÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ ó49ó37 ·7! Ó�ÏÓÏÂÏ×. åÓÌÉ ÎÉËÁËÉÅ Ä×Å ÓÏÇÌÁÓÎÙÅÎÅ ÓÔÏÑÔ ÒÑÄÏÍ, ÔÏ �ÏÒÑÄÏË ÂÕË× ÔÁËÏÊ: óçóçóçó. úÄÅÓØ ÍÙ ÉÍÅ-ÅÍ ÌÉÛØ 3! 4! �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË É ó49ó373! 4! ÓÌÏ×.14.117. Á) íÕÖÞÉÎ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ �ÁÒÙ 10!=(5!(2!)5) Ó�ÏÓÏ-ÂÁÍÉ (ÕÞÉÔÙ×ÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ×ÎÕÔÒÉ �ÁÒ É �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓÁÍÉÈ�ÁÒ). öÅÎÝÉÎÙ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÓÑ 10!=(2!)5 Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ (ÚÄÅÓØ ÉÇÒÁÅÔÒÏÌØ �ÏÒÑÄÏË �ÁÒ). ÷ÓÅÇÏ (10!)2=2105! Ó�ÏÓÏÂÏ×.Â) óÎÁÞÁÌÁ ×ÙÂÅÒÅÍ ÏÄÎÏÇÏ ÍÕÖÞÉÎÕ É ÏÄÎÕ ÖÅÎÝÉÎÕ, ËÏÔÏÒÙÅÏËÁÖÕÔÓÑ × ÔÏÊ ÖÅ ÌÏÄËÅ, ÞÔÏ É ×ÙÂÒÁÎÎÁÑ ÒÁÎÅÅ �ÁÒÁ (92 Ó�ÏÓÏ-ÂÏ×). úÁÔÅÍ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÎÁ 4 ÇÒÕ��Ù (8!)2=(4! · 28) Ó�Ï-ÓÏÂÁÍÉ. ÷ÓÅÇÏ (9!)2=(4! · 28) Ó�ÏÓÏÂÏ×.×) åÓÌÉ ÄÁÎÎÙÅ Ä×ÏÅ ÍÕÖÞÉÎ �Ï�ÁÄÁÀÔ × ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÇÒÕ��Õ(É × ÎÅÊ ÖÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÉÈ ÖÅÎÙ), ÔÏ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÍÏÇÕÔ ÒÁÚÂÉÔØÓÑ ÎÁÇÒÕ��Ù (8!)2=(4! · 28) Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. åÓÌÉ ÖÅ ÏÎÉ �Ï�ÁÄÁÀÔ × ÒÁÚÎÙÅÇÒÕ��Ù, ÔÏ ÜÔÉ ÇÒÕ��Ù ÍÏÖÎÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔØ (A28)2 Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ, �ÏÓÌÅÞÅÇÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÎÁ ÇÒÕ��Ù (6!)2=(3! · 26) Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. ÷ÓÅÇÏ17(8!)2=284! Ó�ÏÓÏÂÏ×.



14. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ 48514.118. åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ, ÉÚÏÂÒÁÖ£ÎÎÏÅ �ÅÒ×ÙÍÉ ÔÒÅÍÑ �ÉÆÒÁÍÉ,ÒÁ×ÎÏ È, ÔÏ ÞÉÓÌÏ, ÉÚÏÂÒÁÖ£ÎÎÏÅ �ÏÓÌÅÄÎÉÍÉ ÔÒÅÍÑ �ÉÆÒÁÍÉ, ÍÏ-ÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 0; 1; : : : ; 999 − È | ×ÓÅÇÏ 1000 − È ÚÎÁ-ÞÅÎÉÊ. �ÁË ËÁË È ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÔ 100 ÄÏ 999, ÔÏ ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉÓÕÍÍÕ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ 900. ïÎÁ ÒÁ×ÎÁ 901 · 900=2 == 405 450.14.119. âÅÌÙÅ ÛÁÛËÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ ó1232 Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. ðÏÓÌÅ×ÙÂÏÒÁ 12 �ÏÌÅÊ ÄÌÑ ÂÅÌÙÈ ÛÁÛÅË ÏÓÔÁÅÔÓÑ 20 �ÏÌÅÊ ÄÌÑ Þ£ÒÎÙÈ,ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÉÈ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ ó1220 Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. ÷ÓÅÇÏ ó1232ó1220 Ó�Ï-ÓÏÂÏ×.14.120. òÅÛÅÎÉÅ 1. òÁÚÂÉ×ÁÅÍ ×ÓÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÂÕË× ÓÌÏ×Á�à�ÉÔÅÒ� ÎÁ ËÌÁÓÓÙ ÔÁË, ÞÔÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ËÌÁÓ-ÓÁ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÔÏÌØËÏ �ÏÒÑÄËÏÍ ÇÌÁÓÎÙÈ. þÉÓÌÏËÌÁÓÓÏ× ÒÁ×ÎÏ ò6=ò3 = 120. ìÉÛØ ÏÄÎÁ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏËÌÁÓÓÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÈ ÞÉÓÌÏÒÁ×ÎÏ 120.òÅÛÅÎÉÅ 2. òÁÚÏÂØ£Í ÛÅÓÔØ ÍÅÓÔ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÁ×ÑÔÓÑ ÂÕ-Ë×Ù, ÎÁ Ä×Å ÇÒÕ��Ù �Ï 3 ÍÅÓÔÁ: ÄÌÑ ÇÌÁÓÎÙÈ É ÄÌÑ ÓÏÇÌÁÓÎÙÈ. (üÔÏÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ C36 = 20 Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ.) çÌÁÓÎÙÅ ÎÁ ÉÈ ÍÅÓÔÁ ÒÁÓÓÔÁ-×ÌÑÀÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Á ÓÏÇÌÁÓÎÙÅ | 3! = 6 Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ.÷ÓÅÇÏ 120 Ó�ÏÓÏÂÏ×.14.121. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÇÌÁÓÎÙÈ ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ 2! Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ,ÓÏÇÌÁÓÎÙÈ | 4! Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. îÁËÏÎÅ�, �ÅÒÅÄ �ÅÒ×ÏÊ ÇÌÁÓÎÏÊ ÍÏÖÎÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ 0, 1 ÉÌÉ 2 ÓÏÇÌÁÓÎÙÅ. ÷ÓÅÇÏ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÉÍÅÅÍ 2! · 4! · 3 = 144 Ó�ÏÓÏÂÁ.
A

B Cë 14.124

14.122. ÷ÙÂÅÒÅÍ 3 ÂÕË×Ù ÉÚ 5 ÓÏÇÌÁÓÎÙÈ É�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÉÈ ÎÁ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÍÅÓÔÁ (á35 Ó�ÏÓÏÂÏ×).ïÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ 5 ÂÕË× �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÓ-ÓÔÁ×ÉÍ ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ 5 ÍÅÓÔ (5! Ó�ÏÓÏÂÏ×). ÷ÓÅÇÏ5! ·á35 = 7200 Ó�ÏÓÏÂÏ×.14.123. ðÏ �ÒÁ×ÉÌÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ó25ó13 == 30 Ó�ÏÓÏÂÏ×; ó14ó13 = 12 Ó�ÏÓÏÂÏ×.14.124. Â) äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÒÁÓ-ÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ×ÓÅÈ ÓÅÍÉ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ. (�Á-ËÏÊ ÒÉÓÕÎÏË ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÒÕÇÁÍÉ üÊÌÅÒÁ ÉÌÉÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ üÊÌÅÒÁ.) îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÚÁÛÔÒÉÈÏ×ÁÎ-ÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ×ÈÏÄÉÔ × ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ Ä×ÁÖÄÙ Ó �ÌÀÓÏÍ (n(A) É n(B))É ÏÄÉÎ ÒÁÚ Ó ÍÉÎÕÓÏÍ (−n(A ∩ B)), Ô. Å. ÜÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑÏÄÉÎ ÒÁÚ.14.125. 6 = 20 + 11− (35− 10). 14.126. 0%.14.127. 40 = 100− 15− 20− 25.



486 ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ É ÔÅÏÒÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ14.128. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÊ É ÉÓËÌÀÞÅÎÉÊ ÞÉÓÌÏ ÒÁÂÏÔÁÀ-ÝÉÈ ÒÁ×ÎÏ 6 + 6 + 7 − 4− 3− 2 + 1 = 11. �ÏÌØËÏ ÁÎÇÌÉÊÓËÉÊ ÑÚÙËÚÎÁÀÔ 6−4−2+1 = 1, ÔÏÌØËÏ ÆÒÁÎ�ÕÚÓËÉÊ ÚÎÁÀÔ 7−3−2+1 = 3.14.129. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÊ É ÉÓËÌÀÞÅÎÉÊ �ÉÒÏÖËÉ ×ÚÑÌÉ92− 47− 38− 42 + 28 + 31 + 26− 25 = 25 ÞÅÌÏ×ÅË.14.130. 65, 25, 94. ÷×ÏÄÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÞÉÓÌÏ ÁÂÉÔÕ-ÒÉÅÎÔÏ×, �ÏÌÕÞÉ×ÛÉÈ �ÏÔÌÉÞÎÏ� �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÉÌÉ Ä×ÕÍ ÉÚ ÔÒ£È �ÒÅÄ-ÍÅÔÏ×, �ÏÌÕÞÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÉÚ ÛÅÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÛÅÓÔØÀ ÎÅÉÚ×ÅÓÔ-ÎÙÍÉ.14.131. åÓÌÉ Á É b ÓÔÏÑÔ ÒÑÄÏÍ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÂßÅÄÉÎÉÔØ ÉÈ ×ÏÄÉÎ ÚÎÁË. õÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ Á É b ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ, �Ï-ÌÕÞÁÅÍ 2(� − 1)! �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË, × ËÏÔÏÒÙÈ Á É b ÓÔÏÑÔ ÒÑÄÏÍ. ðÏ-ÜÔÏÍÕ ÏÎÉ ÎÅ ÓÔÏÑÔ ÒÑÄÏÍ × �! − 2(� − 1)! �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÈ. �ÏÞÎÏÔÁË ÖÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ a, b É Ó ÎÅ ÓÔÏÑÔ ÒÑÄÏÍ × �! − 6(� − 2)! �Å-ÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÈ. îÉËÁËÉÅ Ä×Á ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Á, b, Ó ÎÅ ÓÔÏÑÔ ÒÑÄÏÍ ×�!− 6(�− 1)! + 6(�− 2)! �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÈ (�Ï ÆÏÒÍÕÌÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÊ ÉÉÓËÌÀÞÅÎÉÊ).14.132. ðÕÓÔØ 1-Ê ËÏ×£Ò É 2-Ê �ÅÒÅËÒÙ×ÁÀÔÓÑ �Ï �ÌÏÝÁÄÉ S1,1-Ê É 3-Ê | �Ï �ÌÏÝÁÄÉ S2, 2-Ê É 3-Ê | �Ï �ÌÏÝÁÄÉ S3, Á ×ÓÅ×ÍÅÓÔÅ | �Ï �ÌÏÝÁÄÉ S4. �ÏÇÄÁ 6 = 9− (S1+S2+S3)+S4, ÏÔËÕÄÁS1 + S2 + S3 = 3 + S4 > 3.14.133. ïÔ 4 (4 = 10− 3− 2− 1) ÄÏ 7.14.134. ïÔ 40 ÄÏ 75. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ | 75. ðÏ-ÓÞÉÔÁÅÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ. îÅ ÉÍÅÀÔ ËÒÁÓÎÏÊ ÇÒÁÎÉ 100− 80 = 20 ËÕ-ÂÉËÏ×, ÓÉÎÅÊ | 15, ÚÅÌ£ÎÏÊ | 25. óÕÍÍÁ 60 ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅÞÉÓÌÏ ËÕÂÉËÏ×, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ÇÒÁÎÉ ×ÓÅÈ ÔÒ£È �×ÅÔÏ×. äÏÓÔÉÇÁÅÔ-ÓÑ ÜÔÏÔ ÍÁËÓÉÍÕÍ, ËÏÇÄÁ ÔÒÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ 20, 15 É25 ËÕÂÉËÏ×, ÎÅ ÉÍÅÀÔ �Ï�ÁÒÎÏ ÏÂÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. úÎÁÞÉÔ, ÍÉÎÉ-ÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÕÂÉËÏ×, ÉÍÅÀÝÉÈ ÇÒÁÎÉ ×ÓÅÈ ÔÒ£È �×ÅÔÏ×, ÒÁ×ÎÏ100− 60 = 40.14.135. ïÔ 53% ÄÏ 80%.14.136. åÓÌÉ � = 2k, ÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÒÁ×-ÎÏ 2ó2k = k(k − 1); ÅÓÌÉ � = 2k + 1, ÔÏ ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏ ó2k + ó2k+1 == k2. îÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ×ÓÅÈ ÌÀ-ÄÅÊ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÎÁ Ä×Å ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ (� = 2k) ÉÌÉ ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ 1(� = 2k+1) ÇÒÕ��Ù, ÒÁÚÄÅÌÉ× ËÒÕÇÌÙÊ ÓÔÏÌ �Ï ÄÉÁÍÅÔÒÕ, Á ÚÁÔÅÍ× ËÁÖÄÏÊ �ÏÌÏ×ÉÎÅ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ ÏÄÎÏÇÏ ÞÅÌÏ×ÅËÁÓÏ ×ÓÅÍÉ ÌÀÄØÍÉ ÜÔÏÊ �ÏÌÏ×ÉÎÙ, ÚÁÔÅÍ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ ×ÔÏÒÏÇÏ ÓÏ×ÓÅÍÉ (ËÒÏÍÅ �ÅÒ×ÏÇÏ), ÚÁÔÅÍ | ÔÒÅÔØÅÇÏ É Ô. Ä.14.137. 44 · 1985 + 1. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÅÒÅ-ÓÅËÁÀÔÓÑ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ,



14. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ 487ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊÓÑ ×Ï ×ÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ.÷ÏÚØÍ£Í �ÅÒ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A1. ÷ Î£Í ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ a, ËÏ-ÔÏÒÙÊ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÅÝ£ 45 ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ |A2; A3; : : : ; A46, ÔÁË ËÁË × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ× ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÌÏ ÂÙ 44 · 45 + 1 = 1981, ÞÔÏ ÎÅ ÔÁË. ðÏÎÁÛÅÍÕ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁ a. ïÎÏ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ Ó A1; A2; : : : ; A46 É�ÏÜÔÏÍÕ ÓÏÄÅÒÖÉÔ 46, Á ÎÅ 45 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.14.138. ÷ÓÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ 33 = 27 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÒ£ÈÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉ-ÓÅÌ, × ÚÁ�ÉÓÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ �ÉÆÒÙ 1; 2; 3. ëÒÏÍÅ �ÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ�ÉÆÒ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÖÁÔÉÊ ËÎÏ�ÏË, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÏÓÔÁÌØ-ÎÙÈ �ÉÆÒ ÓÌÕÖÉÔ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ �ÉÆÒÏÊ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÔÒ£ÈÚÎÁÞÎÏÇÏ ÞÉ-ÓÌÁ. úÎÁÞÉÔ, × ÉÓËÏÍÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÅÎÅÅ27 + 2 = 29 �ÉÆÒ. ðÒÉ×ÅÄ£Í 29 �ÉÆÒ, ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑÏÔËÒÙÔÉÑ ÚÁÍËÁ:11123222133313121223113233211:14.139. þÅÔÙÒ£ÈÚÎÁÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Ó ÎÅ�Ï×ÔÏÒÑÀÝÉÍÉÓÑ �ÉÆÒÁÍÉÉÚ �ÉÆÒ 1; 2; : : : ; 9 ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ 9·8·7·6 Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏÞÉÓÌÁ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÇÏ ÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ, × ÔÏÍ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ, ËÁÖÄÁÑ �ÉÆÒÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÏ�ÏÌÎÑÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÕÀ �ÉÆÒÕ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÄÏ 10, Ô. Å. ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÏÖÎÏÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ �ÁÒÙ. ÷ÓÅÇÏ | 9 · 8 · 7 · 6=2 ÔÁËÉÈ �ÁÒ. óÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ,ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÏÄÎÕ �ÁÒÕ, ÒÁ×ÎÁ 1000·10+100·10+10·10+10 = 11110.úÎÁÞÉÔ, ÓÕÍÍÁ ÞÌÅÎÏ×, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï,ÒÁ×ÎÁ 9 · 8 · 7 · 6 · 11110=2.14.140. ðÕÓÔØ F (n) | ÞÉÓÌÏ Ó�ÏÓÏÂÏ×, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÌÏ-ÖÉÔØ � �ÉÓÅÍ L1; : : : ; Ln × � ËÏÎ×ÅÒÔÏ× K1; : : : ;Kn ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÉÏÄÎÏ �ÉÓØÍÏ ÎÅ �Ï�ÁÌÏ × �Ó×ÏÊ� ËÏÎ×ÅÒÔ. �ÒÅÂÕÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÔØF (6). ðÕÓÔØ, �ÅÒÅ�ÕÔÁ× �ÉÓØÍÁ É ËÏÎ×ÅÒÔÙ, ÍÙ ×ÌÏÖÉÌÉ �ÉÓØÍÏL1 × ËÏÎ×ÅÒÔ Ki (i 6= 1). ÷ÏÚÍÏÖÎÙ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ.óÌÕÞÁÊ 1. ðÉÓØÍÏ Li �Ï�ÁÌÏ × ËÏÎ×ÅÒÔ K1. �ÏÇÄÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ4 �ÉÓØÍÁ (ÏÛÉÂÏÞÎÏ) ×ÌÏÖÅÎÙ × 4 ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ËÏÎ×ÅÒÔÁ, ÞÔÏ ÍÏÖ-ÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ F (4) Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ Ki ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍ ÉÚ5 ËÏÎ×ÅÒÔÏ×, ÔÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ 6 �ÉÓÅÍ �Ï 6 ËÏÎ×ÅÒÔÁÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ�ÉÓØÍÏ L1 �Ï�ÁÌÏ × ËÏÎ×ÅÒÔ Ki (i 6= 1), �ÉÓØÍÏ Li | × ËÏÎ×ÅÒÔ K1É ÏÓÔÁÌØÎÙÅ �ÉÓØÍÁ ÔÁËÖÅ ÏËÁÚÁÌÉÓØ × �ÞÕÖÉÈ� ËÏÎ×ÅÒÔÁÈ, ÎÁÍÕÄÁÓÔÓÑ 5 · F (4) Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ.óÌÕÞÁÊ 2. ðÉÓØÍÏ Li ÎÅ �Ï�ÁÌÏ × ËÏÎ×ÅÒÔ K1. õÓÌÏ×ÉÍÓÑ ÎÁÍÉÎÕÔÕ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ �ÉÓØÍÏ Li ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÏÔ�ÒÁ×ÌÅÎÏ × ËÏÎ-×ÅÒÔÅ K1. �ÏÇÄÁ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ �ÉÓÅÍ L2; : : : ; L6 ÎÅ �Ï�ÁÌÏ × �Ó×ÏÊ�



488 ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ É ÔÅÏÒÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊËÏÎ×ÅÒÔ. òÁÚÌÏÖÉÔØ × �ÏÌÎÏÍ ÂÅÓ�ÏÒÑÄËÅ 5 �ÉÓÅÍ �Ï 5 ËÏÎ×ÅÒÔÁÍÍÏÖÎÏ F (5) Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ, a Ki, ËÁË É �ÒÅÖÄÅ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍ ÉÚ5 ËÏÎ×ÅÒÔÏ×.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÒÁÚÌÏÖÉÔØ 6 �ÉÓÅÍ �Ï ÛÅÓÔÉ ËÏÎ×ÅÒÔÁÍ ÔÁË,ÞÔÏÂÙ �ÉÓØÍÏ L1 �Ï�ÁÌÏ × ËÏÎ×ÅÒÔ Ki (i 6= 1), �ÉÓØÍÏ Li ÎÅ �Ï�Á-ÌÏ × ËÏÎ×ÅÒÔ K1 É ÏÓÔÁÌØÎÙÅ �ÉÓØÍÁ ÔÁËÖÅ ÏËÁÚÁÌÉÓØ × �ÞÕÖÉÈ�ËÏÎ×ÅÒÔÁÈ, ÎÁÍ ÕÄÁÓÔÓÑ 5 · F (5) Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ.éÔÁË, F (6) = 5F (5) + 5F (4). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ F (5) = 4F (4) + 4F (3),F (4) = 3F (3) + 3F (2), F (3) = 2F (2) + 2F (1). �ÁË ËÁË F (1) = 0,F (2) = 1, ÔÏ F (3) = 2, F (4) = 9, F (5) = 44, F (6) = 265.÷ ÒÅÛÅÎÉÉ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÞÉÓÌÏ 6 ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. ÷ÓÅÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÏÓÔÁÀÔÓÑ × ÓÉÌÅ �ÒÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÞÉÓÌÅ n �ÉÓÅÍ Én ËÏÎ×ÅÒÔÏ×. ðÏ×ÔÏÒÑÑ ÉÈ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ F (n) = (n − 1)F (n − 1) ++ (n − 1)F (n − 2). üÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ×ÍÅÓÔÅ Ó F (1) = 0, F (2) = 1�ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÎÁÊÔÉ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ F (n) ÏÔ �:F (n) = �!(1=2!− 1=3! + : : :+ (−1)n=n!):üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÅÊ âÅÒÎÕÌÌÉ | üÊÌÅÒÁ Ï �ÅÒÅ�ÕÔÁÎ-ÎÙÈ �ÉÓØÍÁÈ.14.141. ïÔ×ÅÔ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ×ËÌÀÞÅÎÏ ÌÉ × ÞÉÓÌÏ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ× �ÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ÷ 1-Í ÓÌÕÞÁÅ (�ÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÈÏÄÉÔ× ÞÉÓÌÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×) ÏÔ×ÅÔ ÎÁ 1 ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ×Ï 2-Í. äÁÌÅÅ ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÌÉÛØ ÎÅ�ÕÓÔÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á.ðÕÓÔØ Ò | ÞÉÓÌÏ ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Z,ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ � ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÎÁ 2 ÎÅ�ÕÓÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á. �ÏÇÄÁ2Ò ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÞÉÓÌÏ ×ÓÅÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Z, ÎÅ�ÕÓÔÙÈ ÉÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÓÁÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Z.þÉÓÌÏ 2Ò ÍÙ ÎÁÊÄÅÍ ËÁË ÓÕÍÍÕ ÞÉÓÌÁ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÓÏÄÅÒÖÁ-ÝÉÈ 1; 2; : : : ; (�− 1) ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×, ÓÏÄÅÒÖÁ-ÝÉÈ k ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ, ÓËÏÌØËÏ Ó�ÏÓÏÂÏ× ×Ù-ÂÒÁÔØ k ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ �, ÔÏ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ ÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ2� − 2Ò = 2, ÏÔËÕÄÁ p = 2�−1 − 114.142. 12!=(6! ·26) = 11 ·9 ·7 ·5 ·3. ðÅÒ×ÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ Ä×ÕÈÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ó212 Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. ÷ÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ2 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ 1-ÇÏ, ÍÙ ×ÙÂÉÒÁÅÍ ÉÚ 10 ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ× ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. óÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ó210 Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, 3-Å ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ 2 ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ó28 Ó�Ï-ÓÏÂÁÍÉ É Ô. Ä. úÎÁÞÉÔ, 6 �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔ �Ï 2 ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ó212C210 : : : ó22 = 12!=26 Ó�ÏÓÏ-ÂÁÍÉ. ïÄÎÁËÏ ÌÀÂÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁ 6 ÒÁÚÌÉÞ-ÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �Ï 2 ÜÌÅÍÅÎÔÁ,



14. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ 489×ÓÔÒÅÔÉÔÓÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ 6! ÒÁÚ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔÔÏÇÏ, × ËÁËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÙ ×ÙÂÉÒÁÅÍ 6 �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×.14.143. ó511 = 462. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕ��Ù ÉÚ 5 ÞÅ-ÌÏ×ÅË ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÚÁÍÏË, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÅÔ ÏÔËÒÙÔØ ÌÀÂÁÑ ÄÒÕÇÁÑÇÒÕ��Á. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ Ä×Å ÇÒÕ��Ù ÉÚ �ÑÔÉ ÞÅÌÏ×ÅË ÎÅ ÍÏÇÕÔÏÔËÒÙÔØ ÚÁÍÏË, ÔÏ É ÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ, × ËÏÔÏÒÏÍ �Ï ÍÅÎØÛÅÊ ÍÅÒÅÛÅÓÔØ ÞÅÌÏ×ÅË, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏÔËÒÙÔØ ÅÇÏ, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÉÓÌÏ ÚÁÍËÏ× ÎÅ ÍÅÎØÛÅ C511 = 462.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ É �ÕÔØ �ÏÓÔÒÏ-ÅÎÉÑ �ÒÉÍÅÒÁ | ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕ��Å ÉÚ �ÑÔÉ ÞÅÌÏ×ÅË ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÚÁ-ÍÏË, ËÌÀÞÉ ÏÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÕÄÕÔ Õ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÛÅÓÔÉ ÞÌÅÎÏ× ËÏÍÉÓ-ÓÉÉ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÎÉËÁËÉÅ �ÑÔØ ÞÅÌÏ×ÅË ÎÅ ÓÍÏÇÕÔ ÏÔËÒÙÔØ�Ó×ÏÊ� ÚÁÍÏË, Á ÌÀÂÙÅ ÛÅÓÔØ ÓÍÏÇÕÔ ÏÔËÒÙÔØ ×ÓÅ ÚÁÍËÉ, �ÏÓËÏÌØ-ËÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÚÁÍËÁ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÞÅÌÏ×ÅË, ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÉÊ ×�ÅÇÏ� ÇÒÕ��Õ.14.144. îÁÊÄÅÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÁÒ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ × �ÁÒÅ ×ÙÄÅÌÅÎÙ �ÅÒ×ÏÅ É ×ÔÏÒÏÅ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ � ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÅÓÔØ ÔÒÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ:ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÉÌÉ ×ËÌÀÞÉÔØ × �ÅÒ×ÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÉÌÉ ×ËÌÀÞÉÔØ ×Ï×ÔÏÒÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÉÌÉ ÎÅ ×ËÌÀÞÁÔØ ÎÉ × ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ. ðÏÜÔÏÍÕËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÕËÁÚÁÎÎÙÈ �ÁÒ ÒÁ×ÎÏ 3n. óÒÅÄÉ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÏÄÎÁ �ÁÒÁ,× ËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÁ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÕÓÔÙ. ïÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ (3n − 1) �ÁÒÙ ×Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ Ä×ÏÊËÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÈ �ÁÒ, ÅÓÌÉ ÒÁÚ-ÒÅÛÉÔØ �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÔØ × �ÁÒÁÈ ÍÅÓÔÁÍÉ �ÅÒ×ÏÅ É ×ÔÏÒÏÅ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (3n−1)=2 (ÎÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ)�ÁÒ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÎÅ �ÕÓÔÏ. ÷ÓÅÇÏ ÖÅ(3n − 1)=2 + 1 = (3n + 1)=2 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÁÒ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×, ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ.14.145. ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÁ ókn; ókn+1; : : : ; ókn+k ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØd ∈ N. �ÏÇÄÁ ÞÉÓÌÁ ók−1n = ókn+1−ókn; : : : ; ók−1n+k−1 = ókn+k−ókn+k−1,ÔÁËÖÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ d. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁók−2n ; : : : ; ók−2n+k−2 ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ d. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞ-ÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ É ÄÁÌÅÅ, �ÏÌÕÞÉÍ × ÉÔÏÇÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ó0n = 1 ÄÅ-ÌÉÔÓÑ ÎÁ d. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, d = 1.14.146. �ÁË ËÁË ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ k = 1; 2; : : : ; �−1 ×Ù�ÏÌ-ÎÅÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ók−1n = kókn=(n−k+1); ók+1n = (n−k)ókn=(k+1),ókn 6= 0, ÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 2ókn = ók−1n + ók+1n ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ2 = k=(n− k + 1) + (n− k)=(k + 1), ÉÌÉ (�− 2k)2 = �+ 2.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÓËÏÍÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ n ∈ N ÏÂÑÚÁÎÙ ÉÍÅÔØ ×ÉÄ� = Ô2 − 2, ÇÄÅ m > 2. ïÄÎÁËÏ ÅÓÌÉ Ô = 2, ÔÏ � = 2 É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï



490 ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ É ÔÅÏÒÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ(� − 2k)2 = � + 2 ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÍ× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÎÁÞÅÎÉÉ k = 1. åÓÌÉ ÖÅ Ô > 2, ÔÏ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÓ�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÉ k = m(m−1)=2−1 (ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅk Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÌÙÍ É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ 0 < k < �, ÔÁËËÁË ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ Ô ÉÌÉ Ô − 1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Þ£ÔÎÙÍ É �ÒÉ Ô > 2ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ Ï�ÅÎËÉ 0 < m(m− 1)=2− 1 < m2− 2). éÔÁË, ÉÓËÏÍÙÅÚÎÁÞÅÎÉÑ � | ÜÔÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ×ÉÄÁ � = Ô2 − 2, ÇÄÅ m > 3.14.147. îÁÊÄÅÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÒÏÅË ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (x; y; z),ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ È 6 Õ 6 z É x + y + z = 6n. ðÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉk = 1; 2; : : : ; � ×Ù�ÉÛÅÍ ×ÓÅ ÔÒÏÊËÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ x = 2k − 1 ÉÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ x = 2k:(2k − 1; 2k − 1; 6n− 4k + 2); (2k − 1; 2k; 6n− 4k + 1); : : : ;(2k − 1; 3n− k − 1; 3n− k + 2); (2k − 1; 3n− k; 3n− k + 1);É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ(2k; 2k; 6n− 4k); (2k; 2k + 1; 6n− 4k − 1); : : : ;(2k; 3n− k − 1; 3n− k + 1); (2k; 3n− k; 3n− k):ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×Ù�ÉÓÁÎÎÙÈ ÔÒÏÅË ÒÁ×ÎÏSk = (3n− k)− (2k − 2) + (3n− k)− (2k − 1) = 6n− 6k + 3;Á ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÒÏÅË, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ, ÒÁ×ÎÏS1 + : : :+ Sn = 3n2.14.148. ëÁÖÄÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ ÉÚ 6 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌÏÔ 1 ÄÏ 49 (ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÓÞÉÔÁÅÍ ÉÈ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙ-ÍÉ × �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ) a1 < a2 < : : : < a6 �ÏÓÔÁ×ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÉÅ ÎÁÂÏÒ ×ÉÄÁ a1, a2 − 1, a3 − 2, a4 − 3, a5 − 4, a6 − 5.þÉÓÌÁ × �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÎÁÂÏÒÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕ-ÞÁÅ, ÅÓÌÉ × ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÎÅ ÂÙÌÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, É×ÓÅÇÄÁ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ × �ÏÒÑÄËÅ ÎÅÕÂÙ×ÁÎÉÑ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á-ÍÉ ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ 6 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ 49, ÓÒÅÄÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÔ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, É ×ÓÅÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ 6 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1ÄÏ 44. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÒÁ×ÎÏó644, Á ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ 6 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ 49ÒÁ×ÎÏ ó649. éÔÁË, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÁÂÏÒÏ×, × ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÒÁ×ÎÏ ó649 − ó644.14.149. Á) ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ óm2m=(m + 1) = óm2m − óm−12mÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÌÙÍ. Â) ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÞÉÓÌÏ m. �ÁË ËÁË �ÒÉ � = Ô ÞÉ-ÓÌÏ kón+m2n =(n+m+ 1) = k=(2m+ 1), ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ,



14. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ 491ÔÏ ÉÓËÏÍÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ k ÄÏÌÖÎÏ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ 2m + 1, �ÏÜÔÏÍÕ k >

> 2m+1. ðÕÓÔØ k = 2m+1. �ÏÇÄÁ �ÒÉ � = Ô �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏkón+m2n =(n+m+1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ, Á �ÒÉ � > Ô ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏóm+n2n −ón+m+12n , Ô. Å. Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÌÙÍ. éÔÁË, ÉÓËÏÍÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅÚÎÁÞÅÎÉÅ k ÒÁ×ÎÏ 2m+ 1.14.150. éÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á (1 + È)2n = (1 + È)n(1 + È)n, �ÏÌØÚÕÑÓØÂÉÎÏÍÏÍ îØÀÔÏÎÁ, �ÏÌÕÞÁÅÍó02n+ : : :+ó2n2nÈ2n = (ó0n+ó1nx+ : : :+ónnÈn)(ó0n+ó1nx+ : : :+ónnÈn):ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ Èn É ÕÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ ókn = ón−kn ,k = 0; 1; : : : ; �, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ón2n = (ó0n)2 + : : : + (ónn )2,ÏÔËÕÄÁ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ.14.151. 927. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ È� ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ó�ÏÓÏÂÏ× ×ÙÂÒÁÔØÉÚ ÞÉÓÅÌ 1; 2; : : : ; n ÎÁÂÏÒ ÉÚ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÞÉÓÅÌ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÎÅ ÓÏ-ÄÅÒÖÁÝÉÊ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ), × ËÏÔÏÒÏÍ ÎÅÔ ÎÉËÁËÉÈ ÔÒ£È �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. îÅÓÌÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ � > 3 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï È� = È�−1 + È�−2 + È�−3. á �ÏÓËÏÌØËÕ È1 = 1, È2 = 4,È3 = 7, ÎÁÈÏÄÉÍ È4 = 13, È5 = 24; : : : ; È11 = 927.14.152. 2n−2 ÄÒÏÂÅÊ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ × �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÄÒÏ-ÂÉ È1 ÂÕÄÅÔ ÓÔÏÑÔØ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ, Á È2 ÏËÁÖÅÔÓÑ × ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ �ÒÉÌÀÂÏÊ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÅ ÓËÏÂÏË (ÚÎÁË ÄÅÌÅÎÉÑ, ÓÔÏÑÝÉÊ �ÅÒÅÄ È2, ÏÔÎÏ-ÓÉÔÓÑ ÌÉÂÏ Ë ÓÁÍÏÍÕ È2, ÌÉÂÏ Ë ËÁËÏÍÕ-ÌÉÂÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÀ, ÓÏÄÅÒÖÁ-ÝÅÍÕ È2 × ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ). ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÂÕË×Ù È3; È4; : : : ; Èn ÍÏÇÕÔ ÒÁÓ�Ï-ÌÁÇÁÔØÓÑ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ ÉÌÉ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÏÂÒÁÚÏÍ; ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ 2n−2 ÄÒÏÂÅÊ:ËÁÖÄÁÑ ÉÚ n−2 ÂÕË× È3; È4; : : : ; Èn ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔÏÓÔÁÌØÎÙÈ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ ÉÌÉ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ.äÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ. ðÒÉ � = 3 ÍÏÖÎÏ �Ï-ÌÕÞÉÔØ Ä×Å ÄÒÏÂÉ: (È1 : È2) : È3 = È1=(È2È3) É È1 : (È2 : È3) == (È1È3)=È2, ÔÁË ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ. ðÕÓÔØ ÏÎÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ-×Ï �ÒÉ � = k × ÄÏËÁÖÅÍ ÅÇÏ ÄÌÑ � = k + 1. ðÕÓÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÈ1 : È2 : : : : : Èk �ÏÓÌÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓËÏÂÏË ÚÁ�ÉÓÙ×Á-ÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄÒÏÂÉ á. åÓÌÉ × ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ×ÍÅÓÔÏ Èk�ÏÄÓÔÁ×ÉÔØ Èk : Èk+1, ÔÏ Èk ÏËÁÖÅÔÓÑ ÔÁÍ ÖÅ, ÇÄÅ É ÂÙÌÏ × ÄÒÏ-ÂÉ A, a Èk+1 ÂÕÄÅÔ ÓÔÏÑÔØ ÎÅ ÔÁÍ, ÇÄÅ ÓÔÏÑÌÏ Èk (ÅÓÌÉ xk ÂÙÌÏ ×ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ, ÔÏ Èk+1 ÏËÁÖÅÔÓÑ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ).�Å�ÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÁ×ÉÔØ Èk+1 ÔÕÄÁ ÖÅ, ÇÄÅ ÓÔÏÉÔÈk. ÷ ÄÒÏÂÉ á �ÏÓÌÅ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓËÏÂÏË ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÂÕÄÅÔ ×ÙÒÁ-ÖÅÎÉÅ ×ÉÄÁ (Ò : Èk), ÇÄÅ p | ÂÕË×Á Èk−1 ÉÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓËÏÂËÁ;ÚÁÍÅÎÉ× (Ò : Èk) ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ ((Ò : Èk) : Èk+1) = Ò : (ÈkÈk+1), �ÏÌÕ-ÞÉÍ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÔÕ ÖÅ ÓÁÍÕÀ ÄÒÏÂØ á, ÇÄÅ ×ÍÅÓÔÏ Èk ÓÔÏÉÔ ÈkÈk+1.



492 ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ É ÔÅÏÒÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ14.153. ðÕÓÔØ ÒÁÚÍÅÒÙ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ Ô × � ËÌÅÔÏË. äÏËÁ-ÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï Ô+ �. ðÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ × ÒÅÛÅ-ÎÉÉ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Cm−1m+n−1 = nCmm+n−1 == (m+ n− 1)Cm−1m+n−2 (× ÚÁÄÁÞÅ � = km).14.154. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ �ÁÒÙ �ÉÆÒ, ÓÔÏÑÝÉÈ × ÒÁÚÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ× ÏÄÎÏÍ ÒÁÚÒÑÄÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÁÒ ÞÉÓÅÌ 10, ÔÏ ×ÓÅÇÏ ÔÁËÉÈ �ÁÒ �ÉÆÒÂÕÄÅÔ 10�. ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÁÒ ÒÁÚÎÙÈ �ÉÆÒ, Ô. Å. �ÁÒ (1; 2) × ËÁÖÄÏÍÒÁÚÒÑÄÅ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 4 É ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 6, ÔÁË ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ 10� ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ�ÁÒ ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÁÒ (1; 2) ÚÁËÌÀÞÅÎÏ ÍÅÖÄÕ 4� É 6�.ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÔÁË ËÁË ËÁÖÄÙÅ Ä×Á ÞÉÓÌÁ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ×Ô ÒÁÚÒÑÄÁÈ, ÔÏ ËÁÖÄÁÑ �ÁÒÁ ÞÉÓÅÌ ÄÁÅÔ �−Ô �ÁÒ (1; 2). ðÏÜÔÏÍÕÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ �ÁÒ 10(� − Ô). éÔÁË, 4� 6 10(� − Ô) 6 6�,ÏÔËÕÄÁ 2=5 6 Ô=� 6 3=5.14.155. ðÒÉ � = 1 ÞÅÔÙÒÅ ÞÉÓÌÁ 11, 21, 12, 22 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔÕÓÌÏ×ÉÀ. äÏËÁÖÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Á′ ÞÉÓÌÏ, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÉÚ Á ÚÁÍÅÎÏÊ �ÉÆÒ 1ÎÁ 2 É 2 ÎÁ 1, Á ÞÅÒÅÚ Áb | ÞÉÓÌÏ, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ �ÒÉ�ÉÓÙ×ÁÎÉÅÍ Ë ÁÞÉÓÌÁ b. ðÕÓÔØ �ÏÓÔÒÏÅÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï An ÉÚ 2n+1 ÞÉÓÅÌ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚËÏÔÏÒÙÈ 2n-ÚÎÁÞÎÏ, �ÒÉÞ£Í ËÁÖÄÙÅ Ä×Á ÉÚ ÞÉÓÅÌ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅÍÅÎÅÅ ÞÅÍ × 2n−1 ÒÁÚÒÑÄÁÈ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï An+1, ÓÏÓÔÏ-ÑÝÅÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ ÁÁ É ÁÁ′, ÇÄÅ Á ∈ An. ÷ÓÅ ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ 2n+1-ÚÎÁÞÎÙ,×ÓÅÇÏ ÉÈ 2n+2. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÉÚ ÎÉÈ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅÞÅÍ × 2n ÒÁÚÒÑÄÁÈ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÞÉÓÌÁ ÁÁ É ÁÁ′, Á ÔÁËÖÅ ÞÉÓÌÁÁÁ É bb′ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ Á É b ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ × 2n ÒÁÚÒÑÄÁÈ (× ÔÅÈÒÁÚÒÑÄÁÈ, ÇÄÅ Á É b ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ, Á′ É b′ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ);ÞÉÓÌÁ ÁÁ É bb �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅÞÅÍ × 2n ÒÁÚÒÑÄÁÈ.14.156. îÅÔ. ÷ÓÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ 128 Ä×ÕÈÂÕË×ÅÎÎÙÈ ÓÌÏ× ÄÌÉ-ÎÙ 7. éÚ ÎÉÈ �ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ� ÂÕÄÕÔ 3 ·8+10 ·4+30 ·2 = 124 ÓÌÏ×Á.14.157. 3456 = 9 · 8 · 6 · 4 · 2. åÓÌÉ ×ÓÅ �ÉÆÒÙ ÄÅÓÑÔÉÚÎÁÞÎÏÇÏÞÉÓÌÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÔÏ ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ 45, É �ÏÜÔÏÍÕ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÄÅ-ÌÉÔÓÑ ÎÁ 0. úÎÁÞÉÔ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 11111, ÔÏ ÏÎÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÉÎÁ 99999. ðÕÓÔØ a0; : : : ; a9 | �ÉÆÒÙ ÄÅÓÑÔÉÚÎÁÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÏ. ìÅÇËÏ�ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ a0 + a5 = 9, a1 + a6 = 9, a2 + a7 = 9, a3 + a8 = 9,a4 + a9 = 9. éÔÁË, �ÏÓÌÅÄÎÉÅ �ÑÔØ �ÉÆÒ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÏÌ-ÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÅÇÏ �ÅÒ×ÙÍÉ �ÉÆÒÁÍÉ, Á �ÅÒ×ÙÅ �ÑÔØ �ÉÆÒÍÏÖÎÏ ×ÙÂÉÒÁÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ, ÓÌÅÄÑ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÉËÁËÉÅ Ä×Å ÉÚÎÉÈ ÎÅ ÄÁ×ÁÌÉ × ÓÕÍÍÅ 9 É a9 ÎÅ ÒÁ×ÎÑÌÏÓØ ÎÕÌÀ.14.158. ÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ËÁÖÄÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÚÁ�ÉÛÅÍ ×ÅË-ÔÏÒ (l1; l2; : : : ; ln) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ li = 1, ÅÓÌÉ i ∈ S | ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÁÑ



14. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ 493ÔÏÞËÁ ÄÁÎÎÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, É li = 0 × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. �ÁË ËÁËÞÉÓÌÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÒÁ×ÎÏ �!, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÍ �! ×ÅËÔÏÒÏ×. ðÏÄÓÞÉÔÁÅÍÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉ� ×Ï ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÁÈ Ä×ÕÍÑ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. þÉ-ÓÌÏ ×ÅËÔÏÒÏ×, × ÚÁ�ÉÓÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÞÁÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ k ÅÄÉÎÉ�, ÒÁ×ÎÏÒn(k), �ÏÜÔÏÍÕ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉ� ×Ï ×ÓÅÈ ×ÅËÔÏÒÁÈ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ1Òn(1) + 2Òn(2) + : : :+ nÒn(n).ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÞÉÓÌÏ ×ÅËÔÏÒÏ×, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ i-Í ÍÅÓÔÅ ÓÔÏ-ÉÔ ÅÄÉÎÉ�Á, ÒÁ×ÎÏ (n− 1)!. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉ�, ÓÔÏÑÝÉÈÎÁ i-Í ÍÅÓÔÅ, ×Ï ×ÓÅÈ ×ÅËÔÏÒÁÈ ÒÁ×ÎÏ (�−1)!, Á ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉ�×Ï ×ÓÅÈ ×ÅËÔÏÒÁÈ ÒÁ×ÎÏ �(�− 1)! = �!. éÔÁË, Òn(1) + 2Òn(2) + : : : ++ nÒn(n) = n!.14.159. ÷ÍÅÓÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {1; 2; : : : ; 1989} ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØÍÎÏÖÅÓÔ×Ï á = {−994;−993; : : : ; 993; 994}, �ÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ ×Ù-ÞÉÔÁÎÉÅÍ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÞÉÓÌÁ 995.ðÕÓÔØ B1 = {993;−496;−497}; B2 = {−993; 496; 497}; : : :B2k+1 = {993− 4k; 2k − 496; 2k − 497};B2k+2 = {4k − 993; 496− 2k; 497− 2k}; : : :B115 = {665;−382;−383}; B116 = {−665; 382; 383}:ðÏÌÏÖÉÍ B117 = {−1; 0; 1}. ÷ÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Bi 1 6 i 6 117 ÉÍÅ-ÀÔ �Ï 3 ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÓÕÍÍÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ 0. éÚ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊÞ£ÔÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÔÏÒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ× B1; : : : ; B116ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÓÏ×�ÁÄÁÔØ Ó ËÁËÉÍÉ-ÌÉÂÏ �ÅÒ×ÙÍÉ ÉÌÉ ÔÒÅÔØÉÍÉ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁÍÉ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ×ÓÅ �ÅÒ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×�Ï ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÅ ÂÏÌØÛÅ ×ÓÅÈ ÔÒÅÔØÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. úÎÁ-ÞÉÔ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Bi, �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓ-ÌÉ ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ÞÉÓÌÏ È Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Bi, ÔÏ ÞÉÓÌÏ (−È) ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ× Bi.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ 14 · 117 ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á á, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ �ÒÉ-ÎÁÄÌÅÖÁÔ ÎÉ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÷, ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ 7 · 117 �ÁÒÞÉÓÅÌ, ÉÍÅÀÝÉÈ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ÚÎÁËÉ. äÏÂÁ×É× �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÏÂÒÁÚÏÍ �Ï 7 ÔÁËÉÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÁÒ ÞÉÓÅÌ Ë ×ÙÂÒÁÎÎÙÍ ×ÙÛÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×ÁÍ ÷i, �ÏÌÕÞÉÍ ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á á ÎÁ 117 �Ï-�ÁÒÎÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {1; 2; : : : ;n−1; n} �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ×ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ k ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ× Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ ÓÕÍÍÁÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÅÓÌÉ k Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅ-ÌÅÍ ÞÉÓÌÁ �, 1 < k < �.



494 ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ É ÔÅÏÒÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ14.160. îÅ ÂÏÌÅÅ ÔÒ£È.õËÁÚÁÎÉÅ.ðÕÓÔØ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ ÔÏÞËÁ A1969ÌÅÖÉÔ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ Ak É Al. �ÏÇÄÁ A1968 ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞ-ËÁÍÉ Ak−1 É al−1 (ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÓÌÕÞÁÅ× k = 1 É l = 1, ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÏÔÄÅÌØÎÏ), �ÏÜÔÏÍÕ ÄÕÇÉ, ×ÏÚÎÉËÛÉÅ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ1968-ÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÉÍÅÀÔ ÔÁËÉÅ ÖÅ ÄÌÉÎÙ, ËÁË É ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ×ÏÚ-ÎÉËÛÉÅ ÒÁÎÅÅ.14.161. Á) ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ � �ÂÌÏËÏ×� 123 : : : �; i-À �É-ÆÒÕ ÌÀÂÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÉÚ i-ÇÏ ÂÌÏËÁ.Â) ÷Ù�ÉÛÅÍ � − 1 ÒÁÚ �ÏÄÒÑÄ �ÂÌÏË� 123 : : : � É ÚÁÔÅÍ 1. ðÒÏ-×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,ÅÓÌÉ × �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ (k1; k2; : : : ; k�) ÈÏÔØ ÏÄÎÁ �ÁÒÁ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÞÉÓÅÌkj ; kj+1 ÓÔÏÉÔ × �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ, ÔÏ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÉÚ ÏÄÎÏ-ÇÏ ÂÌÏËÁ 12 : : : � (j-ÇÏ �Ï �ÏÒÑÄËÕ) �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ 1 ÄÁÖÅ ÎÅ�ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ. åÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÔÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÏ×�Á-ÄÁÅÔ Ó (n; �− 1; : : : ; 2; 1); ÔÏÇÄÁ ÉÚ j-ÇÏ ÂÌÏËÁ ÎÕÖÎÏ ×ÚÑÔØ �− j, É�ÒÉÇÏÄÉÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ 1.×) ïÔÍÅÔÉÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÉÓÌÁ k (ÏÔ 1 ÄÏ n) �ÅÒ×ÏÅ ÅÇÏ ×ÈÏ-ÖÄÅÎÉÅ × ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. ïÄÎÏ ÉÚ ÏÔÍÅÞÅÎ-ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÎÁ n-Í ÍÅÓÔÅ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÄÁÌØÛÅ.ðÕÓÔØ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔÉ ÔÁËÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÂÕÄÅÔ n. ðÅÒÅÄ ÎÉÍ ÓÔÏ-ÉÔ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ n − 1 ÞÉÓÅÌ. ðÏÓÌÅ ÎÅÇÏ ÓÔÏÉÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÄÌÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÞÉ-ÓÅÌ (1; 2; : : : ; �−1), É �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÍ,ÞÔÏ Å£ ÄÌÉÎÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ �(�−1)=2. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÉÎÁ n-ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n+ �(�− 1)=2 = n(n+ 1)=2.Ç) úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ � ×ÈÏÄÉÔ × n-ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÕÀ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÌÉÛØ ÏÄÉÎ ÒÁÚ, ÔÏ ÄÏ ÎÅÇÏ É �ÏÓÌÅ ÎÅÇÏ ÄÏÌÖÎÁÓÔÏÑÔØ (� − 1)-ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. ïÔÓÀÄÁ �ÏÌÕ-ÞÉÍ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÕÀ Ï�ÅÎËÕ ÓÎÉÚÕ, ÞÅÍ × �ÕÎËÔÅ ×).ðÕÓÔØ ln | ÄÌÉÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ n-ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ. �ÏÇÄÁ l2 = 3. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ l3 = 7, ðÒÉÍÅÒ: 1213121ÉÌÉ 1231231. åÓÌÉ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÞÉÓÌÏ (ÓËÁÖÅÍ, 3) ×ÈÏÄÉÔ × �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÌÉÛØ ÏÄÉÎ ÒÁÚ, ÔÏ Å£ ÄÌÉÎÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1 + 2l2 6 7. ÷ÄÒÕÇÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ×�ÅÒ×ÙÅ ×ÓÔÒÅÔÉÔÓÑ ÎÁ3-Í ÍÅÓÔÅ ÉÌÉ �ÏÚÖÅ (�ÕÓÔØ ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ 3). úÁ ÎÉÍ ×ÓÔÒÅÔÉÔÓÑ ÅÝ£ÒÁÚ 3, Á ÔÁËÖÅ 2-ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÂÝÁÑÄÌÉÎÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2+1+1+ l2 = 4+ l2 = 7. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ× ÔÏÍ, ÞÔÏ l4 = 12. ðÒÉÍÅÒ: 123412314231. ï�ÅÎËÉ: ÅÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÅÞÉÓÌÏ ×ÈÏÄÉÔ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÌÉÛØ ÏÄÉÎ ÒÁÚ, ÔÏ Å£ ÄÌÉÎÁ ÎÅÍÅÎØÛÅ 1+2l3 = 15, × ÄÒÕÇÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 3+1+1+l2 = 12.�Ï ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ln > �(n+ 1)=2 + n− 2.



14. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ 495Ä) íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �-ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÌÉÎÙ �2 − 2�+ 4:�12 : : : (�− 1)�12 : : : (n− 2)�(n− 1) : : : 12�3 : : : (n− 1)1n2 (∗)ÇÄÅ × ËÁÖÄÙÊ ÉÚ n−2 ÂÌÏËÏ× 12 : : : (�−1) ×ÓÔÁ×ÌÅÎÏ � (�ÏÓÌÅ �−1,ÚÁÔÅÍ �ÏÓÌÅ � − 2, . . . , ÎÁËÏÎÅ�, �ÏÓÌÅ 2), ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, � ÓÔÏÉÔ ×ÎÁÞÁÌÅ É × ËÏÎ�Å, ÉÍÅÀÝÅÍ ×ÉÄ 1�2. (�ÁË ÉÚÇÏÔÏ×ÌÅÎ ×ÔÏÒÏÊ �ÒÉ-ÍÅÒ ÄÌÑ � = 4.) äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÌÅ×ÁÏÔ k-ÇÏ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ � × (∗) ÍÏÖÎÏ ×ÙÞ£ÒËÉ×ÁÎÉÅÍ �ÏÌÕÞÉÔØ ÌÀÂÕÀ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ k−1 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÓÒÅÄÉ 1; 2; : : : ; �−1),Á Ó�ÒÁ×Á | ÌÀÂÕÀ ÉÚ �− k ÔÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ; ÄÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÂÅ ÜÔÉÞÁÓÔÉ | ÌÅ×ÁÑ É �ÒÁ×ÁÑ | �ÏÓÌÅ ×ÙÞ£ÒËÉ×ÁÎÉÑ ×ÓÅÈ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ� (�ÒÁ×ÁÑ | ÔÁËÖÅ �ÏÓÌÅ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ �ÅÒÅÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ) ÉÍÅÀÔ ÔÁ-ËÏÊ ÔÉ�: r − 1 ÒÁÚ ÂÌÏË 12 : : :Ô, ÚÁÔÅÍ 12 : : : r, ÇÄÅ r < m = n− 1.üÔÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ �(m; r)-ÕÎÉ×ÅÒ-ÓÁÌØÎÏÓÔÉ�: ÉÚ ÎÅ£ ×ÙÞ£ÒËÉ×ÁÎÉÅÍ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÌÀÂÕÀ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ r ÒÁÚÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÓÒÅÄÉ 1; 2; : : : ;m).14.162. Á) òÁÚÏÂØ£Í ÄÅÓÑÔØ �ÉÆÒ 0; 1; 2; : : : ; 9 ÎÁ Ä×Å ÇÒÕ��Ù�Ï 5 �ÉÆÒ × ËÁÖÄÏÊ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÏÔ 0 ÄÏ 4 | ÏÄÎÁ ÇÒÕ��Á, ÏÔ 5ÄÏ 9 | ÄÒÕÇÁÑ). äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÑÝÉËÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÅ�ÉÆÒÙ ÂÅÒÕÔÓÑ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÇÒÕ��Ù, �ÏÓËÏÌØËÕ ÔÁËÉÅ Ä×Å �ÉÆÒÙ ÅÓÔØ× ÌÀÂÏÍ ÔÒ£ÈÚÎÁÞÎÏÍ ÎÏÍÅÒÅ.Â) ëÒÏÍÅ 10 ÑÝÉËÏ× 00, 11; : : : ; 99, ËÏÔÏÒÙÅ ÔÏÞÎÏ ÂÕÄÕÔ ÚÁÎÑ-ÔÙ, �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 30 ÑÝÉËÏ×, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÍÅÓÔÉÔØ ÂÉÌÅÔÙ ÓÔÒÅÍÑ ÒÁÚÎÙÍÉ �ÉÆÒÁÍÉ: ÔÁËÉÈ ÂÉÌÅÔÏ× ×ÓÅÇÏ 10 · 9 · 8 = 720, Á ×ËÁÖÄÙÊ ÑÝÉË Ó ÎÏÍÅÒÏÍ pq (Ò 6= q) �ÏÍÅÝÁÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 3 · 8 = 24ÉÚ ÎÉÈ (zpq, pzq É pqz, ÇÄÅ z | ÌÀÂÁÑ �ÉÆÒÁ, ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ Ò É q).×) ðÕÓÔØ È | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÏÍÅÒÏ× ÚÁÎÑÔÙÈ ÑÝÉ-ËÏ×, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÈÓÑ Ó ÏÄÎÏÊ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ �ÉÆÒÙ (È > 1); �ÏÓËÏÌØËÕ×ÓÅ �ÉÆÒÙ ÒÁ×ÎÏ�ÒÁ×ÎÙ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÍÅÎØÛÅ ×ÓÅÇÏ ÎÏ-ÍÅÒÏ× ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó 9 É ÜÔÉ ÎÏÍÅÒÁ | 99; : : : ; 9y, ÇÄÅ y = 10 − È.�ÏÇÄÁ ÌÀÂÏÊ ÂÉÌÅÔ 9pq, ÇÄÅ Ò < Õ, q < y, ÎÅ ÍÏÖÅÔ �ÏÍÅÝÁÔØ-ÓÑ × ÑÝÉËÁÈ 9p É 9q, Ô. Å. ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÚÁÎÑÔ ÑÝÉË pq. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁÎÑÔÙ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ×ÓÅ y2 ÑÝÉËÏ× Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ, ÕËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÅ �ÉÆÒÙ | ÏÔ 0 ÄÏ Õ − 1, É ÅÝ£ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ È2ÑÝÉËÏ×, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÈÓÑ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ �ÉÆÒ ÏÔ y ÄÏ 9 (ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ�Ï È ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ È �ÉÆÒ), Ô. Å. ×ÓÅÇÏ ÚÁÎÑÔÏ ÎÅ ÍÅÎÅÅy2 + È2 = (10− È)2 + È2 > 50 ÑÝÉËÏ×.Ç), Ä) äÌÑ ÄÁÎÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ k É s, k < s, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ F (k; s) ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ È21 + : : : + È2k, ÇÄÅ È1; : : : ; Èk |ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, × ÓÕÍÍÅ ÄÁÀÝÉÅ s; ×ÅÌÉÞÉÎÕ F (k; s) ÍÏÖÎÏ



496 ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ É ÔÅÏÒÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ×ÙÒÁÚÉÔØ ÞÅÒÅÚ k É s | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÕÍÍÙ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ÞÉÓÌÁ Èk ��ÏÞÔÉ ÒÁ×ÎÙ�, ÔÏÞÎÅÅ, ÅÓÌÉ s = kq+r,0 6 r < k, ÔÏ k − r ÉÚ ÎÉÈ ÒÁ×ÎÙ q É r ÏÓÔÁÌØÎÙÈ q + 1, ÔÁË ÞÔÏF (k; s) = (k − r)q2 + r(q + 1)2 = kq2 + r(2q + 1):õÄÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ | ÄÌÑ k-ÚÎÁÞÎÙÈ �ÂÉ-ÌÅÔÏ×� Ó s ��ÉÆÒÁÍÉ� ÏÔ 0 ÄÏ s − 1 (× ÎÁÛÅÊ ÚÁÄÁÞÅ s = 10).äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ M(k; s) ÑÝÉËÏ× Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ pq(p; q = 0; : : : ; s − 1), × ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÍÅÓÔÉÔØ ÂÉÌÅÔÙ, ×ÙÞÅÒË-ÎÕ× k − 2 �ÉÆÒÙ, ÒÁ×ÎÏ F (k − 1; s).÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × ÚÁÄÁÞÅ Ç)M(4; 10) = F (3; 10) = 32+32+42 = 34,Á ÏÔ×ÅÔ Ë ÚÁÄÁÞÅ Ä) ÄÁÅÔÓÑ ÔÁÂÌÉ�ÅÊk 3 4 5 6 7 8 9 10 11M(k; 10) = F (k − 1; 10) 50 34 26 20 18 16 14 12 10îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï M(k; s) > F (k − 1; s) ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ�Ï k + s, ÒÁÓÓÕÖÄÁÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË × �ÕÎËÔÅ ×):M(k; s) > min16x6s(M(k − 1; s− x) + x2):äÌÑ ÒÁÚÍÅÝÅÎÉÑ ÂÉÌÅÔÏ× �Ï F (k−1; s) = È21+È22+: : :+È2k−1, ÑÝÉ-ËÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ËÁË × �ÕÎËÔÅ Á), ÒÁÚÂÉÔØ s �ÉÆÒ ÎÁ k − 1 ÇÒÕ��Õ(�Ï È1; È2; : : : ; Èk−1 �ÉÆÒ) É ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÑÝÉËÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÅ �ÉÆÒÙÉÚ ÏÄÎÏÊ ÇÒÕ��Ù.15. üìåíåî�ù �åïòéé ÷åòïñ�îïó�åê15.1. 12=365. 15.2. 5=12.15.3. 1=3. þÉÓÌÏ ×ÓÅÈ Ä×ÕÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÏ 90. þÉÓÌÏ Ä×Õ-ÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÄÅÌÑÝÉÈÓÑ ÎÁ 3, ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ 99 = 12++ 3(�− 1).15.4. 0;4. 15.5. 3=13.15.6. P (A) = 1=8; P (÷) = 3=8. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÏ-ÂÙÔÉÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÙÂÏÒÏË Ó �Ï×ÔÏÒÅÎÉÑÍÉ. ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÉÚ ÂÕË×ã É ç. ïÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ 23 = 8 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. óÏÂÙÔÉÀ A ÂÌÁÇÏ�ÒÉÑÔ-ÎÁ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ×ÙÂÏÒËÁ (ã;ã;ã), Á ÓÏÂÙÔÉÀ B | ÔÒÉ: (ã;ã;ç),(ã;ç;ã), (ç;ã;ã). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, P (A) = 1=8; ò (B) = 3=8.15.7. 1=6. 15.8. 1=2. 15.9. Á) 89=99, Â) 10=99. 15.10. 1=8.15.11. C2n=C2n+m. 15.12. 1=720. 15.13. 245=354.15.14. nmk=ó3�+Ô+k. 15.15. ó430=ó445. 15.16. 4=ó215.15.17. �ÒÉ ÓÕÄØÉ ÍÏÇÕÔ ×ÙÂÒÁÔØ �ÏÂÅÄÉÔÅÌÑ 103 Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ.÷ á310 = 720 ÓÌÕÞÁÑÈ ÏÎÉ ÎÁÚÏ×ÕÔ ÔÒ£È ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÁÎÄÉÄÁÔÏ×.



15. üÌÅÍÅÎÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ 497ðÏÜÔÏÍÕ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÅ ÈÏÔÑ ÂÙ Õ Ä×ÕÈ ÓÕÄÅÊ ÂÕÄÅÔ × 280 ÓÌÕÞÁÅ×.äÏÌÑ ÔÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÒÁ×ÎÁ 0;28.15.18. 1=60. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ×ÓÅÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ �Ï×ÔÏÒÅÎÉÊ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÓÏ-ÓÔÁ× (3; 2; 1). âÌÁÇÏ�ÒÉÑÔÎÏÊ ÂÕÄÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ÔÁËÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×-ËÁ.15.19. 5·3!·4!7! . 15.20. 2 · 4!3!=7!.15.21. 24 ·48! 134=52!. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ ÓÏ-ÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ×ÙÂÏÒÏË, ÉÍÅÀÝÉÈ ÓÏÓÔÁ× (13; 13; 13; 13). âÌÁÇÏ�ÒÉ-ÑÔÎÙÍÉ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ×ÙÂÏÒËÉ ÓÏÓÔÁ×Á (12; 12; 12; 12), Ë ËÁÖÄÏÊ ÉÚËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÑÀÔ ÏÄÉÎ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È ÔÕÚÏ×.15.22. (5!)2=10!. 15.23. 50=ó515. 15.24. óknóm−kN−n=ómN .15.25. 4=ó648, ó56ó142=ó648, ó46ó242=ó648, ó36ó342=ó648.15.26. ó548ó14=ó652, ó444ó14ó14=ó652.15.27. ó24ó12=ó36 = 0;6. 15.28. 2ó818=ó1018 .15.29. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÅÄ�ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÂÒÏÓÏË. ðÏÓÌÅ ÎÅÇÏ ÏÂÝÁÑÓÕÍÍÁ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÌÉÂÏ 12, 11; : : : ; 8, ÌÉÂÏ 7. åÓÌÉ ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ 12,ÔÏ ÏÂÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÕÄÅÔ Ó ÒÁ×ÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑ 13; : : : ; 18. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÉ ÓÕÍÍÅ 11 ËÏÎÅÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÓ ÒÁ×ÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 13; : : : ; 17 É Ô. Ä. þÉ-ÓÌÏ 13 �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÒÁ×ÎÙÊ ËÁÎÄÉÄÁÔ × ËÁÖÄÏÍ ÓÌÕÞÁÅ É Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ. éÔÁË, ÞÉÓÌÏ 13 | ÎÁÉÂÏÌÅÅ×ÅÒÏÑÔÎÏÅ.÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÅ ÖÅ ÄÏ×ÏÄÙ �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ×ÅÒÏ-ÑÔÎÁÑ ÓÕÍÍÁ, ×�ÅÒ×ÙÅ �ÒÅ×ÙÛÁÀÝÁÑ � (� > 5), ÅÓÔØ �+ 1.15.30. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Á ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÚÅÌ£ÎÙÈ ÍÑÞÅÊ × ËÒÁÓ-ÎÏÊ ËÏÒÏÂËÅ. �ÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ËÒÁÓÎÙÈ ÍÑÞÅÊ × ÚÅÌ£ÎÏÊ ËÏÒÏÂËÅ �ÌÀÓËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÚÅÌ£ÎÙÈ ÍÑÞÅÊ × ËÒÁÓÎÏÊ ËÏÒÏÂËÅ ÒÁ×ÎÏ 2Á + 1. �ÁËËÁË a 6 5, ÔÏ 1 6 2Á + 1 6 11. îÅ�ÒÏÓÔÙÅ ÎÅÞ£ÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ × ÜÔÉÈ�ÒÅÄÅÌÁÈ | 9 É 1 (1 | ÎÅ �ÒÏÓÔÏÅ É ÎÅ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ), ÏÔËÕÄÁ Á = 0ÉÌÉ a = 4. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÏÌÕÞÉÔØ ×ÙÂÏÒËÕ Ó Á = 0 ÉÌÉ a = 4ÒÁ×ÎÁ ó56=ó514 + ó48ó16=ó514.15.31. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÒÏÉÇÒÙÛÁ ÷ | 0;6, �ÒÏÉÇÒÙÛÁ ó |0;7; ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÅ�ÒÏÉÇÒÙÛÁ ÷ | 0;4, ÎÅ�ÒÏÉÇÒÙÛÁ ó | 0;3.ðÒÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÷ó÷ ÎÅ �ÒÏÉÇÒÁÔØ �ÏÄÒÑÄ Ä×Å �ÁÒÔÉÉÍÏÖÎÏ ÔÒÅÍÑ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ:1. ÎÅ �ÒÏÉÇÒÁÔØ ×ÓÅ ÔÒÉ �ÁÒÔÉÉ, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ0;4 · 0;3 · 0;4;2. ÎÅ �ÒÏÉÇÒÁÔØ �ÅÒ×ÙÅ Ä×Å �ÁÒÔÉÉ (×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ 0;4 · 0;3 · 0;6);3. ÎÅ �ÒÏÉÇÒÁÔØ �ÏÓÌÅÄÎÉÅ Ä×Å �ÁÒÔÉÉ (×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ 0;6·0;3·0;4).óÌÏÖÉ× ÔÒÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ, �ÏÌÕÞÉÍ ÞÉÓÌÏ 0;4 · 0;3 · 1;6.



498 ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ É ÔÅÏÒÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊðÒÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ó÷ó ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÏÌÕÞÉÍ ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔØ ÎÅ �ÒÏÉÇÒÁÔØ �ÏÄÒÑÄ Ä×Å �ÁÒÔÉÉ | 0;4 · 0;3 · 1;7. éÔÁË,�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ó÷ó ÌÕÞÛÅ.15.32. ðÕÓÔØ ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÛÁÒÏ× × �ÅÒ×ÏÊ É ×ÔÏÒÏÊ ÕÒÎÁÈÒÁ×ÎÏ m1 É m2 (ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔÉ m1 < m2), Á ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÂÅÌÙÈÛÁÒÏ× × ÜÔÉÈ ÕÒÎÁÈ ÒÁ×ÎÏ k1 É k2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÏÇÄÁ ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÂÁ ×ÙÎÕÔÙÈ ÛÁÒÁ ÂÅÌÙÅ, ÒÁ×ÎÁ (k1=m1) · (k2=m2).ðÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ: (k1=m1) · (k2=m2) = 27=50, m1 +m2 = 25.�ÁË ËÁË 27m1m2 = 50k1k2, ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ m1, m2ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 5. îÏ ÓÕÍÍÁm1+m2 ÔÏÖÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 5, �ÏÜÔÏÍÕ ËÁÖÄÏÅÉÚ ÞÉÓÅÌ m1, m2 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 5. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅÅÍ ×ÓÅÇÏ Ä×Å×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ: ÌÉÂÏ m1 = 5, m2 = 20, ÌÉÂÏ m1 = 10, m2 = 15. ÷ÓÌÕÞÁÅ m1 = 5, m2 = 20 �ÏÌÕÞÁÅÍ k1k2 = 54, ÇÄÅ 0 6 k1 6 5,0 6 k2 6 20.ðÅÒÅÂÒÁ× ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ k1, ÎÁÊÄÅÍ k1 = 3, k2 = 18.�ÏÇÄÁ × �ÅÒ×ÏÊ ÕÒÎÅ 2 Þ£ÒÎÙÈ ÛÁÒÁ, ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÔÏÖÅ 2 Þ£ÒÎÙÈÛÁÒÁ, É ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ×ÙÔÁÝÉÔØ �ÁÒÕ Þ£ÒÎÙÈ ÛÁÒÏ× ÒÁ×ÎÁ (2=5)×
× (2=20) = 0;04. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, × ÓÌÕÞÁÅ m1 = 10, m2 = 15 ÎÁÈÏÄÉÍk1 = 9, k2 = 9. �ÏÇÄÁ × �ÅÒ×ÏÊ ÕÒÎÅ 1 Þ£ÒÎÙÊ ÛÁÒ, ×Ï ×ÔÏÒÏÊ |6 Þ£ÒÎÙÈ ÛÁÒÏ×, É ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ×ÙÔÁÝÉÔØ 2 Þ£ÒÎÙÈ ÛÁÒÁ ÒÁ×ÎÁ(1=10) · (6=15) = 0;04 (× ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÏÔ×ÅÔÙ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù).15.33. 1 − C586=C590. ðÕÓÔØ p | ÔÒÅÂÕÅÍÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ, k |ÞÉÓÌÏ Ó�ÏÓÏÂÏ×, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÉÚ �ÅÒ×ÙÈ 90 ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ×ÙÂÒÁÔØ 5 ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÉÚ ÎÉÈ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ ÎÁ 1. �ÏÇÄÁ p = 1− k=ó590. îÁÊÄÅÍ k.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÂÏÒ ÉÚ �ÑÔÉ ÞÉÓÅÌ 1 6 a < b < 
 < d < e 6 90,ÓÒÅÄÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÔ Ä×ÕÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ, ÅÍÕ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÂÏÒ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a, b−1, 
−2, d−3, e−4, ËÏÔÏÒÙÅÍÏÇÕÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÌÀÂÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÔ 1 ÄÏ 86. þÉÓÌÏ Ó�ÏÓÏÂÏ×, ËÏ-ÔÏÒÙÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ 5 ÒÁÚÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÚ �ÅÒ×ÙÈ 86, ÒÁ×ÎÏ C586.15.34. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ d ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ×Ù-ÂÒÁÎÎÙÊ ÕÞÁÝÉÊÓÑ ÄÁÓÔ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏ×�Á-ÄÅÎÉÑ ÏÔ×ÅÔÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÏÇÏ ÕÞÁÝÅÇÏÓÑ Ó ÏÔ×ÅÔÏÍ ÕÞÉÔÅÌÑÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ �d �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÏÔ×ÅÔÁ ÏÂÏÉÈ É ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔÉ (1 − �)(1 − d) ÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÏÔ×ÅÔÁ ÏÂÏÉÈ. ðÏÜÔÏÍÕ ÕÓÌÏ-×ÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ �d + (1 − �)(1 − d) = 1=2, ÉÌÉ(�− 1=2)(d− 1=2) = 0.åÓÌÉ � = 1=2, ÔÏ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ É ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁÍÁÌØÞÉËÏ× Ë ÞÉÓÌÕ ÄÅ×ÏÞÅË × ËÌÁÓÓÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍ. ðÕÓÔØ� 6= 1=2, ÔÏÇÄÁ d = 1=2. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ È É Õ ÞÉÓÌÏ ÍÁÌØÞÉËÏ×É ÄÅ×ÏÞÅË × ËÌÁÓÓÅ. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ d �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÏÔ×ÅÔÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏ



15. üÌÅÍÅÎÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ 499×ÙÂÒÁÎÎÏÇÏ ÕÞÁÝÅÇÏÓÑ ËÌÁÓÓÁ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ �È=(È+Õ)ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÂÕÄÅÔ ×ÙÂÒÁÎ ÍÁÌØÞÉË É ÏÎ ÄÁÓÔ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ, É×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ 
Õ=(È+Õ) ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÂÕÄÅÔ ×ÙÂÒÁÎÁ ÄÅ×ÏÞËÁ É ÏÎÁ ÄÁÓÔ�ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ. éÔÁË, ÕÓÌÏ×ÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ �È=(È + Õ) ++ 
Õ=(È+ Õ) = 1=2, ÉÌÉ (� − 1=2)È = (1=2− 
)Õ.ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ � = 
 = 1=2, ÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ÍÁÌØÞÉËÏ×Ë ÞÉÓÌÕ ÄÅ×ÏÞÅË × ËÌÁÓÓÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍ, ÅÓÌÉ � = 1=2, ÎÏ
 6= 1=2, ÔÏ ËÌÁÓÓ ÓÏÓÔÏÉÔ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÍÁÌØÞÉËÏ×; ÅÓÌÉ ÖÅ� 6= 1=2, ÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ÍÁÌØÞÉËÏ× Ë ÞÉÓÌÕ ÄÅ×ÏÞÅË × ËÌÁÓ-ÓÅ ÒÁ×ÎÏ (1 − 2
)=(2� − 1) (ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ÄÒÏÂØÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ).15.35. òÁÚÏÂØ£Í ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ �ÁÒÙ ÔÒÏÅË ×ÅÒÛÉÎ ÎÁ ó6�ÇÒÕ��, ÓÏÂÉÒÁÑ × ÏÄÎÏÊ ÇÒÕ��Å ÔÅ É ÔÏÌØËÏ ÔÅ �ÁÒÙ ÔÒÏÅË, ËÏÔÏ-ÒÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÛÅÓÔ£ÒËÉ ×ÅÒÛÉÎ. ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,ËÁÖÄÁÑ ÔÁËÁÑ ÇÒÕ��Á ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÔÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÓËÏÌØËÉÍÉ Ó�Ï-ÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÛÅÓÔ£ÒËÕ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÎÁ Ä×ÅÔÒÏÊËÉ, Ô. Å. ó36 = 20 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÒÏ×ÎÏ 6 Ó�ÏÓÏÂÏ× ÒÁÚÂÉÔØ ÛÅÓÔ£ÒËÕ ÎÁ Ä×Å ÔÒÏÊËÉ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀ-ÝÉÅ ÔÒÅÂÕÅÍÏÍÕ × ÚÁÄÁÞÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÓËÏÍÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÒÁ×ÎÁ 6=20 = 0;3.15.36. åÓÌÉ ÉÚ ÔÒ£È ×ÅÒÛÉÎ Ä×Å ÕÖÅ ×ÙÂÒÁÎÙ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ Ó�ÏÓÏ-ÂÏ×, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÒÅÔØÀ ×ÅÒÛÉÎÕ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕ-ÞÅÎÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ, ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÕÇÌÏ×ÏÇÏ ÒÁÓ-ÓÔÏÑÎÉÑ l ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ �ÅÒ×ÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ. (õÇÌÏ×ÙÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉ-ÅÍ ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ á É B ÎÁÚÏ×ÅÍ ×ÅÌÉÞÉÎÕ l = ∠áï÷ · (�=�),ÇÄÅ ï | �ÅÎÔÒ 2n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ; �ÒÉ ÜÔÏÍ ×ÓÅÇÄÁ l 6 n, Á ÕÇÌÏ×ÏÅÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÒÁ×ÎÏ 1.) ðÒÉ l < � ÔÒÅ-ÔØÀ ×ÅÒÛÉÎÕ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ (l−1)+2(n−l) = 2n−1−l Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ;ÅÓÌÉ ÖÅ l = �, ÔÏ Å£ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ, Ô. Å. 2�− 2 Ó�Ï-ÓÏÂÁÍÉ. äÁÌÅÅ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ l = 1; : : : ; n − 1 ÅÓÔØ ÒÏ×ÎÏ2n · 2 = 4n Ó�ÏÓÏÂÏ× ×ÙÂÒÁÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ �ÅÒ×ÕÀ, Á ÚÁÔÅÍ ×ÔÏÒÕÀ ×ÅÒ-ÛÉÎÕ ÎÁ ÕÇÌÏ×ÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ l ÏÔ �ÅÒ×ÏÊ. îÁËÏÎÅ�, ÄÌÑ l = � ÅÓÔØÔÏÌØËÏ 2� ÔÁËÉÈ Ó�ÏÓÏÂÏ×. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ó�ÏÓÏÂÏ×�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÇÏ ×ÙÂÏÒÁ ÔÒ£È ×ÅÒÛÉÎ ÒÁ×ÎÏ2n(2n− 2) + 4n(2n− 2 + 2n− 3 + : : :+ 2n− n) = 6n2(n− 1):þÉÓÌÏ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÔÒÏÅË �ÏÄÓÞÉÔÁÎÏ �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ × ËÁ-ÖÄÏÊ ÔÒÏÊËÅ ×ÅÒÛÉÎÙ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÙ. åÓÌÉ ÖÅ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÄÅÌÁÔØ, ÔÏÞÉÓÌÏ ÔÒÏÅË ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ × 6 ÒÁÚ. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ó�ÏÓÏÂÏ× �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÙÂÒÁÔØ 3 ×ÅÒÛÉÎÙ ÒÁ×ÎÏ ó32n = 2n(2n−1)(2n−2)=6,�ÏÜÔÏÍÕ ÉÓËÏÍÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÁ 3n=(2(2n− 1)).



500 ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ É ÔÅÏÒÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ15.37. �ÁË ËÁË Þ£ÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÂÅÌÙÈ ÛÁÒÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ ×ÕÒÎÅ, ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ, ÔÏ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÛÁÒ ÂÕ-ÄÅÔ ÂÅÌÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ � ÎÅÞ£ÔÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕÉÓËÏÍÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÁ ÌÉÂÏ 1 (ÅÓÌÉ � ÎÅÞ£ÔÎÏ), ÌÉÂÏ 0 (ÅÓÌÉ� Þ£ÔÎÏ).15.38. ðÕÓÔØ Õ ÉÇÒÏËÏ× á É ÷ ×Ù�ÁÄÁÅÔ m É k �ÏÒÌÏ×� ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÏÇÄÁ ÉÓËÏÍÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ Ò ÓÏÂÙÔÉÑ Ô > k ÒÁ×ÎÁ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ q ÓÏÂÙÔÉÑ (n+1)−m > n−k, Ô. Å. ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÔÏÇÏ,ÞÔÏ Õ ÉÇÒÏËÁ á ×Ù�ÁÄÁÅÔ ÂÏÌØÛÅ �ÒÅÛÅË�, ÞÅÍ Õ ÉÇÒÏËÁ ÷ (ÔÁËËÁË �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÂÒÏÓÁÎÉÉ ÍÏÎÅÔÙ �ÏÒ£Ì� É �ÒÅÛËÁ� ×Ù�ÁÄÁÀÔ ÓÒÁ×ÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÓÏÂÙÔÉÅ Ô > k ÉÍÅ-ÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ n −m < n − k, Ô. Å. ËÏÇÄÁ(n + 1) − m 6 n − k (�ÏÓËÏÌØËÕ � − Ô É � − k | �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ).ðÏÜÔÏÍÕ Ò = 1− q, ÏÔËÕÄÁ ÉÍÅÅÍ p = q = 1=2.15.39. îÁÊÄÅÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÔÒÏË (i1; : : : ; in), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈÕÓÌÏ×ÉÀ. þÉÓÌÏ in ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÞÅÔÙÒÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ: �; : : : ; �−3.þÉÓÌÏ in ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ 5 ÚÎÁÞÅÎÉÊ: �; � − 1; : : : ; � − 4, ÚÁ ÉÓ-ËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÔÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÕÖÅ ÚÁÎÑÔÏ ÞÉÓÌÏÍ in. éÔÁË,ÞÉÓÌÏ in−1 ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ 4 ÚÎÁÞÅÎÉÑ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ËÁ-ÖÄÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ in−2; : : : ; i4 ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ 4 ÚÎÁÞÅÎÉÑ. þÉÓÌÁ i1,i2, i3 ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×ÙÂÒÁÎÙ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÚ ÔÒ£È ÚÎÁÞÅ-ÎÉÊ, ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ �ÏÓÌÅ ×ÙÂÏÒÁ ÞÉÓÅÌ in; : : : ; i4. éÔÁË, ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ �!×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÔÒÏË ÉÍÅÅÔÓÑ 4n−3 · 3! ÓÔÒÏË, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÔÒÅ-ÂÕÅÍÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ. úÎÁÞÉÔ, ÉÓËÏÍÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÁ 4n−3 · 3!=n!.15.40. ìÕÞÛÅ ÉÚÍÅÎÉÔØ Ó×ÏÊ ×ÙÂÏÒ. ðÒÉ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÍ ×Ù-ÂÏÒÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÅÎØÇÉ × ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ ÛËÁÔÕÌËÅ | 1=3,×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÅÎØÇÉ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ | 2=3. ðÏ-ÓÌÅ ÔÏÇÏ ËÁË ×ÅÄÕÝÉÊ ÏÔËÒÙÌ ÔÕ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÛËÁÔÕÌÏË, ËÏÔÏÒÁÑÂÙÌÁ �ÕÓÔÏÊ, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ×ÙÉÇÒÙÛÁ × ÔÒÅÔØÅÊ ÛËÁ-ÔÕÌËÅ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÊ 2=3. (÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ×ÙÉÇÒÙÛÁ �ÒÉ ÓÏÈÒÁ-ÎÅÎÉÉ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ×ÙÂÏÒÁ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÒÁ×ÎÁ 1=3.)



üìåíåî�ù áìçåâòùé íá�åíá�éþåóëïçïáîáìéúá
16. îåòá÷åîó�÷á16.1. þÉÓÌÏ×ÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á16.1. Á) 53 < 35, Â) 27 > 53, ×) 32 > 23, Ç) 210 < 37, Ä) 453, Å) 891.16.2. 2100 < 3100, �ÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ 2 · 3100 << 4100 Ô. Å. ÞÔÏ (4=3)100 > 2.16.3. a) ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÉÓÌÏ 1234568 ÞÅÒÅÚ x. �ÏÇÄÁ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÎÅ-ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÒÅ×ÒÁÔÉÔÓÑ × (È− 1)(È+ 1) < x2, ÞÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ.Â) 19751987 = 1− 121987 = 1− 12001219871987 < 1− 12001219871988 = 1975197619871988 .×) ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ �ÅÒ×ÏÊ ÄÒÏÂÉ ÞÅÒÅÚ m, Á ÚÎÁÍÅÎÁ-ÔÅÌØ | ÞÅÒÅÚ n. �ÏÇÄÁ ×ÔÏÒÁÑ ÄÒÏÂØ ÒÁ×ÎÁ (m+1)=(n+2). �ÁË ËÁË,ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, 2m > n, ÔÏ mn+2m > mn+n ÉÌÉ m=n > (m+1)=(n+2).16.4. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ ÄÒÏÂÉ ÞÅÒÅÚ x. �ÏÇÄÁ ×ÓÑ ÄÒÏÂØÒÁ×ÎÁ a = x=(10x− 9), 1=a = 10− 9=x É ÞÅÍ ÂÏÌØÛÅ x, ÔÅÍ ÍÅÎØÛÅa. éÔÁË, �ÅÒ×ÁÑ ÄÒÏÂØ ÂÏÌØÛÅ ×ÔÏÒÏÊ.16.5. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ �ÅÒ×ÏÊ ÄÒÏÂÉ ÞÅÒÅÚ m, Á ÚÎÁÍÅÎÁ-ÔÅÌØ | ÞÅÒÅÚ n. �ÏÇÄÁ (m+1)=(n+1)−m=n = (n−m)=(n(n+1)).�ÁË ËÁË n > m, ×ÔÏÒÁÑ ÄÒÏÂØ ÂÏÌØÛÅ.16.6. 16 : : : 6=6 : : : 64 > 16=70 > 2=9 > 19 : : : 9=9 : : : 95.16.7. Á) ðÅÒ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁ×ÎÏ 0, �ÏÜÔÏÍÕ ÏÎÏ ÍÅÎØÛÅ. Â) ÷×ÅÄÅÍÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ n = 1970. éÍÅÅÍ:

(√n− 1 +√n+ 1)2 = 2n+ 2√n2 − 1 < 2n+ 2n = (2√n)2 :16.8. 1002 > 150 · 50, �ÏÜÔÏÍÕ �ÅÒ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÂÏÌØÛÅ.16.9. (1;01)100 > 2 (�Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ âÅÒÎÕÌÌÉ (ÓÍ. 16.31)), �Ï-ÜÔÏÍÕ (1;01)1000 > 210 = 1024 > 1000.16.10. Á) òÁÚÏÂØ£Í ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÎÁ �ÁÒÙ:
(12 − 13)+ (14 − 15)+ : : : = 16 + 120 + : : : > 16 + 120 = 1360 > 15 :



502 áÌÇÅÂÒÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚÂ) úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ 1 + n√3 > 2 · 31=2n. ðÏÜÔÏÍÕ
(1 +√3) : : :(1 + 11√3) > 210 · 31=4+1=6+:::+1=22 > 210 · 3 > 1991;ÔÁË ËÁË14 + : : :+ 122 = 12 ((12 + 13 + 16)+ (14 + 17 + 18)++ (15 + 19 + 110 + 111)) > 12 (1 + 12 + 12) = 1:16.11. �ÁË ËÁË 99! > 100, ÔÏ A < B.16.12. 15001 + 15002 + : : :+ 15100 < 15000 · 100 = 150 < 1=49.16.13. 885. 790 > 691, ÔÁË ËÁË(7=6)90 = (1 + 1=6)90 > 1 + 90=6 = 16 > 6:790 > 5100, ÔÁË ËÁË(7=5)90 = ((1;43)2)15 > (2;32)15 > 515 > 510:885 > 790, ÔÁË ËÁË (8=7)18 = (((8=7)2)3)3 > 23 = 8.16.14. a), ×) òÅÛÅÎÉÅ 1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÄÁÎÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÅ-ÒÅÚA É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÖÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ B = 2=3·4=5·: : :·98=99. �ÁËËÁË 2=3 > 1=2; : : : ; 1 > 99=100, ÔÏ ÷ > á. îÏ,ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ,A÷ = 1=100. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ A2 < AB = 1=100, Á ÚÎÁÞÉÔ,A < 1=10. äÁÌÅÅ, ÷ < 2A, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, A · 2A > AB = 1=100 É,ÚÎÁÞÉÔ, A > 1=(10√2) > 1=15.òÅÛÅÎÉÅ 2. ÷×ÅÄÅÍ, ËÁË ×ÙÛÅ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ A. �ÏÇÄÁ1222 · 32 − 142 · : : : · 992 − 11002 < A2 < 1222 − 1 · 3242 − 1 · : : : · 9921002 − 1 :òÁÚÌÁÇÁÑ ÔÅ�ÅÒØ ÞÉÓÌÉÔÅÌÉ ÄÒÏÂÅÊ ÓÌÅ×Á É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ ÄÒÏÂÅÊÓ�ÒÁ×Á �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, �ÏÌÕÞÉÍ:12 · 2 · 2 · 44 · 4 · : : : · 98 · 100100 · 100 < A2 < 11 · 3 · 3 · 33 · 5 · : : : · 99 · 9999 · 101ÉÌÉ, �ÏÓÌÅ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ, 1=200 < A2 < 1=101. �ÏÇÄÁ 1=15 < A << 1=10.óÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÔÁË ÖÅ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ É ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ12√n < 1 · 3 · : : : · (2n− 1)2 · 4 · : : : · (2n) < 1√2n:Â) äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÒÉ � > 1 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï1 · 3 · : : : · (2n− 1)2 · 4 · : : : · (2n) < 1√3n+ 1 :



16. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 503äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÍÅÔÏÄÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊÉÎÄÕË�ÉÉ. ðÒÉ n = 1 ÉÍÅÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ n ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ. õÍÎÏÖÉÍ ÏÂÅÞÁÓÔÉ ÎÁ (2n+ 1)=(2n+ 2). �ÁË ËÁË
( 2n+ 1(2n+ 2)√3n+ 1)2 = (2n+ 1)2(2n+ 1)2(3n+ 4) + n < 13n+ 4 ;ÔÏ 1 · 3 · : : : · (2n+ 1)2 · 4 · : : : · (2n+ 2) < 1

√3(n+ 1) + 1 :ðÏÄÓÔÁ×É× × ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï � = 50, �ÏÌÕÞÉÍ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï (ÔÁË ËÁË √3 · 50 + 1 ≈ 12;288 < 12.)16.15. sin 1 < sin�=3 = √3=2 < 7=8 < log3√7.16.16. ðÅÒÅ�ÉÛÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ×ÉÄÅlog4 5 + log5 6 + log6 7 + log7 84 > 1;1:ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÍ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁÍ, �ÏÌÕÞÉÍ:14 ( lg 5lg 4 + lg 6lg 5 + lg 7lg 6 + lg 8lg 7) > 1;1:ðÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ëÏÛÉ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ4√ lg 5 lg 6 lg 7 lg 8lg 4 lg 5 lg 6 lg 7 = 4√log4 8 = 4√1;5 > 1;1:úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ log4 5 + log5 6 ++ log6 7+ log7 8 ≈ 4;4289, Ô. Å. �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÁÑ × ÚÁÄÁÞÅ Ï�ÅÎËÁ ×ÅÓØÍÁÔÏÞÎÁÑ.16.17. ïÓÕÝÅÓÔ×ÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É Ï�ÅÎÉÍ ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÔ:12 − 13 + : : :+ 11000 = 12 − (13 − 14)− : : :− ( 1999 − 11000) << 12 − 112 − 130 = 2360 < 2460 = 25 :16.18. ÷ÔÏÒÏÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ 1977 = n. �ÏÇÄÁ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÅÔÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ(n+ 1)n−1(n− 1)n+1 < (n+ 1)n(n− 1)n = (n2 − 1)n < n2n:16.19. ln 1;01 > 2=201. æÕÎË�ÉÑ f(x) = ln(1 + È) − 2x=(x + 2)×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ �ÒÉ x > 0, �ÏÓËÏÌØËÕf ′(x) = 1x+ 1 − 4(x+ 2)2 = x2(x+ 1)(x+ 2)2 > 0:



504 áÌÇÅÂÒÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ16.20. Á) òÁÚÄÅÌÉÍ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÒÕÇ ÎÁ 18 ÒÁ×ÎÙÈ ÓÅËÔÏÒÏ× ÓÕÇÌÏÍ 20◦. ðÌÏÝÁÄØ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ ÓÅËÔÏÒÁ ÒÁ×ÎÁ 1=18 �ÌÏÝÁÄÉÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ, Ô. Å. �=18. �ÁË ËÁË �ÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ×ÎÕ-ÔÒÉ ÓÅËÔÏÒÁ ÍÅÎØÛÅ �ÌÏÝÁÄÉ ÓÅËÔÏÒÁ, ÔÏ sin 20◦=2 < �=18, ÏÔËÕÄÁsin 20◦ < �=9. �ÁË ËÁË �=9 < 7=20, ÔÏ sin 20◦ < 7=20, Þ. Ô. Ä.Â) çÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ y = sinx ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0;�=6℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×Ù-�ÕËÌÙÍ ××ÅÒÈ, �ÏÜÔÏÍÕ �ÒÉ ×ÓÅÈ È ∈ [0;�=6℄ ÏÎ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎ ×ÙÛÅÇÒÁÆÉËÁ �ÒÑÍÏÊ y = 3x=�, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÅÇÏ ËÏÎ�Å×ÙÅ ÔÏÞËÉ,Ô. Å. ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (0; 0) É (�=6; 1=2). úÎÁÞÉÔ, �ÒÉ×ÓÅÈ x ∈ (0;�=6) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï sin x > 3È=�. ðÏÌÁÇÁÑ× ÜÔÏÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å x = �=9, �ÏÌÕÞÁÅÍ: sin 20◦ = sin(�=9) > 1=3,Þ. Ô. Ä.16.2. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×16.21. ðÏÓÌÅ �ÅÒÅÎÏÓÁ ×ÓÅÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ×ÌÅ×Ï �ÏÌÕÞÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï (a=2− b+ 
)2 > 0.16.22. ÷ÙÄÅÌÉÍ �ÏÌÎÙÅ Ë×ÁÄÒÁÔÙ:
(a− b2)2 + 34 (b− 23
)2 + 23 (
− 34d)2 + 58 (d− 45)2

> 0:16.23. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×:(2k − 1)(2l − 1)(2m − 1) > 0 É 2k+l+m > 2k + 2l + 2m:÷ÔÏÒÏÅ ×ÅÒÎÏ, ÔÁË ËÁË 2k+l+m > 2k+2 = 4 · 2k > 2k + 2l + 2m (�ÒÉk > l > m).16.24. 2(ab+b
+
a) = (a+b+
)2−a2−b2−
2 = −(a2+b2+
2) 6 0.16.25. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ (x− y)(√x−√y)=√xy > 0.16.26. ðÅÒÅÎÅÓ£Í ×Ó£ × ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ: (a3 + b3 − a2b − ab2) ++ (b3 + 
3 − b2
 − b
2) + (a3 + b3 − a2
 − a
2) > 0. ëÁÖÄÕÀ ÓËÏÂËÕÒÁÚÌÏÖÉÍ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ: a3 + b3 − a2b− ab2 = (a2 − b2)(a− b) > 0.16.27. òÅÛÅÎÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÚÏÂÒÁÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ.16.28. äÏËÁÖÅÍ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ. ðÕÓÔØ an = 1=22+: : :+1=n2, bn == 1− 1=�. âÁÚÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. ðÅÒÅÈÏÄ: 1=k2 = ak − ak−1 < bk − bk−1 == 1=(k(k − 1)).16.29. Á) âÁÚÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. ðÅÒÅÈÏÄ | (� + 1)! = (� + 1)n! >> 2n(n + 1) > 2 · 2n = 2n+1. Â) âÁÚÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. ðÅÒÅÈÏÄ: 2n+1 == 2 · 2n > 2 · 2n = 4n > 2(n+ 1).16.30. ðÒÉ n > 10.16.31. ðÅÒ×ÙÊ Ó�ÏÓÏÂ | �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ, ×ÔÏÒÏÊ | Ó �ÏÍÏÝØÀÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ.



16. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 50516.32. ÷ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Åx2 + Õ22 >

(x+ y2 )2 ;�ÏÌÏÖÉ× x = a+ 1=a, y = b+ 1=b, �ÏÌÕÞÉÍ12 ((a+ 1a)2 + (b+ 1b)2)
>
14 (a+ 1a + b+ 1b)2 = 14 (1 + 1ab)2 :÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ 1=ab ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ËÏÇÄÁ �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÅ ab ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. îÏ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Áab 6 ((a + b)=2)2 = 1=4 ÉÍÅÅÍ 1=ab > 4, 1 + 1=ab > 5. ïÔÓÀÄÁ�ÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ �ÒÉÁ = b = 1=2.16.33. äÁ. åÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ � ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÏ 1=�, ÔÏ ÉÈ ÓÕÍÍÁÒÁ×ÎÁ 1, Á ÓÕÍÍÁ ÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× | 1=n, É �ÒÉ � > 100 ÏÎÁ ÍÅÎØÛÅ0;01.16.34. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÅÖÄÕ ÓÒÅÄÎÉÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ É ÇÅÏÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ a; b; b; : : : ; b (n ÞÉÓÅÌ b).16.35. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ{âÕÎÑËÏ×ÓËÏÇÏ ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒÏ× ~X == (x1; x2; x3) É ~Y = (1=2; 1=3; 1=6) òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÌØËÏÅÓÌÉ x1 : x2 : x3 = 1=2 : 1=3 : 1=6.16.36. ðÏÌÏÖÉÍ f(x) = sin x, p1 = p2 = p3 = 1=3.16.37. ðÏÌÏÖÉÍ a = x5, b = y5.16.38. éÚ a2 = b2 + 
2 − b
 ÓÌÅÄÕÅÔ a2 > b2 + 
2 − 2b
 = (b− 
)2,ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ a > |b− 
| > 
− b (Á > 0). ïÔÓÀÄÁ a+ b > 
.16.39. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Á 6 1, b 6 1, 
 6 1. éÚ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á È(1 − È) 6 1=4 �ÒÉ ×ÓÅÈ x ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ a(1 − b)b×

× (1− 
)
(1− a) 6 1=64. îÏ, �ÅÒÅÍÎÏÖÉ× ÄÁÎÎÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, �Ï-ÌÕÞÉÍ a(1− b)b(1− 
)
(1− a) > 1=64. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.16.40. ðÕÓÔØ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔÉ |Á| > |b|. �ÏÇÄÁ |Á + b| 6 2|Á|É, ÚÎÁÞÉÔ, (a+ b)50 6 250a50 < 250(a50 + b50).16.41. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÉ ÓÌÕÞÁÑ.1) È 6 0. ëÁÖÄÙÊ ÏÄÎÏÞÌÅÎ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌÅÎ.2) 0 < x < 1. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ È12 − È9 + È4 − È + 1 = (1 − x) ++ x4(1− x5) + x12 > 0.3) È > 1. �ÏÇÄÁ È12−È9+È4−È+1 = (È9+x)(È3−1)+1 > 1 > 0.16.42. ðÏÌÏÖÉÍ x = (a2+b2)=(ab). �ÏÇÄÁ x > 2 (�Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÕÏ ÓÒÅÄÎÉÈ), �ÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ È > 2 ×ÅÒÎÏ, ÞÔÏÈ+ 1=x > 2;5, Ô. Å. ÞÔÏ È2 − 2;5x+ 1 = (È− 2)(È− 0;5) > 0.16.43. äÏËÁÖÅÍ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k < n:1 + k=n < (1 + 1=n)k < 1 + k=n+ k2=n2:



506 áÌÇÅÂÒÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚäÌÑ k = 1 ÏÎÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÕÓÔØ ÏÎÏ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k, ÄÏËÁ-ÖÅÍ ÅÇÏ ÄÌÑ k + 1. éÍÅÅÍ
(1 + 1n)k+1 >

(1 + kn)(1 + 1n) = 1 + k + 1n + kn2 > 1 + k + 1n :úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ �ÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÏÇÏ k. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÔÅ�ÅÒØ k < n, �ÏÌÕÞÉÍ
(1 + 1n)k+1 < (1 + kn + k2n2)(1 + 1n) == 1 + k + 1n + (k + 1)2n2 − n(k + 1)− k2n3 < 1 + k + 1n + (k + 1)2n2 ;ÉÂÏ n(k+1) > k2 �ÒÉ n > k. ðÏÄÓÔÁ×É× × ×Ù×ÅÄÅÎÎÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÚÎÁÞÅÎÉÅ k = �− 1, �ÏÌÕÞÉÍ 2 = 1 + �=� 6 (1 + 1=�)n < 1 + n=n++ n2=n2 = 3.16.44. Á) ÷ ÓÉÌÕ 16.43, (1;001)1000 = (1 + 1=1000)1000 > 2.Â) ðÅÒ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ:100199910001000 = 11001 ·(10011000)1000 = 11001 ·(1 + 11000)1000 < 31001 < 1:16.45. Á) òÅÛÅÎÉÅ 1. éÚ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ (1 + 1=�)n É(1+1=(�+1))n+1 �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ ÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÔÏÒÏÅÞÉÓÌÏ ÂÏÌØÛÅ �ÅÒ×ÏÇÏ, ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.òÅÛÅÎÉÅ 2. éÓÈÏÄÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ×ÉÄÕn+ 2n+ 1 > ( (n+ 1)2n(n+ 2))n = (1 + 1n(n+ 2))n :�Å�ÅÒØ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ Ï�ÅÎËÏÊ

(1 + 1k)n < k + 1k · kk − 1 · : : : · k − n+ 2k − n+ 1 = k + 1k − n+ 1ÄÌÑ k = n(n+2). ïÓÔÁÌÏÓØ ÌÉÛØ ÄÏËÁÚÁÔØ �ÒÏÓÔÙÍ �ÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÅÍÓËÏÂÏË, ÞÔÏ (n+ 2)=(n+ 1) > (n+ 1)2=(n2 + n+ 1).Â) îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ
( (n+ 1)2n(n+ 2))n+1 < n+ 2n+ 1 :÷ÏÓ�ÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ Ï�ÅÎËÏÊ �ÕÎËÔÁ Á), �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïn2 + 2n+ 1n2 + 2n · n2 + 2n+ 1n2 + n < n+ 2n+ 1 :



16. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 507éÚÂÁ×É×ÛÉÓØ ÏÔ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÊ É ÒÁÓËÒÙ× ÓËÏÂËÉ, �ÏÌÕÞÉÍn5 + 5n4 + 9n3 + 8n2 + 4n < n5 + 5n4 + 10n3 + 10n2 + 5n+ 1;ÞÔÏ ×ÅÒÎÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ n > 0.16.46. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ (1 + 1=�)n 6 n. äÁÌÅÅ ÉÓ�ÏÌØ-ÚÕÅÍ 16.43.16.47. ðÕÓÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÚÁÄÁÞÉ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏ-ÇÏ �. þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÉÈ ÄÌÑ � + 1, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÉÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á((�+ 1)=2)n+1(n=2)n > n+ 1 >
((n+ 1)=3)n+1(n=3)n :ðÏÓÌÅ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ ÎÁ � + 1 ÜÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ Ë ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×ÁÍ (1 + 1=n)n=2 > 1 > (1 + 1=n)n=3, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× 2 6 (1 + 1=�)n 6 3 (ÓÍ. 16.43). äÌÑ � = 6 ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï×ÅÒÎÏ: (6=2)6 = 729 > 6! = 720 > (6=3)6 = 64.16.48. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÏ×ÅÄÅÍ ÍÅÔÏÄÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎ-ÄÕË�ÉÉ.1. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ n! > (n=e)n �ÒÉ ÌÀÂÏÍ �ÅÌÏÍ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-ÎÏÍ �. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÒÉ � = 1 ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ×Ù-�ÏÌÎÑÅÔÓÑ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏËÁÚÁÎÏ, É �ÏËÁÖÅÍ,ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (� + 1)! >> ((n+ 1)=e)n+1. éÚ 16.45, �. Á, e=(1 + 1=n)n > 1, �ÏÜÔÏÍÕ(�+1)! = �!(�+1) > (n=e)n(n+1) = ((n+ 1)=e)n+1e(1 + 1=n)n > ((n+1)=e)n+1:2. ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë n! < n(n=e)n. ó �ÏÍÏÝØÀ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÈ ÔÁ-ÂÌÉ� ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ n = 7 ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÅÒÎÏ. éÚ16.45, �. Â, e=(1 + 1=n)n+1 < 1, �ÏÜÔÏÍÕ(�+ 1)! = �! (�+ 1) < (n+ 1)n · (ne )n == (n+ 1)((n+ 1)=e)n+1e(1 + 1=n)n+1 < (n+ 1)((n+ 1)=e)n+1:16.49. Á) sin� − sin� = 2 sin(�−�2 ) 
os(�+�2 ) < 2�−�2 (�ÏÓËÏÌØËÕsin x < x, 
osx < 1).Â) � − � < tg(� − �) = (tg � − tg�)=(1 + tg � tg�) < tg � − tg�(Ô. Ë. tg x > x).16.50. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ(a+ b+ 
)(ab
− (a+ b− 
)(
+ a− b)(b+ 
− a)) > 0: (∗)óÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ a+b−
, 
+a−b, b+
−a ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÇÏ(ÅÓÌÉ a + b − 
 < 0, b + 
 − a < 0, ÔÏ 2b < 0). åÓÌÉ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ



508 áÌÇÅÂÒÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ, ÔÏ ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ É,ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÂÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (∗) ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ.åÓÌÉ ÖÅ ÏÎÉ ×ÓÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ, ÔÏÁ2b2
2 > (a2 − (b− 
)2)(b2 − (
− a)2)(
2 − (a− b)2) == (a+ b− 
)2(b+ 
− a)2(
+ a− b)2ÉÌÉ ab
− (a+ b− 
)(b+ 
− a)(
+ b− a) > 0, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ (∗).16.51. ìÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÎÁ (x5+y5)=(x+y). �ÁË ËÁË È > √2 É y >> √2, ÔÏ x5+y5 > 2(x3+y3) É (x5+y5)=(x+y) > 2(x3+y3)=(x+y) == 2(x2 − xy + y2) > x2 + y2.16.52. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÞÅÒÅÚ f(È). ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏf(È) = (1 + È2n+1)=(1 + È). åÓÌÉ È > 1, ÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, f(È) > 1,ÅÓÌÉ ÖÅ 0 6 È < 1, ÔÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2 É Ï�ÑÔØ ÖÅÄÒÏÂØ ÂÏÌØÛÅ 1=2. îÁËÏÎÅ�, �ÒÉ x < 0 ËÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ × f(x)�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ, �ÏÜÔÏÍÕ f(x) > 1.16.53. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Á = È3, b = y3, 
 = z3. ðÏÓËÏÌØËÕ È2 − ÈÕ ++ Õ2 > ÈÕ, ÉÍÅÅÍ: x3 + y3 > ÈÕ(x+ y), ÏÔËÕÄÁ11 + a+ b = zz + z(x3 + y3) 6
zx+ y + z :óËÌÁÄÙ×ÁÑ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ó ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍÉ, �ÏÌÕÞÉÍ ÎÅ-ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÚÁÄÁÞÉ.16.54. äÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ�ÏÍÉÎÁÀÔ ÔÅÏÒÅÍÕ ÷ÉÅÔÁ. òÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙò (È) = (È− Á1)(È− Á2)(È− Á3) É Q(È) = (È− b1)(È− b2)(È− b3):ïÎÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ (ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓËÒÙÔØÓËÏÂËÉ). ðÏÜÔÏÍÕ ÇÒÁÆÉË ÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÇÒÁÆÉ-ËÁ ÄÒÕÇÏÇÏ ÓÄ×ÉÇÏÍ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ ÏÒÄÉÎÁÔ. ðÒÉ È 6 b1 ÉÍÅÅÍQ(È) 6 0,× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ Q(Á1) 6 0. úÎÁÞÉÔ, ÇÒÁÆÉË Õ = Q(È) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚÇÒÁÆÉËÁ Õ = ò (È) ÓÄ×ÉÇÏÍ ×ÎÉÚ ÉÌÉ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÎÉÍ. ÷ ÞÁÓÔÎÏ-ÓÔÉ, Q(Á3) 6 P (Á3) = 0. îÏ �ÒÉ È > b3 ÉÍÅÅÍ Q(È) > 0, ÚÎÁÞÉÔÁ3 6 b3.16.55. (n!)2 = (1 ·n) ·(2 ·(n−1)) · : : : ·(n ·1). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑÓËÏÂËÁ (ËÒÏÍÅ �ÅÒ×ÏÊ É �ÏÓÌÅÄÎÅÊ) ÂÏÌØÛÅ n. åÓÌÉ �ÁÒÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ((k+1)·(n−k)), ÔÏ (k+1)(n−k) = k(n−k)+(n−k) > k+(n−k) = n.16.56. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÅÖÄÕ ÓÒÅÄÎÉÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ É ÓÒÅÄ-ÎÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ.16.57. òÅÛÅÎÉÅ 1. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ, Ô. Å. Á+ b+ Ó < 3.õÍÎÏÖÁÑ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁ Áb, �ÏÌÕÞÉÍ ab2 + (a2 − 3a)b+ 1 < 0.üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ Õ(È) = ax2 + (a2 − 3a)x + 1 ÉÍÅ-ÅÍ Õ(b) < 0. �ÁË ËÁË Õ(È) > 0 �ÒÉ ÂÏÌØÛÏÍ È, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÍÅÅÔ



16. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 509Ä×Á ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÑ, ÚÎÁÞÉÔ, Å£ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ:a(Á− 1)2(Á− 4) > 0. éÔÁË, Á > 4 É ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ Á+ b+ Ó > 4. ðÒÏÔÉ-×ÏÒÅÞÉÅ.òÅÛÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ x = ln a, y = ln b, z = ln 
. �ÏÇÄÁ x+ y + z == 0. æÕÎË�ÉÑ ex ×Ù�ÕËÌÁ ×ÎÉÚ, �ÏÜÔÏÍÕ (�Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ éÅÎÓÅÎÁ)(ex + ey + ez)=3 > e(x+y+z)=3 = 1.16.58. òÁÚÄÅÌÉ× ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Á + b + Ó = 1 �Ï ÏÞÅÒÅÄÉÎÁ Á, b, Ó É ÓÌÏÖÉ×, �ÏÌÕÞÉÍ1=a+ 1=b+ 1=
 = 3 + (a=b+ b=a) + (b=
+ 
=b) + (
=a+ a=
):éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÔÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÓËÏÂËÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2, �ÏÌÕÞÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï ÚÁÄÁÞÉ.16.59. ðÕÓÔØ p = a+ b+ 
 > 0, q = ab+ b
+ a
 > 0, r = ab
 > 0.�ÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) = x3 − px2 + qx− r �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØ-ÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÒÉ È 6 0. úÎÁÞÉÔ, ×ÓÅ ËÏÒÎÉ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ,ÒÁ×ÎÙÅ �Ï ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÷ÉÅÔÁ, ÞÉÓÌÁÍ a, b, 
 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÌÏ-ÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ.16.60. �ÁË ËÁË Á < b < Ó < d, ÔÏ Õ − x = ab + 
d − ÁÓ − bd == (a− d)(b − Ó) > 0, z − y = a
 + bd − Ád − b
 = (a − b)(
− d) > 0.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, È < Õ < z.16.61. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ(a2−b
)2+(b2−a
)2+(
2−ab)2+(a2−b2)2+(b2−
2)2+(
2−a2)2 > 0:äÒÕÇÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ~è == (Á2; b2; 
2), ~Y = (b
; 
a; ab), ÔÏÇÄÁ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ×ÅËÔÏÒ-ÎÏÊ ÆÏÒÍÅ: ~X~Y 6 ~X2. äÁÌÅÅ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ëÏÛÉ{âÕÎÑËÏ×ÓËÏÇÏ É ÔÅÍ, ÞÔÏ ~Y 2 6 ~X2.16.62. üÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï þÅÂÙÛÅ×Á ÄÌÑ n ÞÉÓÅÌ. ìÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÕÍÍÕ n2 ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Ä×ÕÈ ÔÉ�Ï×: n ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ×ÉÄÁ Áibi, ÇÄÅ i = 1; : : : ; n É n(n − 1) ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ×ÉÄÁ Áibk, ÇÄÅi; k = 1; : : : ; �, i 6= k. óÌÁÇÁÅÍÙÅ ×ÔÏÒÏÊ ÇÒÕ��Ù ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ�ÁÒÙ É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÙ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:Áibk + Ákbi = (Áibi + Ákbk)− (Ái − Ák)(bi − bk) < Áibi + Ákbk;�ÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ×ÔÏÒÏÇÏ ÔÉ�Á ÍÅÎØÛÅ ÓÕÍÍÙ �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÊ, ÉÎÄÅËÓ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÒÏ×ÎÏ(n− 1) ÒÁÚ.16.63. éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÷ < (A + B)=2 < A (�ÏÓËÏÌØËÕ ÷ < A) É(a− b)28(A−B) = A+B2 , ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÓËÏÍÏÅ.



510 áÌÇÅÂÒÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ16.64. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÓÒÅÄÎÉÈ É ÕÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁlogb a, log
 b, loga 
 �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ, Á ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ 1, �Ï-ÌÕÞÉÍlogb aa+ b + log
 bb+ 
 + loga 
a+ 
 >
33√(a+ b)(b+ 
)(
+ a) >

>
9a+ b+ b+ 
+ 
+ a = 92(a+ b+ 
) :16.65. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Á > b >

> Ó > 0. ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ �ÒÁ×ÏÊ É ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÑÍÉÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Ë ×ÉÄÕ (a− b)2(a+ b− 
) + 
(b− 
)(a− 
). �Å�ÅÒØ ÄÌÑÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÒÅÂÕÅÍÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ�ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ, ÔÁË ËÁË a + b > Ó, b > Ó,Á > 
, 
 > 0.16.66. åÓÌÉ Á = b = Ó = 0, ÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï. ðÕÓÔØs = a+ b+ 
 > 0, ÔÏÇÄÁ ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ Ë ×ÉÄÕa+ b+ 
s − a(1− a)s ( 1b+ 
+ 1 − (1− b)(1− 
))−
− b(1− b)s ( 1
+ a+ 1 − (1− 
)(1− a))−

− 
(1− 
)s ( 1a+ b+ 1 − (1− a)(1− b)) 6 1;ÔÁË ËÁË (a + b + 
)=s = 1, Á ËÁÖÄÁÑ ÓËÏÂËÁ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ:1b+ 
+ 1 − (1− b)(1− 
) > 0, �ÏÓËÏÌØËÕ(1−b)(1−
)(1+b+
) = 1−(b+
)2+b
(b+
) = 1−(b+
)(b+
−b
) 6 1:áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ É ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓËÏ-ÂÏË.16.67. éÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á x2 + Õ2 > 2xy �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ (a2 + b2) ++ (
2 + d2) > 2(ab + 
d) > 4√ab
d = 4, ab + 
d > 2, b
 + ad > 2,a
+ bd > 2.ðÏÌØÚÕÑÓØ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍ É ÓÒÅÄ-ÎÅÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ ÄÒÕÇÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ, ÁÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ n �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÅÍ 1 ÓÕÍÍÁ ÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n, Á ÓÕÍÍÁ n(n − 1)=2ÉÈ �Ï�ÁÒÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n(n− 1)=2.16.68. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m (m = 1; : : : ; n) ÓÒÅÄÉ m �ÁÒ (Ák; bk) (k == 1; : : : ;m) ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× Ák > bk ÉÌÉ bk > ak ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ



16. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 511ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÄÌÑ Ô=2 �ÁÒ. ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, bk > Ák ÎÅ ÍÅÎÅÅÞÅÍ × m=2 �ÁÒÁÈ. åÓÌÉ bi | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÉÚ ÜÔÉÈ bk, ÔÏ bi 6 2=m.ðÏÜÔÏÍÕ ai + bi 6 2bi 6 4=m, Á �ÏÓËÏÌØËÕ i 6 m, ÔÏ am + bm 6

6 ai + bi 6 4=m.16.69. ÷ÏÚ×ÅÄ£Í ×ÓÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Áa1 = 0; |a2| = |a1 + 1|; : : : ; |an+1| = |an + 1|× Ë×ÁÄÒÁÔ É ÓÌÏÖÉÍ. óÏËÒÁÝÁÑ, �ÏÌÕÞÉÍ a2n+1 = 2(a1 + : : :+ an) ++n > 0, ÏÔËÕÄÁ a1+: : :+an > −n=2. äÒÕÇÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (�Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ)ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ, ÚÁÍÅÔÉ×, ÞÔÏ ÕÄÁÌÅÎÉÅ �ÁÒÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈÞÌÅÎÏ× an > 0, an+1 = −an − 1 ÓÏ ÓÒÅÄÎÉÍ −1=2 �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÄÏ�Õ-ÓÔÉÍÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.16.70. ðÅÒÅÍÎÏÖÉ× �ÅÒ×ÏÅ É ×ÔÏÒÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, �ÏÌÕÞÉÍ(a+ b)2 < ab + 
d, ÎÏ (Á + b)2 > 4Áb, �ÏÜÔÏÍÕ ab + 
d > 4ab,Ô. Å. 
d > 3Áb. ðÅÒÅÍÎÏÖÉ× ×ÔÏÒÏÅ É ÔÒÅÔØÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÉÍÅÅÍab(ab+ 
d) > (Á+ b)2
d > 4ab
d, ÏÔËÕÄÁ ab+ 
d > 4
d, Ô. Å. ab > 3
d.éÔÁË, ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ab > 3
d É 
d > 3Áb, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.16.71. ãÉËÌÉÞÅÓËÉ ÓÄ×ÉÎÅÍ xi ÔÁË, ÞÔÏ x1 6 x2 �ÏÇÄÁ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á(È1 + È2 + È3 + È4 + È5)2 − (È1 − È2 + È3 − È4 + È5)2 == 4(È1 + È3 + È5)(È2 + È4) == 4(È1È2 + È2È3 + È3È4 + È4È5 + È5È1) + 4È5(È2 − È1) + 4È1È4:÷ÏÏÂÝÅ, ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (È1+: : :+È�)2 > Ó�(È1È2+È2È3+: : :+È�È1)×Ù�ÏÌÎÅÎÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ x1; : : : ; xn ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ (ÎÁÉ-ÂÏÌØÛÉÈ) Ón: Ó2 = 2, Ó3 = 3, Ó4 = 4 (�ÒÉÞ£Í �ÒÉ ÜÔÉÈ n ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ Èi, ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ), Á ÔÁËÖÅ ÄÌÑÓ� = 4 �ÒÉ ×ÓÅÈ � > 5 (�ÒÉ Èi > 0). ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �Ï-ÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÄÌÑ � = 5 ÉÎÄÕË�ÉÅÊ: ÅÓÌÉ �ÅÒÅÄ×ÉÎÕÔØ�ÉËÌÉÞÅÓËÉ ÎÏÍÅÒÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ È�+1 ÂÙÌÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ, ÔÏ(È1 + È2 + : : :+ Èn+1)2 − (È1 + È2 + : : :+ xn)2 >

> −4È1Èn + 4È1Èn+1 + 4ÈnÈn+1;�ÏÓËÏÌØËÕ2Èn+1(È2 + : : :+ Èn−1) + (Èn+1 − 2È1)(Èn+1 − 2Èn) > 0:16.72. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Á > b >

> Ó. �ÏÇÄÁ Ó(a−Ó)(b−Ó) > 0, ÏÔËÕÄÁ 
3+ab
 > Á
2+b
2. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ a3 + b3 + 2Áb
 > ab(Á + b) + Á2Ó + b2
, ðÏÓÌÅÄÎÅÅÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ (Á − b)2(a + b − 
) > 0. ìÅÇËÏ



512 áÌÇÅÂÒÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ÄÁÎÎÏÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ �ÒÉÁ = b = Ó.16.73. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ab 6 (Á+ b)2=4, ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Ó > 0 ÉÍÅÅÍ:P = (È1 + : : :+ È�)( 1È1 + : : :+ 1È�) == (È1
 + : : :+ È�
 )( 
È1 + : : :+ 
È�) 6

6
14 (È1
 + 
È1 + : : :+ È�
 + 
È�)2 :úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f(t) = 
=t + t=
 �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅÎÁ [Á; b℄ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÁ ÔÏÍ ÉÌÉ ÄÒÕÇÏÍ ËÏÎ�Å �ÒÏÍÅÖÕÔ-ËÁ; ×ÙÂÅÒÅÍ Ó ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÜÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÏ×�ÁÄÁÌÉ: f(a) = f(b), Ô. Å.×ÏÚØÍ£Í Ó = √ab. �ÏÇÄÁ �ÒÉ Á 6 t 6 b ÂÕÄÅÔ f(t) 6

√a=b +√b=a.ðÏÜÔÏÍÕ P 6 n2(√a=b+√b=a)2=4 = n2(a+ b)2=4ab.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ Þ£ÔÎÏÍ � ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÁÅÔ ÔÏÞÎÕÀ Ï�ÅÎËÕÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ, Á �ÒÉ ÎÅÞ£ÔÎÏÍ Å£ ÍÏÖÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÕÔÏÞÎÉÔØ. (äÌÑ� = 5 ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ �ÒÅÄÌÁÇÁÌÁÓØ ÎÁ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÅ óûá.)16.74. ðÏÌÏÖÉÍ f(x) = (x − Á1)2 + : : : + (x − Á�)2. ÷ÙÄÅÌÉ×�ÏÌÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ, �ÏÌÕÞÉÍ:f(x) = n(x− b�)2 + f(b�) (∗)(�ÒÉ �ÒÏ×ÅÒËÅ ÎÕÖÎÏ ÕÞÅÓÔØ, ÞÔÏ �b� = Á1 + : : : + Á�). ðÒÉ � = 1ÎÕÖÎÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÏÞÅ×ÉÄÎÙ (ó = D). þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÉÈ, �ÏÌØ-ÚÕÑÓØ ÍÅÔÏÄÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕË�ÉÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 0 < f(b�+1) − f(b�) < (Á�+1 − b�+1)2, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ Ë Á1; : : : ; Á� ÅÝ£ ÏÄÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Á�+1 ×ÅÌÉÞÉÎÁ ó ×ÏÚÒÁ-ÓÔÁÅÔ ÎÁ (Á�+1−b�+1)2, Á D | ÎÁ (Á�+1−b�+1)2+f(b�+1)−f(b�).ìÅ×ÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÒÁÚÕ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (∗) �ÒÉ È = b�+1,�ÒÁ×ÏÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×(n+ 1)b�+1 = nb� + Á�+1; n(b�+1 − b�) = Á�+1 − b�+1;f(b�+1)− f(b�) = n(b�+1 − b�)2 = (Á�+1 − b�+1)2=n:�ÏÖÄÅÓÔ×Ï (∗), ×ÙÒÁÖÁÀÝÅÅ ÓÕÍÍÙ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÄÏ� ÔÏÞÅË ÞÅÒÅÚ Ë×ÁÄÒÁÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÄÏ ÉÈ ��ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ� (ÉÌÉ �ÓÒÅÄ-ÎÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ�), ÞÁÓÔÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ × ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, ÓÔÁ-ÔÉÓÔÉËÅ, Á ÅÇÏ ÁÎÁÌÏÇÉ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å | × ÇÅÏÍÅ-ÔÒÉÉ.



16. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 51316.75. ðÏÌÏÖÉÍ s = È1 + : : : + È�. ðÏÓËÏÌØËÕ Èi > È2i ÄÌÑ ËÁ-ÖÄÏÇÏ i = 1; : : : ; n, ÔÏ ÎÕÖÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á(s+ 1)2 > 4s, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÇÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, (s− 1)2 > 0.16.76. éÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ x3 − y3 < x− y. ðÏÄÅÌÉ× ÏÂÅÞÁÓÔÉ ÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (x−y) (ÏÎÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ, �ÏÓËÏÌØ-ËÕ x− y = x3 + y3 > 0), �ÏÌÕÞÉÍ x2 + xy + y2 < 1, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.16.77. ðÕÓÔØ f(x) = a 
osx + b 
os 3x. �ÏÇÄÁ f(�n) = (−1)nÁ ++(−1)nb; f(�=3) = a=2−b; f(2�=3) = −a=2+b. ðÏÜÔÏÍÕ |Á+b| 6 1,
|Á− 2b| 6 2.16.78. 2 12√x + 2 4√x > 2 · 2 12 ( 12√x+ 4√x) > 2 · 2 6√x.16.79. éÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÍÅÔÏÄ ÏÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ. ðÕÓÔØ sin� 
os� >> 1=2, sin � 
os 
 > 1=2, sin 
 
os� > 1=2. ðÅÒÅÍÎÏÖÁÑ ÜÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Á, �ÏÌÕÞÁÅÍ sin� 
os� sin � 
os� sin 
 
os 
 > 1=8;ÉÌÉ sin 2� sin 2� sin 2
 > 1,ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÈÏÔÑ ÂÙÏÄÎÏ ÉÚ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÁ.16.80. b < Á < Ó. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ sin(
os y) < 
os(sin y). ðÏÄÓÔÁ-×ÌÑÑ x = 
os Õ × ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï sinÈ < È, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÅ �ÒÉ È > 0,�ÏÌÕÞÁÅÍ Ï�ÅÎËÕ sin(
os Õ) < 
os Õ. äÁÌÅÅ, ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Õ > sin ÕÉÍÅÅÍ Ï�ÅÎËÕ 
os Õ 6 
os(sin Õ), ÔÁË ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ 
osx ÕÂÙ×ÁÅÔ ÎÁÄÁÎÎÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, sin(
os Õ) < 
os Õ 6 
os(sin Õ).16.81. ðÅÒÅÍÎÏÖÉ× ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (a+ b)=2 >

√ab É a+ b+1=2 >

>
√a+√b, �ÏÌÕÞÉÍ ÉÓËÏÍÏÅ.16.82. xsin2 � · y
os2 � 6 max(x; y) < x+ y.16.83. È = �m, Õ = �n (m;n ∈ Z). éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏsin x sin y 6 0. ðÏÜÔÏÍÕ |sin x−sin y| = |sinx|+ |sin y| > |sin x| · |sin y|.16.84. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ È ×ÅÒÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

| sin È|+ | sin(x+ 1)|+ | sin(x+ 2)| > 8=5.16.85. ðÅÒÅÓÔÁ×ÉÍ ÞÉÓÌÁ a1; : : : ; an ÔÁË, ÞÔÏ Á1 6 : : : 6 Án. ðÒÉÜÔÏÍ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ×ÏÚÒÁÓÔ£Ô. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÅ�ÅÒØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ï�ÅÎÏË:2Á1 + Á2 6
1Á1 ;2k − 1a1 + : : :+ a2k−1 6

2k − 1ak + : : :+ a2k−1 6
2k − 1kak−1 < 2ak−1�ÒÉ 2 6 k 6 (n+ 1)=2;2ka1 + : : :+ a2k 6

2kak+1 + : : :+ a2k 6
2ak �ÒÉ 2 6 k 6 n=2:16.86. k3 = (a+A)(b+B)(
+C) = ab
+ABC+k(aB+bC+
A).



514 áÌÇÅÂÒÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ16.87. (1+1=(2n))n−(1−1=(2n))n−1 = Á3=(2n)3+Á5=(2n)5+: : : ,ÇÄÅ Á3; Á5; : : : > 0.16.88. t4 − t + 1=2 = (t2 − 1=2)2 + (t − 1=2)2. ïÂÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÎÅ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ.16.89. �ÁË ËÁË 1+Á = (1−b)+(1−Ó), ÔÏ 1+Á > 2√(1− b)(1− Ó).áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÏÌÕÞÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑ b É Ó, ÚÁÔÅÍ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÔÒÉÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �ÅÒÅÍÎÏÖÁÅÍ.16.90. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ Á2 + Áb + b2 − 3(a + b − 1) ËÁËË×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒ£ÈÞÌÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Á. åÇÏ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÒÁ×ÅÎ
−3(b− 1)2 6 0.16.91. ä×ÁÖÄÙ �ÒÉÍÅÎÉÔÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï x2 + y2 > 2ÈÕ.16.92. äÏÍÎÏÖÉÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÁ 2 É �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍÅÇÏ Ë ×ÉÄÕ: (a+b+
)2+a2+b2−
2 < 0, a2+b2−
2 < −(a+b+
)2 6 0.ïÔÓÀÄÁ a2 + b2 − 
2 < 0, ÉÌÉ a2 + b2 < 
2.16.93. õÄÏÂÎÏ �ÅÒÅÊÔÉ Ë ÎÏ×ÙÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍ x = 1=a, y = 1=b,z = 1=
, ÔÁËÖÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ É Ó×ÑÚÁÎÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ xyz = 1.äÁÎÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ: S = x2=(y + z) ++ y2=(z + x) + z2=(x + y) > 3=2. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ{âÕ-ÎÑËÏ×ÓËÏÇÏ Ë ×ÅËÔÏÒÁÍ

( x√y + z ; y√z + x; z√x+ y) É (√y + z;√z + x;√x+ y) ;�ÏÌÕÞÁÅÍ (x+ y + z)2 6 2S(x+ y + z), Ô. Å. S > (x+ y + z)=2. éÓ-�ÏÌØÚÕÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÅÖÄÕ ÓÒÅÄÎÉÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ É ÓÒÅÄÎÉÍÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÔÒ£È �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, �ÏÌÕÞÁÅÍ:S >
32 · x+ y + z3 >

32 3√xyz = 32 :16.94. ðÕÓÔØ Ái1 | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÉÚ Ái. ÷ÙÂÅÒÅÍ Ái2 | ÎÁÉ-ÂÏÌØÛÅÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ × ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ ÄÒÏÂÉ Ó ÞÉÓÌÉÔÅÌÅÍ Ái1 , É Ô. Ä.,Áik | ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ × ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ ÄÒÏÂÉ Ó ÞÉÓÌÉÔÅÌÅÍaik−1 . ñÓÎÏ, ÞÔÏ × ËÏÎ�Å ËÏÎ�Ï× ÍÙ �ÒÉÄ£Í Ë Ái1 , Ô. Å. Áir+1 = Ái1 .åÓÌÉ ÎÏÍÅÒÁ 1; : : : ; � ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÔØ �Ï ËÒÕÇÕ, ÔÏ ik+1 É ik (Á ÔÁËÖÅ irÉ i1) ÂÕÄÕÔ ÓÔÏÑÔØ ÒÑÄÏÍ ÉÌÉ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÏ; ÚÎÁÞÉÔ, r > �=2. äÁÎÎÁÑÓÕÍÍÁ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍÁi12Ái2 + Ái22Ái3 + : : :+ Áir2Ái1 = 12 (Ái1Ái2 + Ái2Ái3 + : : :+ ÁirÁi1 ) = S2 :ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÇÅÏÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ, ÔÏ S=r > r√ai1ai2 · ai2ai3 · : : : · airai1 = 1:



16. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 515óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, S > r, Ô. Å. ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ S=2 >

> r=2 > n=4.íÏÖÅÔ �ÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ×ÓÅÇÄÁ ×ÅÒÎÏ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï: Á1=(Á2+ Á3)+ Á2=(Á3+ Á4)+ : : :+ Án=(Á1+ Á2) > n=2. ÷ ÓÁÍÏÍÄÅÌÅ, ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÄÌÑ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ n 6 11 É Þ£ÔÎÙÈ n 6 12, ÎÏÕÖÅ ÄÌÑ Þ£ÔÎÙÈ n > 14 É ÎÅÞ£ÔÎÙÈ n > 27 ÜÔÏ ÎÅ×ÅÒÎÏ.
16.3. �ÅËÓÔÏ×ÙÅ ÚÁÄÁÞÉ16.95. 1 ÒÕÂ. 23 ËÏ�. éÚ ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ËÎÉÇÁ ÓÔÏÉÔ ÄÅÛÅ×ÌÅ1 ÒÕÂ. 24 ËÏ�, Á ÉÚ �ÅÒ×ÏÇÏ | ÄÏÒÏÖÅ 1 ÒÕÂ. 22 ËÏ�.16.96. 1 ÒÕÂ. 11 ËÏ�. éÚ �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ 1 ËÇ ÉÒÉÓÏË ÓÔÏÉÔÄÅÛÅ×ÌÅ 10=9 ÒÕÂ., Á ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ | ÄÏÒÏÖÅ 11=10 ÒÕÂ.16.97. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÕÄ×ÏÅÎÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÄÅÎÅÇ, ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ËÁÖÄÙÍÍÁÌØÞÉËÏÍ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÓÕÍÍÙ, ×ÌÏÖÅÎÎÏÊ Ä×ÕÍÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ.åÓÌÉ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÍÁÌØÞÉËÏ× ÄÁÌ ÂÏÌÅÅ 2 ÒÕÂ., ÔÏ Ä×Á ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÄÁÌÉÂÙ ÍÅÎØÛÅ 4 ÒÕÂ., Ô. Å. ÍÅÎØÛÅ ÕÄ×ÏÅÎÎÏÊ ÓÕÍÍÙ ÄÅÎÅÇ �ÅÒ×ÏÇÏ.éÔÁË, ËÁÖÄÙÊ ÄÁÌ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2 ÒÕÂ. �ÁË ËÁË ÍÑÞ ÓÔÏÉÌ 6 ÒÕÂ., ÔÏËÁÖÄÙÊ ÄÁÌ 2 ÒÕÂ.16.98. òÁÓ�ÏÌÏÖÉÍ ÇÒÉÂÎÉËÏ× �Ï ÞÉÓÌÕ ÎÁÊÄÅÎÎÙÈ ÇÒÉÂÏ×, ÔÁËÞÔÏ 1-Ê ÎÁÂÒÁÌ ÂÏÌØÛÅ ×ÓÅÈ ÇÒÉÂÏ×, Á 7-Ê | ÍÅÎØÛÅ ×ÓÅÈ. åÓÌÉ 4-ÊÎÁÂÒÁÌ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 15 ÇÒÉÂÏ×, ÔÏ �ÅÒ×ÙÅ ÔÒÏÅ ÓÏÂÒÁÌÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅÞÅÍ 16 + 17 + 18 = 51 ÇÒÉÂ. åÓÌÉ ÖÅ 4-Ê ÎÁÂÒÁÌ 14 ÇÒÉÂÏ× ÉÌÉÍÅÎØÛÅ, ÔÏ 4-Ê, 5-Ê, 6-Ê É 7-Ê ÎÁÂÒÁÌÉ ×ÍÅÓÔÅ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ 14+13++12+11 = 50 ÇÒÉÂÏ×, Á ÚÎÁÞÉÔ, �ÅÒ×ÙÅ ÔÒÏÅ | ÎÅ ÍÅÎÅÅ 50 ÇÒÉÂÏ×.16.99. 23. þÉÓÌÏ óÁÛÉÎÙÈ ÇÒÉÂÏ× ÄÏÌÖÎÏ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ 3 É ÎÁ 5.16.100. îÁ 1. ðÕÓÔØ Ô, � | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÁÌØÞÉËÏ× É ÄÅ×ÏÞÅË,Á, b | ÓÔÏÉÍÏÓÔØ �ÉÒÏÖËÁ É ÂÕÌÏÞËÉ. �ÏÇÄÁ mÁ+nb+1 = mb+nÁÉÌÉ (m− n)(b− Á) = 1, ÏÔËÕÄÁ m− n = 1.16.101. óÌÏÖÉ× ×ÓÅ 10 ÓÕÍÍ, �ÏÌÕÞÉÍ 72. �ÁË ËÁË ËÁÖÄÏÅ ÉÚ�ÑÔÉ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÈÏÄÉÔ × ÞÅÔÙÒÅ ÓÕÍÍÙ, ÔÏ ÓÕÍÍÁ ÉÓËÏÍÙÈÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÁ 72 : 4 = 18. óÕÍÍÁ Ä×ÕÈ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÒÁ×-ÎÁ 0, Á Ä×ÕÈ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÈ | 15. úÎÁÞÉÔ, ÔÒÅÔØÅ �Ï ×ÅÌÉÞÉÎÅ ÞÉÓÌÏÒÁ×ÎÏ 18−0−15 = 3. ÷ ÒÑÄÕ ÓÕÍÍ ×ÔÏÒÏÅ ÍÅÓÔÏ ÚÁÎÑÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,ÓÕÍÍÏÊ �ÅÒ×ÏÇÏ É ÔÒÅÔØÅÇÏ ÞÉÓÅÌ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ 2,ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁ×ÎÏ 2 − 3 = −1. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁ×-ÎÏ 0 − (−1) = 1. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ Ä×Á ÎÁÉÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÌÁÒÁ×ÎÙ 5 É 10.÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÍÍÁ ÄÅÓÑÔÉ ÄÁÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÁ 158. óÕÍÍÁÉÓËÏÍÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÏÌÖÎÁ ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ 158 : 4, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË



516 áÌÇÅÂÒÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚÉÓËÏÍÙÅ ÞÉÓÌÁ | �ÅÌÙÅ. úÎÁÞÉÔ, ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ×ÔÏÒÏÊ ×Ï�ÒÏÓ ÚÁÄÁÞÉÏÔÒÉ�ÁÔÅÌÅÎ.16.102. âÏÌØÛÅ ÄÏÌÑ ÇÏÌÕÂÏÇÌÁÚÙÈ ÓÒÅÄÉ ÂÌÏÎÄÉÎÏ×. ðÕÓÔØÁ | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÌÀÄÅÊ, b | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÂÌÏÎÄÉÎÏ×, 
 |ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÇÏÌÕÂÏÇÌÁÚÙÈ, d | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÇÏÌÕÂÏÇÌÁÚÙÈ ÂÌÏÎÄÉ-ÎÏ×. õÓÌÏ×ÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ d=
 > b=a. õÍÎÏÖÉ× ÏÂÅ ÞÁÓÔÉÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÁ 
=b, �ÏÌÕÞÉÍ d=b > 
=a.16.103. åÓÌÉ ÂÁÎË ÎÁÞÉÓÌÑÅÔ �ÒÏ�ÅÎÔÙ ÒÁÚ × ÍÅÓÑ�. ðÕÓÔØ �ÒÏ-�ÅÎÔÙ ÎÁÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÒÁÚ × ÇÏÄ. �ÏÇÄÁ × ËÏÎ�Å �ÅÒ×ÏÇÏ ÇÏÄÁ ×ËÌÁÄÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÅÎ(1000 + 1000 · 5=100) = 1000(1 + 5=100) ÒÕÂ:÷ ËÏÎ�Å ×ÔÏÒÏÇÏ ÇÏÄÁ ×ËÌÁÄ Õ×ÅÌÉÞÉÔÓÑ ÎÁ 5% ÕÖÅ ÏÔ ÜÔÏÊ ÓÕÍÍÙÉ ÓÔÁÎÅÔ ÒÁ×ÎÙÍ1000(1 + 5=100)(1 + 5=100) = 1000(1 + 5=100)2 ÒÕÂ:òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, Õ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ 10 ÌÅÔ ×ËÌÁÄÞÉË �ÏÌÕ-ÞÉÔ 1000(1 + 5=100)10 ÒÕÂ. åÓÌÉ ÖÅ �ÒÏ�ÅÎÔÙ ÎÁÞÉÓÌÑÀÔ ÒÁÚ × ÍÅ-ÓÑ�, ÔÏ ÔÁËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ×ËÌÁÄÞÉË ÞÅÒÅÚ 10 ÌÅÔ(120 ÍÅÓÑ�Å×) �ÏÌÕÞÉÔ 1000(1 + (5=12)=100)120 ÒÕÂ.éÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á âÅÒÎÕÌÌÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ ÂÏÌØÛÅ�ÅÒ×ÏÇÏ.ðÕÓÔØ × ÂÁÎË ËÌÁÄ£ÔÓÑ ë ÒÕÂ. É ÂÁÎË ×Ù�ÌÁÞÉ×ÁÅÔ Ò% ÇÏÄÏ×ÙÈ.òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ m ÌÅÔ ×ËÌÁÄÞÉË �Ï-ÌÕÞÉÔ ë(1+p=100)m ÒÕÂ. (ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÓÌÏÖÎÙÈ �ÒÏ-�ÅÎÔÏ×).éÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á âÅÒÎÕÌÌÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÏËÒÁÔÉÔØ ÓÒÏËÉ×Ù�ÌÁÔÙ É �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏ ÕÍÅÎØÛÉÔØ �ÒÏ�ÅÎÔ ÎÁÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÔÏ×ËÌÁÄÞÉË �ÏÌÕÞÉÔ ÂÏÌØÛÕÀ ÓÕÍÍÕ. üÔÏ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ �ÒÉÁ > 0 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ È� = (1 + a=n)n ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ. ïÄÎÁËÏÓÌÉÛËÏÍ ÂÏÌØÛÏÊ ×ÙÇÏÄÙ ÏÔ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ ÓÒÏËÏ× ×ËÌÁÄÞÉË �ÏÌÕ-ÞÉÔØ ÎÅ ÓÍÏÖÅÔ, ÔÁË ËÁË ÜÔÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. å£�ÒÅÄÅÌ ÒÁ×ÅÎ ÞÉÓÌÕ ea. åÓÌÉ ÎÁ ËÁÌØËÕÌÑÔÏÒÅ �ÏÄ
ÞÉÔÁÔØ ÓÕÍÍÙÉÚ ÚÁÄÁÞÉ, ÔÏ × �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÏËÏÌÏ 1629 ÒÕÂ., ×Ï ×ÔÏ-ÒÏÍ | ÏËÏÌÏ 1647 ÒÕÂ., a 1000Å0;5 | ÏËÏÌÏ 1649.16.104. õ ðÏÄÏÓÉÎÏ×ÉËÏ×Á. ðÕÓÔØ × ËÏÌÏÎÎÅ ÏËÁÚÁÌÏÓØ k �ÅÒÅ-�ÏÌÎÅÎÎÙÈ É l ÎÅ�ÅÒÅ�ÏÌÎÅÎÎÙÈ Á×ÔÏÂÕÓÏ×. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï�ÁÓÓÁÖÉÒÏ×, ÅÄÕÝÉÈ × �ÅÒÅ�ÏÌÎÅÎÎÙÈ Á×ÔÏÂÕÓÁÈ, ÞÅÒÅÚ A, Á ËÏÌÉ-ÞÅÓÔ×Ï ÏÓÔÁÌØÎÙÈ | ÞÅÒÅÚ B. �ÏÇÄÁ A > 50k, B 6 50l É, ÚÎÁÞÉÔ,A=k > 50, B=l 6 50, �ÏÜÔÏÍÕ A=k > B=l. éÚ ÜÔÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á×ÙÔÅËÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ: B=A < l=k, (A + B)=A < (l + k)=k, ÏÔËÕÄÁ100% ·A=(A+B) > 100% · k=(l + k).



16. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 517÷ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ÓÌÅ×Á ÓÔÏÉÔ �ÒÏ�ÅÎÔ ÌÀÄÅÊ, ÅÄÕÝÉÈ× �ÅÒÅ�ÏÌÎÅÎÎÙÈ Á×ÔÏÂÕÓÁÈ, Á Ó�ÒÁ×Á | �ÒÏ�ÅÎÔ �ÅÒÅ�ÏÌÎÅÎÎÙÈÁ×ÔÏÂÕÓÏ×.16.105. a) 7. ðÕÓÔØ × ËÒÕÖËÅ � ÕÞÁÓÔÎÉËÏ×, ÉÚ ÎÉÈ Ô ÄÅ×ÏÞÅË.îÁÍ ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ �, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ Ô, ÞÔÏ 2=5 < Ô=� < 1=2. ðÅÒÅÂÉÒÁÑÚÎÁÞÅÎÉÑ � ÏÔ 2 ÄÏ 7, ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÍÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÅÔ ÔÏÌØËÏ ÄÒÏÂØ 3=7 ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ 7. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, 7 |ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �.Â) 33, ×) 16. úÄÅÓØ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ �ÅÒÅÂÏÒÏÍ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÕÔÏÍÉ-ÔÅÌØÎÏ.ðÏÓÔÕ�ÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÎÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÅ-ÒÁ×ÅÎÓÔ× 43=100 < m=n < 44=100 Ó ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ �.òÁÚÌÏÖÉÍ 43=100 É 11=25 × �Å�ÎÙÅ ÄÒÏÂÉ:43100 = 12 + 13 + 114
; 1125 = 12 + 13 + 11 + 12

;
×ÏÚØÍ£Í ÏÂÝÕÀ ÞÁÓÔØ ÜÔÉÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ, Á ÎÁ ÔÏÍ ÛÁÇÅ, ÇÄÅ ÒÁÚ-ÌÏÖÅÎÉÑ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ: (1 + 1=2 É 14), ×ÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕ-ÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÌÅÖÁÝÅÅ × ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÍÅÖÄÕ ×Ù�ÉÓÁÎÎÙÍÉ, (Ô. Å. 2),É × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔ×ÅÔ:12 + 13 + 12

= 716 :
üÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÂÙÓÔÒÏ ÎÁÊÔÉ ÄÒÏÂØ m=n Ó ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ n × ÌÀÂÏÍ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ 0 < Á < m=n < p.äÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ.âÕÄÅÍ �ÒÏ×ÏÄÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ. éÔÁË, ÍÙ ÉÝÅÍÔÁËÉÅ x1, z1, z0, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïa1 + p1p0 6 x1 + z1z0 6 b1 + r1r0 ;É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙ �0 = z0 É x1z0+z1. (úÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ �ÒÅÄ-�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ p1=p0 É Ô. �. | �ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÄÒÏÂÉ.) åÓÌÉ a1 6= b1,ÔÏ ÏÔ×ÅÔ ÏÞÅ×ÉÄÅÎ | x1 = ⌈a1 + p1=p0⌉,* z1 = 0, z0 = 1. ðÕÓÔØ*⌈x⌉ = −[−x℄ | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ÍÅÎØÛÅÅ x.



518 áÌÇÅÂÒÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚÔÅ�ÅÒØ a1 = b1. �ÏÇÄÁ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, x1 = a1. óÏËÒÁÔÉ× ÎÁ a1 É ÒÁÚ-×ÅÒÎÕ× ÄÒÏÂÉ, �ÏÌÕÞÉÍ:1a2 + p2p1 6
1x2 + z2z1 6

1b2 + r2r1 :�Å�ÅÒØ ÎÁÄÏ ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÏ×ÁÔØ �1 = z1x2 + z2. åÓÌÉ a2 6= b2, ÔÏx2 = ⌈a2 + p2=p1⌉, z2 = 0, z1 = 1. ðÒÉ ÜÔÏÍ �1 = x2, Ô. Å.ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ. åÓÌÉ ÖÅ a2 = b2, ÔÏ x2 = a2. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓ-ÌÉ ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ z1, Á �ÏÔÏÍ | z2, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ �1. ðÕÓÔØ z1 É z2 | ÚÎÁÞÅÎÉÑ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ �ÏÛÁ-ÇÏ×ÏÊ Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÅÊ, Á z′1 É z′2 | ÚÎÁÞÅÎÉÑ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ �1ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ. åÓÌÉ z1 = z′1, ÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, z2 = z′2. åÓÌÉ ÖÅz1 < z′1, ÔÏ z2 6 z′2. (åÓÌÉ z2 > z′2, ÔÏ z2 − 1 > z′2, �ÏÜÔÏÍÕ(z2 − 1)=z1 > z′2=z′1 > r2=r1, ÎÏ ÔÏÇÄÁ z2 ÎÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ �ÒÉÄÁÎÎÏÍ z1.) îÏ ÔÏÇÄÁ z1x2 + z2 < z′1x2 + z′2. ûÁÇ ÉÎÄÕË�ÉÉÄÏËÁÚÁÎ.16.106. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ áÌÉ-âÁÂÁ ÓÍÏÇ ÕÎÅÓÔÉ ÉÚ �ÅÝÅÒÙÈ ËÇ ÚÏÌÏÔÁ É Õ ËÇ ÁÌÍÁÚÏ×. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎ ÓÍÏÖÅÔ �ÏÌÕÞÉÔØ20È + 60Õ ÄÉÎÁÒÏ×. ðÏÓËÏÌØËÕ áÌÉ-âÁÂÁ ÍÏÖÅÔ �ÏÄÎÑÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ100 ËÇ, ÔÏ È+ Õ 6 100.ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, 1 ËÇ ÚÏÌÏÔÁ ÚÁÎÉÍÁÅÔ 1=200 ÞÁÓÔØ ÓÕÎÄÕËÁ, Á 1 ËÇÁÌÍÁÚÏ× ÚÁÎÉÍÁÅÔ 1=40 ÞÁÓÔØ ÓÕÎÄÕËÁ. úÎÁÞÉÔ, ×ÚÑÔÙÅ áÌÉ-âÁÂÏÊÓÏËÒÏ×ÉÝÁ ÚÁÊÍÕÔ È=200 + Õ=40 ÞÁÓÔØ ÓÕÎÄÕËÁ. ÷ ÒÁÓ�ÏÒÑÖÅÎÉÉáÌÉ-âÁÂÙ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÓÕÎÄÕË, �ÏÜÔÏÍÕ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÏ×ÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅ-ÎÉÅ ÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÚÑÔÏÇÏ ÉÍ ÓÏËÒÏ×ÉÝÁ: È=200 + Õ=40 6 1 ÉÌÉ,ÕÍÎÏÖÉ× �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁ 200, È+ 5Õ 6 200.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, x É y ÕÄÏ×ÌÅ×ÏÒÑÀÔ ÓÉÓÔÅÍÅÈ+ Õ 6 100È+ 5Õ 6 200 (∗)óÌÏÖÉ× ÜÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á É ÕÍÎÏÖÉ× ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Á ÎÁ 10, �ÏÌÕÞÉÍ: 20È + 60Õ < 3000. úÎÁÞÉÔ, áÌÉ-âÁÂÁ ÓÍÏÖÅÔ�ÏÌÕÞÉÔØ ÚÁ ÓÏËÒÏ×ÉÝÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 3000 ÄÉÎÁÒÏ×. ïÓÔÁÌÏÓØ, �ÏËÁÚÁÔØ,ÞÔÏ áÌÉ-âÁÂÁ ÓÍÏÖÅÔ ÕÎÅÓÔÉ ÓÏËÒÏ×ÉÝÁ ÎÁ 3000 ÄÉÎÁÒÏ×. äÌÑ ÜÔÏ-ÇÏ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÞÔÏÂÙ × ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÈ (∗) ÂÙÌÉ ×Ù-�ÏÌÎÅÎÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. òÅÛÉ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ,ÎÁÊÄ£Í È = 75, Õ = 25. éÔÁË, áÌÉ-âÁÂÁ ÓÍÏÖÅÔ �ÏÌÕÞÉÔØ 3000 ÄÉ-ÎÁÒÏ×, ×ÚÑ× ÉÚ �ÅÝÅÒÙ 75 ËÇ ÚÏÌÏÔÁ É 25 ËÇ ÁÌÍÁÚÏ×.16.107. ðÅÒÅÓÔÁ×ÉÍ �ÉÆÒÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×Ù�ÏÌÎÑÌÉÓØ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Á Á1 > Á4 > Á2 > Á5 > a3 > Á6. �ÏÇÄÁ 0 6 (Á1 + Á2 + Á3) −
− (Á4 + Á5 + Á6) 6 (Á1 + Á2 + Á3)− (Á2 + Á3 + Á6) = Á1 − Á6 6 9.



16. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 51916.108. úÁ 12 ÍÉÎÕÔ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ íÁÌÙÛ É ëÁÒÌÓÏÎ ÈÏÔÑÔÓßÅÓÔØ ÚÁ×ÔÒÁË ÚÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ×ÒÅÍÑ, ÔÏ ÎÁÞÁÔØ É ËÏÎÞÉÔØ ÅÓÔØ ÏÎÉÄÏÌÖÎÙ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ, ÉÎÁÞÅ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÅÔ �ÏÍÏÞØ ÄÒÕÇÏÍÕÉ ÓÏËÒÁÔÉÔØ ÚÁÔÒÁÞÅÎÎÏÅ ×ÒÅÍÑ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ x, Õ, z ÄÏÌÉ ÔÏÒÔÁ, ×ÁÒÅÎØÑ É ÍÏÌÏËÁ, ËÏÔÏÒÙÅÓßÅÌ íÁÌÙÛ; ÔÏÇÄÁ (1−È), (1−Õ), (1−z) | ÄÏÌÉ ÜÔÉÈ �ÒÏÄÕËÔÏ×,ËÏÔÏÒÙÅ ÓßÅÌ ëÁÒÌÓÏÎ, Á ×ÒÅÍÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÎÉ ÚÁÔÒÁÔÉÌÉ, ÒÁ×ÎÏ t == 10È+ 13y + 14z = 6(1− È) + 6(1− Õ) + 7(1− z).�ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÚÁÄÁÞÅ: ÎÁÊÔÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ×ÅÌÉÞÉÎÙ t = 10È + 13Õ + 14z, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÁ È, Õ, z ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔÕÓÌÏ×ÉÑÍ 0 6 x 6 1; 0 6 y 6 1; 0 6 z 6 1 É10È+ 13Õ + 14z = 6(1− È) + 6(1− y) + 7(1− z):éÚ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ �ÏÌÕÞÉÍ z = (19− 16x− 19y)=21. ðÏÄ-ÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ × ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ t, �ÏÌÕÞÁÅÍ:t = −2x+ y + 383 :éÚ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ t ÂÕÄÅÔ ÔÅÍ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÂÏÌØ-ÛÅ È É ÞÅÍ ÍÅÎØÛÅ Õ. ÷ÏÚØÍ£Í ÓÁÍÏÅ ÂÏÌØÛÏÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÅ È É ÓÁÍÏÅ ÍÅÎØÛÅÅ Õ: È = 1, Õ = 0. ðÒÉ ÜÔÏÍ t = 12 ÍÉÎÕÔ,Á z = 1=7 ÂÕÄÅÔ × ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ �ÒÅÄÅÌÁÈ. úÎÁÞÉÔ, ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÅ t ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ íÁÌÙÛ ÓßÅÄÁÅÔ ÔÏÒÔ É×Ù�É×ÁÅÔ 1=7 ËÁÓÔÒÀÌÉ ÍÏÌÏËÁ, Á ëÁÒÌÓÏÎ ÓßÅÄÁÅÔ ×Ó£ ×ÁÒÅÎØÅ É×Ù�É×ÁÅÔ 6=7 ËÁÓÔÒÀÌÉ ÍÏÌÏËÁ.íÙ Ó×ÅÌÉ ÚÁÄÁÞÕ Ë ÚÁÄÁÞÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ: ÎÁÊÔÉÍÉÎÉÍÕÍ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÎÅÏÔÒÉ-�ÁÔÅÌØÎÙ É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÉÓÔÅÍÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× É ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÊ. õËÁÖÅÍ �ÒÏÓÔÏÅ ÏÂÝÅÅ �ÒÁ×ÉÌÏ, ÕËÁÚÙ×ÁÀÝÅÅ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ�ÌÁÎ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÒÏÄÕËÔÏ×.ðÕÓÔØ Ái | ×ÒÅÍÑ, ÚÁ ËÏÔÏÒÏÅ i-Ê �ÒÏÄÕËÔ ÍÏÖÅÔ ÓßÅÓÔØ íÁ-ÌÙÛ, bi | ×ÒÅÍÑ, ÚÁ ËÏÔÏÒÏÅ ÅÇÏ ÍÏÖÅÔ ÓßÅÓÔØ ëÁÒÌÓÏÎ, �ÒÉ ÜÔÏÍ�ÕÓÔØ �ÒÏÄÕËÔÙ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ × �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊÜÔÉÈ ×ÒÅÍ£Î: Á1=b1 6 Á2=b2 6 : : : 6 Án=bn:ðÌÁÎ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ×ÒÅÍÑ ÚÁ×ÔÒÁËÁ ÂÕÄÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ, ÓÏÓÔÏÉÔ ×ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ: íÁÌÙÛ ÎÁÞÉÎÁÅÔ Ó �ÅÒ×ÏÇÏ �ÒÏÄÕËÔÁ É ÅÓÔ ÉÈ ÄÁÌØÛÅ�Ï �ÏÒÑÄËÕ ÎÏÍÅÒÏ×, Á ëÁÒÌÓÏÎ ÎÁÞÉÎÁÅÔ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ó ÎÉÍ Ó�ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ �ÒÏÄÕËÔÁ É ÅÓÔ ÉÈ × ÏÂÒÁÔÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ.



520 áÌÇÅÂÒÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ16.109. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ x + 1=x > 2 �ÒÉ x > 0, �ÒÉ-Þ£Í ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÌÉÛØ �ÒÉ È = 1. óÌÏÖÉ× ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ,�ÏÌÕÞÉÍ: 6 = x1 + : : :+ xn + 1=x1 + : : :+ 1=xn > 2n; (∗)Ô. Å. � 6 3. åÓÌÉ � = 3, (∗) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, �ÏÜÔÏÍÕ x1 == x2 = x3 = 1. ðÒÉ � = 2, ÒÅÛÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, �ÏÌÕÞÉÍx1 = (3−√5)=2, x2 = (3 +√5)=2. ðÒÉ � = 1 ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÎÁ.16.110. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ m É n ×ÈÏÄÑÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ × ÕÓÌÏ×ÉÅÚÁÄÁÞÉ, �ÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ m > n > 2. ðÒÉ ÜÔÏÍ n1=m 6

6 n1=n. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï n1=n 6

6 31=3. ðÒÉ � = 2 ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÅÒÎÏ, ×ÏÚØÍ£Í ÔÅ�ÅÒØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊÌÏÇÁÒÉÆÍ ÏÔ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á É ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ lnn=n 6

6 ln 3=3 �ÒÉ � > 3. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÉ lnÈ=È ÒÁ×ÎÁ (1−lnx)=x2.ïÎÁ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ �ÒÉ x > 3 > e. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎË�ÉÑ lnÈ=ÈÕÂÙ×ÁÅÔ �ÒÉ È > 3.16.111. ìÉÂÏ ×ÓÅ ÔÒÉ ÞÉÓÌÁ ÒÁ×ÎÙ 0, ÌÉÂÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁ×ÎÏ 0, ÁÄ×Á ÄÒÕÇÉÈ | 1. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÔÒÉ ÞÉÓÌÁ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ, ÔÁËËÁË ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ | Ë×ÁÄÒÁÔ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈ × �ÏÒÑÄËÅ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ:È > Õ > z > 0. �ÏÇÄÁ È− z > Õ − z > 0, ÏÔËÕÄÁ (È− z)2 > (y − z)2.îÏ (È − z)2 = Õ, Á (Õ − z)2 = È. éÔÁË, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, È > Õ, ÓÄÒÕÇÏÊ, Õ > È, ÏÔËÕÄÁ È = Õ. �ÏÇÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ z = 0 É È = È2, Ô. Å.È = 0 ÉÌÉ È = 1.16.112. îÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ 1=4. üÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÏÓÔÉ-ÇÁÅÔÓÑ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÉ È1 = È2 = 1=2 É È3 = È4 = È5 = 0. ðÏËÁÖÅÍ,ÞÔÏ È1È2+È2È3+È3È4+È4È5 6 1=4 �ÒÉ ×ÓÅÈ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑÈ È1, È2, È3, È4, È5. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, È1È2+È2È3+È3È4+È4È5 6

6 (È1 + È3 + È5)(È2 + È4), ÔÁË ËÁË ÅÓÌÉ ÒÁÓËÒÙÔØ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉÓËÏÂËÉ, ÔÏ �ÏÌÕÞÁÔÓÑ ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ, ÓÔÏÑÝÉÅ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ, É ÅÝ£ ÎÅ-ÓËÏÌØËÏ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÌÅÎÏ×.ðÒÉÍÅÎÉ× Ë ÞÉÓÌÁÍ u = x1+x3+x5 > 0 É v = x2+x4 > 0, ÓÏÓÔÁ-×ÌÑÀÝÉÍ × ÓÕÍÍÅ 1, ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÅÖÄÕ ÓÒÅÄÎÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÒÅÄÎÉÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ, �ÏÌÕÞÉÍ (È1+È3+È5)(È2+È4) = uv 6

6 (u+ v)2=4 = 1=4.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ � ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØ-ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ È1; : : : ; Èn, ÄÁÀÝÉÈ × ÓÕÍÍÅ 1, ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅÈ1È2 + È2È3 + : : :+ Èn−1Èn ÒÁ×ÎÏ 1=4.16.113. íÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ smin ÒÁ×ÎÏ −[�=2℄. Á) óÕÍÍÕ s×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �Ï�ÁÒÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÞÉÓÅÌ È1; : : : ; Èn ÍÏÖÎÏ ÚÁ-�ÉÓÁÔØ: s = 12 ((È1 + : : :+ Èn)2 − È21 − : : :− È2n) :



16. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 521ïÔÓÀÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ s > −�=2. åÓÌÉ � Þ£ÔÎÏ, ÔÏ, �ÏÌÏÖÉ× �ÏÌÏ×ÉÎÕÉÚ Èk ÒÁ×ÎÙÍÉ 1, Á �ÏÌÏ×ÉÎÕ | ÒÁ×ÎÙÍÉ −1, �ÏÌÕÞÉÍ s = −�=2.åÓÌÉ ÖÅ � ÎÅÞ£ÔÎÏ, ÔÏ (�ÏÓËÏÌØËÕ s | �ÅÌÏÅ) s > −(� − 1)=2;ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ s ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉÉÍÅÅÔÓÑ (�+ 1)=2 ÅÄÉÎÉ� É (�− 1)=2 ÍÉÎÕÓ ÅÄÉÎÉ�.Â) ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÚÁÄÁÞÅ a): ËÁÖÄÏÅ ÉÚ Èk ÍÏÖÎÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ 1 ÉÌÉ −1 ÔÁË, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÓÕÍÍÙ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �Ï-�ÁÒÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÎÅ ÂÕÄÅÔ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÔØÓÑ (Èk ÚÁÍÅÎÑÅÍ ÎÁ −1,ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ, É ÎÁ 1, ÅÓÌÉ ÏÔÒÉ�Á-ÔÅÌØÎÁ). ðÏÜÔÏÍÕ ÏÔ×ÅÔ ÚÄÅÓØ ÔÁËÏÊ ÖÅ, ËÁË É × a).16.114. ðÕÓÔØ È, Õ, 1=(xy) | ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ. åÓÌÉ È+ Õ + 1=(xy) >> 1=x + 1=y + ÈÕ, ÔÏ �ÏÓÌÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ �ÏÌÕÞÉÍ (È − 1)×
× (Õ − 1)(1=(xy) − 1) > 0, ÏÔËÕÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.16.115. îÁÉÍÅÎØÛÅÅ s, ÒÁ×ÎÏÅ 1 − 2−1=n, ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ �ÒÉÈk = 2k=n(1 − 2−1=n). ðÏÌÏÖÉÍ Õ0 = 1, Õk = 1 + x1 + : : : + Èk(k = 1; : : : ; n). �ÏÇÄÁ Õn = 2, Èk = Õk− Õk−1. åÓÌÉ ×ÓÅ ÄÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ s, Ô. Å. Èk=Õk = (Õk−Õk−1)=Õk = 1−Õk−1=Õk 6 s, ÔÏ1− s 6 Õk−1=Õk. ðÅÒÅÍÎÏÖÉ× ÜÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (k = 1; 2; : : : ; n), �Ï-ÌÕÞÉÍ: (1− s)n 6 Õ0=Õn = 1=2, ÏÔËÕÄÁ s > 1− 2−1=n. üÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ k ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 2−1=n == 1− s = Õk−1=Õk, Ô. Å. Õk ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÀÕ1 = 21=n, Õ2 = 22=n; : : : ; Õn = 2. �ÏÇÄÁ Èk = 2k=n − 2(k−1)=n.16.116. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏsin�(sin�− 
os�) = sin�(
os�− sin �):åÓÌÉ sin� > 
os� É 
os� > sin �, ÔÏ sin2 �+
os2 � < 1. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ásin� < 
os�, 
os� < sin � ÔÁËÖÅ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ sin� == 
os�, 
os� = sin�.16.117. ðÕÓÔØ È1; : : : ; Èn | ÄÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÉSn = (Èn + È2)=È1 + (È1 + È3)=È2 + : : :+ (Èn−1 + È1)=Èn:a) Sn = (È2=È1 + È1=È2) + : : :+ (È1=Èn + Èn=È1) > 2n.Â) îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Sn 6 3n ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ � = 3 É ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÉÚÞÉÓÅÌ È1; : : : ; Èn ÒÁ×ÎÏ ÓÕÍÍÅ Ó×ÏÉÈ ÓÏÓÅÄÅÊ.16.118. ðÕÓÔØ m = [�=2℄, ÔÁË ÞÔÏ � = 2m ÉÌÉ � = 2m + 1. úÁ-ÎÕÍÅÒÕÅÍ ÄÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: È0 = 1 | �ÎÁÞÁÌØ-ÎÏÅ� ÞÉÓÌÏ; È1; : : : ; Èm | ÉÄÕÝÉÅ �ÏÄÒÑÄ �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ ÏÔ È0;È−1; : : : ; È−m+1 (É È−m, ÅÓÌÉ � ÎÅÞ£ÔÎÏ) | ÉÄÕÝÉÅ �ÏÄÒÑÄ �ÒÏÔÉ×ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ ÏÔ È0.



522 áÌÇÅÂÒÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚÁ) åÓÌÉ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍÎÁ ", ÔÏ È1 > 1 − ",. . . , Èm > 1 − m", È−1 > 1 − ", . . . , (È−m >

> 1−m"). óÌÏÖÉ× ÜÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (ÂÅÚ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ), ×ËÌÀÞÁÑ ÔÁË-ÖÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï È0 = 1, É, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ � ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÁ 0,�ÏÌÕÞÉÍ:0 > n− (1 + 2 + : : :+ (m− 1) +m+ (m− 1) + : : :+ 1)" = n−m2";ÏÔËÕÄÁ " > n=m2 > 4=n (�ÏÓËÏÌØËÕ m2 6 n2=4).ðÒÉ Þ£ÔÎÏÍ � ÜÔÁ Ï�ÅÎËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ. ðÒÉ ÎÅÞ£ÔÎÏÍ � == 2m + 1 Å£ ÍÏÖÎÏ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÅÝ£ È−m, ÓÌÅÇËÁ ÕÌÕÞÛÉÔØ: " >

> �=(Ô2 +Ô) = 4n=(n2 − 1).Â) úÄÅÓØ ÍÏÖÎÏ Ä×ÁÖÄÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ Á). ðÕÓÔØÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉÒÁ×ÎÁ ". óÏÇÌÁÓÎÏ Á), " > 4=�. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎ-ÎÙÅ� ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁÂÏÒÁ (È1; : : : ; Èn) | ÞÉÓÌÁ Õk == (Èk − xk−1)=" | × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ×ÓÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÚÁÄÁÞÉ Á), �ÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k
∣
∣
∣
∣

Èk+1 + xk−12 − xk∣∣∣∣ = ∣∣∣∣Èk+1 − xk2 − Èk − xk−12 ∣
∣
∣
∣
= "2 |yk+1−yk| > 8n2 :(ÚÄÅÓØ ÉÎÏÇÄÁ ÉÎÄÅËÓ ÎÕÖÎÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÕÍÅÎØÛÉÔØ ÉÌÉ Õ×ÅÌÉÞÉÔØÎÁ �, ÔÁË ËÁË ÞÉÓÌÁ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ).×), Ç) ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � �ÏÌÕÞÉÔØ ÎÁÉÌÕÞÛÕÀ ×ÏÚÍÏÖ-ÎÕÀ Ï�ÅÎËÕ Ó×ÅÒÈÕ ÄÌÑ ×ÅÌÉÞÉÎÙ Æ | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ �Ï ÍÏÄÕÌÀÒÁÚÎÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ ÞÉÓÌÏÍ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÓÒÅÄÎÉÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅ-ÓËÉÍ Ä×ÕÈ ÅÇÏ ÓÏÓÅÄÅÊ É �ÏÓÔÒÏÉÔØ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ (Ó ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍÚÎÁÞÅÎÉÅÍ Æ) ÎÁÂÏÒ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÂÏÒ (xk) ÍÏÖÎÏ ÓÒÁÚÕ ÓÞÉÔÁÔØÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ: xk = x−k, �ÏÓËÏÌØËÕ ÚÁÍÅÎÁ xk ÎÁ (xk + x−k)=2ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ×ÓÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á, ÏÇÏ×ÏÒ£ÎÎÙÅ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ÚÁÄÁÞÉ, É Ï�ÅÎËÕ

|xk−1 − 2xk + xk+1| 6 2Æ. ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ Ï�ÅÎÉ×ÁÔØ ÓÁÍÉ ÞÉÓÌÁ xk,Ï�ÅÎÉÍ ÒÁÚÎÏÓÔÉ xk−1 − xk, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó x0, Á ÚÁÔÅÍ | ÎÁÞÉÎÁÑ Ó�ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÊ ÔÏÞËÉ (ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÎÁÂÏÒÁ). ðÏÓËÏÌØËÕ x1 = x−1,ÔÏ x0 − x1 6 |−x−1 + 2x0 − x1|=2 6 Æ;x1 − x2 6 (x0 − x1) + |−x0 + 2x1 − x2| 6 3Æ;x2 − x3 6 (x1 − x2) + |−x1 + 2x2 − x3| 6 5Æ;: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :xk−1 − xk 6 (2k − 1)Æ: (1)
ðÒÉ Þ£ÔÎÏÍ n = 2m, ËÏÇÄÁ xm É x−m | ÏÄÎÏ ÞÉÓÌÏ, ÁÎÁÌÏÇÉÞ-ÎÏ �ÏÌÕÞÉÍ:



16. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 523xm−1 − xm 6 Æ;xm−2 − xm−1 6 3Æ;: : : : : : : : : : : : : : : : : : : :xm−j − xm−j+1 6 (2j − 1)Æ: (2)
åÓÌÉ � = 2m+ 1 ÎÅÞ£ÔÎÏ (xm É x−m | Ä×Á ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÞÉÓÌÁ), ÔÏxm−1 − xm 6 2Æ;xm−2 − xm−1 6 4Æ;: : : : : : : : : : : : : : : : : :xm−j − xm−j+1 6 2jÆ: (2′)
îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ k, ÍÅÎØÛÅÇÏ, ÞÅÍ m=2, ÌÕÞÛÅÊ Ï�ÅÎËÏÊÄÌÑ (xk−1 − xk) ÂÕÄÅÔ (1), Á ÄÌÑ k, ÂÏÌØÛÅÇÏ m=2 | (2) ÉÌÉ (2′);ÄÌÑ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÞÉÓÅÌ (xk) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Á ÄÏÌÖÎÙ ÓÔÁÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÇÒÁÆÉË Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÊ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÔ ÌÅÖÁÔØ ÎÁ ËÕÓÏÞËÁÈ �ÁÒÁÂÏÌ.þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ É �ÒÉ×ÅÓÔÉ ÔÏÞÎÕÀ Ï�ÅÎËÕ Æ ÄÌÑ ËÁÖÄÏ-ÇÏ n ÎÕÖÎÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÞÅÔÙÒÅ ÓÌÕÞÁÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅÒÁÚÎÙÍ ÏÓÔÁÔËÁÍ n �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 4. ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ � = 4l+ 2.éÚ (1) É (2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ xk = x−k > 1 − skÆ, ÇÄÅ sk | ÓÕÍÍÁ�ÅÒ×ÙÈ k ÞÉÓÅÌ × ÓÔÒÏËÅ:1; 3; : : : ; 2l − 1; 2l + 1; 2l − 1; : : : ; 3; 1:�ÏÞÎÁÑ Ï�ÅÎËÁ Æ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ xk ÒÁ×-ÎÁ 0, Á Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÍ ÂÕÄÅÔ ÎÁÂÏÒ xk = x−k = 1−skÆ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,ÄÌÑ � = 30 (l = 7) �ÏÌÕÞÉÍ 0 = x0 + 2(x1 + x2 + : : :+ x14) + x15 >

> 30 − SÆ, ÇÄÅ S = 2(s1 + s2 + : : : + s14) + s15. üÔÕ ÓÕÍÍÕ ÕÄÏÂÎÏÓÞÉÔÁÔØ ÔÁË: �ÏÓËÏÌØËÕs15 = 1 + 3 + : : :+ 11 + 13 + 11 + : : :+ 3 + 1 = 113 == s1 + s14 = s2 + s13 = : : : = s7 + s8;ÔÏ S = (2 · 7 + l)s15 = 15 · 113. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Æ > 2=113, �ÒÉÞ£ÍÆ = 2=113 ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÎÁÂÏÒÁ xk = x−k = 1 − skÆ, ÒÁ×ÎÏÇÏ 1 − k2Æ�ÒÉ k = 0; : : : ; 7 É ÒÁ×ÎÏÇÏ −1 + (15− k)2Æ �ÒÉ k = 8; : : : ; 15.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÔÏÞÎÙÅ ÇÒÁÎÉ�Ù Æ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �É ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ � ×ÅÒÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Æ > 16=n2 (�ÒÉÂÏÌØÛÉÈ n ÜÔÁ Ï�ÅÎËÁ ÂÌÉÚËÁ Ë ÔÏÞÎÏÊ).îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ | ÎÁÊÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ×ÏÚ-ÍÏÖÎÕÀ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÍÁËÓÉÍÕÍÏÍ É ÍÉÎÉÍÕÍÏÍ �ÅÒÉÏÄÉÞÅ-ÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Ó �ÅÒÉÏÄÏÍ T , Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÔÏÒÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÎÅ



524 áÌÇÅÂÒÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 1. üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ �ÒÏÝÅ, ÞÅÍ �ÄÉÓËÒÅÔÎÙÊ�×ÁÒÉÁÎÔ. çÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ, ÉÍÅÀÝÅÊ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ �ËÏÌÅÂÁÎÉÅ�, ÔÁË-ÖÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÕÓÏÞËÏ× �ÁÒÁÂÏÌÙ.
17. íîïçïþìåîù, õòá÷îåîéñé óéó�åíù õòá÷îåîéê17.1. 0. óÕÍÍÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x), ÒÁ×ÎÁ f(1).17.2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÍ, ÎÏ ÎÅ �ÅÌÏÍ ÈÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ò (È) ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÅÌÙÍ ÞÉÓÌÏÍ.17.3. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÁ. ðÕÓÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ �,ÔÏÇÄÁ ò (0) | Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÒÁ�ÉÏÎÁÌÅÎ, É �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀÉÎÄÕË�ÉÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (ò (È) − ò (0))=x | ÒÁ�ÉÏ-ÎÁÌØÎÙ.17.4. äÁ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, È(È+ 1)(È+ 2) : : : (È+ 1991)=1992.17.5. f(0) = q, f(1) = 1+ p+ q, f(−1) = 1− p+ q. åÓÌÉ ×ÓÅ ÔÒÉÞÉÓÌÁ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÍÅÎØÛÅ 1=2, ÔÏ1 < |2+ 2q| = |(1 + p+ q) + (1− Ò+ q)| < |1+ q+ p|+ |1− Ò+ q| < 1:ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.17.6. åÓÌÉ Ò > 0, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ x3+px+q ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ (ËÁËÓÕÍÍÁ ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ x3 É ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ px + q)É, ÚÎÁÞÉÔ, ËÁÖÄÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, 0) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÔÒ£È ËÏÒÎÅÊ.17.7. ðÒÉ a = −2. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f(È) = È4 + ÁÈ2 + 1 Ég(x) = È3+ax+1 ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ËÏÒÅÎØ È0. �ÏÇÄÁ, ÕÍÎÏÖÉ× ×ÔÏÒÏÊÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁ È É ×ÙÞÉÔÁÑ ÉÚ �ÅÒ×ÏÇÏ, �ÏÌÕÞÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÉÍÅÀ-ÝÉÊ ÔÏÔ ÖÅ ËÏÒÅÎØ, Á ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ | �ÒÏÓÔÏ f(È) − xg(x) == 1−x. åÇÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ËÏÒÅÎØ È0 = 1. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f(È) É g(x)ÉÍÅÀÔ ÜÔÏÔ ËÏÒÅÎØ �ÒÉ a = −2; ÞÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÜÔÏÍ, ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ �ÒÉÒÁ×ÎÑÔØ ÎÕÌÀ f(1) É g(1) | ÏÂÁ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÒÁ×ÎÙ Á+ 2.÷ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f(È) É g(x) ÉÍÅÌÉÏÂÝÉÊ ËÏÒÅÎØ È0, ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÂÁ ÏÎÉ ÄÅÌÉÌÉÓØ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÈ−È0 (ÔÅÏÒÅÍÁ âÅÚÕ). îÁÊÔÉ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉÄ×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÍÏÖÎÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ å×ËÌÉÄÁ | ÔÁËÖÅ, ËÁË É ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ.17.8. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ò (È) ÒÁ×ÅÎ 7 �ÒÉ È = Á, x = b, x = 
 Éx = d. ÷ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ò (È)−7 = 0 ÉÍÅÅÔ 4 �ÅÌÙÈ ËÏÒÎÑÁ, b, Ó É d. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ò (È)− 7 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ (È− a),



17. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ 525(È−b), (È−Ó), (È−d), Ô. Å. ò (È)−7 = (È−Á)(È−b)(È−Ó)(È−d)Ò(È),ÇÄÅ Ò(È) ÍÏÖÅÔ ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ 1.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ò (È) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ �ÒÉ �Å-ÌÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ È = á ÚÎÁÞÅÎÉÅ 14. ðÏÄÓÔÁ×É× È = á × �ÏÓÌÅÄÎÅÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ: 7 = (á− Á)(á− b)(A− Ó)(A− d)Ò(á), ÞÔÏÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ (A− Á), (A− b), (A− Ó) É (A− d)×ÓÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, Á 7 ÎÅÌØÚÑ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ 5 ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ,ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ 4 ÏÔÌÉÞÎÙ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ.17.9. −1. ÷ÙÞÉÔÁÑ ×ÔÏÒÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÚ �ÅÒ×ÏÇÏ, �ÏÌÕÞÉÍÈ = 1.17.10. ðÏÄÂÅÒ£Í Ä×Á ÞÉÓÌÁ Á É b ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÉÍÅÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:x3+ px+ q = x3+ a3+ b3− 3ÁbÈ. �ÏÇÄÁ a3+ b3 = q É ab = −p=3 ÉÌÉa3b3 = −p3=27. ïÔÓÀÄÁ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ÷ÉÅÔÁa3 = q=2 +√q2=4 + p3=27; b3 = q=2−√q2=4 + p3=27:�Å�ÅÒØ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÉÍÅÅÍx3+px+q = x3+a3+b3−3ÁbÈ = (a+b+x)(a2+b2+x2−ab−ax−bx);ÏÔËÕÄÁ ÒÅÛÅÎÉÑ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ | È1 = −Á − b É ÒÅÛÅÎÉÑË×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 − (a+ b)x+ a2 + b2 − Áb = 0.17.11. Á) äÁ. õÄÏÂÎÏ ÉÓËÁÔØ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ × ×ÉÄÅ Ò(È) == ÁÈ(È − 1) + bx + Ó. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × ÜÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï È = 0, È = 1 ÉÈ = 2, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× a, b, Ó ÕÄÏÂÎÕÀ�ÔÒÅÕÇÏÌØÎÕÀ� ÓÉÓÔÅÍÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊÓ = 19; b+ Ó = 85; 2a+ 2b+ Ó = 1985;ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÈÏÄÉÍ:Ó = 19; b = 66; Á = 917É �ÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔ×ÅÔ: Ò(È) = 917x2 − 851x+ 19:úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÕÄÏÂÎÏ ÉÓËÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉÎÅ ×ÙÛÅ n, �ÒÉÎÉÍÁÀÝÉÊ × ÄÁÎÎÙÈ � + 1 ÔÏÞËÁÈ Ó1; Ó2; : : : ; Ón+1,ÄÁÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. úÁ�ÉÓÁ× Ò(È) × ×ÉÄÅÒ(È) = b0+b1(È−Ó1)+b2(È−Ó1)(È−Ó2)+: : :+bn(È−Ó1)(È−Ó2) : : : (È−Ón)É �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × ÜÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï È = Ó1; Ó2; : : : ; Ón+1, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍÔÒÅÕÇÏÌØÎÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �+1 ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× b0; b1; : : : ; bn.õËÁÚÁÎÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ÄÁÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉ-ÑÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÉ îØÀÔÏÎÁ.



526 áÌÇÅÂÒÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚÂ) îÅÔ, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ.�ÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ ÄÁÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p(x) Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ,ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ 
 É d �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ Ò(Ó)− p(d) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁÞÉÓÌÏ 
− d.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ p(x) = a0 + xa1 + : : : + xnan, ÔÏÇÄÁp(
) − p(d) = a1(
 − d) + a2(
2 − d2) + : : : + an(
n − dn). ëÁÖÄÏÅÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 
− d.óÏÇÌÁÓÎÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ, ÞÉÓÌÏ Ò(19)−Ò(1) = 66 ÄÏÌÖÎÏ ÄÅÌÉÔØÓÑÎÁ ÞÉÓÌÏ 19− 1 = 18, ÞÔÏ ÎÅ×ÅÒÎÏ, ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÔ×ÅÔ.17.12. ðÒÉ Á = −1=8. õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ f(x)ÉÍÅÅÔ ÏÓØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ x = b, ÔÏ f(x) = �(x− b)4 + �(x− b)2 + 
.17.13. 1. ÷ÓÅ ÔÁËÉÅ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÙ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ (x+ p=2)2 + 1.17.14. (2;−3;−6), (−2; 3; 6). ðÕÓÔØ Á, b, Ó | ËÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.�ÏÇÄÁ Áb+ÁÓ+bÓ = 0. ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ÞÔÏ |Á| É |b| | �ÒÏÓÔÙÅÞÉÓÌÁ, ÉÍÅÅÍ Ó = kab, ÇÄÅ k | �ÅÌÏÅ. ðÏÌÕÞÁÅÍ 1 + k(Á + b) = 0.úÎÁÞÉÔ, Á+ b = ±1. îÏ ÓÒÅÄÉ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ÅÓÔØ ÌÉÛØ ÏÄÎÁ �ÁÒÁÏÔÌÉÞÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁ 1. üÔÏ 2 É 3. éÔÁË, |Á|, |b| É |
| ÒÁ×ÎÙ 2, 3 É 6.17.15. Á) N(2x2− 1)2− 2x3+3x, Â) N(2x4− 1)2− 2x6+3x2, ÇÄÅN | �ÅÌÏÅ, ÂÏÌØÛÅÅ 1.17.16. È = Õ = ± 1980√1=2. ðÒÉ×ÅÄÅÍ �ÅÒ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ë ×ÉÄÕ(È− Õ)(È2+ÈÕ+ Õ2− 3) = 0. �ÁË ËÁË È É Õ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏ-ÄÑÔ 1 (ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ), ÔÏ ÌÉÛØ �ÅÒ×ÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÍÏÖÅÔÒÁ×ÎÑÔØÓÑ 0. úÎÁÞÉÔ, È = Õ.17.17. (0; 0; Á), (0; Á; 0), (Á; 0; 0). ÷ÏÚ×ÅÄÑ × ËÕÂ �ÅÒ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÉ ×ÙÞÔÑ ÉÚ ÎÅÇÏ ÔÒÅÔØÅ, �ÏÌÕÞÉÍ 3(È + y)(È + z)(y + z) = 0. åÓÌÉx+y = 0, ÔÏ z = a (ÉÚ �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ). �ÏÇÄÁ (ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ) x2 == y2 = 0, Ô. Å. x = y = 0. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÅÓÌÕÞÁÉ.17.18. (1; 0); (0; 1). éÚ ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ È 6 1 Éy 6 1. �ÏÇÄÁ È3 6 1 É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÚ �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y > 0;ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ È > 0. åÓÌÉ 0 < È < 1, ÔÏ È3 > È4, y3 > y4 É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÁÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.17.19. x = y = z = t = 0. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ë ×ÉÄÕx2=4 + (x=2− y)2 + (x=2− z)2 + (x=2− t)2 = 0:17.20. éÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ x2 = (4 − È2)3=2.÷ÏÚ×ÏÄÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ × Ë×ÁÄÒÁÔ É ÉÚ×ÌÅËÁÑ ËÕÂÉÞÅÓËÉÊ ËÏÒÅÎØ, �ÏÌÕ-ÞÁÅÍ: 4−È2 = È2, ÏÔËÕÄÁ È2 = 2. ðÒÏ×ÅÒËÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÌØËÏ√2 | ËÏÒÅÎØ ÄÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.17.21. y = x ÉÌÉ y = z.



17. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ 52717.22. úÁÍÅÎÁÍÉ È = È21, y = y21 , z = z21 É ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÏÂÅÉÈÞÁÓÔÅÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × Ë×ÁÄÒÁÔ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë 17.21.17.23. {0; 99; 49 5099}.17.24. (0; 0), (2+√2; 2+√2), (2−√2; 2−√2). ÷ÙÞÉÔÁÑ ÉÚ �ÅÒ×ÏÇÏÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÔÏÒÏÅ, �ÏÌÕÞÉÍ f(È) = f(Õ), ÇÄÅ f(È) = È3 − 2È2 + 2ÈÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ (Ô. Ë. f ′(È) > 0).17.25. È = Õ = 0 É È = Õ = −1. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÒÕÇÉÈ ÒÅÛÅÎÉÊÎÅÔ.óÌÕÞÁÊ 1. È > 0, ÔÏÇÄÁ (1+È)(1+È2)(1+È4) = 1+È+ : : :+È7 >> 1 + È7. éÚ �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÍÅÅÍ Õ > È, ÚÎÁÞÉÔ Õ > 0 É ÉÚ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ È > Õ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.óÌÕÞÁÊ 2. x < −1, ÔÏÇÄÁ ÉÚ �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y < −1 É,ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, 1+y7 = 1+(È+È2)+(È3+È4)+(È5+È6)+È7 > 1+È7.ïÔÓÀÄÁ Õ > È. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ �ÏÌÕÞÉÍ È > Õ.óÌÕÞÁÊ 3. −1 < x < 0. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ×ÔÏÒÏÍÕ.17.26. x = 5√12− 15√12 + 1 ; y = 5√9=2− 15√9=2 + 1.õËÁÚÁÎÉÅ. óÄÅÌÁÊÔÅ ÚÁÍÅÎÕÈ = u− 1u+ 1 ; y = v − 1v + 1 :17.27. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ.óÌÕÞÁÊ 1. a 6= b. �ÏÇÄÁ È 6= Õ. òÅÛÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ�ÁÒÁÍÅÔÒÏ× Á É b. ÷ÙÒÁÚÉÍ ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Á É �ÏÄÓÔÁ×ÉÍ× �ÅÒ×ÏÅ, �ÏÌÕÞÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ b ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÉÚ ËÏ-ÔÏÒÏÇÏ b1 = Õ3 + 3ÕÈ2, b2 = Õ3 − 3ÕÈ2 É ÄÁÌÅÅ a1 = x3 + 3xÕ2,a2 = x3 + 3xy2. õÓÌÏ×ÉÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× É ÎÅÉÚ-×ÅÓÔÎÙÈ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ (a2; b2). éÔÁË, ÉÍÅÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ: a == x3 + 3xÕ2, b = Õ3 + 3ÕÈ2. óËÌÁÄÙ×ÁÑ É ×ÙÞÉÔÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÉ-ÓÔÅÍÙ, �ÏÌÕÞÉÍ (x + y)3 = a + b, (x − y)3 = a − b, ÏÔËÕÄÁ ÏÔ×ÅÔÈ = ( 3√a+ b+ 3√a+ b)=2, Õ = ( 3√a+ b− 3√a− b)=2.óÌÕÞÁÊ 2. Á = b > 0. �ÏÇÄÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏÒÅÛÅÎÉÊ È = Õ > 0 É ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ È 6= Õ.17.28. ðÕÓÔØ P (p) = 0. ïÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ p − 1 É p Þ£ÔÎÏ. ðÕÓÔØ,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, p Þ£ÔÎÏ, ÔÏÇÄÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ P (p) − P (0) ÔÁËÖÅ Þ£ÔÎÁ, �Ï-ÓËÏÌØËÕ ÏÎÁ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ p (ÓÍ. 17.11). îÏ ÔÏÇÄÁ É P (0)Þ£ÔÎÏ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, �ÒÉ Þ£ÔÎÏÍ p− 1 �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏP (1) Þ£ÔÎÏ.17.29. åÓÌÉ Á > 0, ÔÏ �ÒÉ ÂÏÌØÛÏÍ Ò ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅÔ ×ÏÏÂÝÅ. åÓÌÉÁ < 0, ÔÏ �ÒÉ ÂÏÌØÛÏÍ Ò ÍÅÎØÛÉÊ ËÏÒÅÎØ ÂÕÄÅÔ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍ (ÉÚÇÒÁÆÉËÁ). úÎÁÞÉÔ, Á = 0.



528 áÌÇÅÂÒÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ17.30. ðÏ 17.11, ÅÓÌÉ Á 6= b | �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ ò (Á) − ò (b)ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Á−b. ðÕÓÔØ ò (Á1) = ò (Á2) = ò (Á3) = 2, ò (b) = 3. �ÏÇÄÁò (b)−ò (ai) = 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ b−ai (i = 1; 2; 3), ÏÔËÕÄÁ |ai−b| = 1. îÏÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÅ ÍÏÖÅÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÄÌÑ ÔÒ£È ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.17.31. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙP1(È) = P (È)− ò (È− 1);ò2(È) = ò1(È)− ò1(È− 1);: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :òn(È) = òn−1(È)− Pn−1(È− 1)(ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ òi(È) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ i-Ê ÒÁÚÎÏÓÔØÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ò (È)). îÅ-ÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÔÅ�ÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ òi(È) ÒÁ×ÎÁ n− i É ÞÔÏòi(È) �ÒÉ ÌÀÂÏÍ �ÅÌÏÍ È ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ò. îÏ ò�(È) = �!, �ÏÜÔÏÍÕ �!ËÒÁÔÎÏ Ò.17.32. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ 4m−n − 1 ÎÁ3k+1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ m − n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3k. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ Á ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ 4a − 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3k+1 ÒÁ×ÎÏ 3k.17.33. È4 + È3 − tÈ2 + È+1 �ÒÉ ÍÁÌÏÍ t > 0 (ÍÏÖÎÏ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,×ÚÑÔØ t = 1=3). åÓÌÉ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ Ë×ÁÄÒÁÔÁ É ËÕÂÁÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÔÏ ÏÎÏ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÅÇÏ ÓÔÅ�ÅÎÉ.17.34. îÁÊÄ£Í ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Q(x), ÞÔÏ P (Q(x)) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁP (x). îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÔÁËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Q(x) = x + P (x)(ÉÌÉ, ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÏ, ×ÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ×ÉÄÁ P (x)R(x) + x). äÅÊÓÔ×É-ÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ P (x) = a0 + a1x+ : : :+ anxn, ÔÏP (x+z) = P (x)+a1z+a2((x+z)2−x2)+ : : :+an((x+z)n−xn)) == P (x) + z(a1 + (2x+ z)a2 + (3x2 + 3xz + z2)a3 + : : : ):ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÓÀÄÁ z = P (x), �ÏÌÕÞÉÍ, ÔÏ P (Q(x)) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ P (x).ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÔÅ�ÅÎØ Q(x) ÂÏÌØÛÅ 1, ÓÔÅ�ÅÎØ P (Q(x)) ÂÏÌØÛÅ ÓÔÅ�ÅÎÉP (x), �ÏÜÔÏÍÕ ×ÔÏÒÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.17.35. Q(x) = 
onst, ÌÉÂÏ Q(x) = È. ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÅÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ �ÏÄÈÏÄÑÔ. åÓÌÉ ò (È) 6= Ó �ÒÉ ×ÓÅÈ È, ÔÏ ò (ò (È)) == ò (Õ) 6= Ó. åÓÌÉ ò (È) 6= È �ÒÉ ×ÓÅÈ È, ÔÏ × ÓÉÌÕ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ-ÓÔÉ ÌÉÂÏ ò (È) > È, ÌÉÂÏ ò (È) < È �ÒÉ ×ÓÅÈ È. ÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅò (ò (È)) > ò (È) > È, Á ×Ï ×ÔÏÒÏÍ | ò (ò (È)) < ò (È) < È. ðÒÏ×Å-ÒÉÍ, ÞÔÏ ÄÒÕÇÉÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅÔ. ðÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ ÉÓËÁÔØ ËÏÎÔÒ�ÒÉÍÅÒ× ×ÉÄÅ ò (È) = Q(x) − Ó, �ÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÇÄÁ ò (È) 6= Q(x) �ÒÉ ×ÓÅÈ x.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ degQ ÓÔÅ�ÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q.óÌÕÞÁÊ 1. degQ = 1. �ÏÇÄÁ Q(x) = ax + b. åÓÌÉ Á 6= 1, ÔÏ× ËÁÞÅÓÔ×Å ò (È) ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ Q(x)− 1, Á ÅÓÌÉ a = 1, ÔÏ x+ b=2.



17. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ 529óÌÕÞÁÊ 2. degQ | ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ 1. ðÏÌÏÖÉÍò (È) = Q(x) − 1. �ÏÇÄÁ P (P (x)) − Q(x) ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ(degQ)2. îÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÅÞ£ÔÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ×ÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ.óÌÕÞÁÊ 3. degQ | Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ 0. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ,ÞÔÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ. (ðÏÓËÏÌØ-ËÕ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ Q1(x) = −Q(−x), P1(x) = −P (−x) ÉÚÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁËÓÔÁÒÛÅÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ, Á Ó×ÏÊÓÔ×Á ×ÓÅÈ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÈ ÎÁÓ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÊ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ.) ðÕÓÔØ ò (È) = Q(x)−
. ðÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØ-ÛÉÈ È ÉÍÅÅÍ ò (ò (È)) > Q(x). åÓÌÉ �ÏÄÏÂÒÁÔØ ÔÁËÏÅ Ó, ÞÔÏÂÙ �ÒÉÎÅËÏÔÏÒÏÍ x ÚÎÁÞÅÎÉÅ ò (ò (È)) ÂÙÌÏ ÍÅÎØÛÅ Q(x), ÔÏ × ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅ-ÍÙ Ï �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ò (ò (È)) = Q(x) ÂÕÄÅÔÉÍÅÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ. �Å�ÅÒØ �ÏÄÂÅÒ£Í Ó. ðÕÓÔØ Á | ÔÏÞËÁ ÍÉÎÉÍÕÍÁQ(x), x0 | ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ, ÞÔÏ Q(x0) > a. ðÏÌÏÖÉÍ Ó = Q(x0) − a.ðÏÌÕÞÉÍ ò (ò (x0)) = ò (Á) = Q(a)− 
 < Q(x0), ÞÔÏ ÎÁÍ É ÎÁÄÏ.17.36. ðÕÓÔØ í | ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÞÔÏ ò (È) > 1�ÒÉ È > M . ðÏÌÏÖÉÍ L = ò (í) : : : ò (í + k). äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓ-ÌÉ m = í + L, ÔÏ ÞÉÓÌÁ ò (m), ò (m + 1); : : : ; ò (m + k) Ñ×ÌÑÀÔÓÑÓÏÓÔÁ×ÎÙÍÉ.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÕÓÔØ 0 6 t 6 k. �ÏÇÄÁ P (m+ t) | ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ,�ÏÓËÏÌØËÕ ò (í + L + t) = (ò (í + L+ t)− ò (í + t)) + ò (í + t)ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ò (í+t) > 1. (ðÅÒ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ L, Ô. Ë. �ÒÉÌÀÂÙÈ �ÅÌÙÈ y 6= z ÞÉÓÌÏ P (y)−P (z) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Õ− z (ÓÍ. 17.11).)17.37. ðÕÓÔØ È = Á+1=a. äÏËÁÖÅÍ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ, ÞÔÏ Án+1=an×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ È ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ �n ÓÔÅ�ÅÎÉ n Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔÁÍÉ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,�1(È) = È; Á2 + 1a2 = (Á+ 1a)2
− 2 = È2 − 2 = �2(È);

È��(È)− ��−1(È) = (a+ 1a)(an + 1an)− (an−1 + 1an−1) == an+1 + 1an+1 = Tn+1(x):ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ a = n√2 +√3, �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ a + 1=a Ñ×ÌÑÅÔÓÑËÏÒÎÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Tn(x) = 4. ðÒÉ n = 4 É n = 5 �ÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÈ4 − 4È2 − 2 = 0 É È5 − 5È3 + 5È− 4 = 0 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.17.38. ðÕÓÔØ F (È) = Á0 + Á1È+ Á2È2 + : : : ;G(È) = b0 + b1È+ b2È2 + : : : ;F (x)G(x) = 
0 + 
1È+ 
2È2 + : : : :



530 áÌÇÅÂÒÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚïÞÅ×ÉÄÎÏ, Á0 = b0 = 1. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ b1 = : : : = bt−1 = 1 É bt = 0,�ÒÉ ÜÔÏÍ Á1 = : : : = Át−1 = 0 É Át = 1. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏËÁÊÍÌ£ÎÎÙÈÎÕÌÑÍÉ ÏÔÒÅÚËÏ×, ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÅÎØÛÅ t, ÔÁËÖÅ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÁÍÙÊ ÌÅ×ÙÊ ÉÚ ÔÁËÉÈÏÔÒÅÚËÏ×: bi; bi+1; : : : ; bi+k, ÇÄÅ k+1 < t. éÍÅÅÍ: 
i = a0bi; : : : ; 
i+k == a0bi+k; ÄÁÌÅÅ, 
i+t = atbi. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÒÅÚÏË 
i+k+1, . . . , 
i+t−1,ÅÇÏ ÄÌÉÎÁ | d = t− k− 1 (0 < d < t). ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ
i+k+1 = azby. �ÁË ËÁË z 6 t, ÔÏ yi+ k+1− t < i. úÎÁÞÉÔ, by ÌÅÖÉÔ× ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏ× ÄÌÉÎÙ t. õÍÎÏÖÁÑ az ÎÁ ×ÓÅ ÅÄÉÎÉ�Ù ÜÔÏÇÏÏÔÒÅÚËÁ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÒÅÚÏË ÄÌÉÎÙ t, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ 
i+k+1. úÎÁÞÉÔ,ÜÔÏÔ ÏÔÒÅÚÏË ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ: 
i+k, 
i+t. ðÒÏÔÉ×Ï-ÒÅÞÉÅ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ bi �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ× ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ 1 + È + : : : + Èt−1 ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ,×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ | ÎÕÌÉ ÉÌÉ ÅÄÉÎÉ�Ù.17.39. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒ£ÈÞÌÅÎ f(x) = x2+bx+a
. éÚÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f(
) = 
2+ b
+a
 = (a+ b+ 
)
 > 0. ÷ ÔÏÞËÅ 
ÆÕÎË�ÉÑ f(x) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,�ÁÒÁÂÏÌÁ y = f(x) �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏÓØ Ox × Ä×ÕÈ ÔÏÞËÁÈ, Ô. Å. ÉÍÅÅÔÄ×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÑ. úÎÁÞÉÔ, ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÜÔÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏÔÒ£ÈÞÌÅÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ: b2 − 4a
 > 0.17.40. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ f(x) = (x+6)2−6. �ÏÇÄÁ f(f(f(f(f(x)))))== (x+ 6)32 − 6. ïÓÔÁÌÏÓØ ×Ù�ÉÓÁÔØ ÏÔ×ÅÔ: x = −6± 32√617.41. (n− q)2 + (m− p)(mq − np) < 0. ðÕÓÔØ x1, x2 | ËÏÒÎÉ�ÅÒ×ÏÇÏ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÁ, x3, x4 | ËÏÒÎÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÁ, ÏÄÉÎ ÉÈËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ, Á ÄÒÕÇÏÊ ×ÎÅ (x1; x2). �ÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ(x3 − x1)(x3 − x2)(x4 − x1)(x4 − x2) < 0:÷ÙÒÁÚÉ× Ô É � ÞÅÒÅÚ x2, x1, �ÏÌÕÞÉÍ f(x3)f(x4) < 0, ÇÄÅ f(x) == x2 + mx + n, ÄÁÌÅÅ ×ÙÒÁÖÁÑ Ò É q, �ÏÌÕÞÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÅ. ïÂÒÁÔÎÏ,�ÕÓÔØ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ. �ÏÇÄÁ ×ÓÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×Å-ÓÔÉ × ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØËÏÒÎÅÊ. åÓÌÉ x3, x4 | ÎÅ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ, ÔÏ ÏÎÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÓÏ�ÒÑ-ÖÅÎÙ, ÎÏ ÔÏÇÄÁ f(x3) É f(x4) ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ.ðÏÜÔÏÍÕ f(x3)f(x4) > 0 | �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. ïÔÓÀÄÁ x3, x4 |×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, f(x3) É f(x4) | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚÎÙÈÚÎÁËÏ×, ÚÎÁÞÉÔ ÔÒ£ÈÞÌÅÎ f(x) ÉÍÅÅÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ËÏÒÎÉ | x1,x2. 17.42. õÓÌÏ×ÉÑ: 2Á3 − 9Áb + 27Ó = 0 É Á2 − 3b > 0. åÓÌÉ ËÏÒ-ÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÀ, ÔÏ ÓÕÍÍÁ Ä×ÕÈ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁ×ÎÁ ÕÄ×ÏÅÎ-ÎÏÍÕ ÔÒÅÔØÅÍÕ, �ÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÷ÉÅÔÁ ÔÒÅÔÉÊ ËÏÒÅÎØ ÒÁ-×ÅÎ −Á=3. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÅÇÏ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, �ÏÌÕÞÉÍ �ÅÒ×ÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ



17. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ 531É Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ Ä×Á ÏÓÔÁÌØÎÙÈËÏÒÎÑ. õÓÌÏ×ÉÅ ÉÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÉÓËÒÉ-ÍÉÎÁÎÔÁ É ÅÓÔØ ×ÔÏÒÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ.17.43. b3 = a3
, 
 6= 0, 
 ÚÁËÌÀÞÅÎÏ ÍÅÖÄÕ −a3=3 É a3=27. áÌ-ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ×ÉÄ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ: Á2 + 2Ám − 3m2 > 0, ÇÄÅm3 = −
. õÓÌÏ×ÉÑ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ �ÏÓÌÅ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ËÏÒ-ÎÅÊ ÞÅÒÅÚ �ÅÒ×ÙÊ ÞÌÅÎ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ × ÔÅÏÒÅÍÕ ÷ÉÅÔÁ.17.44. åÓÌÉ È �ÅÌÏÅ, ÔÏ f(0) = Ó É f(1) = Á + b + Ó | �ÅÌÙÅÞÉÓÌÁ, ÚÎÁÞÉÔ, Á+b | �ÅÌÏÅ. äÁÌÅÅ, f(2) = 4Á+2b+Ó, ÏÔËÕÄÁ 2Á == f(2)−2(Á+b)−Ó | �ÅÌÏÅ. ïÂÒÁÔÎÏ, ax2+bx+
 = 2ax(x−1)=2++(a+b)x+
. �ÁË ËÁË È(È−1)=2 | �ÅÌÏÅ �ÒÉ �ÅÌÏÍ x, ÔÏ ÔÒ£ÈÞÌÅÎ�ÒÉÎÉÍÁÅÔ �ÅÌÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.îÅÓÌÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ax3 + bx2 + 
x + d ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅÕÓÌÏ×ÉÅ ÔÁËÏ×Ï: 6Á, 2b, Á+ b+ 
 É d | �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ.17.45. íÎÏÇÏÞÌÅÎ È4 + pÈ2 + q ÉÍÅÅÔ ÞÅÔÙÒÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈËÏÒÎÑ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ y2 + py + q(ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ y = È2) ÉÍÅÅÔ Ä×Á ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÑ, Ô. Å. ÒÉ q ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ p2 > 4q, q > 0, Ò 6 0. åÓÌÉ ÉÓÈÏÄÎÙÊÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÍÅÅÔ ÞÅÔÙÒÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÑ (Á ÉÍÅÎÎÏ: −x1,
−x2, x2, x1, ÇÄÅ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ x1 > x2 > 0), ÔÏ ÏÎÉÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÕÀ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÀ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏ-ÇÄÁ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ −2x2 = −x1 + x2, x21 + x22 = −p, x21x22 = q,Ô. Å. ËÏÇÄÁ q = 0;09p2. éÔÁË, ×ÓÅ ÉÓËÏÍÙÅ �ÁÒÙ ÞÉÓÅÌ p, q Ï�ÉÓÙ-×ÁÀÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ Ò 6 0, q = 0;09Ò2. (p2 > 4q É q > 0 ×ÙÔÅËÁÀÔ ÉÚ�ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á).17.46. Á) úÎÁÞÅÎÉÑ ò (È) �ÒÉ ×ÓÅÈ �ÅÌÙÈ x ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀÞ£ÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌP (x+1)−P (x) = ((x+1)2+p(x+1)+ q)− (x2+px+ q) = 2x+1+pÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2, Ô. Å. ËÏÇÄÁ Ò ÎÅÞ£ÔÎÏ. ðÒÉ ÜÔÏÍ Þ£ÔÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÊ ò (È) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �Ï Þ£ÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ q = ò (0).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ò (È) Þ£ÔÎÙ (ÎÅÞ£ÔÎÙ) �ÒÉ ÎÅÞ£ÔÎÏÍÒ É Þ£ÔÎÏÍ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÎÅÞ£ÔÎÏÍ) q.Â) ðÏÓËÏÌØËÕ Q(È) = È(x2 + p) + q, ÔÏ Q(3È) = 3È(9x2 + p) + qÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3 �ÒÉ ×ÓÅÈ �ÅÌÙÈ x ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ qÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3. ðÒÉ ÜÔÏÍ Q(3x± 1) = (3È± 1)(9x2± 6x+1+ p)+ q ≡
≡ ± (1 + p) (mod 3) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3 × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ,ËÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ 1 + Ò ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Q(È)ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 3 �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ q ≡ 0 (mod 3), Ò ≡ 2 (mod 3).17.47. ðÕÓÔØ ò (È) = (È + Á)Q(x), ÔÏÇÄÁ �ÏÄÓÔÁ×É× È = −Á,�ÏÌÕÞÉÍ −a5−3a4−6a3−3a2−9a−6 = 0. üÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÅ ÍÏÖÅÔ



532 áÌÇÅÂÒÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ, ÔÁË ËÁË ÅÓÌÉ Á ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3, ÔÏ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ × ÌÅ×ÏÊÞÁÓÔÉ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 9 (É �ÏÔÏÍÕ ÎÅ 0), Á �ÒÉ Á, ÎÅ ÄÅÌÑÝÅÍÓÑ ÎÁ 3,ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3. ðÕÓÔØ x5−3x4+6x3−3x2+9x−6 = (x2+Á1x+Á2)×
× (x3 + b1x2 + b2x+ b3), ÔÏÇÄÁÁ2b3 = −6; Á1b3 + Á2b2 = 9;Á1b2 + Á2b1 + b3 = −3; Á1b1 + Á2 + b2 = 6:éÚ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ Á2, b3 ÄÅ-ÌÉÔÓÑ ÎÁ 3. åÓÌÉ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ b3, ÔÏ ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ b2 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3, ÉÚ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ b1 ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ 3, × ÓÉÌÕ ÞÅÔ×£ÒÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Á2 ÄÏÌÖÎÏ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ 3. ðÒÏÔÉ-×ÏÒÅÞÉÅ. óÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ Á2 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3, ÒÁÚÂÉÒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.17.48. äÏËÁÖÅÍ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ. �ÁË ËÁË Ò | ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ�ÒÉ n = 0 ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ×Ù�ÏÌ-ÎÅÎÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �. �ÏÇÄÁ xn+21 + xn+22 = −Ò(xn+11 + xn+12 ) ++ (xn1 + xn2 ) | �ÅÌÏÅ, Á ÔÁË ËÁË ËÁÖÄÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ xn+21 + xn+22 Éxn+11 +xn+12 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ xn1+xn2 , ÔÏ xn+21 +xn+22 É xn+11 +xn+12×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÅ �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ.17.49. ìÅÇËÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Á = Ô+n√p | ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÁ 
 �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ (m, n, p | �ÅÌÙÅ, p | ÎÅ ÔÏÞ-ÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ), ÔÏ É b = Ô − n√p ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÜÔÏÇÏÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.17.50. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÷ÉÅÔÁ ÉÍÅÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á a + b = −p, Áb = 1,
+d = −q, 
d = 1, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÌÕÞÁÅÍ (a−
)(b−
)(a+d)(b+d) == q2 − p2.17.51. ðÕÓÔØ f(x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ É
|f(Á)| = |f(b)| = |f(
)| = 1, ÇÄÅ Á, b, Ó | ÒÁÚÎÙÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ.ðÕÓÔØ x0 | �ÅÌÙÊ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. �ÏÇÄÁ f(x) = (x− x0)q(x)É |a − x0||q(a)| = 1. �ÁË ËÁË ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ �ÅÌÙÅ, ÔÏ |a − x0| = 1 É,ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, |
− x0| = |b− x0| = 1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÈÏÔÑ ÂÙ Ä×Á ÉÚÞÉÓÅÌ Á, b É 
 ÒÁ×ÎÙ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.17.52. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÷ÉÅÔÁ ÄÌÑ ËÏÒÎÅÊ È1, È2, È3 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ�È3−�x2+�x+� ÉÍÅÅÍ È1+È2+È3 = 1, È1È2+È2È3+È1È3 = �=�,È1È2È3 = −�=�. ðÏÜÔÏÍÕ(È1 + È2 + È3)( 1È1 + 1È2 + 1È3) == (È1 + È2 + È3)(È1È2 + È2È3 + È1È3)È1È2È3 = −1:17.53. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÏ×ÅÄÅÍ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï n. ðÒÉ n = 0ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ, ÔÁË ËÁË × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (x + 1)2n+1 + xn+2 =



17. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ 533= È2 + È + 1. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ � − 1ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ, Ô. Å. ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (x+1)2n−1+xn+1 ÄÅÌÉÔ-ÓÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ È2+È+1. îÏ ÔÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (È+1)2n+1+xn+2 == (x+1)2(x+1)2n−1+x ·xn+1 = (x2+2x+1)(x+1)2n−1+x ·xn+1 == (x2 + x+ 1)(x+ 1)2n−1 + x((x+ 1)2n−1 + xn+1) ÔÁËÖÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁÍÎÏÇÏÞÌÅÎ È2 + x+ 1.17.54. ìÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ×ÉÄÁ ò (È) = aÈ, ÇÄÅ Á | ËÏÎÓÔÁÎ-ÔÁ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÚÁÄÁÞÉ. äÏËÁÖÅÍ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï n,ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÓËÏÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ò (È) ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Á ò (n) = nò (1). ðÒÉ � = 0 É � = 1 ÜÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ×ÅÒÎÙ.ðÕÓÔØ ÏÎÉ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÙ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ � − 1 É �. �ÏÇÄÁ ò (� + 1) == 2P (n)−ò (�−1) = (�+1)ò (1), Á ÚÎÁÞÉÔ, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÉ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ � + 1. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ò (È) − ò (1)È ÉÍÅÅÔ ÂÅÓ-ËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ËÏÒÎÅÊ È = 0; 1; 2; : : : , ÔÏ ÏÎ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÓËÏÍÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ ò (È) = ÁÈ.17.55. æÕÎË�ÉÑ ò (È) ÉÍÅÅÔ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ ÍÉÎÉÍÕÍÁÈ0 = −Ò=2. ðÒÉ È < È0 ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÕÂÙ×ÁÅÔ, Á �ÒÉ È > È0 |×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á á ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ ò (È) ÎÁÏÔÒÅÚËÅ [−1; 1℄ ÉÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:ÅÓÌÉ Ò < −2, ÔÏ È0 > 1 É á = [ò (1);P (−1)℄ = [1+p+q; 1−p+q℄;ÅÓÌÉ−2 6 Ò 6 2,ÔÏ−1 6 È0 6 1 Éá = [ò (È0);max{ò (−1);ò (1)}℄,Ô. Å. A = [q−p2=4; 1−p+q℄ �ÒÉ −2 6 Ò 6 0 É A = [q−p2=4; 1+p+q℄�ÒÉ 0 6 p 6 2;ÅÓÌÉ Ò > 2, ÔÏ È0 < −1 É á = [ò (−1);P (1)℄ = [1−p+q; 1+p+q℄.17.56. ðÕÓÔØ a, b, Ó, d | ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (x) = (x − a)×
× (x− b)(x− 
)(x− d).äÏËÁÖÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (ab)3 + (
d)3 + ab+ 
d+ 1 = 0 (ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏÂÕÄÅÔ ×ÙÔÅËÁÔØ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ, �ÏÓËÏÌØËÕ(ab)6 + (ab)4 + (ab)3 − (ab)2 − 1 == (ab)3((ab)3 − 1(ab)3 + ab− 1ab + 1) = 0;ÔÁË ËÁË �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ÷ÉÅÔÁ ab
d = −1). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ò (Á) = ò (b) = 0 ÉÍÅÅÍ Á3 = 1=(Á+1), b3 = 1=(b+1), ÏÔËÕÄÁ �ÏÌÕÞÁ-ÅÍ (ab)3 = 1=((1+a)(1+b)) = (1+
)(1+d)=P (−1) = −(1 + 
)(1 + d).áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, (
d)3 = −(1 + a)(1 + b). éÚ ÜÔÉÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ× ÉÍÅÅÍ:(ab)3+(
d)3+ab+
d+1 = −(1+
)(1+d)−(1+a)(1+b)+ab+
d+1 == −1− a− b− 
− d = 0:(a+ b+ 
+ d = −1 �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ÷ÉÅÔÁ.)



534 áÌÇÅÂÒÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ17.57. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÔÅÏÒÅÍÕ ÷ÉÅÔÁ (È1 + È2 = −Ò, È1È2 =
−1=(2p2)) É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÅÖÄÕ ÓÒÅÄÎÉÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ É ÓÒÅÄ-ÎÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ, �ÏÌÕÞÁÅÍÈ41 + È42 = (È1 + È2)4 − 2È1È2(2(È1 + È2)2 − È1È2)) == p4 + (2p2 + 1=(2p2))=p2 = p4 + 2 + 1=(2p4) > 2 +√2:17.58. �ÁË ËÁË ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ò (È) ÎÅÏÔÒÉ�Á-ÔÅÌØÎÙ, ÔÏ ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÅÇÏ ËÏÒÎÅÊ a1; : : : ; an ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �Ï-ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ P (x) == (x + b1) : : : (x + bn), ÇÄÅ bi = −ai > 0 (i = 1; 2; : : : ; n). éÓ�ÏÌØÚÕÑÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÓÒÅÄÎÉÈ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 2 + bi = 1 + 1 + bi >

> 3 3√1 · 1 · bi = 3 3√bi (i = 1; 2; : : : ; n). õÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ �Ï ÔÅÏÒÅ-ÍÅ ÷ÉÅÔÁ b1b2 : : : bn = 1, �ÏÌÕÞÁÅÍ: ò (2) = (2 + b1) : : : (2 + bn) >

> 3n 3√b1 : : : bn = 3n, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.17.59. �ÁË ËÁË ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÍÅÅÔ n �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈËÏÒÎÅÊ È1; : : : ; Èn, ÔÏ ÅÇÏ ÓÔÅ�ÅÎØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n. ðÏÜÔÏÍÕ a 6= 0. ðÏÔÅÏÒÅÍÅ ÷ÉÅÔÁ b 6= 0 É(È1 + : : :+ Èn)( 1È1 + : : :+ 1Èn ) == (a=a) · x2 : : : xn + x1x3 : : : xn + : : :+ x1 : : : xn−1x1 : : : xn == −n2b(−1)n−1=ab(−1)n=a = n2:ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÓÒÅÄÎÉÈ �ÏÌÕÞÁÅÍ(È1 + : : :+ Èn)( 1È1 + : : :+ 1Èn ) > n n√x1 : : : xn · n n√ 1x1 : : : 1xn = n2;�ÒÉÞ£Í ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ × ÓÌÕÞÁÅ x1 = x2 = : : : = xn.17.60. 3. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x(x2−1)(x2−4) = x5−5x3+4xÓ ËÏÒÎÑÍÉ 0;±1;±2. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Ä×Á ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏ-ÖÅÔ. õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x5 + axn Ó n > 1 ËÏÒÅÎØ 0 | ËÒÁÔÎÙÊ, ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎ x5 + ax ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ÔÒÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÑ, x5 + a |ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ËÏÒÅÎØ.17.61. ðÕÓÔØ P (x) = ax3+bx2+
x+d. òÁÚÎÏÓÔØ P (62)−P (19) == a(623 − 193) + b(622 − 192) + Ó(62− 19) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 62− 19 = 43 ÉÎÅ ÍÏÖÅÔ ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ 1.17.62. þÁÓÔÎÏÅ ÒÁ×ÎÏ È2 + Õ2 + z2 − 2ÈÕ − 2Õz − 2Èz. þÔÏÂÙ�ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÎÕÖÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï, ÕÄÏÂÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ È−Õ = u, Õ−z = v,ÔÏÇÄÁ z − È = −(u+ v), É ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï(u+ v)5 = u5 + v5 + 5uv(u+ v)(u2 + uv + v2):



17. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ 53517.63. a1;2 = ± 20√220 − 1; b1;2 = ∓ 12 20√220 − 1, Ò = −1, q = 1=4(×ÓÅÇÏ Ä×Á ÎÁÂÏÒÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×). ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ È = 1=2, �ÏÌÕÞÉÍ(a=2 + b)20 + (1=4 + p=2 + q)10 = 0, ÏÔËÕÄÁ Á = −2b.�Å�ÅÒØ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ(2x− 1)20 = (−2bx+ b)20 + (x2 + px+ q)10:ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ È20 × ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÑÈ, �ÏÌÕÞÉÍ220 = 220b20 + 1, ÏÔËÕÄÁ ÎÁÊÄ£Í b. �Å�ÅÒØ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï �ÒÉÎÉÍÁÅÔ×ÉÄ (È − 1=2)20 = (È + pÈ + q)10, ÏÔËÕÄÁ È2 + ÒÈ + q = (x − 1=2)2,Ô. Å. Ò = −1, q = 1=4.17.64. �ÁË ËÁË kn − bn = (k − b)(kn−1 + kn−2b + : : : + bn−1),ÔÏ kn − bn ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ k − b. éÔÁË, (kn − bn) − (kn − Á) = a − bnÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ k−b �ÒÉ ÌÀÂÏÍ k 6= b, ÎÏ ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ Á = b.17.65. a = 5. ðÕÓÔØ f(x) = ax2 − bx+ 
 = a(x− x1)(x− x2), ÇÄÅ0 < x1 < 1 É 0 < x2 < 1, ÞÉÓÌÁ Á, b, Ó �ÅÌÙÅ, Á > 0. �ÏÇÄÁ f(0) Éf(1) | �ÅÌÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, �ÏÜÔÏÍÕ f(0) · f(1) > 1, Ô. e.a2x1(1− x1)x2(1− x2) > 1.úÁÍÅÔÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ×ÓÅÇÄÁ È(1 − È) 6 1=4, �ÒÉÞ£Í ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ È = 1=2. ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÁ x1 É x2 ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ax1(1−x1) É x2(1−x2) �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ, ÔÏ x1(1−x1)x2(1−x2) 6 1=16.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, a2 > 16, Ô. e. a > 4. ðÒÉ a = 5 �ÏÌÕÞÁÅÍ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ 5È2 − 5x + 1 = 0, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÍÅÅÔ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÑ,�ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÏÔÒÅÚËÕ [0; 1℄.17.66. óÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÖÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:1) ÅÓÌÉ ak + bk ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ an+ bn, ÔÏ É Ák−n− bk−n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁÁn + bn;2) ÅÓÌÉ al − bl ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ an + bn, ÔÏ É al−n + bl−n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁan + bn.üÔÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ×ÚÁÉÍÎÏÊ �ÒÏÓÔÏÔÙ a É b ÉÔÏÖÄÅÓÔ× ak + bk = ak−n(an + bn)− bn(ak−n − bk−n);al − bl = al−n(an + bn)− bn(al−n + bl−n):òÁÚÄÅÌÉÍ m ÎÁ n ÏÓÔÁÔËÏÍ: m = qn+ r, ÇÄÅ 0 6 r < n, ×ÙÞÉÔÁÑ qÒÁÚ n ÉÚ m, �ÏÌÕÞÉÍ r.éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ É ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ 1) É 2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Ár ++ (−1)qbr ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ an + bn; ÎÏ 0 6 |Ár + (−1)qbr| < an + bn.ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ r = 0 (É �ÒÉ ÜÔÏÍ q ÎÅÞ£ÔÎÏ).17.67. åÓÌÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f(x) = x ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÅÊ, ÔÏ ÌÉÂÏf(x) > x �ÒÉ ×ÓÅÈ È (ÅÓÌÉ Á > 0), ÌÉÂÏ f(x) < x �ÒÉ ×ÓÅÈ È (ÅÓÌÉ



536 áÌÇÅÂÒÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚÁ < 0), ÎÏ ÔÏÇÄÁ ÌÉÂÏ f(f(È)) > f(È) > È, ÌÉÂÏ f(f(x)) < f(x) < x,Á ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f(f(x)) = x ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÅÊ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ×ÅÒÎÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ Ë×Á-ÄÒÁÔÎÏÇÏ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÁ, ÎÏ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ.17.68. ðÕÓÔØ f(x) = ax2 + bx + Ó, g(x) = 
x2 + bx + Á. �ÁË ËÁËf(1) = g(1) É f(−1) = g(−1), ÔÏ |g(1)| 6 1 É |g(−1)| 6 1, ËÒÏÍÅÔÏÇÏ, |Ó| = |f(0)| 6 1.ðÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ È, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ |g(x)| > 2. �ÏÇÄÁ ×ÅÒ-ÛÉÎÁ �ÁÒÁÂÏÌÙ Õ = g(È) | ÔÏÞËÁ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x0; g(x0)), �ÒÉ-Þ£Í |x0| 6 1 É |g(x0)| > 2. ÷ÙÄÅÌÑÑ �ÏÌÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ, �ÏÌÕÞÉÍg(x) = 
(x−x0)2+g(x0). ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ × ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÍÅÓÔÏ È ÂÌÉ-ÖÁÊÛÅÅ Ë x0 ÉÚ ÞÉÓÅÌ −1 É 1 (ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔÉ,ÞÔÏ ÜÔÏ 1). �ÏÇÄÁ |1−x0| 6 1 É �ÏÜÔÏÍÕ |g(x0)| = |g(1)−
(1−x0)2| 6
6 |g(1)|+ |
| 6 1+ |
| 6 2, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ g(x0) > 2.ðÒÉÍÅÒ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÁ f(x) = 2x2−1 �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ Ï�ÅÎËÕ |g(x)| 6 2ÕÌÕÞÛÉÔØ ÎÅÌØÚÑ. (÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ g(x) = −x2 + 2.)17.69. �ÏÞËÉ (x0; y0), (x1; y1), (x2; y2) ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (x1−x0)(y2−y0)−(x2−x0)(y1−y0) = 0.åÓÌÉ xi É yi (i = 0; 1; 2) | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t, ÔÏÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ t,�ÏÜÔÏÍÕ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ ËÏÒÎÅÊ.17.70. ðÕÓÔØ È1 < È2 < È3 < È4 | ËÏÒÎÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.ïÂÒÁÔÉÍÓÑ Ë ÇÒÁÆÉËÕ ÆÕÎË�ÉÉ f(x) = È4+ ÁÈ3+ bx+ Ó. åÅ �ÒÏÉÚ-×ÏÄÎÁÑ f ′(x) = 4È3+3aÈ2+ b ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ × ÔÒ£È ÒÁÚÌÉÞÎÙÈÔÏÞËÁÈ p1, Ò2, Ò3, ÇÄÅ È1 < p1 < È2 < p2 < È3 < p3 < È4. ðÒÉ ÜÔÏÍÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (p1; p2) ÆÕÎË�ÉÑ f ′(x) �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, Á ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ(p2; p3) | ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ.÷ÔÏÒÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ f ′′(x) = 12È2 + 6ÁÈ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ×Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ q1 É q2, �ÒÉÞ£Í �ÁÒÁ ÔÏÞÅË q1, q2 ÓÏ×�ÁÄÁÅÔÓ 0, −a=2, É ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ �ÅÒ×ÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÉÍÅÀÔÒÁÚÎÙÅ ÚÎÁËÉ. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ Á 6= 0 É f ′(0) · f ′(−a=2) < 0, Ô. Å.b(4b + a3) < 0. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Áb < −4b2=a2, É �ÏÓËÏÌØËÕ
−4b2=a2 < 0, ÔÏ Áb < 0.17.71. �ÁË ËÁË f(1) = f(0) = 1, ÔÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ Pn(0) ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÁ Pn(È) = f(f(: : : (f(È)) : : : )) ÒÁ×ÅÎ 1. úÎÁÞÉÔ, �ÒÉ ÌÀÂÏÍ�ÅÌÏÍ Ô ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ Pn(Ô) ÎÁ Ô ÒÁ×ÅÎ 1. úÁÍÅÎÉ× ÚÄÅÓØÔ ÎÁ Ô′ = Pk(Ô), �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ Pn+k(Ô) É Ô′ = Pk(Ô) ×ÚÁÉÍÎÏ�ÒÏÓÔÙ.17.72. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ È3+ÁÈ2+bx+Ó = 0, × ËÏÔÏÒÏÍ
|Á| 6 1980, |b| 6 1980, |
| 6 1980, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ËÏÒÅÎØ, ÂÏÌØ-ÛÉÊ 1981. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ: �ÕÓÔØ È31 + ÁÈ21 + bx1 + Ó = 0



17. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ 537É È1 > 1981. �ÏÇÄÁ È31 = −ÁÈ21 − bx1 − Ó 6 |Á|È21 + |b|È1 + |
| 6
6 1980(È21 + È1 + 1) 6 1980(È31 − 1)=(È1 − 1) < (È31 − 1) É �ÏÜÔÏÍÕÈ31 < È31 − 1, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Èn + Án−1Èn−1 + : : :+ Á1È+ a0 = 0, ×ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ ÞÉÓÌÁ b,ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ËÏÒÅÎØ, ÍÏÄÕÌØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ ÞÉÓÌÁ b+ 1.17.73. åÓÌÉ ÒÁÓËÒÙÔØ ÓËÏÂËÉ, ÎÅ �ÒÉ×ÏÄÑ �ÏÄÏÂÎÙÅ ÞÌÅÎÙ, ××ÙÒÁÖÅÎÉÉ(1+È+È2+ : : :+È100)(1+È+È2+ : : :+È100)(1+È+È2+ : : :+È100);�ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÕÍÍÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ×ÉÄÁ ÈpÈqÈr, ÇÄÅ Ò, q, r | �ÅÌÙÅÞÉÓÌÁ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ 0 6 Ò 6 100, 0 6 q 6 100,0 6 r 6 100, �ÒÉÞ£Í ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ ÈpÈqÈr ÒÁ×ÎÙ 1. ÷ÙÒÁ-ÖÅÎÉÅ È100 �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Ò+ q+ r = 100. úÎÁÞÉÔ,ÉÓËÏÍÙÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÒÁ×ÅÎ ÞÉÓÌÕ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÑ Ò+q+r = 100, ÇÄÅ 0 6 Ò 6 100, 0 6 q 6 100, 0 6 r 6 100. üÔÏÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ 101 ÒÅÛÅÎÉÅ �ÒÉ Ò = 0, 100 ÒÅÛÅÎÉÊ �ÒÉ Ò = 1,99 ÒÅÛÅÎÉÊ �ÒÉ Ò = 2 É Ô. Ä. úÎÁÞÉÔ, ÞÉÓÌÏ ×ÓÅÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÒÁ×ÎÏ101 + 100 + 99 + : : :+ 2 + 1 = 5151.17.74. Á) 3 �ÒÉ È = Õ = 1. 1+ x2y4+ È4Õ2 > 3È2Õ2 (ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÏ ÓÒÅÄÎÉÈ).Â) ðÕÓÔØ ò (È; Õ) = g21(È; Õ)+ g22(È; Õ)+ : : :+ g2n(È; Õ), ÇÄÅ gi(È; Õ),i = 1; 2; : : : ; n | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. �ÁË ËÁË ò (È; 0) = P (0; y) = 4, ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÙ gi ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× ×ÉÄÁ ÁÈn É bÕm. ðÏ-ÜÔÏÍÕ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ È2Õ2 ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ.17.75. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ �ÒÏ×ÏÄÉÍ: Ä×Å �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ �ÒÑÍÙÅ,ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ �ÁÒÁÂÏÌÕ × Ä×ÕÈ ÔÏÞËÁÈ; �ÒÑÍÕÀÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ �ÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÏÔÒÅÚËÏ×; �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒ Ë ÜÔÏÊ�ÒÑÍÏÊ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÊ �ÁÒÁÂÏÌÕ × Ä×ÕÈ ÔÏÞËÁÈ á É ÷; ÓÅÒÅÄÉÎÎÙÊ�ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒ Ë ÏÔÒÅÚËÕ á÷ | ÜÔÏ ÏÓØ ïÕ. ïÓØ ïÈ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕ-ÌÑÒÎÁ ïÕ × ÔÏÞËÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó �ÁÒÁÂÏÌÏÊ. åÄÉÎÉ�Á ÍÁÓÛÔÁÂÁ |ÁÂÓ�ÉÓÓÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÑÍÏÊ Õ = È Ó �ÁÒÁÂÏÌÏÊ.17.76. ÷ÅÒÎÏ. �ÁË ËÁË f(−1) = 11, a g(−1) = −9, × ËÁËÏÊ-ÔÏÍÏÍÅÎÔ ËÏÒÎÅÍ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÁ ÂÕÄÅÔ −1.17.77. ÷ Ä×ÕÈ ÔÏÞËÁÈ. åÓÌÉ ÅÓÔØ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅÕÓÌÏ×ÉÀ, ÔÏ ËÁËÉÅ-ÔÏ Ä×Å ÉÚ ÎÉÈ ÌÅÖÁÔ �Ï ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ ÔÏÞËÉÈ = −b=2Á. ïÓÔÁÌÏÓØ Ï�ÅÎÉÔØ |Õ(È1)− Õ(È2)|.17.78. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �3 = 5 + 3 3√6�. �ÏÇÄÁ (�3 − 5)3 = 162�3,Ô. Å. �9− 15�6− 87�3− 125 = 0. úÎÁÞÉÔ, × ËÁÞÅÓÔ×Å ÉÓËÏÍÏÇÏ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÁ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ò(È) = È9−15È6−87È3−125. åÓÌÉ



538 áÌÇÅÂÒÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÔÏ ×ÎÏ×Ø �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÏ �Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ.17.79. [n=2℄ + 1. ëÁÖÄÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ Ô = 0; 1; : : : �ÏÓÔÁ×ÉÍ ×ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎòÔ(È) = (Á0 + 2b0) + (Á1 + 2b1)È+ : : :+ (Án + 2bn)Èn;ÇÄÅ ai É bi ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ | �ÉÆÒÙ ÚÁ�ÉÓÉ ÞÉÓÅÌ n − 2m É m ×Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ. ìÀÂÏÊ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× òm(È) ÄÏ�ÕÓÔÉÍ É, ÎÁÏ-ÂÏÒÏÔ, ËÁÖÄÙÊ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÉÚòm(È).17.80. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï:ò (È) = 6a (È− 1)x(x+ 1)6 + 2bÈ(È− 1)2 + (a+ b+ Ó)È+ d:ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÞÉÓÌÁ d = ò (0) É Á + b + Ó + d = ò (1) | �ÅÌÙÅ.ðÏÜÔÏÍÕ É ÞÉÓÌÏ Á + b + Ó �ÅÌÏÅ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ò (−1) == 2b − (a + b + Ó) + d | �ÅÌÏÅ, 2b ÔÁËÖÅ �ÅÌÏÅ. îÁËÏÎÅ�, ÔÁË ËÁË�ÅÌÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ò (2) = 6a+2b+2(a+ b+ Ó) + d, 6Á | ÔÏÖÅ �ÅÌÏÅÞÉÓÌÏ.ðÒÉ ÌÀÂÏÍ �ÅÌÏÍ È ÞÉÓÌÁ (È−1)x(x+1)=6 É È(È−1)=2 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ�ÅÌÙÍÉ, ÔÁË ËÁË �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÔÒ£È �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ×ÓÅÇÄÁ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 6, Á �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ �ÅÌÙÈÞÉÓÅÌ ×ÓÅÇÄÁ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2. ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ 6Á, 2b,Á+ b+ Ó É d �ÅÌÙÅ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÏÂÏÂÝÁ-ÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ: ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ k 6 �, ÉÍÅÀÝÉÊ�ÅÌÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÒÉ n + 1 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÎÅ-ÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, �ÒÉÎÉÍÁÅÔ �ÅÌÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÒÉ ×
ex �ÅÌÙÈÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ.17.81. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÓËÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎË�ÉÉ Õ = f(È), ÇÄÅf(È) = È(È2 − 1)(È2 − 10). ðÒÉ Ó = 0 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f(È) = 
 ÉÍÅÅÔÔÏÌØËÏ ÔÒÉ �ÅÌÙÈ ËÏÒÎÑ: −1, 0 É 1. ðÒÉ Ó 6= 0 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f(È) = Ó×ÎÅ ÏÔÒÅÚËÁ [−1; 1℄ ÉÍÅÅÔ; ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÔÒ£È ËÏÒÎÅÊ, Á ÎÁÏÔÒÅÚËÅ [−1; 1℄ �ÅÌÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÎÅ ÉÍÅÅÔ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÍÍÁÒÎÏÅÞÉÓÌÏ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ f(È) = Ó �ÒÉ ÌÀÂÏÍ Ó ÎÅ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÔÒ£È.17.82. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÙ ÷ÉÅÔÁ ÄÌÑ ËÏÒÎÅÊ È1, È2 ÄÁÎÎÏÇÏÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÍÏÖÅÍ ÚÁ�ÉÓÁÔØ: 198 = Ò + q = −(È1 + È2) + È1È2 == (È1 − 1)(È2 − 1) − 1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, (È1 − 1)(È2 − 1) = 199. �ÁËËÁË ÞÉÓÌÏ 199 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ, ÔÏ �ÁÒÁ ÞÉÓÅÌ {È1 − 1;È2 − 1}ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÌÉÂÏ Ó �ÁÒÏÊ {1; 199}, ÌÉÂÏ Ó �ÁÒÏÊ {−1;−199}. ÷ÓÅÇÏ



17. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ 539�ÏÌÕÞÁÅÍ Ä×Å ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ �ÅÌÙÈ ËÏÒÎÅÊ: {2; 200} É
{0;−198}.17.83. ðÕÓÔØ � − 1; �; � + 1 | �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ �ÅÌÙÅ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑ È, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÁÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÒÁ×ÅÎ �ÅÌÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÔ−1,m,Ô+1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ: 2(n−1)3−60(n−1)2+a(n−1) = m−1,2n3−60n2+an = m, 2(n+1)3−60(n+1)2+a(n+1) = m+1. óËÌÁÄÙ-×ÁÑ �ÅÒ×ÏÅ É ÔÒÅÔØÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É ×ÙÞÉÔÁÑ ÕÄ×ÏÅÎÎÏÅ ×ÔÏÒÏÅ, �ÏÓÌÅÏÞÅ×ÉÄÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ � = 10.ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ � = 10 × �ÅÒ×ÙÅ Ä×Á ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. éÚ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÓÉ-ÓÔÅÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ Á = 599 É m = 1990. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÓËÏÍÙÅÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÙ 1989; 1990; 1991.17.84. ðÕÓÔØ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÅÊ. �ÏÇÄÁ b2 << aÓ, Ó2 < Áb É Á2 < bÓ. ìÅ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ × ÜÔÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÈ ÎÅÏÔÒÉ�Á-ÔÅÌØÎÙ, �ÏÜÔÏÍÕ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ É ÉÈ �ÒÁ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ. ðÅÒÅÍÎÏÖÉ×ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Á2b2
2 < Á2b2
2, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖ-ÎÏ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ë �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÊÔÉ É �Ï-ÄÒÕÇÏÍÕ.óÌÏÖÉ× ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á b2 < aÓ, Ó2 < Áb É Á2 < bÓ, �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏÁ2 + b2 + Ó2 < ab + b
 + ÓÁ. îÏ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Õ (a− b)2 + (b− Ó)2 + (Ó− a)2 < 0, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.17.85. ðÕÓÔØ È1, È2 | ËÏÒÎÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ÷ÉÅÔÁ È1 + È2 = −a, È1È2 = a, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, (È1 + 1)(È2 + 1) == (È1 + È2) + È1È2 + 1 = 1. þÉÓÌÁ È1 + 1 É È2 + 1 ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ�ÅÌÙÍÉ, �ÏÜÔÏÍÕ ÌÉÂÏ È1 + 1 = 1 É È2 + 1 = 1, ÌÉÂÏ È1 + 1 = −1 ÉÈ2 + 1 = −1. ÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ È1 = È2 = 0 É a = 0, Á ×Ï ×ÔÏÒÏÍ |È1 = È2 = −2 É a = 4.17.86. äÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒ£ÈÞÌÅÎ ò (È) = È(9È+2).åÓÌÉ n = 1 : : : 1 (k ÅÄÉÎÉ�), ÔÏ 9n + 2 = 10 : : : 01 (k − 1 ÎÕÌÅÊ).úÎÁÞÉÔ, P (n) = 1 : : : 1 (2k ÅÄÉÎÉ�), É ÜÔÏÔ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ.17.87. ðÕÓÔØ Á0 | Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ò (È). �ÏÇÄÁò (È) = ÈQ(x) + Á0, ÇÄÅ Q(È) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔÁÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ò (19) = 19n + Á0, Á ò (94) = 94m + Á0, ÇÄÅ mÉ � | �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ 19� = 94m, ÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏ, Ô = 94k, m = 19k. éÔÁË, 19 · 94k + Á0 = 1994, ÏÔËÕÄÁÁ0 = 1994 − 1786k. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ |Á0| < 1000 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ k = 1, É�ÏÜÔÏÍÕ Á0 = 208.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ,ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ: −È2+113È+208 = −(È−19)(È−94)+1994.17.88. îÅÔ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ. åÓÌÉ ÔÒ£ÈÞÌÅÎ kx2+lx+mÓ �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÍÅÅÔ Ä×Á �ÅÌÙÈ ËÏÒÎÑ È1 É È2, ÔÏ m É l



540 áÌÇÅÂÒÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ k, �ÏÔÏÍÕ ÞÔÏ È1È2 = m=k, Á È1+È2 = −l=k. éÚ ÞÉÓÅÌ ÁÉ Á+1 ÏÄÎÏ Þ£ÔÎÏÅ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Á. �ÏÇÄÁ b É 
 ÔÏÖÅ Þ£ÔÎÙÅ, Á (b+1)É (Ó + 1) | ÎÅÞ£ÔÎÙÅ. åÓÌÉ y1 É y2 | �ÅÌÙÅ ËÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ(Á + 1)È2 + (b + 1)È + (Ó + 1) = 0, ÔÏ y1y2 = (Ó + 1)=(Á + 1) Éy1 + y2 = (b+1)=(Á+ 1) | ÎÅÞ£ÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ: ÓÕÍÍÁÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÂÙÔØÎÅÞ£ÔÎÙÍÉ.17.89. ðÕÓÔØ � 6 Ô | �ÅÌÙÅ ËÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 + ax+ b = 0�ÏÇÄÁ ÉÚ Ô+� = −Á, Ô� = b ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Ô;� < 0, 1 6 |n| 6 |m| 6
6 1997, 0 < mn 6 1997. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x2 − nx + nm = 0.åÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ | �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 1 ÄÏ 1997, É ÏÎÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔËÏÒÎÅÊ, ÔÁË ËÁË D < 0. éÔÁË, ÓÒÅÄÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊÌÀÂÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ × ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÉÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÅÅ ËÏÒÎÅÊ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,×ÓÅ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÙ x2 + 
x+ d, ÇÄÅ Ó Þ£ÔÎÏ, Á d ÎÅÞ£ÔÎÏ, ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×É-ÍÙ × ×ÉÄÅ x2 − nx +mn. úÎÁÞÉÔ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ËÏÒÎÅÊ,ÂÏÌØÛÅ.17.90. åÓÌÉ ÓÄÅÌÁÔØ ÚÁÍÅÎÕ x = 2 
os Á, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÍ ò1(È) == 2 
os 2a, ò2(È) = 2 
os 22a, . . . , òn(È) = 2 
os 2na. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÁÎÎÏÅÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ 2 
os 2na = 2 
os a, ËÏÔÏÒÏÅ �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ sin((2n − 1)a=2) sin((2n + 1)a=2) = 0.ëÏÒÎÉ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ a1 = 2k�=(2n − 1), a2 = 2l�=(2n + 1).�Å�ÅÒØ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÎÁÊÔÉ 2n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ È, ÕÄÏ-×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÄÁÎÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ; ÉÈ ÔÁËÖÅ ÕÄÏÂÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ××ÉÄÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈ ÓÅÒÉÊ:x′k = 2 
os(2k�=(2n − 1)); k = 0; 1; : : : ; 2n−1 − 1;x′′l = 2 
os(2l�=(2n + 1)); l = 1; 2; : : : ; 2n−1:ðÒÉ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ k É l ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ËÏÓÉÎÕÓÏ× ÚÁËÌÀÞÅ-ÎÙ ÍÅÖÄÕ 0 É �. îÁ ÜÔÏÍ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ ÆÕÎË�ÉÑ È = 
os a ÍÏÎÏ-ÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ, �ÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ È, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ÏÄÎÏÊÓÅÒÉÉ, ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ È ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ ÓÅÒÉÊÔÁËÖÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÕÓÔØ 2 
os(2k�=(2n − 1)) == 2 
os(2l�=(2n + 1)). �ÏÇÄÁ 2k�=(2n − 1) = 2l�=(2n + 1) (ÕÇÌÙÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; �℄, �ÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ËÏÓÉÎÕÓÏ× ÓÌÅÄÕÅÔÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×) ÉÌÉ k(2n + 1) = l(2n − 1).îÏ ÞÉÓÌÁ 2n− 1 É 2n+1 ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÉ ÎÅÞ£Ô-ÎÙ, Á ÉÈ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ É ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔÉ,ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁ×ÎÁ 2. úÎÁÞÉÔ, k ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2n− 1, Á l | ÎÁ 2n+1, ÞÔÏ�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ×ÙÂÏÒÕ ÞÉÓÅÌ k É l.



17. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ 541éÔÁË, ÍÙ ÎÁÛÌÉ 2n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÄÌÑ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÑ òn(È) = È, ÎÏ ÌÅÇËÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ òn(È) − È�ÒÉ n > 1 ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ 2n, �ÏÜÔÏÍÕ ÕËÁÚÁÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÉÓÞÅÒ�Ù-×ÁÅÔ ×ÓÀ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ËÏÒÎÅÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÁÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ.çÏÒÁÚÄÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÅÅ ÄÒÕÇÏÊ Ó�ÏÓÏÂ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÒÁÓËÒÙ×ÁÀÝÉÊ ÓÕ-ÝÅÓÔ×Ï ÚÁÄÁÞÉ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ËÏÇÄÁ È �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ÏÔÒÅÚÏË [−2; 2℄,ÆÕÎË�ÉÑ ò1(È) �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ÏÔÒÅÚÏË Ä×ÁÖÄÙ, ÓÎÁÞÁÌÁ ÍÏ-ÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÑ, Á ÚÁÔÅÍ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÑ. úÎÁÞÉÔ, ò2(È) ÂÕ-ÄÅÔ ÕÖÅ ÞÅÔÙÒÅÖÄÙ �ÒÏÂÅÇÁÔØ ÏÔÒÅÚÏË [−2; 2℄, ËÏÇÄÁ È ÉÚÍÅÎÑ-ÅÔÓÑ ÏÔ −2 ÄÏ 2. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÄÁÌØÛÅ, �ÏÌÕÞÁÅÍ,ÞÔÏ òn(È) 2n ÒÁÚ �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ÏÔÒÅÚÏË [−2; 2℄ (�ÒÉÔÏÍ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚÍÏÎÏÔÏÎÎÏ) �ÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ È ÏÔ −2 ÄÏ 2. ïÔÓÀÄÁ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÎÁÊÔÉ,ÞÔÏ ÇÒÁÆÉËÉ ÆÕÎË�ÉÊ Õ = Pn(È) É Õ = È ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÒÏ×ÎÏ 2nÔÏÞÅË �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ. äÁÌÅÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ Ë ÜÔÉÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍ ÄÏÂÁ-×ÉÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Pn(x)− x ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ 2nËÏÒÎÅÊ.17.91. ä×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ F (x) É G(x) Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÉÈ ÒÁÚ-ÎÏÓÔÉ F (x)−G(x) Þ£ÔÎÙ, É ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ ÜÔÕ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÔÁË:F (x) ≡ G(x). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ F1 ≡ G1, F2 ≡ G2, ÔÏ F1+G1 ≡ F2+G2,F1G1 ≡ F2G2 (�ÏÓËÏÌØËÕ F1F2−G1G2 = F1(F2−G2)+G2(F1−G1))É Fm1 ≡ Gm1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ m. þÉÓÌÏ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ F (x) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ W (F (x))ÉÌÉ W (F ) É ÎÁÚÙ×ÁÔØ ×ÅÓÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ F (x); �ÏÌÏÖÉÍ w(i) == W ((1 + È)i). íÎÏÇÏÞÌÅÎ (1 + È)i1 + (1 + È)i2 + : : : + (1 + È)in× ÕÓÌÏ×ÉÉ ÚÁÄÁÞÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÒÁÔËÏ ÞÅÒÅÚ P (x). �ÒÅÂÕÅÍÏÅ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï w(i1) 6 W (P ) ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÍÅÔÏÄÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊÉÎÄÕË�ÉÉ | �Ï in.éÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (1 + x)2k ≡ 1 + x2k ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏ-ÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÅÎØÛÅ q = 2kÓ�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏW (F (x)(1 + x)q) = 2W (F (x)): (∗)ðÒÉ in = 0 É in = 1 ÎÕÖÎÏÅ ÎÁÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÔÁË ËÁËW (P ) = w(i1). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ in < 2k (k > 1),É ÄÏËÁÖÅÍ ÅÇÏ ÄÌÑ 2k 6 in < 2k+1. ðÏÌÏÖÉÍ q = 2k É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍÄ×Á ÓÌÕÞÁÑ.åÓÌÉ i1 > q, ÔÏ, �ÏÌÁÇÁÑ F (x) = (1 + È)i1−q + : : : + (1 + È)in−q,× ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ (∗) É �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÉÎÄÕË�ÉÉ �ÏÌÕÞÉÍ W (P ) == 2W (F ) > 2w(i1 − q) = w(i1).



542 áÌÇÅÂÒÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚåÓÌÉ ÖÅ i1 < q, ÔÏ ÚÁ�ÉÛÅÍ P (x) × ×ÉÄÅ P1(x)+ (1+È)qP2(È) ≡
≡ P1(x)+P2(x)+ÈqP2(È), ÇÄÅ P1(x) | ÓÕÍÍÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× (1+È)isÓ �ÏËÁÚÁÔÅÌÑÍÉ is < q. �ÏÇÄÁ ËÁÖÄÙÊ ÎÅÞ£ÔÎÙÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P1, ËÏÔÏÒÙÊ �ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔÓÑ� ÎÅÞ£ÔÎÙÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-ÔÏÍ P2 �ÒÉ ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ È, �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÎÏ×Á × ÞÌÅÎÅ, ÓÔÅ-�ÅÎÉ ÎÁ q ÂÏÌØÛÅÊ, ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ xqP2(x). ðÏÜÔÏÍÕ w(i1) 6

6 W (P1) 6 W (P ).17.92. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ Ò = f(0) | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÚÎÁÞÉÔ, Ò > 2.ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÉÍÅÀÔÓÑ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ f(p). ÷ÙÂÅÒÅÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Õ, ÄÌÑ ËÏ-ÔÏÒÏÇÏ f(y) | ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ, É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ q ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ �ÒÏ-ÓÔÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÌÁ f(y). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Õ 6 Ò− 2. �ÏÇÄÁq 6
√f(y) 6

√(p− 2)2 + (p− 2) + p < Ò:òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÎÏÓÔØ f(y) − f(x) = (Õ − È)(È + Õ + 1). åÓÌÉx �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 0; 1; : : : ; Õ − 1, ÔÏ Õ − È �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ1; 2; : : : ; Õ, Á È+ Õ + 1 | ÚÎÁÞÅÎÉÑ Õ + 1; : : : ; 2Õ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÌÕÞÁÅ q 6 2Õ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ È, 0 6 È < Õ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f(y)−f(x)ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ q, É, ÚÎÁÞÉÔ, f(x) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ q. îÏ × ÓÉÌÕ ×ÙÂÏÒÁ ÕÞÉÓÌÏ f(x) �ÒÏÓÔÏÅ, �ÏÜÔÏÍÕ f(x) = q, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕq < Ò 6 È2 + È+ Ò = f(x). úÎÁÞÉÔ, q > 2Õ ÉÌÉ q > 2Õ + 1.�ÁË ËÁË q | ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ �ÒÏÓÔÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ f(y), ÔÏ f(y) >

> q2, �ÏÜÔÏÍÕ Õ2 + Õ + Ò > 4Õ2 + 4Õ + 1, Ô. Å. 3Õ2 6 Ò − 3Õ − 1 < ÒÉ Õ <√p=3. Ho ÔÏÇÄÁ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ f(y) | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ.ðÏÌÕÞÉÌÉ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ Õ 6 Ò − 2ÞÉÓÌÏ f(y) ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÍ. üÔÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ.éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÕÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑf(0); f(1); : : : ; f(39) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) = È2 + È + 41 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÏ-ÓÔÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÞÉÓÌÁ f(0) = 41, f(1) = 43,f(2) = 47 É f(3) = 53 | �ÒÏÓÔÙÅ É, × ÓÉÌÕ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÔÁ, ÄÁÌØÛÅ �ÒÏ×ÅÒÑÔØ ÎÅ ÎÕÖÎÏ, ÔÁË ËÁË 4 > √41=3. âÏÌÅÅÔÏÇÏ, f(−x) = È2 − È + 41 = (È − 1)2 + (È − 1) + 41 = f(x − 1),�ÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ È2 + È + 41 �ÒÉÎÉÍÁÅÔ �ÒÏÓÔÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ É�ÒÉ È = −1;−2; : : : ;−40. éÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ È2 + È + 41 Ó �ÏÍÏ-ÝØÀ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÙ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ (ÓÄ×ÉÇÁ) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎg(x) = È2− 79È+1601, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ g(0); g(1); : : : ; g(79) |�ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ. üÔÉ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ È2+È+41ÂÙÌÉ ÏÔËÒÙÔÙ × ÎÁÞÁÌÅ XVIII ×. ìÅÏÎÁÒÄÏÍ üÊÌÅÒÏÍ.ëÒÏÍÅ ÓÌÕÞÁÑ Ò = 41, ÕÓÌÏ×ÉÀ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ È2 + È + Ò �ÒÉ Ò = 2; 3; 5; 11; 17. îÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ,ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ ÅÝ£ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. éÚ×ÅÓÔÎÏ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ �ÒÉ



17. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ 543Ò < 109 ËÒÏÍÅ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÛÅÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÉ ÏÄÉÎ ÎÅ ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ.17.93. ðÕÓÔØ Èn+5Èn−1+3 = (a0+a1x+ : : :+ak−1xk−1+xk)×
× (b0+ b1x+ : : :+ bm−1xm−1+xm), ÇÄÅ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ai, bj |�ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, k + Ô = �. ðÏÓËÏÌØËÕ a0b0 = 3, ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉ-ÔÅÌÅÊ �Ï ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÅ ÒÁ×ÅÎ 3, Á ÄÒÕÇÏÊ ÒÁ×ÅÎ 1. ðÕÓÔØ
|a0| = 3 É |b0| = 1. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈn + 5Èn−1 + 3 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ É ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ ÞÉÓÌÁ 3.ðÏÜÔÏÍÕ ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÁ�ÉÏ-ÎÁÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, 1 < k < �− 1. óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ËÏÜÆ-ÆÉ�ÉÅÎÔÙ, ÉÍÅÅÍ:a0b0 = 3; a1b0 + a0b1 = 0; a2b0 + a1b1 + a0b2 = 0; : : : ;ak−1b0 + ak−2b1 + : : :+ a0bk−1 = 0; b0 + ak−1b1 + : : :+ a0 = 0:ðÅÒ×ÙÅ k ÒÁ×ÅÎÓÔ× �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ a0; a1; : : : ; ak−1 ÄÅ-ÌÑÔÓÑ ÎÁ 3. éÚ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ b0 ÔÁËÖÅ ÄÅ-ÌÉÔÓÑ ÎÁ 3, ÔÏÇÄÁ ËÁË |b0| = 1. éÚ ÜÔÏÇÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÑ ×ÙÔÅËÁÅÔÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.17.94. Á) íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Q1(x) = x É Q2(x) = P (x) ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔÓ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ P (x) = x2−� �ÒÉ ÌÀÂÏÍ �; ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Q ÓÔÅ�ÅÎÉ 3,ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÊ Ó x2−�, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ � = 0 (Q(x) = x3)É �ÒÉ � = 2 (Q(x) = x3 − 3x).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ÞÔÏ ÄÒÕÇÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÅÔ, É �ÒÏ×ÅÒËÁ �ÏÌÕ-ÞÁÀÔÓÑ �ÒÑÍÙÍ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ 3: ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï(È3+ b1È2+ b2È+ b3)2−� = (È2−�)3+ b1(È2−�)2+ b2(È2−�)+ b3×Ù�ÏÌÎÅÎÏ, ÅÓÌÉ b1 = b3 = 0 (ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× �ÒÉ È5, È3É È), 2b2 = −3� (ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× �ÒÉ È4), b22 = 3�2 + b2(�ÒÉ È2), � = �3 + b2� (Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ), ÏÔËÕÄÁ ÌÉÂÏ � = 0 Éb2 = 0, ÌÉÂÏ b2 = −3�=2 = 1−� = b22−3�2; ËÁË ÎÉ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÔÒÉÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó Ä×ÕÍÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÉÍÅÀÔ ÒÅÛÅÎÉÅ � = 2, b2 = −3.Â) ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉÄ×ÕÈ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ò (È) É Q(x) ò (È) → ò ∗(È) == ò (È − Õ) + Õ, Q(È) → Q∗(È) = Q(È − y) + y (Õ | ÞÉÓÌÏ) ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÙ ò ∗(È) É Q∗(x) ÔÁËÖÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ. (åÓÌÉÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ËÁË ÆÕÎË�ÉÀ, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÕÀ ÞÉÓÌÏ×ÕÀ�ÒÑÍÕÀ × ÓÅÂÑ, ÔÏ ÄÁÎÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÄ×ÉÇÕÎÁ y ÎÁÞÁÌÁ ÏÔÓÞ£ÔÁ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ.) ìÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅ-�ÅÎÉ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ 1 ÍÏÖÎÏ (×ÙÄÅÌÉ× �ÏÌÎÙÊ Ë×Á-ÄÒÁÔ) ÕËÁÚÁÎÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ �ÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ×ÉÄÕ ò ∗(È) = È2−�.



544 áÌÇÅÂÒÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÒÁÚÕ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ò (È) = È2 − �, É ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØËÁË × �ÕÎËÔÅ Á).÷Ù�ÉÓÙ×ÁÑ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ b1; b2; : : : ; bkÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á (Q(x))2−� = Q(x2−�), ÇÄÅ Q(x) = Èk+b1xk−1+: : : ++ bk, �ÏÌÕÞÉÍ �ÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á b1 = b3 = : : : = 0, Á ÄÁÌÅÅ |ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÉÄÁ b2 = F2, b4 = F4, . . . , ÇÄÅ ÆÕÎË�ÉÑ Fi ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ� É ÏÔ b2j , 2j < i, ÔÁË ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ b2, b4, . . . ÎÁÈÏÄÑÔÓÑÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (ÌÉÛØ [k=2℄ ÉÚ k ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ �ÒÉÒÁ×ÎÉ×Á-ÎÉÅÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× �ÒÉ È2k−2, x2k−4; : : : ; È2 É Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ,ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÄÌÑ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ b2j ; ÏÓÔÁÌØÎÙÅ | ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅÕÓÌÏ×ÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ É ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ).×) üÔÏ ò (ò (È)) É ò (ò (ò (È))).Ç) âÕÄÅÍ ×ÍÅÓÔÏ P (Q), P (Q(R)) �ÉÓÁÔØ P ∗ Q, P ∗ Q ∗ R. ðÏÕÓÌÏ×ÉÀ, Q ∗ ò = ò ∗ Q É R ∗ ò = ò ∗ R, ÏÔËÕÄÁ (Q ∗ R) ∗ P == Q ∗ R ∗ P = Q ∗ P ∗ R = P ∗ Q ∗ R = P ∗ (Q ∗ R) É, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,(R ∗Q) ∗ P = P ∗ (R ∗Q).éÔÁË, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Q ∗ R É R ∗ Q ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ Ó ò É ÉÍÅÀÔÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ, �ÏÜÔÏÍÕ ÓÏÇÌÁÓÎÏ Â) ÏÎÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ.Ä) ðÏ ÉÎÄÕË�ÉÉ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k > 2 ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ òk ÓÔÅ�ÅÎÉ k ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ tk + 1=tk = òk(t+ 1=t).îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÔÁË ËÁË t2+1=t2 = (t+1=t)2− 2, t3+1=t3 = (t+1=t)3−
− 3(t+ 1=t), ÔÏ P2(x) = x2 − 2, P3(È) = È3 − 3È. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏPm(Pn(t+ 1=t)) = Pm(tn + 1=tn) = tmn + 1=tmn = Pn(tm + 1=tm) == Pn(Pm(t+ 1=t)), �ÏÜÔÏÍÕ òm ∗ òn = òm ∗ òn = òmn.üÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ �ÒÏÓÔÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× þÅÂÙÛÅ×Á Tk, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍÉ 
os kp == Tk(
os p), k = 2; 3; : : : : òk(x) = 2Tk(x=2).
18. ðïóìåäï÷á�åìøîïó�é é óõííù18.1. îÉ ÏÄÎÏÊ. ìÀÂÁÑ ËÏÎÆÅÔÁ ÚÁÂÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÛÁÇÅ.18.2. 19 684. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÎÁ n-Í ÛÁÇÅ ÄÌÑ ÓÕÍÍÙ sn ×ÅÒÎÏsn = 3sn−1 − 2.18.3. 29 ÍÉÎÕÔ. þÅÒÅÚ 30 ÍÉÎÕÔ ÏÂß£Í ÇÒÉÂÏ× ÂÙÌ ÂÙ ÒÁ×ÅÎÕÄ×ÏÅÎÎÏÍÕ ÏÂß£ÍÕ ËÏÌÂÙ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÂß£Í ËÏÌÂÙ ÂÙÌ ÄÏ-ÓÔÉÇÎÕÔ ÚÁ ÍÉÎÕÔÕ ÄÏ ÜÔÏÇÏ, Ô. Å. ÞÅÒÅÚ 29 ÍÉÎÕÔ.18.4. îÁÚÏ×ÅÍ �ÍÏÌÏÄÙÍÉ� ÂÁËÔÅÒÉÉ, ×ÏÚÒÁÓÔ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ �ÒÅ-×ÏÓÈÏÄÉÔ �ÏÌÕÞÁÓÁ, Á �ÓÔÁÒÙÍÉ� | ÂÁËÔÅÒÉÉ, �ÒÏÖÉ×ÛÉÅ Ó×ÙÛÅ�ÏÌÕÞÁÓÁ. ðÒÉÍÅÍ ÚÁ ÅÄÉÎÉ�Õ ×ÒÅÍÅÎÉ �ÏÌÞÁÓÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÉÓÌÏÂÁËÔÅÒÉÊ Ë ÍÏÍÅÎÔÕ n ÞÅÒÅÚ an. ÷ ÍÏÍÅÎÔ n − 1 ÒÏÖÄÁÅÔÓÑ an−1



18. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ÓÕÍÍÙ 545ÂÁËÔÅÒÉÊ, ÚÎÁÞÉÔ, Ë ÍÏÍÅÎÔÕ n ÉÍÅÅÔÓÑ an−1 ÍÏÌÏÄÙÈ ÂÁËÔÅÒÉÊ,ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÏÄÎÕ ÎÏ×ÕÀ ÂÁËÔÅÒÉÀ, É an − an−1ÓÔÁÒÙÈ ÂÁËÔÅÒÉÊ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÏÄÎÕ ÎÏ×ÕÀ ÂÁË-ÔÅÒÉÀ, Á ÓÁÍÁ ÕÍÉÒÁÅÔ. úÎÁÞÉÔ, Ë ÍÏÍÅÎÔÕ n + 1 ÞÉÓÌÏ ÂÁËÔÅÒÉÊÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ an−1 + an−1 + an − an−1, Ô. Å. an+1 = an + an−1.ðÒÉ ÜÔÏÍ a1 = 1, a2 = 2. éÓËÏÍÏÅ ÞÉÓÌÏ ÂÁËÔÅÒÉÊ ÒÁ×ÎÏ a13.îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÏÄÓÞ£Ô �Ï ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ,ÞÔÏ a13 = 377.ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÁÑ × ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ æÉÂÏÎÁÞÞÉ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Fn. ïÎÁ ÞÁÓÔÏÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ �ÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞ.18.5. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ 2n − 1 ÓÅËÕÎÄ ÂÕÄÅÔ 2n ÞÁÓÔÉ�, ÒÁÓ-�ÏÌÏÖÅÎÎÙÈ × ÒÑÄ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 2 ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ, �ÒÉÞ£Í ËÒÁÊÎÉÅÞÁÓÔÉ�Ù ÂÕÄÕÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 2n−1 ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ �Ï-ÌÏÖÅÎÉÑ, Á ÞÅÒÅÚ 2n ÓÅËÕÎÄ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ Ä×Å ÞÁÓÔÉ�Ù ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ2n ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ. üÔÏ ÑÓÎÏ �ÒÉ n = 1 É n = 2. ðÕÓÔØÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ �ÒÉ n = k. äÏËÁÖÅÍ ÅÇÏ ÄÌÑ n = k + 1.óÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ, × ÍÏÍÅÎÔ t0 = 2k 
ÅËÕÎÄÏÓÔÁÎÕÔÓÑ Ä×Å ÞÁÓÔÉ�Ù ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 2k ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ �ÏÌÏÖÅ-ÎÉÑ. ðÏÔÏÍ × ÔÅÞÅÎÉÅ (2k − 1) ÓÅËÕÎÄ ��ÏÔÏÍÓÔ×Ï� �ÅÒ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ-�Ù ÎÉËÁË ÎÅ ÂÕÄÅÔ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ Ó ��ÏÔÏÍÓÔ×ÏÍ� ×ÔÏÒÏÊ É�ÏÜÔÏÍÕ, ËÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÉÎÄÕË�ÉÉ, × ÍÏÍÅÎÔ t == 2k + 2k − 1 = 2k+1 − 1 ÓÅËÕÎÄ ÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ 2 · 2k = 2k+1 ÞÁÓÔÉ�,ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÈ × ÒÑÄ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 2 ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÍÏÍÅÎÔ t + 1 = 2k+1 ÓÅËÕÎÄ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ 2 ÞÁÓÔÉ�Ù ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ2k+1 ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ. ðÒÉ k = 7 �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ128 ÓÅËÕÎÄ ÂÕÄÕÔ Ä×Å ÞÁÓÔÉ�Ù ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 128 ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ, Á ÞÉÓÌÏ ÞÁÓÔÉ� ÞÅÒÅÚ 129 ÓÅËÕÎÄ ÒÁ×ÎÏ 4.18.6. Á1986 = 2=3. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÕÄÅÔ �Ï×ÔÏÒÑÔØÓÑ Ó �Å-ÒÉÏÄÏÍ 6.18.7. √5+12 . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ ak �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �Ï-ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ É ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ m = √5+12 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑm = 1 + 1m . ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ak < m, ÔÏ ak+1 > m É ak+2 < m.éÚ ak < m ×ÙÔÅËÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ: 1=ak > 1=m, Ák+1 == 1 + 1=Ák > 1 + 1=m = m, 1=Ák+1 < 1=m, Ák+2 = 1 + 1=Ák+1 >> 1 + 1=m = m.18.8. ðÒÉ n > 3, 10n − 1000 = 103(10n−3 − 1). þÉÓÌÏ × ÓËÏÂËÁÈÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 9, �ÏÜÔÏÍÕ ÄÁÎÎÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 360. ïÔÓÀÄÁ ×ÓÅÞÌÅÎÙ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó 4-ÇÏ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó sin 1000◦ = sin(3 ·360−80)◦ < 0.÷ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 3 �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÌÅÎÁ.



546 áÌÇÅÂÒÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ18.9. ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÄÁÎÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ:1−12+: : :+ 1199− 1200 = 1+12+: : :+ 1200−2(12 + 14 + : : :+ 1200) == 1+ 12 + : : :+ 1200−(1 + 12 + : : :+ 1100) = 1101 + 1102 + : : :+ 1200 :18.10. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÓËÏÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ 1989=1990, ÔÏÇÄÁ,�ÏÓËÏÌØËÕ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÍÅÎØÛÅ ÓÕÍÍÙ (Ô. Ë.1=k2 < 1=k(k − 1)), ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:122 + 132 + : : :+ 119902 < 11 · 2 + 12 · 3 + : : :+ 11989 · 1990 == (1− 12)+ (12 − 13)+ : : :+ ( 11989 − 11990) = 19891990 :18.11. 1− 1=n!. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ k-Å ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ × ×ÉÄÅ k=(k + 1)! == 1=k!− 1=(k + 1)!.18.12. óÕÍÍÁ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÁ �ÏÌÏ×ÉÎÅ ÓÕÍÍÙ ×ÓÅÈÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ 100. åÓÌÉ Á1; Á2; : : : ; Á50 | ×ÙÂÒÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, Áb1; b2; : : : ; b50 | ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÅ 100, ÔÏb21 + : : :+ b250 = (101− a1)2 + : : :+ (101− a50)2 == 50 · 1012− 2 · 101(Á1+ : : :+ Á50)+ Á21+ : : :+ Á250 = Á21+ : : :+ Á250:úÎÁÞÉÔ, ÓÕÍÍÁ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÎÁÛÉÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÁ �ÏÌÏ×ÉÎÅ ÓÕÍÍÙ Ë×Á-ÄÒÁÔÏ× ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ 100, Ô. Å. 169 075.18.13. äÁ. ðÏÌÎÙÅ Ë×ÁÄÒÁÔÙ 12; 22; : : : ; n2; : : : ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔ ×ÓÅÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÇÒÕ��Ù. ïÔÎÅÓÅÍ Ë 1-ÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ×ÓÅ ÞÉ-ÓÌÁ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ÎÅÞ£ÔÎÙÍ ÇÒÕ��ÁÍ, Á ËÏ 2-ÍÕ | ×ÓÅ ÞÉÓÌÁÉÚ Þ£ÔÎÙÈ ÇÒÕ�� (ÓÁÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÏÔÎÏÓÉÍ Ë 1-ÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ). åÓ-ÌÉ d | ÒÁÚÎÏÓÔØ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ, ÔÏ × ÇÒÕ��Õ �ÏÄ-ÒÑÄ ÓÔÏÑÝÉÈ ÞÉÓÅÌ �ÄÌÉÎÙ�, ÂÏÌØÛÅÊ d, ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �Ï�ÁÄÁÅÔ ÈÏÔÑÂÙ ÏÄÉÎ ÞÌÅÎ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ. îÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ d ÔÁËÉÅÇÒÕ��Ù ÉÍÅÀÔÓÑ × 1-Í É ×Ï 2-Í ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ, ÔÁË ËÁË ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÍÅÖÄÕ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁÍÉ n2 É (n+ 1)2 ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ ×ÏÚÒÁ-ÓÔÁÀÔ Ó Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅÍ n.18.14. ðÕÓÔØ 1-Ê ÞÌÅÎ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ Á1 = Á, Á ÒÁÚÎÏÓÔØ d. ðÏÄÂÅ-Ò£Í ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n, ÞÔÏÂÙ a+10d < 10n. ðÕÓÔØ Ák É Ák+1 |Ä×Á ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÞÌÅÎÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×Ù-�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Ák < 10n, Ák+1 > 10n. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ10n 6 Ák+1 = Ák + d 6 10n− 1+ 10n−1, ÏÔËÕÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ �ÉÆÒÁÍÉ 10.



18. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ÓÕÍÍÙ 547áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ × ÜÔÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑÞÌÅÎ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÊÓÑ ÌÀÂÙÍ ÎÁ�ÅÒ£Ä ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ �ÉÆÒ.18.15. ðÏÌÏÖÉÍ 5n sinnx = Òn, 5n 
osnx = qn. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀp1 = 3 É, ÚÎÁÞÉÔ, q1 = ±4 éÚ ÆÏÒÍÕÌ sin(n + 1)x = sin x 
osnx ++ 
osx sinnx, 
os(n+1)x = 
osx 
osnx− sin x sinnx ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏpn+1 = ±4pn + 3qn; qn+1 = −3pn ± 4qn ÉÌÉpn+1 ± pn − 3qn = ±5Òn; qn+1 ± qn + 3pn = ±5qn: (∗)ïÔÓÀÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ n ÞÉÓÌÁ pn É qn | �ÅÌÙÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ pn ÎÁ 5 ÞÅÒÅÚ rn, ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ qn ÎÁ 5ÞÅÒÅÚ sn É ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌ (∗) ÞÉÓÌÁ rn+1 ± rn − 3sn,sn+1±sn+3rn ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 5. õÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ r1 = p1 = 3, a s1 = q1 == ±4; ÉÚ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÎÁÊÄÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ r2 É s2, ÚÁÔÅÍ r3 É s3 É Ô. Ä.ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ r5 = r1, s5 = s1 É ÄÁÌÅÅ r5 = r9 = r13 = r17 = r21 == r25 = 3.éÔÁË, p25 ÄÁÅÔ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 5 ÏÓÔÁÔÏË 3, É, ÚÎÁÞÉÔ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ 5, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.18.16. ðÒÉ n = 1 ÞÉÓÌÏ ÚÁÂÏÒÏ× x1 = 1, �ÒÉ n = 2 ÍÏÖÎÏ ÏËÒÕ-ÖÉÔØ ÚÁÂÏÒÏÍ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÄÏÍÏ×, Á ÚÁÔÅÍ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÚÁÂÏÒ, ÏÇÏÒÁ-ÖÉ×ÁÀÝÉÊ ÏÂÁ ÄÏÍÁ, Ô. Å. x2 = 3. ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÑ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅxn = 2n− 1, ÄÏËÁÖÅÍ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ. ðÕÓÔØ ÏÎÁ ×ÅÒÎÁÄÌÑ n 6 k, �ÏÌÏÖÉÍ n = k+ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÍÁËÓÉÍÁÌØ-ÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÚÁÂÏÒÏ×. �ÏÇÄÁ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÚÁÂÏÒ A, ËÏÔÏÒÙÊ ÏËÒÕÖÁÅÔ-ÓÑ ÔÏÌØËÏ ÚÁÂÏÒÏÍ, ÏÇÏÒÁÖÉ×ÁÀÝÉÍ ×ÓÅ ÄÏÍÁ. åÓÌÉ ×ÎÕÔÒÉ ÜÔÏÇÏÚÁÂÏÒÁ ÓÔÏÉÔ l ÄÏÍÏ×, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÚÁÂÏÒÏ× ×ÎÕÔÒÉ ÎÅÇÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2l−2�Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ (2l − 1, ÅÓÌÉ ÕÞÅÓÔØ ÓÁÍ ÚÁÂÏÒ A).ïÓÔÁÌØÎÙÅ (n− l) ÄÏÍÏ× ÍÏÖÎÏ ÏËÒÕÖÉÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2(n− l)− 1 ÚÁ-ÂÏÒÁÍÉ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÚÁÂÏÒÏ× | ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2n − 1.ûÁÇ ÄÏËÁÚÁÎ.18.17. ðÏÌÏÖÉÍ zn = upn−1 + vqn−1. �ÏÇÄÁ zn+1 = zn(p+ q) −zn−1pq. éÔÁË, ÚÎÁÑ z0, z1, z2, z3, ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ x = Ò + q É y = ÒqÉÚ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ: z1x− z0y = z2, z2x− z1y = z3. éÚÔÅÏÒÅÍÙ ÷ÉÅÔÁ ÎÁÈÏÄÉÍ Ò É q, Á ÚÁÔÅÍ u É v ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊz0 = u+ v, z1 = up+ vq. éÔÁË,Á) zn = (2n + (−1)n−1)=3,Â) zn = 12√5 ((√5 + 3)(1 +√52 )n + (√5− 3)(1−√52 )n),×) ÎÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ.18.18. 11. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÀ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ b1 = 220, Á q == 5=4. ðÏÓËÏÌØËÕ b1 > 106, b11 = 5610 < 107 É ×ÓÅ Å£ ÞÌÅÎÙ ÏÔ 1-ÇÏ



548 áÌÇÅÂÒÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚÄÏ 11-ÇÏ | �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ 11 �ÅÒ×ÙÈ ÞÌÅÎÏ× ÜÔÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÅÍÉÚÎÁÞÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ.äÏËÁÖÅÍ ÏÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ, ÞÔÏ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ 12 ÔÒÅ-ÂÕÅÍÙÈ ÞÌÅÎÏ× ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. ðÕÓÔØ q = m=k | ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ�ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ (m=k | ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÁÑ ÄÒÏÂØ), b1 | Å£ 1-Ê ÞÌÅÎ.(íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ q > 1. éÎÁÞÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ 12 ÜÔÉÈ ÞÌÅ-ÎÏ× × ÏÂÒÁÔÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ.) �ÁË ËÁË m=k ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÁ, Á b12 == b1m11=k11 | �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ b1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ k11 É b12 > m11.åÓÌÉ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ m > 4, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÍ b12 > 511 > 107, ÞÔÏ�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ. úÎÁÞÉÔ, m 6 4 É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅÚÎÁÞÅÎÉÅ q ÒÁ×ÎÏ 4=3. �Å�ÅÒØ �ÏÌÕÞÁÅÍ b12 = q11b1 > 10b1 > 107,ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ.18.19. Á = 0, b = −4 ÉÌÉ Á = −4, b = 0. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÷ÉÅÔÁ ÓÕÍÍÁËÏÒÎÅÊ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÒÁ×ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ËÏÒÎÅÊÄÒÕÇÏÇÏ, ×ÚÑÔÏÍÕ Ó ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÚÎÁËÏÍ. ðÕÓÔØ ËÏÒÎÉ ÄÁÎÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÊ ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÀ: 
−d, 
, 
+d, Ó+2d. ÷ÏÚÍÏÖÎÙ ÔÒÉ ÓÌÕ-ÞÁÑ: �ÅÒ×ÙÅ Ä×Á ÞÌÅÎÁ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ | ËÏÒÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, Ä×ÁÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ | ÄÒÕÇÏÇÏ; Ä×Á ÓÒÅÄÎÉÈ ÞÌÅÎÁ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ | ËÏÒÎÉÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, Ä×Á ËÒÁÊÎÉÈ | ÄÒÕÇÏÇÏ; �ÅÒ×ÙÊ É ÔÒÅÔÉÊ ÞÌÅÎ�ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ | ËÏÒÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ×ÔÏÒÏÊ É ÞÅÔ×£ÒÔÙÊ |ÄÒÕÇÏÇÏ. ÷ �ÅÒ×ÏÍ É ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÅ ÉÍÅ-ÅÔ ÒÅÛÅÎÉÑ, Á × ÔÒÅÔØÅÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚ ÓÉÓÔÅÍÙ
{ (
− d) + (
+ d) = −
(
+ 2d);
+ (
+ 2d) = −(
− d)(
+ d)�ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÊ ×ÙÛÅ ÏÔ×ÅÔ.18.20. ðÕÓÔØ N | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ 1. ðÏËÁÖÅÍ,ÞÔÏ �ÅÒ×ÙÅ N ÞÌÅÎÏ× ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ an = N !n + 1×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÕÓÔØ d | ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉ-ÓÅÌ ak É al (1 6 k < l 6 N), ÔÏÇÄÁ d Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÞÉ-ÓÌÁ lak − kal = l(N ! k + 1) − k(N ! l + 1) = l − k < N . úÎÁÞÉÔ,1 6 d < N , �ÏÜÔÏÍÕ d | ÄÅÌÉÔÅÌØ N !, Á ÔÁË ËÁË, �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏ-ÖÅÎÉÀ, d | ÄÅÌÉÔÅÌØ Ák = N ! k + 1, ÔÏ d | ÄÅÌÉÔÅÌØ 1, ÚÎÁÞÉÔ,d = 1.18.21. þÉÓÌÁ k ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÕÀ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÀ 20Ò+29,ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ Ò = 1; 2; : : : . òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÏÔÄÅÌØÎÏ �ÅÒÉÏÄÙ �Ï×ÔÏÒÅ-ÎÉÑ ÏÓÔÁÔËÏ× ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ kk+1 ÎÁ 2, 3 É ÎÁ 5 (ÄÌÉÎÙ �ÅÒÉÏÄÏ×ÒÁ×ÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ 2, 6 É 20).18.22. þÉÓÌÏ ÂÁËÔÅÒÉÊ ÞÅÒÅÚ k ÍÉÎÕÔ ÒÁ×ÎÏ (n−k)2k. ðÏÜÔÏÍÕÞÅÒÅÚ n ÍÉÎÕÔ ÂÁËÔÅÒÉÊ ÎÅ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ.



18. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ÓÕÍÍÙ 54918.23. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. þÉÓÌÁ ÂÕÄÅÍ ×Ù�ÉÓÙ×ÁÔØ �ÁÒÁÍÉ. ðÅÒ×ÁÑ�ÁÒÁ Á1 = 1; Á2 = 2. ðÕÓÔØ ÍÙ ÓÍÏÇÌÉ �ÏÓÔÒÏÉÔØ k �ÁÒ; �ÏÓÔÒÏÉÍ(k+ 1)-À �ÁÒÕ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ, ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÅÓÒÅÄÉ ÉÍÅÀÝÉÈÓÑ k �ÁÒ ÞÉÓÅÌ, É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ d ÎÁÉÍÅÎØÛÕÀÒÁÚÎÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑ ÅÝ£ ÎÅ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÁ. ðÏÌÏÖÉ× Á2k+1 = 2Á2k + 1,Á2k+2 = Á2k+1 + d, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.18.24. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ xn Þ£ÔÎÏ É ÒÁ×ÎÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÎÅ-ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ä×ÏÊËÉ ÎÁ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, xn = 2km, ÔÏ xn+kÎÅÞ£ÔÎÏ. åÓÌÉ ÖÅ xn = 2k(2m+ 1) + 1, ÔÏ ÔÁËÉÍ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅÍ�ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ xn+k Þ£ÔÎÏ. úÎÁÞÉÔ, ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÔÁË ÖÅ ËÁË ÉÞ£ÔÎÙÈ, × ÄÁÎÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ.18.25. ðÕÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ yn �ÅÒÉÏÄÉÞÎÁ Ó �ÅÒÉÏÄÏÍ T ,ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n0. �ÏÇÄÁ xn+T − xn Þ£ÔÎÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ n > n0,Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏ (3=2)n−n0(xn0+T − xn0). ðÒÉ ÂÏÌØÛÏÍn �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÞ£ÔÎÏ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.18.26. ðÒÉ ÇÉ�ÏÔÅÚÅ xn = xn−1 + n + 1 (n > 3) �ÏÌÕÞÉÍ xn == n(n + 3)=2. äÏËÁÖÅÍ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ. âÁÚÁ (n = 4)×ÅÒÎÁ. ðÕÓÔØ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ n ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ. �ÏÇÄÁ xn+1 >> 2xn − xn−1 = (n + 1)(n + 4)=2 − 1 ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÁ ÜÔÉÍ ÞÉÓÌÏÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ (ÔÁË ËÁË ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ Þ£ÔÎÙÊ É ËÁÖÄÙÊ ÉÚÎÉÈ ÂÏÌØÛÅ 2). úÎÁÞÉÔ, x1000 = 501 500.18.27. òÅÛÅÎÉÅ 1. a) åÓÌÉ 0 6 xn 6 1, ÔÏ 0 6 xn+1 6 1.åÓÌÉ x1 | ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ×ÓÅ xn ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙ, �ÒÉÞ£ÍÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ Õ x1. îÏ ÔÁËÉÈ ÄÒÏÂÅÊ ËÏÎÅÞÎÏÅÞÉÓÌÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÞÌÅÎÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �Ï×ÔÏÒÑÀÔÓÑ,É Ó ÜÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÎÁÞÎ£ÔÓÑ �ÅÒÉÏÄ.Â) äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ xn+k = xn. òÁÓËÒÙ×ÁÑ ÚÎÁË ÍÏÄÕÌÑ, �ÏÌÕÞÉÍÌÉÂÏ xn+1 = 2xn, ÌÉÂÏ xn+1 = 2− 2xn. ðÏÜÔÏÍÕ xn+k = Á+ b2kxn,ÇÄÅ Á É b | �ÅÌÙÅ (b = ±1). ðÏÌÕÞÁÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó �ÅÌÙ-ÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ xn = Á + b2kxn, ÏÔËÕÄÁ xn | ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅÞÉÓÌÏ, É x1 | ÔÏÖÅ.òÅÛÅÎÉÅ 2. úÁ�ÉÛÅÍ ÞÉÓÌÏ x0 × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ f(xn) = xn+1. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Ä×ÏÉÞÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ÞÉÓÌÁf(x0) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÞÉÓÌÁ x0 ÓÄ×ÉÇÏÍ.18.28. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ËÕÓÏË �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÅÒ×ÙÈ �ÉÆÒ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ �ÑÔ£ÒËÉ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ (�Å-ÒÅ×£ÒÎÕÔÙÍ) × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÅÒ×ÙÈ �ÉÆÒ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ Ä×ÏÊËÉ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÉÓÌÁ: 1=2, 1=4, . . . , 1=2n. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÅÒ×ÙÈÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ �ÉÆÒ ÉÈ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ ÚÁ�ÉÓÅÊ ÅÓÔØ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÅÒ×ÙÈ �ÉÆÒ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ ÚÁ�ÉÓÅÊ ÞÉÓÅÌ 5, 25; : : : ;5n. éÔÁË, ÅÓÌÉ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÂÕÄÅÔ



550 áÌÇÅÂÒÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚÒÅÛÅÎÁ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ä×ÏÊ-ËÉ x = 2n, ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ 10 : : : 0∗ (ÚÄÅÓØ
∗ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÓÔÁ×ÛÕÀÓÑ ÞÁÓÔØ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ2n−1 = 2n=2 = 50 : : : 0∗, 2n−2 = 250 : : : 0∗, 2n−3 = 1250 : : : 0∗.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ Ä×ÏÊËÉ,Õ ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒ×ÙÅ k �ÉÆÒ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, �ÒÉÞ£Í k ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ. òÁÚÄÅÌÉ× ÏÄÎÕ ÔÁËÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ ÎÁ ÄÒÕÇÕÀ(ÍÅÎØÛÕÀ), �ÏÌÕÞÉÍ ÌÉÂÏ ÓÔÅ�ÅÎØ Ä×ÏÊËÉ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÕÀ Ó 1 É ÎÕÌÅÊ(ÚÁÄÁÞÁ ÒÅÛÅÎÁ), ÌÉÂÏ ÓÔÅ�ÅÎØ Ä×ÏÊËÉ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÕÀÓÑ Ó ÄÅ×ÑÔÏË. ÷ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÄ×ÏÉÍ k É �Ï×ÔÏÒÉÍ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ. åÓÌÉ Ï�ÑÔØ �ÏÌÕÞÉÔÓÑÓÔÅ�ÅÎØ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÁÑÓÑ Ó ÄÅ×ÑÔÏË, ÔÏ ÒÁÚÄÅÌÉÍ Å£ ÎÁ �ÏÌÕÞÅÎÎÕÀ× �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÄÅÌÅÎÉÉ. ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ Ä×ÏÊËÉ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó1 É ÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÕÌÅÊ.18.29. äÏËÁÖÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï n. ðÒÉ n = 1 ÉÍÅÅÍÁ21 6 Á1 − Á2 < Á1, ÏÔËÕÄÁ Á1 < 1. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Á2 6 Á1 − Á21 == 1=4 − (Á1 − 1=2)2 < 1=4 < 1=2, Ô. e. Án < 1=n �ÒÉ n = 2. ðÕÓÔØÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n > 2. äÏËÁÖÅÍÅÇÏ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ n+ 1. �ÁË ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ f(x) = x− x2 ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÎÁÏÔÒÅÚËÅ [0; 1=2℄ É Án < 1=n, ÔÏ an+1 6 f(a) < f(1=n) = 1=n−1=n2 == 1=(n+ 1)− 1=(n2(n+ 1)) < 1=(n+ 1).18.30. åÓÌÉ h | ÓÒÅÄÎÅÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÅ a É b, ÔÏ 1=h | ÓÒÅÄ-ÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÅÌ 1=a É 1=b. ïÔÓÀÄÁ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁÚÁÄÁÞÉ: ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ 1=n (n ∈ N), × ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ ÒÁ×ÎÙÉ ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ, ÎÁÞÉÎÁÑ ÓÏ ×ÔÏÒÏÇÏ, ÒÁ×ÅÎ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅ-ÓËÏÍÕ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ É �ÏÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ, ÉÌÉ: ÉÚ ÞÉÓÅÌ, ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÎÁ-ÔÕÒÁÌØÎÙÍ, ÎÅÌØÚÑ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÕÀ �ÒÏ-ÇÒÅÓÓÉÀ (ÎÅ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÒÁ×ÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ). ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ, ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ, ÚÁËÌÀÞÅÎÙ ×[0; 1℄ É ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÞÌÅÎÁÍÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏ-ÇÒÅÓÓÉÉ.18.31. k · k! = (k + 1)!− k!, �ÏÜÔÏÍÕ1·1!+2·2!+: : :+n·n! = (2!−1!)+(3!−2!)+: : :+((n+1)!−n!) = (n+1)!−1:18.32. �ÁË ËÁËÁ2n = 12 · 32 · : : : · (2n− 1)222 · 42 · : : : · (2n)2 == 1 · 322 · 3 · 542 · : : : · (2n− 1)(2n+ 1)(2n)2 · 1(2n+ 1) < 12n+ 1�ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ n, ÔÏ 0 < Án < 1=(2n+ 1) É lim Án = 0.



18. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ÓÕÍÍÙ 55118.33. úÁÍÅÞÁÑ, ÞÔÏ �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ n = 1; 2; : : : ; 99 ×ÅÒÎÙ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Á Án = 1=√n−1=√n+ 1 ÄÌÑ ÉÓËÏÍÏÊ ÓÕÍÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ Á1+ : : : ++ Á99 = 9=10.18.34. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n, ÔÏÇÄÁ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÌÅ-ÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ Á1; Á2; : : : ; Án+1 ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2n. íÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ 1; : : : ; 2n ÒÁÚÏÂØ£Í ÎÁ n �ÁÒ: (1;n+ 1), (2;n+ 2); : : : ;(n; 2n). ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ 1; 2; : : : ; 2n ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ(n+ 1) ÞÌÅÎÏ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Á ÒÁÚÎÙÈ ÞÉÓÌÁÁp É Áq, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ÏÄÎÏÊ �ÁÒÅ. äÌÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Á ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÞÉÓÌÁÍÉ × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ�ÁÒ ÒÁ×ÎÁ n.18.35. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ák = Ák−1 + Á2k−1=n ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ1=Ák−1 − 1=Ák = 1=(n+ Ák−1).ðÏÓËÏÌØËÕ 1=2 = Á0 < Á1 < : : : < Án, ÔÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Á 1=Ák−1 − 1=Ák < 1=n �ÒÉ k = 1; : : : ; n, ÓËÌÁÄÙ×ÁÑ ËÏÔÏÒÙÅ,�ÏÌÕÞÁÅÍ Ï�ÅÎËÕ 1=Á0 − 1=Án < 1.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, 1=Án > 2 − 1 = 1, Á ÚÎÁÞÉÔ, Án < 1. ðÏÜÔÏÍÕÓ�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 1=Ák−1−1=Ák > 1=(n+1) �ÒÉ k = 1; : : : ; n,ÓËÌÁÄÙ×ÁÑ ËÏÔÏÒÙÅ, �ÏÌÕÞÁÅÍ Ï�ÅÎËÕ 1=Á0 − 1=Án > n=(n + 1).úÎÁÞÉÔ, 1=Án < 2 − n=(n + 1) = (n + 2)=(n + 1), Á ÚÎÁÞÉÔ, Án >> (n+ 2)=(n+ 1) > (n− 1)=n.18.36. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Án = (√3 + √2)2n + (√3 − √2)2n, m = Á990.�ÏÇÄÁ Án+2 = 10Án+1− Án. �ÁË ËÁË ÞÉÓÌÁ Á0 = 2, Á1 = 10 �ÅÌÙÅ, ÔÏÁn | �ÅÌÏÅ É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ Án+2 + Án = 10Án+1ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 10. ðÏÜÔÏÍÕ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ Án+4−Án = (Án+4+Án+2) −
− (Án+2 + Án) ÔÁËÖÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 10, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÞÉÓÌÁ Á2; Á6; Á10; : : : ;Á990 ÄÁÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 10. ðÏÓËÏÌØËÕÁ2 = 98, ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ÞÉÓÌÁ m ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ �ÉÆÒÏÊ 8. îÁ-ËÏÎÅ�, ÉÚ m > (√3 + √2)1980 > m − (0;5)1980 > m − 0;1 �ÏÌÕÞÉÍ,ÞÔÏ × ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÞÉÓÌÁ (√3 + √2)1980 × ÒÁÚÒÑÄÅ ÅÄÉÎÉ�ÓÔÏÉÔ �ÉÆÒÁ 7, Á × ÒÁÚÒÑÄÅ ÄÅÓÑÔÙÈ | 9.18.37. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÉÓÌÏ Ái ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ Á1 < : : : < Án. ëÏÌÉ-ÞÅÓÔ×Ï ÔÒ£ÈÞÌÅÎÎÙÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÊ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÏÞÉÓÌÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÒÅÄÎÉÍ ÞÌÅÎÏÍ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ËÁË i − 1, ÔÁË Én− i, �ÏÓËÏÌØËÕ ÎÁ ÍÅÓÔÅ �ÅÒ×ÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ÍÏÖÅÔ ÓÔÏÑÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄ-ÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ Á1; : : : ; Ái−1, Á ÎÁ ÍÅÓÔÅ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ | ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌÁi+1; : : : ; Án. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÊ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÓÕÍ-ÍÙ n∑i=1min{i− 1; n− i} = S:



552 áÌÇÅÂÒÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚåÓÌÉ n = 2l (l ∈ N \ {1}), ÔÏS = l∑i=1(i− 1) + n∑i=l+1(n− i) = l(l − 1):åÓÌÉ ÖÅ n = 2l − 1 (l ∈ N), ÔÏ S = l2.úÁÍÅÔÉÍ, ÎÁËÏÎÅ�, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á�ÒÏÇÒÅÓÓÉÊ ÄÏÓÔÉÇÁÀÔÓÑ × ÓÌÕÞÁÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ai = i(i = 1; : : : ; n).18.38. ðÕÓÔØ Á1; Á2; : : : | ÕËÁÚÁÎÎÁÑ × ÚÁÄÁÞÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ. þ£ÔÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÌÅÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÌÉÛØÏÔ Þ£ÔÎÏÓÔÅÊ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÞÅÔÙÒ£È ÞÌÅÎÏ×. �ÏÇÄÁ ÏÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅ-ÌÅÎÉÑ ÞÌÅÎÏ× an ÎÁ 2 ÔÁËÏ×Ù:1; 1; 0; 1; 1; 1; 1; 0; 1; 1; 1; 1; 0; : : : :ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÅÒÉÏÄÉÞÎÁ Ó �ÅÒÉÏ-ÄÏÍ 5 É ÉÍÅÅÔ �ÅÒÉÏÄ 1; 1; 0; 1; 1. åÓÌÉ ÂÙ × ÉÓÈÏÄÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ �ÏÄÒÑÄ ÓÔÏÑÝÉÅ ÞÉÓÌÁ 1; 2; 3; 4, ÔÏ × ÜÔÏÊ |1; 0; 1; 0. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.18.39. ðÏÓÔÒÏÉÍ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÏÍÅÒÏ×in ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ Ái1 | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ Ái(ÏÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÉÂÏ ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {an} | ÎÁ-ÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ); Ái2 | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ Ái1+1; Ái1+2; : : : . �Ï-ÇÄÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {Áin} ÎÅ ÕÂÙ×ÁÅÔ. åÓÌÉ ÔÅ�ÅÒØbik | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ bi1 ; bi2 ; : : : , ÔÏ ik < ik+1, Áik 6 Áik+1,bik 6 bik+1, Ô. Å. × ËÁÞÅÓÔ×Å ÉÓËÏÍÙÈ ÎÏÍÅÒÏ× p É q ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØÞÉÓÌÁ ik É ik+1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.18.40. �ÁË ËÁË ×ÓÅ Ái | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÏÍÅÒÏ× i1; i2; : : : , ÞÔÏ Ái1 6

6 Ái2 6 : : : 6 Áin 6 : : : (Ái1 | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉ an, Ái2 | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ É Ô. Ä.). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÉÚ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÏÍÅÒÏ× i1; : : : ; in; : : : ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ j1; : : : ; jn; : : : , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ bj1 6 bj2 6 : : : 6 bjn 6 : : : .ñÓÎÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Áj1 ; Áj2 ; : : : ; Ájn ; : : :ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ. �Å�ÅÒØ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÉÚ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
{jn} ×ÙÂÒÁÔØ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {kn}, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 
k1 ; 
k2 ; : : : ; 
kn ; : : : | ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ. �ÏÇÄÁ ×ÓÅ ÔÒÉ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {akn}, {bkn}, {
kn} ÂÕÄÕÔ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÉÍÉ. ÷ÚÑ×ÚÁ p É q, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, k1 É k2, �ÏÌÕÞÉÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ.18.41. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ Á1 − Á0 > 1. äÁÌÅÅ, Á2 − Á1 = 2(Á1 − Á0),Á3 − Á2 = 2(Á2 − Á1),. . . , Á100 − Á99 = 2(Á99 − Á98). ðÅÒÅÍÎÏÖÉ× ÜÔÉ99 ÒÁ×ÅÎÓÔ×, ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ, É ÓÏËÒÁÔÉ× ÏÂÝÉÅ



18. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ÓÕÍÍÙ 553ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Á2 − Á1, Á3 − Á2,. . . , Á99 − Á98 × ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÑÈ, �ÏÌÕÞÉÍÁ100 = Á99+299(Á1−Á+0) > 299. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÁÑ Ï�ÅÎËÁ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉÁk > 2k, Ák+1 − Ák > 2k (k = 1; 2; : : : ) �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ Á100 > 2100.
kak1 2 n0 a1 a2
an

ë 18.42

18.42. òÅÛÉÔØ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ �ÏÍÏÇÁÅÔÒÉÓÕÎÏË: ÌÏÍÁÎÁÑ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÔÏÞËÁÈ(k; Ák) �×Ù�ÕËÌÁ�, �ÏÓËÏÌØËÕ Ák+1 − Ák >

> Ák−Ák−1, (Ô. Å. ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ËÁ-ÖÄÏÇÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ Ú×ÅÎÁ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ �ÒÅ-ÄÙÄÕÝÅÇÏ), ÔÁË ÞÔÏ ×ÓÑ ÏÎÁ, ËÒÏÍÅ ËÏÎ�Ï×,ÌÅÖÉÔ ÎÉÖÅ ÏÓÉ 0k.äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ m > 1 ÂÕ-ÄÅÔ Ám−1 6 0, Ám > 0. �ÏÇÄÁ Án − Án−1 >

> Án−1 − Án−2 > : : : > Ám − Ám−1 > 0 É�ÏÜÔÏÍÕ Án > Án−1 > : : : > Ám > 0, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÀÁn = 0.18.43. ðÕÓÔØ ÒÁÚÎÏÓÔØ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÒÁ×ÎÁ d É ÏÄÉÎ ÉÚ Å£ ÞÌÅÎÏ×a = m2, ÇÄÅ m | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. �ÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ (m + kd)2 == m2 + 2mkd + k2d2 = a + d(2km + k2d) ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÌÅÎÏÍ�ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ k. éÔÁË, ÕËÁÚÁÎÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÞÌÅÎÏ× �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÁÍÉ ÎÁÔÕÒÁÌØ-ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.18.44. 2 · 3n. ðÏÓÌÅ �ÅÒ×ÏÇÏ ÛÁÇÁ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÁ6 = 2 ·3. ðÕÓÔØ Sn | ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ �ÏÓÌÅ n-ÇÏ ÛÁÇÁ. îÅÔÒÕÄÎÏÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ (�+1)-ÇÏ ÛÁÇÁ ÓÕÍÍÁ ÓÔÁÎÅÔ ÒÁ×ÎÁ 2Sn+Sn == 3Sn. éÔÁË, ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ ×ÔÒÏÅ,ÔÁË ÞÔÏ ÎÁ n-Í ÛÁÇÅ ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÁ 2 · 3n.18.45. 2952. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ (ÞÉÓÌÏ ÞÌÅÎÏ×) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊÞÌÅÎ | ×ÔÏÒÏÊ É ÒÁ×ÅÎ n, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ dn = [3(n + 1)=2℄, �ÒÉ-Þ£Í ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ n − 1; n; 1; : : : ; 1; 1 ÄÌÉÎÁ × ÔÏÞÎÏÓÔÉÒÁ×ÎÁ dn.âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ. äÌÑ � < 4 ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÇËÏ�ÒÏ×ÅÒÉÔØ �ÅÒÅÂÏÒÏÍ (d1 = 2, d2 = 3, d3 = 6, d4 = 7). ï�ÅÎÉÍÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÄÌÉÎÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ Á; n; n−a; : : : ,(a < n), ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÍÅÎØÛÉÈ n ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ. ðÒÉ1 6 Á < n=2 Å£ ÄÌÉÎÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ dn−a+1, �ÏÓËÏÌØËÕ, ÕÂÒÁ× �ÅÒ×ÙÊÞÌÅÎ a, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ Å£ ÎÁÞÁÌÏ ÔÁËÉÍ: n − 2Á; n − Á; : : : ; �ÒÉn=2 6 Á < n− 1 ÏÎÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ da + 2 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÒÁÔØ �ÅÒ×ÙÅ 2ÞÌÅÎÁ. éÔÁË, ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ Á ×Ù�ÏÌÎÅÎÙÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ dn−a + 1 6 dn É da + 2 6 dn. ðÒÉ a == n−1 ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ n−1; n; 1; n−1; n−2; 1; n−3; : : : ; 1; 1



554 áÌÇÅÂÒÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÒÁÔØ �ÅÒ×ÙÅ 3 ÞÌÅÎÁ É �ÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ 2 ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ,ÞÔÏÂÙ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÌÉÛØ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï dn−3 + 3 = dn.éÚ ÏÂÝÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ �ÒÉ n = 1967 �ÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔ×ÅÔ dn == [3 · 1968=2℄ = 2952.18.46. äÏËÁÖÅÍ ÓÒÁÚÕ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ 14 < Á100 < 18.ðÒÉ k > 1 ÉÍÅÅÍ Á2k = Á2k−1 + 2 + 1=Á2k, �ÒÉÞ£Í Ák > 1. ðÏÜÔÏÍÕÁ2k + 2 < Á2k < Á2k + 3. óÌÏÖÉ× ÜÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑ ×ÓÅÈ 1 6 k 6 n,�ÏÌÕÞÉÍ (Ó ÕÞ£ÔÏÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Á1 = 1) 2n− 1 < Á2n < 3n− 2, ÏÔËÕÄÁ√2�− 1 < Án < √3�− 2. ðÒÉ n = 100 �ÏÌÕÞÉÍ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÕÀ ×ÙÛÅÏ�ÅÎËÕ.íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Án=n ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë�ÒÅÄÅÌÕ.18.47. åÓÌÉ �ÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ ÔÒÉ �ÅÒ×ÙÈ ÞÉÓÌÁ × �ÏÒÑÄËÅ ÕÂÙ×Á-ÎÉÑ, ÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÞÌÅÎÏ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑÕÓÌÏ×ÉÅ xk 6 xk−r − xk−1, Á �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÔÁÎÅÔ ÕÂÙ×ÁÀ-ÝÅÊ x1 > x2 > : : : > x21. åÓÌÉ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ x21 > 1, ÔÏÉÚ xk−2 > xk + xk−1 ÓÌÅÄÏ×ÁÌÏ ÂÙ x20 > 1, x19 > 2, x18 > 3,x17 > 5; : : : . ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÎÁ�ÉÓÁÔØ 21 ÞÌÅÎ ��ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÉ æÉÂÏÎÁÞÞÉ�: 1; 1; 2; : : : ; 6745; 10916, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ �ÒÏÔÉ×Ï-ÒÅÞÉÅ x1 > 10000.18.48. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÒÅÚËÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ xm=m, k2 6

6 m 6 (k + 1)2 − 1 (k = 1; 2; 3; : : : ), k-Ê ÏÔÒÅÚÏË ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 2k + 1ÞÉÓÌÁ ÏÔ xk2=k2 ÄÏ x(k+1)2−1=((k + 1)2 − 1)2.úÁÍÅÎÉ× ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ xm=m × k-Í ÏÔÒÅÚËÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ �ÅÒ×ÙÍÞÌÅÎÏÍ xk2=k2, �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ ÜÔÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ(2k + 1)xk2=k2 6 3kxk2=k2 = 3xk2=k.�Å�ÅÒØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n �ÏÌÕÞÁÅÍx11 + : : :+ xnn 6 3(x11 + x42 + x93 + : : :+ xq2q ) ;ÇÄÅ q | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ q2 > n.18.49. xn = 1, (n ∈ N) ÉÌÉ xn = n �ÒÉ n ∈ Z.18.50. �ÒÉ ÞÉÓÌÁ. ðÏ ÉÎÄÕË�ÉÉ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Án−1 < bn << Án �ÒÉ n > 4.18.51. äÌÑ 1-ÇÏ ÞÉÓÌÁ | ÎÅÔ. ðÏÓÌÅÄÎÑÑ �ÉÆÒÁ ÞÉÓÌÁ �2k+1ÒÁ×ÎÁ k-Ê �ÉÆÒÅ �ÏÓÌÅ ÚÁ�ÑÔÏÊ × ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÞÉÓÌÁ.äÌÑ 2-ÇÏ ÞÉÓÌÁ | ÎÅÔ. ðÕÓÔØ yn = 0, ÅÓÌÉ �n Þ£ÔÎÏ É yn = l,ÅÓÌÉ �n | ÎÅÞ£ÔÎÏ. �ÁË ËÁË y2n+1 ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó n-Í ÚÎÁËÏÍ �ÏÓÌÅÚÁ�ÑÔÏÊ Ä×ÏÉÞÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ √2, ÔÏ y2n+1 ÎÅ�ÅÒÉÏÄÉÞÎÁ.18.52. åÓÌÉ T = 2r · q (q ÎÅÞ£ÔÎÏ) | �ÅÒÉÏÄ ÄÁÎÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÔÏ �ÒÉ q = 4m + 3 É k > p + 2: 1 = Á2k+T = Á2k = 0.



18. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ÓÕÍÍÙ 555ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. ðÒÉ q = 4m + 1: 1 = Á2k = Á2k+3T = 0, ÞÔÏ ÔÁËÖÅ�ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ.18.53. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ �ÉÆÒÁ b1 ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ 0 É 5, �ÏÜÔÏÍÕ b2 ÅÓÔØÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ 2, 4, 6 ÉÌÉ 8, ÎÏ ÔÏÇÄÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ b2; b3; : : :Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ Ó �ÅÒÉÏÄÏÍ 4. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � > 1ÉÍÅÅÍ Án+4 = Án+(2+ 4+8+6) É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ s > 1 | ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÁn+4s = Án+20s. éÚ Ä×ÕÈ ÞÌÅÎÏ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Án = 10m+2É Án+1 = 10m + 4 ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,Án = 4l. �ÏÇÄÁ Án+4s = 4(l + 5s) É ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ l + 5s ÂÅÓ-ËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ Ä×ÏÊËÉ, ÔÁË ËÁË ÏÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ5 ÓÔÅ�ÅÎÅÊ Ä×ÏÊËÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ:1; 2; 4; 3; 1; : : : É, ÚÎÁÞÉÔ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ Ä×ÏÊËÉ ÄÁÀÔ�ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 5 ÔÁËÏÊ ÖÅ ÏÓÔÁÔÏË, ËÁË É ÞÉÓÌÏ l.18.54. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ 3 ÒÁÚÎÙÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÌÁ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ×ÈÏ-ÄÉÔØ × ÏÄÎÕ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÀ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ �ÒÏÔÉ×-ÎÏÅ: p1 < Ò2 < Ò3 | �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, Ò1 = aqk−1, Ò2 = aqr−1,Ò3 = aqm−1. �ÏÇÄÁ p2=p1 = qr−k = qs, p3=p2 = qm−r = qn. ïÔ-ÓÀÄÁ Òs+n2 = Òn1ps3, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË n É s | ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ�ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÞÉ-ÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ 100 ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ 25 �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, Á × ÏÄÎÕ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÀÍÏÇÕÔ ×ÈÏÄÉÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ ÉÚ ÎÉÈ.18.55. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ai ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ i �ÒÉ ÌÀÂÏÍ i: îïä(ai; a2i) == îïä(i; 2i) = i. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ aÒ ÄÅÌÉÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÎÁ Ò ÄÌÑ �ÒÏ-ÓÔÏÇÏ Ò. ðÕÓÔØ ap = q�, ÇÄÅ q | �ÒÏÓÔÏÅ, q 6= Ò, É q; n 6= 1. ó ÏÄÎÏÊÓÔÏÒÏÎÙ, îïä(ap; aq) = îïä(p; q) = 1, Ó ÄÒÕÇÏÊ, ÔÁË ËÁË aq = ql,ÔÏ îïä(ap; aq) = îïä(qn; ql) > q. éÔÁË, ap = pk. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏk = 1: pk = îïä(pk; apk) = îïä(ap; apk) = îïä(p; pk) = p. ïÔÓÀ-ÄÁ k = 1. úÎÁÞÉÔ, ap = p ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÒÏÓÔÙÈ p.ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ m am = m,ÔÏ amÒ = mÒ �ÒÉ �ÒÏÓÔÏÍ Ò. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, Ô. Å. amp == mpx. åÓÌÉ x ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÏÅ q 6= p, ÔÏ îïä(amp;mq) 6

6 îïä(amp; amq) = îïä(mp;mq) = m, ÏÔËÕÄÁ amp ÎÅ ÄÅÌÉÔ-ÓÑ ÎÁ mq. úÎÁÞÉÔ, amp = mpt. �ÏÇÄÁ mpt 6 îïä(mpt; ampt) == îïä(amp; ampt) = îïä(mp;mpt) = mp, ÏÔËÕÄÁ t = 1.18.56. ðÕÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × ÎÁÂÏÒÅ ÒÁ×ÎÁ í , ÔÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ÁÉÚ ÎÁÂÏÒÁ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ b = Á − í . ðÒÏÓÕÍÍÉÒÕÅÍ ÜÔÉÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑ ×ÓÅÈ Á: b1 + : : : + b1997 = 1997í − (Á1 + : : :+ Á1997),ÏÔËÕÄÁ í = 0, ÔÁË ËÁË b1 + : : : + b1997 = Á1 + : : : + Á1997 = í .úÎÁÞÉÔ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Á ÞÉÓÌÏ b = −Á ÔÁËÖÅ ×ÈÏÄÉÔ × ÎÁÂÏÒ É ÞÉÓÌÁÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ �ÁÒÙ Á, −Á. éÚ ÎÅÞ£ÔÎÏÓÔÉ ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ × ÎÁÂÏÒ ×ÈÏÄÉÔ ÞÉÓÌÏ Á = −Á, Ô. Å. Á = 0.



556 áÌÇÅÂÒÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ18.57. ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÄÁÎÎÕÀ ÓÕÍÍÕ:1−12+: : :− 11318+ 11319 = 1+12+: : :+ 11319−2(12 + : : :+ 11318) == 1 + 12 + : : :+ 11319 − (1 + 12 + : : :+ 1659) = 1660 + : : :+ 11319 :þÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × ÓÕÍÍÅ Þ£ÔÎÏ, Á ÓÕÍÍÁ ÄÒÏÂÅÊ, ÒÁ×ÎÏÏÔÓÔÏÑÝÉÈÏÔ ËÏÎ�Ï×, ÒÁ×ÎÁ1659 + k + 11320− k = 1979(659 + k)(1320− k) ;ÇÄÅ k = 1; : : : ; 330. éÔÁË, �ÏÓÌÅ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÄÒÏÂÅÊ ÉÍÅÅÍ: p=q == 1979A=(660 · 661 · : : : · 1319), ÇÄÅ A | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅÞÉÓÌÏ. þÉÓÌÏ 1979 | �ÒÏÓÔÏÅ, Á ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ × ÚÎÁ-ÍÅÎÁÔÅÌÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ 1979. ðÏÜÔÏÍÕ �ÏÓÌÅ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ ÄÒÏÂÉÎÁ îïä ÞÉÓÌÉÔÅÌÑ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ, 1979 ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ ×ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÊ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ÚÁÄÁÞÉ: �ðÕÓÔØp=q = 1 − 1=2 + 1=3 − : : : + 1=(4k − 1) | ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÁÑ ÄÒÏÂØ ÉÞÉÓÌÏ (6k− 1) | �ÒÏÓÔÏÅ, ÔÏÇÄÁ Ò ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ (6k− 1)�, ÍÅÔÏÄ ÒÅ-ÛÅÎÉÑ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÔÅÍ ÖÅ (�ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ�ÒÉ k = 330).18.58. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 4{n√2}, ÇÄÅ {x} = x − [x℄ | ÄÒÏÂÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÞÉÓÌÁ x(n = 1; 2; : : : ). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ Ò É q | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ,Ò < (4−√2)q, ÔÏ
∣
∣
∣
∣

√2− pq ∣∣∣∣ = ∣
∣2q2 − p2∣∣q(q√2 + p) > 14q2 ;�ÏÜÔÏÍÕ �ÒÉ m > k > 1

∣
∣
∣{m√2} − {k√2}∣∣∣ = ∣∣∣(m− k)√2− l∣∣∣ > 14(m− k) ;ÇÄÅ l = [m√2℄ − [k√2℄ < m√2 − k√2 − 1 6 (m − k)(√2 + 1) << (4−√2)(m− k):úÄÅÓØ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ√2 �ÌÏ-ÈÏ �ÒÉÂÌÉÖÁÅÔÓÑ ÄÒÏÂÑÍÉ Ó ÎÅÂÏÌØÛÉÍÉ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑÍÉ. äÒÕÇÏÅÒÅÛÅÎÉÅ | ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó �ÏÍÏ-ÝØÀ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ ÄÌÉÎÎÅÅ.
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558 ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ[17℄ äÏÒÉÞÅÎËÏ ó.á., ñÝÅÎËÏ é.÷. LVII íÏÓËÏ×ÓËÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-ÞÅÓËÁÑ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÁ. óÂÏÒÎÉË �ÏÄÇÏÔÏ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞ. | í.,�åéó, 1994.[18℄ äÙÎËÉÎ å.â., íÏÌÞÁÎÏ× ó.á., òÏÚÅÎÔÁÌØ á.ì. íÁÔÅÍÁÔÉ-ÞÅÓËÉÅ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÑ. áÒÉÆÍÅÔÉËÁ É ÁÌÇÅÂÒÁ. | í., îÁÕËÁ,1970.[19℄ äÙÎËÉÎ å.â., íÏÌÞÁÎÏ× ó.á., òÏÚÅÎÔÁÌØ á.ì., �ÏÌ�ÙÇÏ á.ë.íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ. | í., îÁÕËÁ, 1971.[20℄ úÁÄÁÞÎÉË "ë×ÁÎÔÁ\. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ. þ. 1-3. ðÏÄ ÒÅÄ. ÷ÁÓÉÌØÅ-×Á î.â. | í., âÀÒÏ �ë×ÁÎÔÕÍ�, 1997.[21℄ úÁÒÕÂÅÖÎÙÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÙ. ëÏÎÑÇÉÎ ó.÷., �Ï-ÎÏÑÎ ç.á., ûÁÒÙÇÉÎ é.æ. É ÄÒ. | í., îÁÕËÁ, 1987.[22℄ éÇÎÁÔØÅ× å.é. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÍÅËÁÌËÁ. úÁÎÉÍÁÔÅÌØÎÙÅÚÁÄÁÞÉ, ÉÇÒÙ, ÆÏËÕÓÙ, �ÁÒÁÄÏËÓÙ. | í., ïÍÅÇÁ, 1994.[23℄ ëÁÎÅÌØ-âÅÌÏ× á.ñ., ëÏ×ÁÌØÄÖÉ á.ë. ëÁË ÒÅÛÁÀÔ ÎÅÓÔÁÎ-ÄÁÒÔÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ. 60-Ñ íÏÓËÏ×ÓËÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÏÌÉÍ�É-ÁÄÁ. ðÏÄÇÏÔÏ×ÉÔÅÌØÎÙÊ ÓÂÏÒÎÉË. | í., íãîíï, 1998.[24℄ ëÁÎÅÌØ-âÅÌÏ× á.ñ., ëÏ×ÁÌØÄÖÉ á.ë., ÷ÁÓÉÌØÅ× î.â. ðÏÄÇÏÔÏ-×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ Ë LVII íÏÓËÏ×ÓËÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÏÌÉÍ-�ÉÁÄÅ 1994 ÇÏÄÁ, 8{11 ËÌÁÓÓ. | í., 1994.[25℄ ëÕÌÉËÏ× ì.ñ., íÏÓËÁÌÅÎËÏ á.é., æÏÍÉÎ á.á. óÂÏÒÎÉË ÚÁÄÁÞ�Ï ÁÌÇÅÂÒÅ É ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ. | í., ðÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, 1993.[26℄ ëÕ��Ï× ì.ð., îÅÓÔÅÒÅÎËÏ à.÷., òÅÚÎÉÞÅÎËÏ ó.÷., óÌÉÎØËÏá.í. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÙ ÛËÏÌØÎÉËÏ×, 10. ëÎÉÇÁÄÌÑ ÕÞÁÝÉÈÓÑ. | í., ðÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, 1998.[27℄ ëÕ��Ï× ì.ð., îÅÓÔÅÒÅÎËÏ à.÷., òÅÚÎÉÞÅÎËÏ ó.÷., óÌÉÎØËÏá.í. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÙ ÛËÏÌØÎÉËÏ×, 11. ëÎÉÇÁÄÌÑ ÕÞÁÝÉÈÓÑ. | í., ðÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, 1999.[28℄ ëÕ��Ï× ì.ð., òÅÚÎÉÞÅÎËÏ ó.÷., �ÅÒ£ÛÉÎ ä.á. òÏÓÓÉÊÓËÉÅ ÍÁ-ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÙ ÛËÏÌØÎÉËÏ×. ëÎÉÇÁ ÄÌÑ ÕÞÁÝÉÈÓÑ.(�ÏÄ ÒÅÄ. ç.î. ñËÏ×ÌÅ×Á) | òÏÓÔÏ×-ÎÁ-äÏÎÕ, æÅÎÉËÓ, 1996.[29℄ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ËÒÕÖÏË (ÓÏÓÔ. åÇÏÒÏ× á.á.). ÷Ù� 4. | í.,âÀÒÏ �ë×ÁÎÔÕÍ�, 1999.[30℄ íÅÄÎÉËÏ× ì.ü., íÅÒÚÌÑËÏ× á.ó. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÌÉÍ�ÉÁ-ÄÙ. | éÖÅ×ÓË, ó×ÉÔÏË, 1997.[31℄ íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÙÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÙ (ÓÏÓÔ. á.á. æÏ-ÍÉÎ, ç.í. ëÕÚÎÅ�Ï×Á). | í., äÒÏÆÁ, 1998.[32℄ íÏÒÏÚÏ×Á å.á., ðÅÔÒÁËÏ× é.ó., óË×ÏÒ�Ï× ÷.á. íÅÖÄÕÎÁÒÏÄ-ÎÙÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÙ. | í., ðÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, 1976.



ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ 559[33℄ íÏÓËÏ×ÓËÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÙ 60 ÌÅÔ Ó�ÕÓÔÑ (�ÏÄÒÅÄ. à.ó. éÌØÑÛÅÎËÏ, ÷.í. �ÉÈÏÍÉÒÏ×Á). | í., éîð òáî,1997.[34℄ ðÒÁÓÏÌÏ× ÷.÷. úÁÄÁÞÉ �Ï �ÌÁÎÉÍÅÔÒÉÉ (× Ä×ÕÈ ÞÁÓÔÑÈ). |í., îÁÕËÁ, 1986.[35℄ ðÒÏÉÚ×ÏÌÏ× ÷.÷. úÁÄÁÞÉ ÎÁ ×ÙÒÏÓÔ. | í., íéòïó, 1995.[36℄ ðÑÔÁÑ óÏÒÏÓÏ×ÓËÁÑ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÁ ÛËÏÌØÎÉËÏ× 1998{1999. |í., íãîíï, 1999.[37℄ óÅÒÇÅÅ× é.î., ïÌÅÈÎÉË ó.î., çÁÛËÏ× ó.â. ðÒÉÍÅÎÉ ÍÁÔÅÍÁ-ÔÉËÕ. | í., îÁÕËÁ, 1990.[38℄ ó�É×ÁË á.÷. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ �ÒÁÚÄÎÉË. | í., íãîíï,1995.[39℄ óÔÒÁÛÅ×ÉÞ ó., âÒÏ×ËÉÎ å. ðÏÌØÓËÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÌÉÍ-�ÉÁÄÙ. | í., íÉÒ, 1978.[40℄ �ÒÅÔØÑ óÏÒÏÓÏ×ÓËÁÑ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÁ ÛËÏÌØÎÉËÏ× 1996{1997. |í., íãîíï, 1997.[41℄ æÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÙ. (âÒÕË à.ë., óÁ×ÉÎá.ð.) | í., úÎÁÎÉÅ, 1977.[42℄ èÏÒÎÓÂÅÒÇ ò. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÀÍÉÎËÉ. | í., îÁÕËÁ,1992.[43℄ ãÙ�ËÉÎ á.ç., ðÉÎÓËÉÊ á.é. ó�ÒÁ×ÏÞÎÉË �Ï ÍÅÔÏÄÁÍ ÒÅÛÅÎÉÑÚÁÄÁÞ �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ. | í., îÁÕËÁ, 1989.[44℄ þÅÔ×£ÒÔÁÑ óÏÒÏÓÏ×ÓËÁÑ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÁ ÛËÏÌØÎÉËÏ× 1997{1998. | í., íãîíï, 1998.[45℄ ûÁÒÙÇÉÎ é.æ., ûÅ×ÒÉÎ á.÷. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ. úÁÄÁÞÉ ÎÁ ÓÍÅ-ËÁÌËÕ. | í., ðÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, 1996.[46℄ ûËÌÑÒÓËÉÊ ä.ï., þÅÎ�Ï× î.î., ñÇÌÏÍ é.í. éÚÂÒÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. áÒÉÆÍÅÔÉËÁ É ÁÌÇÅ-ÂÒÁ. | í., îÁÕËÁ, 1976.[47℄ ûËÏÌÁ × "ë×ÁÎÔÅ\. áÒÉÆÍÅÔÉËÁ É ÁÌÇÅÂÒÁ (�ÏÄ ÒÅÄ. åÇÏÒÏ×Áá.á.). | í., âÀÒÏ �ë×ÁÎÔÕÍ�, 1994.[48℄ ûËÏÌØÎÙÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÙ (óÏÓÔ. î.è. áÇÁÈÁ-ÎÏ×, ä.á. �ÅÒ£ÛÉÎ, ç.í. ëÕÚÎÅ�Ï×Á). | í., äÒÏÆÁ, 1999.[49℄ ñÝÅÎËÏ é.÷. ðÒÉÇÌÁÛÅÎÉÅ ÎÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ �ÒÁÚÄÎÉË. |í., íãîíï, 1998.
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